UNIDAD 4.- 2) LIMITES DE FUNCIONES ( TEORIA CON EJEMPLOS )

Para calcular el limite de una funcién en un punto, evaluamos la funcion en ese punto. Puede suceder que el
resultado sea indeterminado:

EN ESTE CASO HAY QUE HACER LIMITES LATERALES PARA

—— CONOCER EL SIGNO DEL INFINITO i
» cuando tengamos R @ .

Es indeterminado el signo del « y depende de la regla de los signos.

Ejemplos:

. x+1 x=3 x =3
1) lm =2y
3 x—-3 . x+1 4

—l LIMITES DE POLINOMIOS EN EL INFINITO

Sea un polinomio p(x) = ax"+ a, X"+ ..... +a;X + g

lim p(x) = lim(a, x") =7 El signo del  se obtiene con la regla de los signos
X— x—x

Ejemplos

1) Im (-5x* +2x° —x+2) = lim (-5x*) = —o 2) lim (-5x* +2x* —x+2) = lim (-5x*) = —0
X—=+0 x—+0 x——% T——0

38) lim(=2x +4x>+1)= lim(-2x") = - 4) lim (=2x' 24D = lim(=2x") =

) }%( x' +4x"+1) }_1:&( x')=—0 )XIEEC( x +4x"+1) ]‘1_1:20( x')=+w
=i gogioS e _ 1 5\ — : 5 ¥ ox_ o 5y

5) ,12}.}0(43( 9x” +x) }%(43() +20 é) XIBEC (4x” —9x" +x) }32: (4x7)=—=0
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0
0

> 2 de funciones polindmicas: fim 2 [P(a) 2]' h‘m%i‘l)'?—
0 =aQ(x) Q@) 0] =x=a (V-a)?

Se divide por Ruffini numerador y denominador entre x-ay se calcula el limite en la
expresion simplificada.
Ejemplos

o

) 0 2 =
1) lim 2x? +3x+1 2t (x£1)-(2 x+l) oo ..x-:l ____l=l
==l —4x? - 4x? +x+1 =3 (x¥ 1) (=4x? +1) =-4x?s1 -3 3

* Dividimos numerador y denominador entre x+1 por Ruffini

2 3 4 -4 -4 11
-1 2 -1 -1 4 0 -1
12 1]o_ |-4 o 10
2)

9 4 ’ 9
o=xtax® —16x+160 ., (x>2)-(—x*+2x*+4x-8) .. —-x*+2x*+4x-8°0
lim 3 = =lmm - =lim - =
x=2 x'=3x"+4 * x=2 (x/—,/Z)-(x‘—x—.’.) x=2 X“=-x-2 :

. (x>2)(=x*+4) .. -x*+4 0
=lm(l )(x+)=lunx+= =0

=2 (x<2)-(x+1) =2 x+1 3

o de funciones irracionales: se multiplica numerador y denominador por el conjugado

Ejemplos
1)
0
limx—\IZx - Elu —N2x2 1) (x+v2x% - ) x2—2x¥=1) _
=L x-1 ® (1) (xe262 21) "’l(x 1) (x+2x7 -1)
=lim —x #1 =lim Gl ) = lir L=—-=—l

=1 (x_1). (1+\/7x 1) =t (x~1)- (x+\/’)x ~1) x-)lx+m 2

2)
o B Jx+9 E (B-Vx+9)-B3+/x+9)-(-5-x+25) _
50_54[x+25 ,_,0( 5+x+25)-(=5—x+25)-B3+x+9)
-G+9] s-\/x+—'>_) A s-m) —5—«/? _-5-5_-10
x—>°[>5 (x+25)]- G+Jx+9) - —x-(3++x+9) a 3+/x+9 343 6
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(00
—l - COCIENTES DE POLINOMIOS.
(0/0)

Se resuelve dividiendo numerador y denominador entre xP siendo p la mayor potencia de
numerador y denominador. Se puede obtener la siguiente regla:

[
L sin=m
n b’"

: p(x)=. X A

=2 g(x) xox p o x™ 4

=<0 si n<m

w si n>m  (El signo del © depende de la regla de los signos)

Ejemplos
1 I 4’ -9x* +x 4 ) 2\ I Ax% —x° +1 . -
_—_—nmm— —_— 0 o~ - -
) B x=2x"=x* =2 ) 2> _ 2x0 _ 32 et S
T 8
.= X +2x +Xx C+x -1
3) Im %=0 4) lim 2 : —=+4®0 (en-x:xPes+ y -3 es+)
¥+ y¥ —3x° +1 ¥==% _ x7 —3x°
@
2 8% aiie 2 4 3 % =
: . X X .ox (x+D)—-x"-(x-1 . =X +2x +x @
Tipo 1 lim ( - ) = lim ( ) ( ) lim - =
= x—1 x+1 T—3+® (x=1-(x+1) x—+® x -1
3 A AT mem 3 - | ]
. X X —x" —2x o X7 (x=1D)—x"+x +2x . 2x
lim ( - - ) = lim (x—1) - = lim —
o y+1 x -1 x—+0 x -1 x—>to x© —1
Tigo 2
: 3 R T (\14x2+x—2x)-(\/4x2+x +2x) .. 4x?+x—4x?
lim (V4x~ +x-2x) = lim - = lim ——
x40 X340 /4x‘+x+2x 0 J4x® +x +2x
x
: X @ -3 1
X 4x? 4 x +2x Va+2 4

Il 818

| ]
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> | LIMITES DE POTENCIAS.

Cuando se calcula un limite y aparece « en el exponente siempre hay que estudiar su signo como
en los siguientes casos:

|t si oa>1 |0 si a>1
a a
0 st O<ax<l + s5i O<a<l

Ejemplos
2
¥ ] - 2070 =27 = 0 (se sustituye 0'9 en x—1: si -
. 120 =2 . : signo =)
1) Ilim(3x-1)*'=2%=
x5l 3
17:20 =2 =40 ¢ iuye 1 -1 signo+
‘& 4 se sustituye 1'1 en x—1: signo +)
.S
2 —.20 =2t = +<0 (se sustituye 0'9 en 1-x - si
. — 20 =27 =4 ) - x - signo +)
2) ImQ(Bx-1N)*=2%=
x=l 2
g% == (se sustituye 11 en 1-x: signo—)
5
3) HmB3x-1D"V =2""=s2w ‘ A
x—l
=S
S5 —_—i
4) lim(3x-1)*Y=z2-"=z0
-1 :
-
. 1 +00
2L . e =2"" =+0 (se sustituye 19 en x -2 : signo -)
5) & x+1 )=2 1 2
111 =il
=2 x2+2 2 1 +®
2‘(7) =0 se sustiniye 21 en x—2: signo +)

—[ 1=

. . . . b ] , ,
Las indeterminaciones de tipo estan basadas en el numero ¢y se pueden resolver de muchas

formas.

Una de ellas es aplicando la siguiente férmula (donde A puede ser un nimero o un infinito)

- limn g(x) - ( flx) — 1)
liIJil Ifl::::}-‘;[‘l*} — z—A

r— A
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Veamos un ejemplo:

2r+1
—

" T
:Eﬁi (:::—|— 2

Aplicamos la formula

fii
20 +1 1 i . —
) e :f[jgi[ﬂl +1) (:::—i—? 1)]

litn

20 (::: +2

Hacemos las operaciones aparte

T x— (x+ 2)
2e+1)- | ——-1)=(22+1) —— =
(22+1) (:r:—l—? ) (22 +1) x+ 2

-2 —dr — 2
=(2r+1)- =

(22+1) r+2 T+ 2

Enfonces tenemos:

litn

—dr =2
2r+1 lim ! 1
i — oo g4 2 :f:_'.l:—
x—oo \ I+ 2

MAS EJEMPLOS

x—4
5 _2
2) lim[ XJ

lim |:5—2§z_1j| (2 -4) lim lﬂ} (x - 4)
—e _

-4
]jm 5 _2X zex—)-l-w 3-2x
r—teo | 32X

| =

fim [—2 | (2-4)  fim |22 °
a—io| 3— 2% a—tool —2x+ 3 -1
=g =g =g

2 3
H  lim {i}

x>+ | 3x7 —2x+1

S [3x2—5x _1];;2 hm[j&fz—Sx—jxy+2x—l}_

- limn
im 3};2 - 5x 3 —e smptoo| 3wt w4 | %% —2x+ 1
F—t+eo | Ay _2x 41

. -3z -1 x2 . -3zt - g2
—H - + A=+ - + -
—e T -dz+ —e 9z —hx+3 —e® —
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I LIMITES DE FUNCIONES A TROZOS

3—x x<1
4x—4
2 l<x<3
f(x)= xl‘l
3<x<6
x—3
4 x=z6

linll f(x): como aizquierda y derecha de 1 hay funciones diferentes es necesario calcular limites laterales:
X

lim f(x)=lm@G-x)=2

x5l x>l

4x—47 (x—1)-4 4 =l =2
lim f(x)=lm——-=Im ———=lim =2
x—=17 T = -1 x0T (x - 1) . (x + 1) 1T x+1

lim f(x): como aizquierda y derecha de 3 hay funciones diferentes es necesario calcular limites laterales:
x—>

-4 8

lun f(x)= 111;1 =§=l
X537 x” —l A = no3 li1131f(x) (enx=3 hayunaD.IS.I)
=
1 = _—
) i S

1i_£161 f(x): comoaizquierda y derecha de 6 hay funciones diferentes es necesario calcular limites laterales:
X

i i

-3 3!= ne3 lim f(x) (enx=6 hayunaDIS.F)
lim f(x)= lim 4 = lim 4 i
x—6 x—36 x—3

lnn f(x)= 11111

A= a=a

}2};f(x)=}l1ﬂnm(3—x)=—w

6 | UNIDAD 4 : LIMITES DE FUNCIONES MAT. APL. CCSS I



RESUMEN DEL CALCULO PRACTICO DE LIMITES

S1 aparece en una expresion S1 aparece en una suma o resta de S1 aparece en una suma o
polinémica nos quedamos fracciones algebraicas resolvemos la | resta con raices cuadradas de
oo — 00 con el término de mayor operacion para transformar la expresiones algebraicas,
grado indeterminacion en — multiplicamos y dividimos
R por el conjugado.
e  Siesun cociente de polinomios lim%
rP(x) > grQ(x) = o .
o0 g gr Q(x) : - S1 aparecen raices cuadradas
gr P(x) = grQ(x) — cociente de los términos de mayor grado de expresiones algebraicas,
— grP(x)<grQ(x)—0 multiplicamos y dividimos
O e Sies un cociente de otras funciones podemos considerar los por el conjugado.
diferentes ordenes de infinitos:
logx < x"«a" cona>1
Si es un cociente de polinomios lim 2% para resolver la S1 aparecen raices cuadradas
e ) - . o Q(x) - de expresiones algebraicas.
0 indeterminacion factorizamos y simplificamos la expresion. multiplicamos y dividimos
por el conjugado.

5 g 355 0 oo
Transformamos la indeterminacion en R

Para resolver esta indeterminacion podemos:

e  Tomar logaritmos
¢  Buscar la definicion del numero e
¢ Directamente aplicar: lim f (x)g(*) = elim(F(x)-1)g(x)

Para resolver estas indeterminaciones tomamos logaritmos
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