UNIDAD 2: SISTEMAS DE ECUACIONES

Def. - Se llama ecuacion lineal con n incognitas a toda ecuacion polindmica de primer grado con n
incognitas.

Def. Llamamos sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas a todo conjunto de m ecuaciones lineales
con n incégnitas. Se expresa en la forma:

a, X, +a, X, +...... +a, x =b
a, X, +a,X, +...... +a, x =b

A lo largo de la unidad solo abordaremos el estudio de los sistemas lineales de ecuaciones, por lo
que, frecuentemente nos referiremos a ellos como sistemas de ecuaciones, sin decir lineales y suponiendo
que lo son.

Def. Dado un sistema lineal como (1), llamamos solucion del sistema a toda n-upla de numeros reales que
satisfagan las m ecuaciones de la expresion (1).

Def. Dos sistemas se dice que son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Def. - Un sistema de ecuaciones se dice que es:

a) Sistema incompatible (S.l.) cuando no tiene solucion.

b) Sistema compatible determinado (S.C.D.) cuando tiene una Unica solucion.
c) Sistema compatible indeterminado (S.C.l.) cuando tiene infinitas soluciones.

Clasificar o discutir un sistema es determinar cuantas soluciones tiene, es decir, determinar si es
incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado.

Nota : (Transformaciones equivalentes en sistemas lineales). Las siguientes transformaciones en un sistema
dan lugar a sistemas equivalentes:

a) Multiplicar (o dividir) una ecuacion por un escalar no nulo.

b) Sumarle a una ecuacién una combinacion lineal de las restantes.

c¢) Eliminar una ecuacion que sea combinacion lineal de otras del sistema.
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Expresidon matricial de un sistema: Todo sistema lineal se puede expresar matricialmente de acuerdo con la
expresion:

I Y Y I !
a8, 85, - - a,[X b,
8, @y . .. @y || X, b,
@ @my e e @pp ) X, ) LD,
A partir de esta igualdad, llamando ‘a,, 845 . ... @, (X, ‘b,
a21 aZZ a2n XZ bZ
A= , X = y B=
, am1 am2 amn / xr.l . \ If'.".l'n' J

podemos escribir la llamada expresion matricial del sistema, queseria A-X =B

A la matriz A se le llama matriz de coeficientes y, definimos también la matriz ampliada del sistema
como la matriz

(a,, &, ... &, b
8y, 8y . 8y, b,
A =
\ am1 amz amn bm ;

Discutir o clasificar un sistema es decir de qué tipo es: compatible determinado, compatible
indeterminado o incompatible y para ello, usamos el siguiente teorema

TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS Sea:

‘@, X, + 83Xy 4 e+ @, X, = b,
a, X, +a,x, +..... +a, x_ =0b,
(81 Xy + 8o Xy + @, X, = b,
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un sistema m lineal de m ecuaciones lineales con n incégnitas. Sea A su matriz de coeficientesy A* su
matriz ampliada . Entonces:

a) SirgA =rgA* =n = El sistema es compatible determinado (S.C.D.)

b) SirgA = rgA* < n = El sistema es compatible indeterminado (S.C.l.)

c) Si rgA # rgA* =El sistema es incompatible (S.1.)

Nota Es importante tener en cuenta que rgA < rgA *, ya que A* tiene siempre las mismas filas que Ay una
columna mas. Este detalle es de enorme utilidad ya que nos ahorra en muchas ocasiones, tener que
determinar rgA *.

Nota En muchas ocasiones los sistemas dependeran de uno o dos parametros por lo que tendremos que
distinguir los diferentes casos en funcion de los rangos de Ay de A*.

es un método de resolucion de sistemas lineales basado en el calculo matricial.
Supongamos un sistema con expresion matricial AX =B

Realmente hemos transformado un sistema lineal en una ecuacién matricial.
En el caso en que A sea regular, existira la matriz inversa de A, por lo que multiplicando a izquierda en

ambos miembros de la expresién matricial nos queda que X = A2 B, que es justo lo que hicimos en la unidad

anterior cuando resolviamos ecuaciones matriciales.

(x+y+2z=-1
Ejemplo = Consideremos el sistema %x+2y+22:0. Entonces, su expresidon matricial
ﬁ»72x+y—z=1
(1 1 13(xYy (=1 il | (X) (—1)
es:|1 2 2 ||y|=| 0 |.Asipues,llamando: A=|1 2 2|, X=|y|y B=| 0.
2 1 1)\ z) \ 1) 2 1 1) | Z ) i

\

El sistema lineal es equivalente a la ecuacién matricial A- X =B. Ahora bien, es

(-4 0 4
inmediato ver que: |A| =4 . Asi pues, A es regular siendo A :% 5 1 -3|. Asipues,
-3 1 1)
(-4 0 4 )(-1) (2) J"x_2
despejando X de la forma habitual X:A"le 5 1 3|0 |=|2|>qy=-2
=3 4 4 1) L 1) ]\z=1
El es un método eficaz , sobre todo para sistemas de mads de tres incégintas..

Basicamente consiste en :



- transformar el sistema de partida en otro equivalente que sea escalonado mediante
transformaciones equivalentes . Estas transformaciones se suelen hacer directamente sobre la matriz
ampliada del sistema (por filas), ya que las incégnitas no sufren modificacién alguna en ninguna de
las transformaciones.

- Una vez obtenido un sistema equivalente pero escalonado, se pueden ir sustituyendo los valores de
la incognita de abajo a arriba (fase de subida) hasta determinarlas todas.

Ejemplos:
J2x—5y+3z=4 2 -5 3 4) 1 =2 4 3. (1 =2 1 3
. FeR F=F-2F
a) x-2y+z=3 —-A=|1 21 3| =12 -5 3 4 o= -1 1 2=
15x+y+7z=11 5 1 7 11 5 4 FHTTlo 4 2 =4
F'=F+11Fn1 -2 1 3 X-2y+2=3—->x=2y-2z+3=0+2+3=5
~ [0 -1 1 =2 |od-y+z=2->y=2+2=-2+2=0
0 0 13 -26) 13z2=-26 -2z=-2
Por tanto, se trata de un S.C.D., cuya soluciones: x=5, y=0, z=-2
x-3y+7z=10 13 7 0. [1=3 T 109
b) {5x-y+z=8 s =15 —4 1 8| .~ |0 14 34 42| =
Fy=Fa—F; Fy=2F;-F;
X+4y-10z=-11 1 4 -10 -11) 0o 7 17 21
1 3 7 10)\g2:(1 3 7 10 o o x=1+2A
2= A
~|0 14 -34 42| = (0 7 -17 -21 —>{7 ‘1V7z 54 —y==-3+17A
6§ 0 04 00 0 O] q ST z=TA (Lo elegimos)
Se trata, pues, de un S.C.I.
X-3y-2z=7 ' (1 -3 2 7 F2.=F2_2F'1 -3 2 7 bF_,',=F3fF2
C)12x-y+15z2=3 - A ={2 -1 15 3 - 0 & 19 =M} =
(x-8y-21z=11 1 <8 =29 M) 10 <5 —19 4
1 -3 2 7 x-3y-2z=7

=0 5 19 -11|—=45y+19z=-11 , sistema que es evidentemente un S.|. ya que la
0o 0 0 -7, 0=-7
ultima ecuacién carece de solucion y resulta una contradiccion.

mr+y+z=1 m 1 1 x 1 m 1 1]1
r+my+z2=1 = 1 m 1 yl=1|1 (Ap)=[1 m 1|1
r+y+mz=1 1 1 m z I 1 m|1l
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Fj—FQ—}FQ

m 1 1|1 1 1 m|1 E B B 1 1 m 1
1 m 11|82l m 1) 22270 1-m m—1]| 0
1 1 m|1 m 1 1|1 0 m—1 m*—1|m-—1
1 1 m 1
BthoR fg 1-m m-1 0
0 0 m+m-2|m-1
Como m? +m — 2 se anula para m = —2 ou m = 1, distinguimos tres casos:

1. Sem # —2 em # 1 enton Rango(A) = Rango(A|b) = 3, que € o nimero de incignitas,
logo o sistema € compatible determinado, sendo a winica solucion

m—1 - m—1 PO |
mZ+m—2 = (m—-1)(m+2) = m+2

— 1oy =y
2. Sem =1, enton
0 [ S
(Alb)=10 0 0|0
00 0f0

Neste caso Rango(A) = Rango(A|b) = 1, que € estritamente menor que o nimero de in-
cognitas, asi que o sistema € compatible indeterminado. As infinitas solucions obtémolas
despexando unha variable calquera da ecuacion r+y+z =1, por ezemplor =1—y—2z,
de zeito que o conzunto de solucions ven dado por

{1-y—29,2):y,2€eR}.

3. Se m = -2, temos que
11 2|1
(Alp)=10 3 -3| 0 |,
00 0|-3

polo que Rango(A) = 2 < 3 = Rango(A|b) e o sistema € incompatible.

Def.- Un sistema de ecuaciones se llama homogéneo cuando la columna de términos independientes esté
formada por ceros, es decir, cuando es de la forma:

a, X, +a X, +.... +a, x =0
a,x,+a8,X,+....+a, x =0
8, X, +8,.X000eeen.+a@, X, =0
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Nota : Es evidente, al ser rgA =rgA * , que un sistema homogéneo es siempre compatible. Sera determinado
cuando rgA = n e indeterminado cuando rgA #n . Ademads tiene siempre una solucién, llamada solucion
trivial, que es: x1 =0, x»=0, ...x,=0.

x+y+z=0
a) 12x—y+z=0. Es evidente que se trata de un sistema homogéneo. Veamos si es
x-2y-z=0
)
compatible determinado o indeterminado. \A] =2 -1 1/=320—-rgA=rgA*=3—->SCD.
1 -2 -1

Evidentemente al ser compatible determinado, su solucién es la trivial: x=0,y=0,z=0

x-y-z=0 17 -1 -1 ¥ <
b) {x+y-2z=0 —|A=[1 1 -2/=0. Pero: }1 _1|:2¢0—>rgA:rgA*:2—>S.C.I.
2x—-4y-z=0 2 4 -1

Para resolverlo nos podemos quedar con las dos primeras ecuaciones, ya que son las
filas del menor no nulo y, por tanto, la 32 fila depende de las dos primeras. Asi pues:

x=31

-y-z=0 -y-z=0
[x 2l . Aplicando Gauss — IX y=2a .Llamando y=4—{y=41 .
1x+y—22=0 1‘2y—z=0 7 =22

6 | UNIDAD 2: Sistemas de ecuaciones lineales Matematicas Aplicadas alas CCSS I



