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Os seres humanos de todas as
épocas deleitaronse contemplando
o ceo estrelado, a ondada do mar, o
voo das aves, 0 amencer e moitos
outros aspectos da natureza. Entu-
siasmados por tanta beleza e esti-
mulados pola curiosidade, desde os
tempos mais remotos os humanos
formularonse multitude de preguntas
para chegar a cofiecer por que e
como suceden os fendmenos natu-
rais.

=

O cientifico non estuda a natureza
porque sexa util; estudaa porque se
deleita nela, e deléitase nela porque
€ fermosa. Se a natureza non fose |
bela, non valeria a pena cofiecela. |

Henri Poincaré (1854-1912)

Unha das cuestions que lles intere-
saron aos cientificos de todas as
épocas é o cofiecemento das forzas
que intervefien nas diversas formas
naturais de movemento.

Na Antiglidade, o filésofo grego
Aristoteles (384-322 a. C.) propuxo
unha mecénica que intentaba xusti-
ficar o movemento dos corpos pola
existencia de catro elementos funda-
mentais na materia: a terra, a auga,
o aire e o lume. Se estes elementos
se deixan libres, moveranse cara ao
seu lugar natural no cosmos. A terra
ocupa o centro, a auga atépase por

MEcAnica

N

encima desta, o aire por encima da
auga e o lume por encima de todos.
Asi, unha rocha cae cando se sus-
pende no aire, as burbullas de aire
na auga mévense cara a arriba e
unha rocha pesada cae mais rapida-
mente ca outra mais lixeira porque
tende con mais forza ao seu lugar
natural. Na Terra, os corpos en re-
pouso s6 poden moverse se actla
sobre eles unha forza externa; non
obstante, os corpos celestes, coma
o Sol, os planetas e as estrelas, es-
tdn sometidos a outras leis naturais
distintas, son mantidos no espazo
por esferas transparentes de cristal
e mévense sen necesidade de for-
zas que actien sobre eles.

Ao mesmo tempo, os nosos antepa-
sados, os sabios exipcios, gregos e
os doutras culturas, idearon maqui-
nas que acrecentaban a forza huma-
na ou permitian un mellor uso dela.
Nesta tarefa destacaron célebres
personaxes, como Estraton, Arqui-
medes (287-212 a. C.), a quen de-
bemos as primeiras leis da estatica,
e Heron de Alexandria.

A visidn aristotélica sobre a dinamica
do Universo mantivose practicamen-
te inalterada durante moitos séculos.
Aristételes era a Ultima palabra en
ciencia. Durante os 15 primeiros sé-
culos da nosa era realizaronse moi
poucos progresos en fisica, e parti-
cularmente en dinamica.

O filésofo francés J. Buridan (1300-
1385) modificou a teoria de Aristote-
les para explicar a causa do move-
mento dos proxectis. Segundo
Aristételes, un obxecto en move-
mento necesita a accion dunha forza
impulsora en todo momento: o impe-
tus. Pola contra, Buridan defendia
que o impeto inicial é suficiente e
que o seu efecto se mantén indefini-
damente sen necesidade de que a
forza continde actuando. Ao longo
dos séculos xv e xvi a teoria do im-
petus foi obxecto de modificaciéns,
ao tempo que nacia a preocupacion
por dotar a fisica dunha formulacion
matematica adecuada e se cuestio-
naban as ideas aristotélicas.

A finais do Renacemento, xurdiu
unha das figuras miticas da historia
da fisica, o astrénomo e fisico italia-
no Galileo Galilei (1564-1642), que
pode considerarse o iniciador da
ciencia da dindmica. Galileo dedicou-
lle a stia atencidn a temas moi varia-
dos. Destaca o seu interese pola
experimentacion como método habi-
tual de traballo e pola formulacion
matematica dos fenémenos cientifi-
cos («A natureza esta escrita en lin-
guaxe matematica», afirmou Gali-
leo). Son célebres os seus estudos
sobre a caida libre, o movemento do
péndulo e 0 movemento dos proxec-
tis. Resolveu este ultimo problema
baseandose no principio de inercia,

a combinacion dos movementos e a
independencia dos efectos das for-
zas. En contra das ideas de Aristote-
les de que un corpo se detén se non
actua algunha forza sobre el, Galileo
sostivo que, ao que un corpo esta
en movemento, seguird movéndose
ata que unha forza o detefia.

Galileo non chegou a identificar a
natureza da forza da gravidade, tare-
fa que correspondeu a Newton. No
seu Didlogo sobre os dous méximos
sistemas do mundo (1632), pode-
mos ler este didlogo:

Simplicio. —A causa do movemento
descendente de todas as partes da
Terra, como se sabe ben, é a gravi-
dade.

Salviati. —Equivécaste, Simplicio. O
que deberias dicir é: ninguén ignora
que esa causa recibe o nome de
gravidade. Pero non che estou pre-
guntando o nome, senén a esencia
desa cousa.

Excepto o nome imposto & cousa, e
que se fixo familiar polo uso, non
comprendemos nada da cousa, nin
da virtude que fai baixar unha pedra,
nin da que empuxa unha pedra pro-
xectada cara a arriba, nin da que
move a Lua na sua orbita.

O astrénomo aleman J. Kepler
(1571-1630) seguiu a doutrina de
Copérnico (1473-1543), quen expli-
cou de forma mais simple o move-
mento dos planetas, ao supofer que
estes, incluida a Terra, daban voltas
ao redor do Sol, fronte a hipdtese de
Ptolomeo (século ) e Hiparco (190-
120 a. C.) de que o Sol e os planetas
xiraban ao redor da Terra. Kepler, a
partir das observaciéns do astrono-
mo danés T. Brahe (1546-1601),
enunciou as suas célebres leis qui-
zais sen decatarse da sta auténtica
importancia. Pode dicirse que a con-
cepcion dinamica de Kepler estaba
a medio camifio entre Galileo e
Newton, achegandose ao descubri-
mento das forzas gravitacionais.

O cientifico e matematico inglés
I. Newton (1642-1727), considerado

A natureza e as suas leis permane-

cian ocultas na noite. Deus dixo:

«Que se faga Newton!». E fixose a
luz.

Alexander Pope (1688-1744),

poeta

como un dos mais prestixiosos cien-
tificos de todos os tempos, conti-
nuou o traballo de Kepler, Galileo e
outros cientificos da época.

E célebre a sta obra Philosophiae
naturalis principia mathematica (1687),
na que presenta as leis dinamicas
fundamentais que gobernan o mo-
vemento dos corpos, describe a in-
tervencién das forzas no movemen-
to e enuncia a sua teoria sobre a
natureza das forzas gravitacionais.
Aclara ademais conceptos como o
peso, a inercia, a forza de rozamen-
to, o impulso, a cantidade de move-
mento, a forza centripeta...

Como para Galileo, para Newton as
matematicas son a linguaxe da fisi-
ca. Mediante esta linguaxe expresou
as leis xerais do movemento e da
gravitacion universal.

Quixera poder deducir (...) os fenc-
menos da natureza de principios
mecdnicos porque (...) poden de-
pender de certas forzas polas que
as particulas dos corpos, por algu-
nha causa ainda descofiecida, son
impulsados (...). Os filésofos intenta-
ron en van ata agora a investigacion
da natureza pero espero que o0s
principios aqui formulados dean al-
gunha luz.

Newton (1642-1727)

Newton propuxo unha interpretacién
mecanicista dos fendmenos fisicos
que dominaron o0 pensamento cien-
tifico ata principios do século xx,
cando irromperon no mundo da fisi-
ca a feoria da relatividade e a teoria
cuéntica.

Na Antiglidade, os seres humanos
xa contemplaban coa mesma curio-
sidade que hoxe as ondas formadas

na superficie da auga ao lanzar so-
bre ela unha pedra e como unha fo-
lla de arbore situada nesa superficie
vibra ao paso da onda sen cambiar
practicamente de posicion. Pero os
fendmenos ondulatorios, como os
denominamos, tan frecuentes na
natureza, so foron debidamente in-
terpretados e formulados a partir do
século xvi.

Por outra parte, € comunmente ob-
servado que moitos obxectos vi-
bran, como sucede ao pulsar unha
corda tensa ou ao golpear unha la-
mina metdlica. Xa advertira o mate-
mético grego Euclides (século 1 a.
C.) que estas vibraciéns, transmiti-
das ao aire, son a orixe do son.

Hoxe en dia cofiecemos a intima re-
lacion que existe entre os fendme-
nos de vibracién e os movementos
ondulatorios. As ondas sonoras, as
ondas luminosas, as ondas en cor-
das, as ondas sismicas, as ondas
na auga... tefien a sua orixe nalgu-
nha fonte de vibracion. A nocion de
onda e a de propagacion dun fe-
némeno mediante un movemento
ondulatorio foron tomando corpo
lentamente. O fisico e astrénomo
holandés Ch. Huygens (1629-1695)
no seu Tratado da luz (1690) expdn
estes conceptos que xa propuxeran
dalgun xeito outros cientificos ante-
riores.

Durante o século xvii fixéronse me-
didas precisas da velocidade do son
no aire, nos liquidos e nos sdlidos.
Por entdn, a natureza ondulatoria do
son quedaba suficientemente acla-
rada como para orientar a investiga-
cién cara a temas de maior comple-
xidade, como os fendémenos de
difraccion, superposicion e interfe-
rencia, as ondas estacionarias, a re-
sonancia, a percepcion do son polo
oido humano, a medida da intensi-
dade sonora... Estas cuestiéns, xun-
to co seu tratamento matematico,
abordaronse durante os séculos xix
e xx, e chegaron a constituir unha
nova ciencia, a acustica.
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Lembra

e A forza resultante, .Ew’, dun sistema de forzas que
actla sobre un corpo é a suma vectorial de todas as
forzas do sistema.

o A forza normal, N, ¢ a que exerce a superficie de
apoio dun corpo sobre el. E unha forza de reaccion a
que o corpo exerce sobre a superficie.

» A forza de rozamento, F,, é a forza que aparece na
superficie de contacto dos corpos, opofiéndose ao
movemento destes.

Forzas de rozamento sobre corpos en movemento

O mddulo da forza de rozamento é proporcional & forza nor-
mal que actia sobre o corpo.

|ﬁ,|=HCN

A sua direccion é paralela & superficie de esvaramento e o
seu sentido € contrario & velocidade.

Forzas de rozamento sobre corpos en repouso

O médulo da forza de rozamento ten exactamente o mesmo
valor que a compofiente tanxencial da forza F aplicada ao
corpo. Ao aumentar esta compofiente, tamén aumenta a
forza de rozamento, ata un valor maximo:

“'Er‘zueN

A sua direccion é paralela & superficie de contacto e o seu
sentido, contrario & compofiente tanxencial da forza F .

e O peso dun corpo é a forza con que a Terra o atrae.
E un vector dirixido cara ao centro da Terra e de
médulo |p|=mg.

Actividades

e Explica a diferenza entre magnitudes escalares e mag-
nitudes vectoriais. Pon exemplos dos dous tipos de
magnitudes.

e Efectia as seguintes derivadas:

d(5t) d(3t?)

2 gt b =gt

d@2td)
dt

c)

dat dt

e Explica a diferenza entre un movemento de transla-
cién e un movemento de rotacion.

d)

¢ Representa graficamente as seguintes forzas e calcu-
la a sua resultante:
Fy =77 +4j)N F, = (-6i +2j)N

e Un mobil puntual mévese ao longo dunha traxectoria
circular de raio R = 40 cm de xeito que o angulo per-
corrido en cada momento é ¢ =2t+ 0,5 {2, en unida-
des Sl. Calcula: a) a sta velocidade e a sla acelera-
cion angulares; b) a sta velocidade lineal e a stia ace-
leracion tanxencial; ¢) a sta aceleracién normal e a
sUa aceleracion total para t=5s.
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1. Descricion do movemento

As veces resulta dificil saber se un corpo esta en movemento ou non.
Asi, imaxina que Ana e Berta viaxan en autobulis mentres os seus ami-
gos Carlos e Daniel as satdan desde a rua. Desde o punto de vista de
Ana, Carlos parecera moverse, en cambio Berta estard en repouso.
Pero para Daniel, Carlos permanece en repouso e Berta esta en move-
mento.

Mébil: corpo en movemento respec-
to dun determinado sistema de refe- Para saber se un corpo esté en movemento ou non e, se o esta, deter-

rencia.

minar que tipo de movemento describe, necesitamos fixar un sistema
de referencia.

Un sistema de referencia é un punto ou un conxunto de pun-
tos respecto do cal describimos o movemento dun corpo.

Un obxecto atopase en movemento con respecto dun determi-
nado sistema de referencia cando a sua posicion respecto
deste sistema varia co tempo; en caso contrario, dicimos que
estd en repouso.

1.1. Magnitudes do movemento

No estudo de calquera movemento é necesario definir previamente as
magnitudes fraxectoria, posicion, desprazamento, velocidade e acele-
racion.

Traxectoria: curva descrita polos puntos

polos que pasou o maébil.

Vector de posicion, F: vector que vai da
orixe de coordenadas O ao punto P onde
estd o mobil.

En xeral, varia co tempo, I = F(f).

Vector desprazamento, A F, entre
Py dous puntos Py e P: vector con orixe
en Py e extremo en P.

= = Calctlase restandolle ao vector de
P posicion I o vector de posicién ry:

Ar =7 -r

—

Ecuacion do movemento: describe a posicion do mébil ao
longo do tempo.

F(t) = x(t)i +y(t)]

X (t) e y (t) son as ecuacions paramétricas da traxectoria.

| EXEMPLO 1 _EXEMPLO 2

O vector de posicién dun mobil é T(t) = 5ti — 3t%],
en unidades SI. Determina: a) a posicion do mobil nos
instantest=2s et=5s;b) o vector desprazamento
entre os instantest=2s et=5s, e 0 seu médulo;
c) a ecuacion da traxectoria, debtuxaa aproximada-
mente.

— Datos: F(t) = 5t/ —3t%], en unidades SI
a) Os vectores de posicion obtéfiense substituin-
do o valor correspondente de t na expresion
de F(t):
F(28)=5-2i —=3.22] = (107 —=12))m
F(58)=5-5/ —3-52] = (25/ - 75])m
b) Para calcular o vector desprazamento entre os

instantes t=2 s e t=5 s, restamos os vectores
de posicion neses instantes:

AF =F — T,y = F(5s) - F(2s)
AF = (257 = 75])m - (107 —12j)m =
= (15/ —63/)m

O seu médulo é:

i

|AF| = (15 m)? + (-63 m)? = 64,8 m

¢) Determinamos a ecuacién da traxectoria a par-
tir das ecuaciéns paramétricas do movemento:

X =5t 010205040 X{m)
y = 3t? 0 |
t=2X
> 2 XV
X =-3|Z
y= -3(—5-) = ¢ (5 )
: /-6
_ 3X |
25 , .
\ A traxectoria
é unha
pardbola.

O vector de posicién dun mébil é F(t)=2ti +

+ (6t + 5) j, en unidades SI. Determina: a) a ecuacion
da traxectoria; b) o vector desprazamento entre os
instantest=1set=4s, e 0o seu médulo; c) a distan-
cia percorrida polo maobil.

— Datos: F(t) = 2t/ + (6t + 5)/, en unidades Sl

a) Determinamos a ecuacion da traxectoria a par-
tir das ecuaciéns paramétricas do movemento:

X =2t
y=6t+5
X

t==

2
y=3x+5

% A traxectoria é unha recta.

b) Para calcular o vector desprazamento entre os
instantes t=1s e t=4 s, restamos os vectores
de posicion neses instantes:

AF =T —Fy=F(4s)-F(1s)
AF=(2-47 +(6-4+5)j)—(2-17 +(6-1+5) )
AF=(67+18))m

O médulo do vector desprazamento é:

|AF|= 6 m)2+(18m)2 =19,0m

¢) A distancia percorrida polo mobil coincide co
médulo do vector desprazamento porgue a tra-
xectoria é rectilinea:

As =|AF|=19,0m

T
ACTIVIDADES |}

1. Debuxa un sistema de referencia nunha dimensién,

outro en duas e un terceiro en tres dimensions, e
representa sobre eles a posicién dun punto.

. O vector de posicion dun mébil vén dado pola expre-

sién F(t) = (4t +2)i +(t2 - 21)], en unidades SI.
Determina:
a) A posicién do mobil para t=1s e para t=3s.
b) O vector desprazamento entre estes instantes e o
seu maodulo.
¢) A ecuacion da traxectoria.
Sol.: a) (67 — j)m, (147 +3))m;
b) (87 +4])m,89m;c)y = (x2-12x +20)/16

3. O vector de posicién dun mébil vén dado pola expre-

sién F(t) = (t — 3)i + 8¢/, en unidades SI.
a) Determina a ecuacién da traxectoria e debuxa
esta Ultima aproximadamente entre f=0s e t=10s.

b) Determina os vectores de posicioén para t=2 s e
t=5s.

¢) Calcula o vector desprazamento entre estes ins-
tantes.

d) Calcula a distancia percorrida.

Sol.:a) y = 8x +24
b) (-7 +16])m, (27 +40) m;
c) (i +24)m; d) 24,2 m



Vector velocidade media Vector velocidade instantanea
E o cociente entre o vector desprazamento, Ar =1 — 1, E o vector ao que tende o vector velocidade media
2 o intervalo de tempo transcorrido, At=t — t,. cando o intervalo de tempo transcorrido, At, tende a cero
(At —0). E dicir, é a derivada do vector de posicion res-
pecto do tempo.

;oA _(F-1)
TOOAL (t—tp)

it = tim AL - 97
At—0 At dt

A unidade da velocidade no Sl é o metro por segundo (m/s).

Aplicamos a definicion do vector velocidade media:

O vector de posicién dun mébil é F(t) = (t°=2)7 +

+5t], en unidades SI. Determina: o ~ L .
v _r=ry _r(2s)-r(0s) (2i+10j)—(=2i)
a) O vector velocidade media entret=0set=2s. ™ t-ty  (2s-0s) 2s

b) O vector velocidade instantdnea en funcion do
tempo.

— Datos: F(t) = (t>-~2)i +5t/, en unidades Sl

v =(4/+10/)m

m oe =(2/ +5j) m/s

o b) Para obter a velocidade instantanea derivamos o
a) Calculamos os vectores de posicionen t=0s e vector de posicién:

t=2s:
_ar()
T oat

F(0s) = (0°-2)i +5-0j = —2im v(t)
F(28) = (22-2)i +5-2] = (27 +10/)m

= (2ti +5J), en unidades SI

Vector aceleracion media Vector aceleracion instantanea

Z 0 cociente entre a variacién do vector velocidade ins- | E o vector ao que tende o vector aceleracion media
anténea, AV =V - V,, e o intervalo de tempo transcorri- | cando o intervalo de tempo transcorrido, At, tende a cero
lo, At=1t-t,. (At —0). E dicir, é a derivada do vector velocidade res-
pecto do tempo.

~ AV V-V
5 _AV (-7

mOOAt (t-ty)

a) = lim &Y - 2
At>0 At dt

A unidade da aceleracién no S| é o metro por segundo ao cadrado (m/s2).

A velocidade dun mobil & V(1) = 6ti - (t+2)], en ‘ Aplicamos a definicién do vector aceleracion me-
unidades SI. Determina: dia:
a) O vector aceleracion media entret=0se t=3s. - V-v v(3s) - 7(0s) - »
o . g ‘ a = 0 = =(6/ - j)m/s
0) O vector aceleracion instantanea en funcion do tempo. | Tttty 3s-0s
— Datos: ¥(t) = 6ti —(t + 2)/, en unidades SI
a) Calculamos os vectores velocidade en t=0se t=3s: | ) Paraobter a aceleracion instantanea derivamos o
B - ‘ vector velocidade:
v(0s) = 6; 0i-(0 +A2)j = i2/' nj/s ‘ At = dV{t) _ (67— 7y mys2
V(3s)=6-37 —(3+2)] = (187 —5]) m/s | =gy, " ®i-j)ms

Compoiientes intrinsecas da aceleracién

Compoiiente tanxencial: ex- dv EXEMPLO 5
a, = |

presa a variacion do modulo da = — o ) o

velocidade. at Un automobil toma unha curva de 142 m de raio cunha veloci-
dade que ten un mddulo que aumenta no tempo segundo a |

ecuacionv(t)=2,5t+ 5, en unidades SI. Calcula a aceleracion

. Eixe
Eixe normal tanxencial tanxencial e a aceleracion normal no instantet = 3 s.
G-, +3, > — Datos: R=142m v(t) =2,5 t+ 5, en unidades Sl
d=a,l,+a,i - — A aceleracion tanxencial é a derivada do modulo da veloci-

dade:

dv(t
5 = 9V
at
— Determinamos o mddulo da velocidade e a aceleracion nor-

malen t=3s.
v(3s)=25-3+5=12,5m/s

= 2,5 m/s?. Non varia co tempo.

curvatura

Compofiente normal: expresa Ve

a variacion da direccion da ve- | @, =—=| v (12,5 m/s)? 5
: R ~ a, = =" =11m/s

locidade. ‘ R 142 m

Deducion da velocidade e do vector de posicion

Se cofiecemos o vector aceleracion e as . dv L v b I L.
condiciéns iniciais do movemento, podemos a=- 5= dv=adt= | dv= t adt =|\v=vy+ z adt
determinar a velocidade; e tras conecela, Vo ° 2
determinar o vector de posicion. dF 7 ; ;
_ r S " ~ S _
v:—:>dr=vdt:>f dr:f vdt = r=r0+J vat
at 2 t t
EXEMPLO 6
A aceleracion dun movemento rectilineo vén dada A ecuacién da velocidade é v (t) = (12— 1) i, en uni-
pola ecuacion a = 2ti. Calcula as ecuacions da velo- dades SI.
cidade e da posicion en funcién do tempo, sabendo — Integramos a ecuacion da velocidade para obter a
que no instante inicial V,=-im/s e T,=6im. ecuacién da posicion:
N . - t - t N 3 -
—Datos: a=2ti ; Vo=—im/s ;I =6im F:F0+f vdt =61 +J (t? —1)idt=[6+%~t]i
t, 0
— Integramos a ecuacién da aceleracién para obter a A i6n d d s
velocidade: ecuacién do v::-ctor e posicion é:
t . t 2 = t H .
V=, +f Adt = —i +j 2ti dt = [_1 ¥ 2%]; F(t) = [? ~t+ GJI. en unidades S|
t, 0

ACTIVIDADES {}

4. Lembra o concepto de celeridade e defineo. 7. Dado o vector velocidade V(t) = 3t7 + t]', en unida-
des SI, calcula: a) o vector aceleracién instantanea
para t=2 s e 0 seu médulo; b) a compofiente tanxen-
cial e a normal da aceleracién en t=2s.

5. Di se o vector velocidade ten unha compofiente tan-
xencial e unha compofente normal. Razoa a tia res-
posta.

= ~ . 7 2 2. 2 2
6. O vector de posicion dun mébil é F(t) = 2¢°7 + 127, Sol. &) (87 + /) m/s*, 10 m/s*; b) /10 mis?, 0 m/s

en unidades SlI. Calcula: a) a velocidade media entre
os instantes t=0 s e f=3 s; b) a velocidade instan-
tanea; c) a aceleracion media entre os instantes t=0
s e t=3s; d) a aceleracion instantanea; e) a veloci-

8. A aceleracion dun movemento rectilineo vén dada
pola ecuacién a = 3ti. Calcula as ecuacions da ve-
locidade e da posicion en funcién do tempo, saben-

dade e a aceleracién no instante t=1s. do que no instante inicial ¥, =0,5/m/s e f, = 4/ m.
Sol.: @) (187 +3/) m/s; b) (6t3 7 +2t j) ms; c) (187 +2) m/s?; ~ 32 1) - I .
.- o L . 5 Sol:vV(t)y=|—+—=|i m/s;F(t)=|—+—=+4|im
d)y(12ti +2j)m/s=; e) (67 +2)m/s, (12/ +2/) m/s 2 2 2 2




lepasa o calculo das integrais defi-
lidas en Ferramentas matematicas
pax. 18).

1.2. Estudo dalgiins movementos

Dependendo da traxectoria que describe o mobil distinguimos diversos
tipos de movementos. Imos estudar os mais sinxelos.

Movementos rectilineos

No estudo destes movementos tomaremos o eixe OX na direccién do
movemento. Asi, 0s vectores a,v er teran unha soa compofiente e
expresarémolos en forma escalar.

Movemento re’ctilineo uniforme (MRU)

E aquel en que un mobil se despraza so-
bre unha traxectoria rectilinea manten-

Descricion
, ' do a velocidade constante.

' Mpvemento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA)

E aquel en que un mobil se despraza sobre unha tra-
xectoria rectilinea mantendo a aceleraciéon cons-
tante.

Aceleracion a=0

a = constante

t t

v=vO+J adt =vy+0 v=v0+j adt
_ Ecuacion t, t,

la velocidade '

. v =V, = constante v=vy+al(t-t,)

t t t
. x:x0+j vdt x=x0+j vdt=x0+J vy +al(t—ty)] dt

Ecuacién t to o

da posicion
- X = Xo+v(t-to)

X =X, +Vo(t—t0)+%a(t—t0)2

Grificas

At
Vo t

'n automabil parte do repouso cunha aceleracion de
m/s2, que mantén durante 10 s. Despois, mantén a
slocidade constante durante medio minuto. Calcula
distancia total percorrida.

Primeira etapa: MRUA. Determinamos a posicién e a
velocidade ao final desta etapa:

1
Xy = Xg +V0(t1 —t0)+—2—a (t1 "to)z =

1. m
=—2— (10 )% =
22 (10 £)2 =100 m
Vi =vo+alt —tg) = 2510’5 = 20
S S

Segunda etapa: MRU. Establecemos a posicién final do
automobil, que coincide coa distancia total percorrida:

m

£

Xy =X +V4(t, —t)=100 m+20—-30 £ =700 m

Movemento vertical dos corpos

E un movemento rectilineo uniformemente acelerado, cunha aceleracion constante que é a da gravidade, g=9,8 m/s2.
As ecuacions deste movemento para o sistema de referencia da figura son as do MRUA para unha compofiente

negativa da aceleracion a = -g:

1
y:yo+v0(1‘—z‘o)—Eg(t—z‘o)2 v=v,-gl(t-ty)

Segundo o valor de v, podemos ter tres casos:

Y Y Y

o< 0
Lanzamento
Lanzamento e v
i Caida libre )
v vertical cara R Vefgcal cara a

a abaixo arriba

o X o) X 0 %

EXEMPLO 8 EXEMPLO 9

Desde unha fiestra que vy (m)
estd a 20 m do chan
ldnzase verticalmente 20 -
cara a arriba unha pedra

cunha velocidade de

10 m/s. Calcula: a) a al-

tura maxima que alcan-

za e o tempo que tarda

en alcanzala; b) o tempo O
total que estd no aire.

As ecuacions do movemento da pedra son:

1 - m, 1 m
=Yo+Vot—-—gt“;y=20m+10—t-—9,8 —t
Yy=YotVo 29 y s 73 2

m m
V=V, —gt;v:10——9,8—2—t
S S
a) No instante en que a pedra alcanza a altura maxi-
ma, a sua velocidade é cero:

0=102-98 t=t=102s
S S

Para determinar a altura méaxima substituimos
este valor do tempo na ecuacion da posicion:

m 1 m 2
=20m+10—-102 8 - —9,8 —--(1,02 =25,1m
y 7 MR- 98 5 (102)

b) A pedra esté no aire ata que chega ao chan. Nese
momento, y=0.
1

2980 .1
2 s

A solucién positiva da ecuacion é t= 3,28 s.

0=20m+10%4t—

Desde unha fiestra dun 'y (m)
quinto piso ldnzase

unha pedra vertical- 15 M{--==------d--
mente cara a abaixo
cunha velocidade de Vor =5 m/s

5 m/s. Ao mesmo tem-

Voo = 15 m/s
po, lénzaS\e outra pedra
desde o segundo piso gm e b
na mesma vertical e
cara a arriba cunha ve-
locidade de 15 m/s. Se |
cada piso ten unha altu- o s
ra de 3m, calcula en que

momento e a que altura se encontran as duas pedras.

As ecuacions da posicidn para cada pedra son:

1 m, 1 m
y1=y01+V01t—Egt2 ,y1=15m—5—s—t—-§9’8,s_2t2

1 m., 1 m
Yo=Y +V02t—~2—g1‘2 ;y2=6m+15—s—t—59,83—2t2

Ambas as pedras encontraranse cando as suas posi-
cions coincidan:

Yi=Yo
15—5t—\%\Q§t2:6+15t\%\Q§t2; 15-5t=6+15t

De onde resulta t= 0,45 s.
Para calcular a que altura se encontran, substituimos
este valor de t na ecuacién dunha das pedras:

m 1 m 5
y1=15m—5;~0,45/§——9,8—-(o,45 £)?=118m
27 5%

f
ACTIVIDADES {}

9. Unha moto arrinca nunha pista rectilinea cunha ace-
leracién de 3'm/s2, que mantén durante 25 s. Dese-
guido conserva a velocidade adquirida durante 1 min.
Calcula a distancia total percorrida.

Sol.: 5437,5m

10. Déixase caer unha bdla desde unha altura de 200
m. Calcula: a) o tempo que tarda en chegar ao
chan; b) a velocidade nese momento; ¢) a velocida-
de aos 2 s de deixala caer.

Sol.: a) 6,4 s; b) 62,7 m/s; ¢) 19,6 m/s




IXATE

Lanzamento horizontal: movemen-
to parabdlico coa = 0 (v, = 0).

Composicion de movementos

Na natureza existen movementos en duas dimensiéns, que son a com-
binacion de dous movementos simples. Para estudar estes movemen-
tos compostos debemos:

— Distinguir claramente a natureza de cada un dos movementos sim-
ples compofientes.

— Aplicar a cada movemento compofiente as stias propias ecuacions.
— Calcular as ecuacions do movemento composto sabendo que:

e O vector de posicién do mobil obtense sumando vectorialmente os
vectores de posicion dos movementos compofientes, 7 = xi + y .

O seu médulo é |F|=+/x2%+ y2.

e A velocidade obtense sumando vectorialmente os vectores veloci-
dade dos movementos comporientes V = v, i + v, J- O modulo é

V|= v +vi.

e O tempo empregado no movemento composto é igual ao tempo
empregado en calquera dos movementos compofientes.

Composicion de dous MRU perpendiculares Movemento parabdélico

Ea composicion dun MRU sobre o eixe Xe Ea composicion dun MRU sobre o eixe X e un MRUA

Descricion  ,tro MRU sobre o eixe Y. coa aceleracién da gravidade, a = —g, sobre o eixe Y.
. Eixe X: MRU Eixe X: MRU  x=Xg+ Vo, (t—tg) ; V= Vo, = COnstante
Ecuacions
da X:XO"PVX(t— to) 1
e s i N = 2
posicion  Eie v: MRU Eixe YYMRUA y =y, + Voy(t —to) — Eg(t —ty)
eda
L _ vV, =V, —g(t—t
velocidade y=Yo+ vy (t-to) v =VYoy =9 =)
Onde vox= vy Cos o ; Vg, = Vg sen o
Despexamos ¢~ t, na ecuacién de x e subs- | Despexamos - t; na ecuacion de x e substituimos o
, , tituimos o seu valor na ecuacién de y: seu valor na ecuacion de y:
Ecuacion
da t_t = X=Xo. Vy X=X 19 2, Yoy
. - - i = +—X-X t—t = V= —_— — —
raractorla 0=, Y=Y Vx( 0) 0= YTty 2 (x=x) e (x=x,)
Y =Yo+kx—xp) Y=y +A(X=Xy)+B(x-x,)2
Movemento dunha barca sometida & corren- | Lanzamento dun proxectil cun certo dangulo de incli-
te dun rio. nacion.
P (xy) o S—\: Vx
Grfica Conente w Y
L da - O rio
raxectoria v
. tx o= L
VX
Beira do rio

EXEMPLO 10 EXEMPLO 11

Unha barca cruza un rio de 30 m de anchura. Se a velo-
cidade da corrente é de 4 m/s e a barca desenvolve unha
velocidade de 2 m/s perpendicular & corrente, calcula:

a) O tempo que tarda a barca en cruzar o rio.
b) A distancia que percorre.
¢) A ecuacion da sua traxectoria.

30 m

a) Determinamos o tempo que tarda a barca en cru-
zar o rio a partir da ecuacion da coordenada y:

y=vt t:)—/—:M:ﬁs
Voo,
s
b) Calculamos o desprazamento da barca debido a

corrente:
X =V, x:4%-15;§:60m

O desprazamento perpendicular & corrente é
y =30 m. Polo tanto, a distancia percorrida é:

r= \/x2+y2 = \/(60 m)2 + (30 m)% = 67,1m

¢) Para determinar a ecuacion da traxectoria despe-
xamos o tempo da coordenada x e substituimolo
na coordenada y:

X =4t |t =

X
4
21;

y=2t|y= 4

=X
=3

Lanzase un balén desde un monticulo de 50 m de al-
tura, cunha velocidade de 100 m/s que forma un angu-
lo de 30° coa horizontal. Calcula: a) a altura médxima;
b) o tempo de movemento e o alcance.

Y to =0s e T T

~
-
- ~

Voy 4 ,*J/Vo =100 m/s N
~{ . 0=30°

y0=50m

o X

Calculamos as compofientes da velocidade inicial:
Vo, = 100 cos 30° = 86,6 % Vo, = 100sen 30° = 5021

a) No punto de altura maxima cimprese que v, = 0:
v, =V, — gt
Voy=Vy 50m/s-0m/s

t =
g 9,8 m/s?

=51s

Para determinar a altura maxima substituimos este
valor de t na ecuacion da coordenada y:

1
y:yo +V0yt*5gt2
E_5,1 S_lgygi.
£ 27 &7

b) Cando o balén chega ao chan, y = 0:

=50m+50 (5,1 £)?=177,5m

ymax

1
Y=Y, +v0y1‘—5gl‘2
0 =50+ 50t — %9,812; 4,9t2-50t-50=0

O tempo de movemento é t= 11,1 s.

Para determinar o alcance substituimos este valor
de t na ecuacion da coordenada x:

X = Xq+Voyt = 86,6%~11,1/s/=961,3m

ACTIVIDADES |,

11. Un barqueiro desexa cruzar un rio de 100 m de ancho cunha barca que
desenvolve unha velocidade de 36 km/h en direccién perpendicular a unha
corrente de 2 m/s. Determina: a) o tempo que tarda en cruzar o rio; b) a

distancia que percorre a barca; ¢) a ecuacion da traxectoria.
Sol.:a)10s;b) 102,0m; c) y=5x

12. Lanzase un proxectil desde o cumio dunha montafia de 200 m de altura,
cunha velocidade de 50 m/s e un angulo de inclinacién de 45°. Calcula: a) a
altura maxima que alcanza; b) a velocidade no punto mais alto; ¢) o alcance.

Comproba os resultados da activi-
dade 12 coa seguinte simulacién de
tiro parabdlico:

www.walter-fendt.de/phi1is/pro
jectile_s.htm

Sol.: a) 263,8 m; b) 35,4 m/s; ¢) 387,2 m




Movemento circular

E aquel que ten como traxectoria unha circunferencia. Para o seu estu-
do introdtcense as magnitudes angulares.

Magnitude Definicion Unidade SI
Velocidade E o cociente entre 0 dngulo xirado, A, e o inter-
angular valo de tempo transcorrido. y
. Nt
media
o =29 _9-9 P
m = —
O At t—t, At
R Radian
E o valor da velocidade angular media cando o Ao por segundo
Velocidade | intervalo de terppo trapscorrido tengig acero (At 0 (rad/s ou rad - s71)
angular —0). E dicir, é a derivada da posicion angular 5
nstantanea @ respecto do tempo. o l %
o _do
dt
\celeracién E o cociente entre a variacién da velocidade an-
angular gular e o intervalo de tempo transcorrido. v ;
H (0]
media Ao 00, ;@
Oy TOOAt t-t, At y
Radian
E o valor da aceleracion angular media cando R A@ % por segundo
«celeracion | © intervalo de tempo transcorrido tende a cero @ a0 cadrado
angular (At—0). E dicir, é a derivada da velocidade an- Po (rad/s? ou rad - s2)
1stanténea gular respecto do tempo. 0 l
X
o _ do
dt
Movemento circular uniforme Movemento circular uniformemente acelerado
(Mcu) (MCuA)
O mobil describe unha traxectoria circular | O maébil describe unha traxectoria circular
con velocidade angular constante (a,= 0, | con aceleracion angular constante (a;= o R
a,=w? R). constante, a, = 02 R).

 Descricion

iceleracion angular

a)
b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

Un disco de 10 cm de raio xira cunha velocidade angu-
Jar de 45 rpm. Calcula:

A sua velocidade angular en rad/s.

A velocidade lineal dos puntos da periferia do dis-
co.

O dngulo descrito en 15 min e o numero de voltas
gue dé o disco neste tempo.

A componente tanxencial e a normal da acelera-
cion dos puntos da periferia.

Datos: R=10cm=0,1m
t=15min =900 s
Expresamos a velocidade angular en rad/s:

reV 27 rad 1 min
min eV 60s

Os puntos da periferia do disco atépanse a unha
distancia do centro igual ao raio. Calculamos a sta
velocidade lineal:

o =45 rpm

rad

o =45 rpm = 45 =15n

v= meﬁn% 01m = 047-

Calculamos o angulo descrito en 15 minutos:

rad

9= mt—15n? 900 £ = 1350« rad

Expresamos este angulo en revoluciéns (ou voltas):

13507 ;aﬁ;\/ﬂ = 675 voltas

n yad

Non existe aceleracion tanxencial por tratarse dun
MCU.

Calculamos a aceleraciéon normal dos puntos da
periferia:

a,= 0’R = [157:59—"—] 01m=22"1
S S

EXEMPLO 12 EXEMPLO 13

As rodas dunha bicicleta, de 50 cm de raio, xiran a
partir do repouso durante 40 s cunha aceleracion an-
gular de 2 rad/s?. Despois mantefien a velocidade ad-
quirida durante un minuto. Calcula:

a)

a)

b)

c)

A velocidade angular final das rodas e a velocida-
de final da bicicleta.

O numero de voltas efectuadas por unha roda.

A distancia percorrida pola bicicleta.

R=05m o= 2 rad/s?
ty—ty=40s fL—-t;=1min=60s

Datos: wg = 0 rad/s

Calculamos a velocidade angular ao cabo de 40 s:

_,rad 40 £ = 80rad

o=wm,+olt,—1)=2 2

A velocidade da bicicleta coincide coa velocidade
lineal dos puntos da periferia da roda:

rad

v=o0R=80"2%05m=40"
S S

Calculamos o angulo xirado nos primeiros 40 s:

(p1:loc(t1—t) 1 prad. (40 £)?=1600 rad
2 gz/
1 volta
1600 rad - = 254,6 voltas
2nrad

Calculamos agora o angulo total:

¢,= @+t =1600 rad + 80 ri/d .60 £ = 6 400 rad
1volta
6 400 rad - — 1018,6 voltas
;a/ 2n;a6

A distancia percorrida pola bicicleta é igual ao arco
descrito por unha roda:

As=@R=6400rad-0,5m=3200m

ACTIVIDADES |

o= constante

‘(kefyldci'&la,dé,‘angular

= constante

0=+ o (t-ty)

Posicion angular

Q=0+ o (t-tp)

1
(P=<Po+c00(t—to)+50c(t—to)2

14,

13. Unharoda de 30 cm de raio xira a 10 rpm. Calcula: a) a velocidade angu-

lar en rad/s; b) a velocidade lineal dos puntos da periferia da roda e dos
que estan a 10 cm do seu eixe; ¢) o angulo descrito en 2 min e o numero
de voltas dadas neste tempo; d) os valores da compofiente tanxencial e da

normal da aceleracion dos puntos da periferia.

Sol.: a) /3 rad/s b) 0,31 m/s, 0,10 m/s; ¢) 40 = rad, 20 voltas;
d)a;=0m/s?, a,=0,33 m/s?

Un volante de 25 cm de raio xira media volta por segundo. Se frea unifor-
memente ata deterse en 40 s, calcula: a) a velocidade angular inicial; b) o
ndmero de voltas que da ata deterse; ¢) as compofientes intrinsecas da
aceleracion dun punto da periferia no instante en que a roda comeza a

frear.

Sol.: a)  rad/s; b) 10 voltas; ¢) a;= -0,02 m/s?, a, = 2,5 m/s?

Relacion entre
magnitudes lineais
e angulares

Distancia percorrida As=0¢R
Velocidade v=0R

. Aceleracién tanxencial  a;=oR
Aceleracién normal a,=w?R




2. Causas do movemento

Para un corpo Para un sistema de particulas

Unha pelota de golf que esta inicialmente en repouso ponse en move-
mento cando un xogador a golpea co seu pau. Esta pelota detense
cando € interceptada por un obxecto na sUa traxectoria, como por
exemplo unha sebe.

— A cantidade de movemento dun corpo re- | — A cantidade de movemento total do sistema é o vector suma
presenta unha medida da dificultade de das cantidades de movemento das particulas individuais:
deter o seu movemento. Asi, € mais dificil P =P+ Ps+ Py ..

deter un camion canto maiores son a sua . .

. . — Sexan dous corpos que poden interactuar entre si, pero que
carga e a sua velocidade. . Lo
estan illados dos seus arredores (€ dicir, cada corpo pode exer-
a cer unha forza sobre o outro, pero non hai forzas exteriores).
As forzas que se exercen entre si son de accién e reaccion,

A pelota tamén pode cambiar a direccion do seu movemento cando

choca cun valado ou co pau da bandeirola. O momento lineal ou cantidade de

movemento, P, dun corpo é o produ-

Toda modificacion do movemento dun corpo débese & acciéon dunha

ou de varias forzas.

Primeira lei ou lei de inercia

Un corpo permanece no seu estado de repouso ou de
movemento rectilineo uniforme se non actta ningu-
nha forza sobre el, ou se a resultante das forzas que
actdan é nula.

— Sobre un corpo sempre actla algunha forza (o seu
peso, o rozamento...). Non obstante, se a resultante
de todas as forzas que actuan sobre o corpo é nula,
a situacién equivale a que non actde ningunha forza
sobre el.

— Para que un corpo se manteia en MRU debe actuar
sobre el unha forza que se opofia & do rozamento e
que a neutralice.

XEMPLO 14 EXEMPLO 15

Calcula a forza que se lle debe comunicar a un corpo
de 300 kg de masa para que esvare polo chan cunha
velocidade constante se o coeficiente de rozamento

cinético é de 0,3.
m = 300 kg N

A resultante debe valer
cero para que O COrpo
se mova a velocidade
constante: E,

R=F-F,=0 = F=F, u.=03
Calculamos a forza de rozamento:
Fr=uN=pu,p=p,mg=0,3-300kg - 9,8 m/s2=882 N
Polo tanto, F =882 N

Segunda lei ou lei fundamental da dindmica
Se sobre un corpo acttia unha forza resultante, F, este
adquire unha aceleracidn, & , directamente proporcio-
nal 4 forza aplicada, sendo a masa, m, do corpo a
constante de proporcionalidade.
F=ma

— Se a forza resultante sobre o corpo é cero, a slia ace-
leracion tamén sera cero e este permanecera en re-
pouso ou en MRU como afirma a primeira lei.

— Se a forza resultante é diferente de cero, a acelera-
cién ten a mesma direccion e sentido que a forza
resultante.

Calcula a aceleracion dun paquete de 2 kg que ascen-
de verticalmente atado a unha corda que ten unha
tension de 30 N.

Calculamos a resultante:
F=T-p=T-mg
F=30N-2kg-9,8m/s2=0,4 N

Calculamos a aceleracion:

F 10,4 N
F=mamsa=—=—"——
m 2 kg

a=>52m/s?

Terceira lei ou principio de accion e reaccion

Se un corpo exerce unha forza F,, sobre outro corpo,
aste & vez exerce sobre o primeiro unha forza F,, co mes-
mo médulo e direccion, pero de sentido contrario:

F12:_F21

— As duas forzas Fy, e F,;, chamadas de accién e reac-
cion, son simultaneas.

— Ainda que ambas as forzas son opostas, non se anu-
lan mutuamente, debido a que se exercen sobre cor-
pos distintos.

EXEMPLO 16

Debuxa a forza
peso dunha per-
soa e a sua for-
za de reaccion
e indica sobre
que corpos es-
tdn aplicadas.

to da sua masa pola sua velocidade.
p=mv

E unha magnitude vectorial que ten a mes-
ma direccién e o mesmo sentido que a
velocidade.

— A partir da segunda lei de Newton pode-
mos relacionar a cantidade de movemento
dun corpo coa forza resultante que actua
sobre el.

= - dv  d(mv)
F=ma=m—=
dt dt

A forza resultante que actua sobre

un corpo € igual 4 derivada da sua

cantidade de movemento respecto
do tempo.

JF =

Q
9«‘:‘@

F,,eFR,, ecumprese:

_ dp,.. _ . _dp
Fpy = mya, = dt1 P =Mpa, = dt2

E L F dp, dp d(p; + P,)
Como Fy, +F, =0 ==t 42 g, 221 2/ _

2ooa dt  dt dt
En consecuencia, a cantidade de movemento total do sistema
permanece constante:

py + P, = constante; my, + m,V, = constante

Esta expresion constitie o teorema de conservacion da canti-
dade de movemento:

9 Se a resultante das forzas exteriores sobre un sistema
é nula, a cantidade de movemento deste permanece
constante.

SiF = 0 = p = constante

EXEMPLO 17

Unha rocha, inicial- Ly
mente en repouso, tras |

deles saen con veloci-
dades de 80 m/s e 60
m/s cara ao norte e o
leste, respectivamente.
Calcula a velocidade e
a direccion do terceiro
fragmento.

ma esta en repouso inicialmente:

ser dinamitada estou- Vv, = (0,80) m/s = A
pa dividindose en tres 0=m(80j +60i +Vj)
anacos iguais. Dous i, —— X

V, = (60,0) m/s

Ao non actuar ningunha forza exterior ao sistema, con-
servarase a cantidade de movemento. Como o siste- X o

0=p; 0=my,+my, + mg,
0=m80j + m60i + mv, en unidades Sl

De onde obtemos: V4 = —60/ — 80/
Calculamos o médulo da velocidade:

V4] = \/(-60 m/s)2 + (-80 m/s)? = 100 m/s

Para determinar a direccién da velocidade calculamos
o valor do angulo o que forma V3 co eixe OX:
_ vyl _80m/s 4

= S S 2 o =53
Vo] 60 m/s 3~

ACTIVIDADES ||

15. Se deixamos caer unha pedra desde certa altura,
esta non se move con velocidade constante, senén
que se acelera. Xustifica este feito a partir das leis

de Newton.

17. Calcula a aceleracion que adquire un corpo de 10 kg
sobre o que se aplican duas forzas de 34 Ne 52 N
na mesma direccion e sentidos contrarios.

Sol.: 1,8 m/s?

16. Calcula con que forza temos que empuxar unha 18. Duas bdlas de 2 kg e 5 kg mévense na mesma direc-

mesa de 20 kg para que se desprace a velocidade
constante se o coeficiente de rozamento cinético co

chan é de 0,1.

Sol.: 19,6 N

cién e sentidos contrarios con velocidades respecti-

vas de 3 m/s e 4 m/s, chocan e quedan unidas. Cal-

cula a velocidade do sistema despois do choque.
Sol.:2 m/s




Para aplicar as leis de Newton:
1.

Debuxamos un esquema con
todas as forzas que actuan so-
bre cada corpo do problema.

. Eliximos un sistema de coor-

denadas conveniente para cada
corpo e determinamos as com-
pofientes das forzas ao longo
destes eixes.

. Aplicamos a segunda lei de

Newton en forma de compofien-
tes.

. Resolvemos as ecuaciéns ou os

sistemas de ecuacioéns resultan-
tes.

. Comprobamos o resultado.

2.2. Aplicacions das leis de Newton

As leis de Newton permitirannos resolver os problemas de dindmica.

Nas péaxinas seguintes estudaremos alglins exemplos simples de mo-
vementos baixo a accién de forzas constantes para ilustrar as aplica-
cions destas leis.

Dindmica do movemento rectilineo

Neste tipo de problemas debemos tomar o eixe OX na direccion do
movemento. Deste xeito, os vectores a,v er tefien unha soa compo-
flente e pddense expresar en forma escalar.

Deseguido estudaremos o movemento dun corpo sometido a forzas
constantes que esvara sobre un plano e o movemento dun sistema de
dous corpos unidos por unha corda.

Movemento nun plano horizontal

Movemento nun plano inclinado

Movemento de corpos enlazados

Os dous corpos da figura mo-
vense conxuntamente ao es-
taren unidos por unha corda.
Supofieremos que o sistema
se movera cara 4 esquerda. E
dicir, o corpo 1 descendera
polo plano mentres que o
corpo 2 ascendera.

Se o médulo da aceleracién
resultase negativo, significa-
ria que o sentido escollido
non é o correcto e deberia-
mos refacer o problema esco-
llendo o sentido oposto. Se neste caso o resultado tamén fose negativo, sig-
nificaria que o corpo se mantén en repouso.

Representamos todas as forzas que actian sobre ambos os corpos e cal-
culamos a sla aceleracion:

O corpo da figura esvara sobre unha superficie horizon-
tal por accion da forza F. Representamos todas as forzas
que actuan sobre o corpo e calculamos a sua acelera-
cion.

Fn=Fsenf
Fi=F cos B

Eixe tanxencial: F;— F,=ma — Fcos B — F,=ma [1]
Eixe normal: N+ F,-p=0—- N=p- F,=mg- F senf
A forza de rozamento é:
Fr=weN=pc(mg- F sen )
Substituimos en [1]:
FcosB-u,(mg-FsenP)=ma

Q- Fcos B—u,(mg—Fsenf)
m

XEMPLO 18 EXEMPLO 19

Calcula a aceleracion do bloque da figura superior se
F=20N, 00=30° m=2kgeu,=0,1.

|
Substituimos os datos do problema na expresién da ‘
aceleracion: i

a- 20 cos 30°-0,1(2-9,8 - 20 - sen 30°) m

=8,2—
2 s?

O corpo da figura ascende polo plano inclinado por
accion da forza F. Representamos todas as forzas que
actdan sobre o corpo e calculamos a sta aceleracion.

Pn =P €OS O,

pi=p sen o

Eixe tanxencial:
F-pi—F,=ma— F-mgseno-F,=ma [1]
Eixe normal:
N-p,=0—- N=p,=pcos a=mgcos o
A forza de rozamento é:
Fr=p.N=pu,mgcos a
Substituimos en [1]:
F - mg sen o.—p,mg cos o = ma

a- F —mg(sena + p, cos o)
m

Calcula a aceleracion do bloque da figura superior se
F=50N, a=45°m=3kgeu.=0,1.

Substituimos os datos do problema na expresion da
aceleracion:

50-3- ° . °
a- 3-9,8(sen 4;5 +0,1- cos 45°) :9,0%
s

Corpo 1: py—-T—-F =ma
Corpo 2: T—-p,=mya
Suma py —F.—py, =(my+my)a
a- Pt —F = Py _mgsena-—ymgcoso—myg
my +my, my+m,

Despexamos a tensién da ecuacion do corpo 2:

T =mya+p, =my(g+a)

EXEMPLO 20

Calcula a aceleracion do sistema da figura superior e a tension da corda

se:my;=10kg, mpo=3kg, a=45°e ;= 0,2.

10+3
T =3(9,8+2,0)=354N

a= 10-9,8-sen 45°-0,2-10-9,8-cos 45°-3-9,8

m
2,0—
2

Maquina de Atwood

Consta dunha polea e un fio inex-
tensible e de masa desprezable que
pasa pola sta gorxa. De cada un
dos extremos do fio pédese colgar
un corpo.

Se unha das masas é maior ca a
outra, por exemplo my > m,, 0s
dous corpos movense acelerada-
mente, 0 de mais masa cara a abai-
X0 e 0 outro cara a arriba.

A aceleracion do sistema é:

(my—my)g
my+m,

a=

@

Comproba a influencia do coeficien-
te de rozamento no descenso dun
corpo por un plano inclinado me-
diante a seguinte simulacion:

www.ngsir.netfirms.com/english
htm/Incline.htm

ACTIVIDADES ||

19. Un bloque de 3,5 kg de masa é arrastrado polo
chan cunha velocidade constante mediante unha
corda horizontal cunha tensién de 6 N.

a) Debuxa un esquema das forzas que actuan so-

21.

Unha caixa baixa con velocidade constante por

unha superficie inclinada 14° respecto da horizon-
tal. Calcula o coeficiente de rozamento cinético.

bre o blogue. 22. Calcula a

b) Calcula a forza de rozamento e o coeficiente ci- aceleracion

nético de rozamento. e a tensién

c) A corda inclinase cara a arriba ata formar un an- que ten a

gulo de 45° coa horizontal. Explica como se mo- cordg para

verd o blogue e calcula a sua aceleracion. 0 §|stema
da figura.

Sol.: b) 6 N, 0,17; ¢) ~0,26 m/s?

20. Explica razoadamente se é certa a seguinte afirma-
cion: A forza de rozamento estdtica entre un corpo
e unha superficie € sempre igual a pi, N.

Sol.: 0,25

Sol.: 2,1 m/s2, 47,6 N




Dindmica do movemento circular

Para describir este tipo de movemento precisamos as compofientes in-
trinsecas da aceleracion e as magnitudes angulares.

Movemento de corpos enlazados

Este movemento ten as seguintes caracteristicas:

— O mddulo da velocidade é constante, polo que non
existe aceleracion tanxencial, a;.

— A direccién da velocidade varia constantemente,
polo que existe aceleraciéon normal ou centripeta,
a,.

En consecuencia, debe existir unha forza resultan-
te que produza tal aceleracion. Esta forza ten a
direccién normal & traxectoria e chamase forza
centripeta.

2

4

Fe=ma,;F,=m—

c n c R
F,=mw®R

EXEMPLO 21

Unha bdla de 150 g, atada ao extremo dunha corda de
40 cm de lonxitude, xira apoidndose sobre unha mesa
horizontal sen rozamento a razon de 15 voltas por
minuto. Calcula:

a) A velocidade angular en rad/s.
b) A tension da corda.

— Datos:

i ey, 0 = 15 rpm

a) Calculamos a velocidade angular en rad/s:

reV 2mrad 1min _ mrad
min

w=15

1160 60s 2 s
b) A tensién da corda é a forza centripeta:

2
T=mo®R =015 kg-(g%q) -0,4m=0,15N

EXEMPLO 22

A bdla da figura
xira no aire con
MCU a razon du-
nha volta por se-
gundo. Se a lonxi-
tude da corda é de
0,3 m e a masa da
bdla é de 100 g,
calcula: a) a ten-
sion da corda; b) o
dngulo que forma
a corda coa verti-
cal.

Aplicamos a segunda lei de Newton tendo en conta
que a forza resultante na direccion radial é a forza cen-
tripeta:

Eixe X:
Eixe Y:

T.,=F, ; Tsena=mw?R
T,=p ; Tcosa=mg

a) Da primeira ecuacion obtemos a tensién da corda.
Tendo en conta que R =/sen o

T sen 0. = mw?/sen o
T=mw?2/=0,1kg- (2nrad/s)2-0,3m=12N
b) Da segunda ecuacién obtemos o angulo o

mg _ 0,1kg-9,8 m/s?
T 1,2 N

De onde deducimos que o = 34,9°.

cos o = =0,82

‘Movemento circular nun plano vertical

A figura representa un obxecto que xira nun plano verti-
cal atado ao extremo dunha corda.

As forzas que actian sobre o obxecto son o seu peso e
a tension da corda. Pédese apreciar que en cada punto
a resultante destas forzas é distinta. Polo tanto, tratase
dun movemento circular con velocidade variable e ace-
leracién non-constante.

Vexamos cal é o valor da resultante en catro puntos do
percorrido.

Punto 1 (arriba) Punto 2 (abaixo)

Eixe normal: Fo=T; +p

V2

Eixe normal: F,=T, - p

V2

= mo®R T,-p=m— =mo°R

=m
T,+p 7

R

Eixe tanxencial: F;=0 Eixe tanxencial: F;=0

n

- Eixe
T tanxencial
gixe norma
3 e —
7
P
= 4
p T1s

o

Punto 3 (esquerda) Punto 4 (deréita) -

Eixe normal: F, = T3 Eixe normal: F,= T,

2 v2

= mw?R Ty=m—o = mo?R

v
T, =m—
R

Eixe tanxencial: F;=p Eixe tanxencial: F;=—p

EXEMPLO 23

Unha pedra de 100 g de masa xira nun plano vertical
atada ao extremo dunha corda de 50 cm de lonxitude.
Calcula a velocidade minima que debe ter a pedra no
punto superior da sua traxectoria para que a corda se
mantefa tensa.

— Datos: m=0,1kg R=05m

No punto superior: )

v
T+p=m—
P R

A corda mantense tensa mentres existe unha tension
T = 0. O limite correspondente & velocidade minima &
v2
0+ﬁ7/g=}’f{ mln;Vminz

T=0:
A JoR

f m
Neste caso: Vi, =4,/9,8—%-0,5m = 2,2;
s

Observamos que o resultado é independente da masa

da pedra.

EXEMPLO 24

Unha pedra de 100 g de masa xira nun plano vertical
atada ao extremo dun fio de 50 cm de lonxitude.
Auméntase a velocidade da pedra ata que o fio rompe
por non poder aguantar a tension. Se o limite de resis-
tencia do fio é de 7,5 N, calcula a velocidade con que
saira disparada a pedra e di que tipo de traxectoria
seguird.

R=05m Thx=75N

O fio rompera no punto inferior da traxectoria, onde a
tensién é maxima:

2
[T -
Thax —P = m; , v= R___—maxm mg

. 2
v losm. 25N-01kg 9,8 ms
0,1kg

— Datos: m=0,1kg

=5,7m/s

A pedra seguird un mo-
vemento parabdlico co-
rrespondente a un tiro ;
horizontal con veloci- ‘ _

dade inicial de 5,7 m/s. ~

T
ACTIVIDADES }

23. Unha bdla atada ao extremo dunha corda de 0,5 m
de lonxitude xira no aire cunha velocidade constan-
te en modulo. Se a corda forma un angulo de 11,5°
coa vertical, calcula o médulo da velocidade.

Sol.: 0,45 m/s

24. Unha béla xira verticalmente atada ao extremo
dunha corda. Explica por que a bdla non cae no
punto mais alto da traxectoria, malia que actia
sobre ela a forza do peso. En que se emprega esta
forza?

25. Unha pedra de 150 g de masa xira nun plano verti-
cal atada ao extremo dun fio de 80 cm de lonxitu-
de. Auméntase a velocidade da pedra ata superar 0
limite de resistencia do fio, que é de 10 N.

a) Calcula a velocidade con que saira disparada a
pedra.

b) Di en que punto da traxectoria ocorrera isto. Xus-
tifica a tua resposta.

Sol.: a) 6,7 m/s



LEMBRA |

O momento M dunha forza F res-
pecto dun punto O é un vector coas
seguintes caracteristicas:

Modulo: M= F - r-sen o

Direccion: perpendicular_ao plano
que forman os vectores M e F.

Sentido: o de avance dun sacarro-
llas ou un parafuso que xirase apro-
ximando ra F polo camifio mais cur-
to (regra do sacarrollas).

!
;
Z

>

IXATE

Podes revisar a operacion matema-
tica produto vectorial en Ferramen-
tas matemadticas (pax. 12).

3. Movemento de rotacion

Os volantes da figura estan so-
metidos & accion dun par de
forzas.

" Non se move

Ainda que a forza resultante é
nula en ambos os dous casos,
o volante da esquerda perma-
nece en repouso, mentres que
0 da dereita se pon en move-
mento.

A diferenza entre ambos os dous casos atdépase no momento das for-
zas: nulo no primeiro caso pero non no segundo. As caracteristicas do
momento dunha forza F permitennos definilo como o produto vec-
torial do vector de posicion  pola forzaF:

M=FxF

Con esta magnitude podemos cofiecer a eficacia dunha forza para pro-
ducir rotacion ao redor dun eixe que pasa por un punto O. En ocasiéns,
pddese calcular directamente respecto dun eixe, por exemplo, se se
trata dun eixe de simetria do corpo. A sua unidade no Sl é o newton
metro, N-m.

Se sobre un corpo actian simultaneamente varias forzas externas, o
momento resultante é igual 4 suma vectorial dos momentos de
cada unha das forzas:

|

P X Fj

~

— . no_. n
M=Mi+M;+Ms+..+M, =M =Y
i=1 i=1

Determina o momento da forza F, da figura respecto do punto P. Despois, calcula o momento resultante se exis-
te ademais unha forza F,= (1, 0, 0) N aplicada no punto (0, 1,2, 0) m.

— Datos: 7, = (12,0,0)m; F, = (0,- 3,0)N; 7, = (0,1,2,0)m; F, = (1,0,0) N
— Calculamos o momento da forza F;:

M, =F x F, = (12,0,00m x (0,~ 3,0)N

M, =127 x (-3])]N-m = -3,6KN-m

— Calculamos o momento da forza I-:z e sumamolo ao momento da forza
F, para determinar o momento total:

M, =7, x F = (0,12,0)m x (1,0,0)N
(12 xi)N-m=-12kN-m
M=M,;+M, =-36kN-m+(-1,2kN-m) = 4,8k N-m

X
i

(CTIVIDADES {}

6. Di que tipo de movemento tera un corpo sometido
a unha forza resultante nula e a un momento das
forzas non-nulo. E un corpo sometido a unha forza

resultante non-nula?

27. Calcula o momento da forza F; = (3, 5, 1) N aplica-
da no punto (1, 2, 1) m respecto da orixe de coor-

denadas. . oL
Sol..M=(-3i+2j —k)N-m

L

3.1. Momento de inercia

Os tres corpos da figura teflen a mesma masa e 0 mesmo raio. Se lles
aplicamos a mesma forza F, perpendicular ao raio e na sua periferia,
proporcionarémoslies o0 mesmo momento da forza.

i
‘!%?F' Oy é'ﬁ@ Oz %léﬁ O3

Im I

Os tres corpos empezaran a xirar con aceleracions angulares diferen-
tes, é dicir, cada corpo respondera de xeito diferente as forzas aplica-
das.

A relacion entre o momento da forza aplicada a un corpo e a acele-
racion angular producida exprésase mediante a segunda lei de New-
ton para a rotacion ou ecuacién fundamental da dinamica de rota-
cion:

M=1I6

onde I é a constante de proporcionalidade, denominada momento de
inercia, e calctlase respecto do mesmo eixe que o momento da forza.

O momento de inercia 1 dunha particula respecto dun eixe é o
produto da stia masa m polo cadrado da distancia ao eixe de
Xiro r.

I=mr?

A slia unidade no Sl é o kg - m2. Como esta magnitude ten en conta a
posicion da masa respecto do eixe de rotacion, o seu valor depende do
eixe de xiro escollido.

FIXATE

Un sélido rixido é calquera siste-
ma formado por particulas tales que
as distancias entre elas permane-
cen constantes mesmo baixo a ac-
cion de forzas.

Sélido rixido discreto

Consta dun numero finito de par-
ticulas, cada unha cunha masa m;.

Utilizaremos o subindice i para refe-
rirnos a unha calquera das par-
ticulas.

M = ¥m; (M: masa total)
i

Sélido rixido continuo

Consta dun nimero infinito de parti-
culas, de modo que estan infinita-
mente préximas entre elas.

Unha particula calquera seré un di-
ferencial de masa, dm.

M = fdm (M: masa total)

me
m1 "
e &
ms
© o
Sélido rixido Sélido rixido
discreto continuo

FIXATE

A ecuacién fundamental da dinéami-
ca de rotacién, M = 1 @, é similar &
ecuacion fundamental da dinamica
de translacién, F=ma.

Segundo esta ecuacion, a acelera-
cién angular é un vector paralelo a
M e do mesmo sentido.

Momento de inercia dun sélido rixido discreto

Se temos un sistema de n par-

ticulas que describen circunfe- €.wo0 M dividido en dm, cada un a
rencias de raios ry, f> ..., 0 seu m ; unha distancia r do eixe de
momento de inercia é: ), j_"_:' P) rotacion, o seu momento de
— I . . z.
v G inercia é:
I=mri+myrf.. ! | Vo
I
T
2 v I= J r2dm
I=%m;r \_____;___/mz M
: ! E a ecuacion fundamental
E a ecuacién fundamental da | o = — da dindmica de rotacion:
dinamica de rotacion: - — - ,
M = I 5 v ' M=Ida=| rodma
M:I(X:mer,.zoc Vg 1Eje y

~ Momento de inercia dun sélido rixido continuo

Se temos un corpo de masa

| Eixe




No seguinte cadro aparecen as férmulas dos momentos de inercia
dalguns corpos de composicién homoxénea respecto dos eixes sina-

m=0,25 kg

a) Calculamos o momento da forza e 0 momento de

lados.
Aro delgado | Cilindro oco r
I=MR? CD I=MR?2

Cilindro sélido

1, 1= mR?
I=—ML 2
12 |

Cilindro oco de
| parede grosa

Disco macizo

I=%M(R12+R§)

Esfera oca
1= 2vR?
3

Esfera maciza

1= 2 MR?
5

Paralelepipedo
solido

T

dos movementos de ro

I F=05N

) ria; b) a sua velocidade
Eixe

inercia do disco para poder aplicar a ecuacion fun-

damental da dinamica de rotacion: I= -21—MR2= % -0,25kg- (0,2 m)2=5-10"kg-m?

e Ao ser a forza tanxente ao disco, F e R son per- .
pendiculares: M

M|=FR=05N-02m=0,1N-m
Segundo o sistema de coordenadas escollido:
M=-01kN-m

Un disco de 20 cm de raio e 250 g de masa xira ao redor dun eixe perpen-
| dicular a el e que pasa polo seu centro. Calcula: a) a sta aceleracion angu-
I R=02m | lar se é sometido a unha forza de 0,5 N tanxente nun punto da stia perife-

b) Aplicamos as ecuacions do MCUA:

Ata o de agora, os problemas de cinematica e de dinamica que resolvi-
ches s6 incluian translaciéns de particulas. Agora, imos observar nun
exemplo como se utilizan as magnitudes e se aplican as leis propias

tacion.

angular pasados 10 s.

o O momento de inercia do disco é:

_ . M  -01kN-m
=Jo; 0 = =

r -2
T—m=—20krad~s

w=0y+of=0+(-20rad-s?) - 10s=-200rad - s~*

i
ACTIVIDADES {}

28.

29.

30.

O momento de inercia dunha particula, depende do eixe eli-
xido? E o dun sistema discreto de particulas? Por que?

Tres masas de 1 kg cada unha sitianse nos vértices dun
tridngulo rectangulo cuns catetos que miden 3 m e 4 m. Cal-
cula o momento de inercia do sistema segundo xire ao redor
do primeiro cateto ou do segundo.

Sol.: 16 kg - m2; 9 kg - m?
Calcula o momento de inercia dun cilindro macizo de 1 kg de
masa e 0,25 m de raio que xira ao redor do seu eixe de sime-

tria. E se fose unha esfera maciza de 1 kg de masa e 0,25 m
de raio que xira ao redor dun dos seus diametros?

Sol.: 0,031 kg - m?; 0,025 kg - m?2

31. Comproba que ao dividir as unidades do mo-
mento da forza entre as do momento de iner-
cia resultan as da aceleracién angular.

32. Relaciona a direccién e o sentido da acelera-
cion angular dun corpo co momento resul-
tante sobre ese corpo.

33. Un disco de 30 cm de raio e 100 g de masa
xira ao redor dun eixe que pasa polo seu
centro, sometido a unha forza de 1,5 N tan-
xente na sua periferia. Calcula a aceleracion
angular que experimenta.

Sol.: 100 rad - s 2k

3.2. Momento cinético ou angular

Xa vimos que un corpo en movemento caracterizase pola magnitude
cantidade de movemento. Se o corpo xira ao redor dun eixe (movemen-
to de rotacion) caracterizase ademais por outra magnitude chamada
momento cinético ou angular.

O momento cinético ou angular, L, dunha particula respecto
dun punto O é o produto vectorial da sta posicion, ¥, respecto
dese punto pola sua cantidade de movemento, p.

L=rxp

A unidade do momento angularno Sl é okg - m2- s,

Se temos un sistema de n particulas ou un sélido rixido, 0 momento
angular resultante é igual & suma vectorial dos momentos angulares
de cada particula, referidos ao mesmo punto.

n
L=Li+Lo+La+...+Ln =YL=
i=1

!

~

i X Pj

n
i=1
Se o eixe de xiro do sdlido rixido é un eixe de simetria fixo ou que se
mantén paralelo a si mesmo durante o movemento, o célculo do mo-

mento cinético simplificase. Ademais, nestes casos, o seu valor non
depende do punto do eixe considerado.

- Supofiamos que o eixe de

z \ \ rotacion coincide co eixe Z

5 istema de coordena-
Wzg /b= 90° do sis

das.

Deste xeito, cada particula
xira sempre no plano XY, ao
redor do eixe Z, con veloci-
dade angular w.

Como o movemento de
cada particula é circular, o
seu momento cinético sera:

x/
Li=rXxp;=rxmV,=mr; xV,

— — o _ —
L =m;rv;sen ¢ =m;r,v;sen90° =m;r,v; = m;rr;

Se sumamos 0s momentos cinéticos de todas as particulas do sélido
ou integramos no caso dun sélido continuo, teremos:

L=SL, =Ymrfo=In

L=1I®

Esta ecuacién é valida tanto para sélidos rixidos discretos coma para
solidos rixidos continuos, sempre que o eixe de xiro sexa un eixe de si-
metria fixo ou que se mantefia paralelo a si mesmo. Esta condicion ta-
meén é necesaria para que se cumpra a expresion M = I a.

FIXATE |

LEMBRA

Momento lineal ou cantidade de
movemento, P, dun corpo: produto
da stia masa pola sua velocidade.

p=mv

N
gve

<

A relacion:

L=1®

é analoga a da cantidade de move-
mento:

p=mv

Pero coa seguinte diferenza impor-
tante entre a masa e o momento de
inercia: mentres que a masa m dun
obxecto é constante en calquera cir-
cunstancia, 0 momento de inercia I
depende do eixe respecto do cal se
calcula, xeralmente, o eixe de xiro.




Relacion entre o movemento
rectilineo e o circular

Do mesmo xeito que a ecuacién
fundamental da dinamica de rota-
cion lle asigna un caracter vectorial
a aceleraciéon angular, a relacion
entre o momento angular e a veloci-
dade angular délle un caracter vec-
torial a esta.
L=1®

A velocidade angular @ é un vector
paralelo ao eixe de xiro e ao vector
L, e do mesmo sentido ca L.

Deste xeito, podemos volver definir
as relacions entre algunhas magni-
tudes lineais e angulares:

V=Xl
o)
|
v
T
I
I
a =axr
e

EXEMPLO 27

Calcula 0 momento angular do sistema de duas masas puntuais da figura
se xiran ao redor do eixe sinalado cunha velocidade angular de duas vol-
tas por segundo.

| o=2voltas - s7!

Gl

rH=rp,=r=40cm=0,4m
my=my=m=0,5kg

— Expresamos a velocidade angular en unidades do SI:

_ 2 yoltas 2mrad
1s 1yvetta

— Obtemos o momento de inercia para calcular logo o0 momento angular:

1

0] =4nrad-s”

I=mr®+mr? =2mr? =2.0,5kg(0,4m)? = 0,16 kg - m?
L=1Io=016kg-m?.4nrad-s™' =0,64nkg-m? s~

Se eliximos como eixe Z o propio eixe de xiro temos: [= 0,64mkkg- m?-s’

EXEMPLO 28

Supdn que a Terra é unha esfera de 5,98 - 10?* kg de masa e 6 370 km de
raio, e calcula o seu momento angular debido ao xiro ao redor do seu eixe.

— Datos: My =5,98 - 1024 kg; Ry =6 370 km = 6,37 - 108 m;
I (esfera sélida que xira ao redor dun diametro) = %MF:’2

— Determinamos o momento de inercia da Terra e a sua velocidade angu-
lar para calcular o momento angular:
I= %MF.’Z = %~5,98 -10%*kg - (6,37 -10°m)? = 9,7-10% kg -m?

Se temos en conta que a Terra da unha volta en 24 horas:

w_lyah?‘anad. 1R
" 24K 1yefta 3600s

L=1Io=297-10%kg-m?.7,3-10%ad-s7'=7,1-10% kg-m?.s™"

=7,3-10"%rad-s™

Se consideramos que o eixe de xiro é o eixe Z, L =0,64nkkg-m?-s

\CTIVIDADES {}

4. Explica por que os vectores momento angular de
todas as particulas dun sdlido rixido son paralelos
e do mesmo sentido se o eixe de rotacion € fixo.

5. Calcula o momento angular de duas masas de
1,5 kg cada unha, separadas por 1 m e que xiran

36. Supon que a Lua é unha esfera de 7,35 - 1022 kg de
masa e 1,74 - 10 m de raio, e calcula o seu mo-
mento angular debido ao xiro ao redor do seu eixe,

de periodo 28 dias. Sol.:2,31-10%Kkg-m? -5~

cunha velocidade angular de catro voltas por 37. Calcula o momento angular dun disco de 200 g de

segundo ao redor dun eixe perpendicular que pasa
polo centro da distancia que as separa.

Sol.:6nkkg -m?.s

masa e 0,4 m de raio que xira a 45 rpm ao redor
dun eixe perpendicular que pasa polo seu centro.

So0l.:0,024nkkg-m? -5

Teorema de conservacion do momento angular

Cando un patinador xira sobre si mesmo cos brazos estirados, a resul-
tante das forzas que actiian sobre el e a resultante dos momentos son
nulas. Non obstante, o patinador non ten mais que acercar os brazos
ao corpo para que a sua velocidade angular aumente. Como o con-

segue?

FIXATE |

A conservacién da cantidade de
movemento facilita, por exemplo, o
estudo dos choques. A conserva-
cion do momento angular permite
resolver multitude de problemas,
como os relativos a orbita dos pla-
netas.

A explicacion vén dada polo teorema de conservacion do momento

angular.

manece constante.

Se M = 0 = L = constante

Para demostrar este teorema, partimos do teorema
do momento cinético, que relaciona o momento an-
gular co momento das forzas exteriores.
dl -
— =M
dt

O momento das forzas exteriores é a variacién res-
pecto do tempo do momento angular, se ambos 0s
dous estan referidos ao mesmo punto. Por iso, se
M = 0, a derivada do momento angular tamén é
cero:
L
dt

E, neste caso, 0 momento angular ten que ser unha
constante, L = constante.

Este resultado s6 é valido se a orixe de todos os
momentos das forzas coincide coa orixe do mo-
mento angular, ou se todos estan referidos ao
mesmo eixe de simetria.

Se a suma dos momentos das forzas exteriores que actuan
sobre un sistema € cero, o momento angular do sistema per-

Teorema do momento cinético

Para obter a relacién entre o momento angular dun sélido e
o momento total das forzas exteriores que actuan sobre el,
derivaremos a definicion do momento angular respecto do
tempo.

L=rxp
dl  d(Fxp) dF _dp
at arar PrTry

Como a velocidade e a cantidade de movemento son vecto-
res paralelos, o seu produto vectorial é cero. Asi:

Esta é outra maneira de expresar a ecuacion fundamental
da dinamica de rotacion, similar 4 forma diferencial da ecua-
cién fundamental da dinamica de translacion: )

Para que o momento total das forzas exteriores sexa cero débese cum-

prir unha das seguintes condicions:

— Que non existan forzas exteriores. Por exemplo, nas explosiéns
ou fragmentaciéns de obxectos que xiran, nos choques de obxectos

que xiran separados e acaban unidos...

— Que exista algunha forza exterior, pero que o0 seu momento sexa
cero. Se temos en conta a -definicion do momento dunha forza,

M= Frsen ¢, isto ocorrera cando:

o A forza pase polo eixe de xiro g, polo tanto, r= 0. Por exemplo, un
patinador ou un acrébata que modifican a sua velocidade de xiro

ao variar a forma do seu corpo.

s A forza sexa paralela a F e, polo tanto, ¢ = 0° e sen ¢ = 0. Por

exemplo, nas forzas gravitacionais.

LEMBRA

A forza de atraccion gravitacional
entre a Terra e 0 Sol é paralela a ¥
(forzas centrais), polo tanto, o mo-
mento angular consérvase.

O teorema de conservaciéon do mo-
mento angular permite demostrar
que a traxectoria da Terra ao redor
do Sol é plana e que a sua velocida-
de é maior cando se move mais pre-
to do Sol que cando se encontra
mais afastada.

En xeral, todas as forzas gravitacio-
nais son forzas centrais.




Xiro dunha roda
de bicicleta

Unha persoa sostén polo seu eixe
unha roda de bicicleta lastrada, de
xeito que a roda poida xirar. A per-
soa estd sentada nunha banqueta
que tamén pode xirar.

EXEMPLO 29

Un disco de 20 cm de raio e 0,25 kg de masa xira ao redor dun eixe per-
pendicular a el e que pasa polo seu centro, cunha velocidade angular de
duas voltas por segundo. Se deixamos caer sobre el, e coaxial con el,
outro disco de 10 cm de raio e 0,1 kg de masa, inicialmente en repouso,
calcula a velocidade angular final do conxunto.

— Datos: my=0,25kg; ;= 20cm=0,2m; my=0,1kg; b,=10cm=0,1m

Velocidade maxima

A velocidade dun automébil débelle permitir ao seu condutor deter o vehiculo dentro da distancia de segu-
ridade ante calquera incidente. Se aumenta a velocidade, tamén o fan a distancia de reaccioén e a de frea-
do, polo que o condutor debera gardar unha distancia de seguridade maior.

Inicialmente, a persoa e a banqueta
estan en repouso mentres que a
roda xira nun plano horizontal, cun
momento angular inicial Ly que

Circular a unha velocidade excesiva é extremadamente perigoso, pois se o con-
dutor non logra deter o vehiculo dentro da distancia de seguridade, producirase
unha colisidén con consecuencias que poden ser funestas.

I (disco macizo) = %MF?2 ; 0, = 2 voltas - s~

— Expresamos «, en unidades do Sl e calculamos os momentos de inercia

apunta cara a arriba. dos discos para determinar finalmente o momento angular inicial e o final: ; - = =
Turismos e | Autobuses e; Camions e | Automobiles | Bicicletas e
2 m 2 rrad . motocicletas | mixtos | articulados | con remolque | ciclomotores
Wy = . =4nrad-s”
1s 1yetta Autoestradas 0 0 0 " 40 b
1 2 _ 1 2 _ -3 2 e autovias S6 autovias coneciao sinal de traflco
Iy =5MR" = 50,25kg-(0,2m)" = 5-10""kg-m | , que indica a velocidade ma-
1, 02 1 2 -4 2 . _ Vias xima permitida axudalle ao
= — = — . =5. . . - 100 90 80 80 40
L2 ZMH 20,1kg (0.1m)" = 5-10"kg-m % rapidas condutor a manter a sta ve-
. locidade dentro dunhas
- —-5.103 kg .-m2 - Lol = m2 . g1 .
Lo=T@=5-107kg -m* -4 xrad-s7=002mkg -m*-s 1 e‘s)tur;r::s 90 80 70 70 40 marxes de seguridade. Este
L=(h+hL)o=(5-10%+5-10% kg - m?2-©0=55-103kg - m?- o . limite depende da via pola
— Aplicamos o principio de conservacién do momento angular: § Vias 50 50 50 50 40 g dicllla e 2 B O
5:% urbanas vehiculo.
Ly=L;002nkg - m?-s'=55.10kg-m* - o % .
| onas
. .g71 : : 20 20 20 20 20
Nese momento, a persoa xira ¢ pla- ® = 0.02m B‘é ﬁr{ S —36nrad-s”' g residenciais ’
no da roda 180° ata inverter o sentido 55.107° % . F’I/Z/ i
de Lo. A medida que efectia a in- o 7 Limites maximos de velocidade, expresados en km/h.

version, a persoa e a banqueta em-
pezan a xirar, adquirindo un certo
momento angular.

EXEMPLO 30

Unha patinadora xira ao redor do seu eixe a 20 rom coas mans a 80 cm do
eixe e unha masa de 250 g en cada unha. Se o momento de inercia da pati-
nadora soa respecto do seu eixe é de 6-102 kg - m? e non varia, calcula a
sua velocidade de xiro cando achega as mans ata situalas a 40 cm do eixe.

Le a experiencia descrita na parte
superior e explicaa.

O golpe recibido por un automébil nunha

colision as velocidades indicadas 93 m
€ equivalente ao que recibiria
nunha caida libre desde as
alturas que amosa a

figura.

— Utiliza unha banqueta con pou-
co rozamento e unha roda de
bicicleta lastrada para efectuar
a experiencia.

— Datos: Iy = 0,06 kg - m? m=250 g=0,25 kg; g =20 rpm =2,1rad - s
rp=80cm=08m;r=40cm=0,4m

756 m

— Aplicamos o principio de conservacion do momento angular:

Ly =LiIgoo=To; (I, +2mrg)og= Iy +2mr?) o
_ (0,06+2-0,25-0,8%) kg - m”

® (0,06+2:0,25-0,42) kg - i

o=271-210rad-s™' =5,7rad-s™"

(g +2mrg)

= .21rad-s™"
Toa +2mr

1dvaiidos 1 vISI

i\
ACTIVIDADES |}

& Normalmente, o choque producese a menos velocidade, xa que os condutores frean ante a inminencia do

38. Unha plataforma circular, sobre a que hai unha per-
soa, xira respecto do seu eixe. Explica como varia-
ra a velocidade do conxunto se a persoa se despra-
za en direccion radial cara ao centro da plataforma.

39. Un disco de 30 cm de raio e 0,4 kg de masa xira ao
redor do seu eixe a 3 voltas/s. Déixase caer outro
disco de 20 cm de raio e 0,2 kg de masa, inicial-
mente en repouso, de xeito coaxial sobre el. Cal-
cula a velocidade angular final do conxunto.

Sol.: 2,45 voltas/s = 15,4 rad/s

40. Unha rapaza atdépase no centro dunha plataforma
que xira a 30 rpm. En cada unha das suas mans,
situadas a 70 cm do eixe, sostén unha masa de 350
g. Se o momento de inercia da plataforma coa rapa-
za é de 120 kg - m2, e non varia, calcula a que velo-
cidade xirara o conxunto cando ela baixe os brazos
ata que as slias mans estean a 35 cm do eixe.

Sol.: 30,06 rpm = 3,15 rad/s

41. Investiga e propdn unha experiencia que permita
observar a conservaciéon do momento angular.

choque.

Reflexiona

a) Escribe a formula fisica que relaciona a velocidade do impacto coa altura da caida libre e calculya a velocidade
do impacto dun automaébil ao caer desde o punto méis alto da estatua da Liberdade (92 m), do Taj Mahal (95 m)

ou do segundo piso da torre Eiffel (116 m).

b) Pescuda en xornais recentes e di que porcentaxe dos accidentes de trafico ocorridos na estrada estd causada

por un exceso de velocidade.




RESUMO DE FORMULAS

Movemento rectilineo uniforme (MRU) | Movemento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA)

t t
v:v0+Jtadt:v0+0 v:vO+J'tadt

Ecuacion
da velocidade

v =v, = constante v =v,+a(t-tg)

: , )
Ecuacion X =xo+ [ vt =xq+ [ Vo +alt ~to)at

t
X =Xq+ L vdt
da posicion ’ 1
a posi > X =Xq+v(t—tg) X:X0+vo(t—t0)+5a(t—t0)2
Composicion de dous MRU perpendiculares Movemento parabélico
Eixe X: MRU Eixe X: MRU x=xg + Vo (t—fy) ; Vx= Vox= constante
_ Ecuacions X=Xg+ Vy (t— 1)
da . Eixe Y: MRUA 1
posidcién Eixe Y: MRU y = Yo + VOy(t — tO) _ Eg(t _ tO)Z
eda = _
da Y=Yo+ v, (t— 1) _
velocidade o ° vy =Voy —g(t—1o)
- , Onde vpx= vy COS 0. ; Vo, = VpSen a

Movemento circular uniforme (MCU) | Movemento circular uniformemente acelerado (MCUA)

Velocidade angular' o= constante ® =0+ o (t— tg)

Posicion angular =g+ o (t-to) 9=y + 0yt —1ty)+ %oc(t —ty)?

_Dinamica de translacion

Segunda lei de Newton ou lei fundamental da dinamica

F =ma Ouben F’:Q
dt

Teorema de conservacion da cantidade de movemento

SeF = 0 = p = constante

' Dinamica de rotacion

Momento dunha forza Momento de inercia Momento cinético ou angular

M=FxF I=Yymr? I='|.Mr2dm L=Fxp
sélido rixido solido rixido L=1Io
discreto continuo

Ecuacién fundamental da dindmica de rotacién
M=1Iad

Teorema de conservacién do momento angular

Se M = 0 = L = constante

RESOLUCION DE EXERCICIOS E PROBLEMAS

“ Unha polea en forma de disco de 15 cm de raio e 2

kg de masa ten un suco na sua periferia no que se
atopa enroscada unha corda de masa desprezable.

Se do final da corda colga un corpo de 0,5 kg de
masa, calcula: a) o momento da forza sobre a po-
lea; b) a aceleracion angular da polea; c) a acelera-
cion do corpo; d) a tension da corda; e) a velocida-
de do corpo aos 10 s, se parte do repouso, e a sua
enerxia cinética nese momento; f) a velocidade an-
gular da polea cando o corpo caeu 15 m.

— Datos: m, =2 kg
R,=15cm=0,15m
m,=0,5kg
t=10s
x=15m

— O enunciado proponnos a
combinacién do movemen-
to de translacion do corpo

co movemento de rotacion
da polea.

Escribimos as ecuaciéns fundamentais da dina-
mica de rotacioén e de translacion, asi como a rela-
cién entre a aceleracion tanxencial e a angular.

a) Como a corda esta tirante, a tensién T vale o mes-
mo sobre a polea e sobre o corpo que colga. Esta
forza é a que produce o momento e, como é per-
pendicular ao raio: M= RT

b) Determinamos o momento de inercia da polea, que
1
sera o dun disco (Idisco = EMsz’ e aplicamos a

ecuacioén fundamental da dinamica: M =Ia

¢) A aceleracion lineal do corpo serd igual & acelera-
cién tanxencial dos puntos da periferia da polea.
Calculamola a partir da relacién entre a acelera-
cién angular e a tanxencial: a= a;= a R

d) Aplicamos a ecuacion fundamental da dinamica
de translacion: F=p - T=m.a

As catro ecuacions anteriores forman un sistema con
catro incégnitas, que resolvemos:

M = RT Io
RT = To;T =2
M:m} *' =R

a=oaR

1
p—T:mca;p~~§:mcuR

oo PR
m.R*+1
Tyisco= %MHZ: % -2kg(0,15m)?= 0,0225 kg - m?
p=m.g=05kg-9,8m-s?=49N
PR 4,9N-0,15m

" m,R*+1  0,5kg(0,15m)2 1 0,0225kg - m?
a=2178rad-s2
a=0R=2178rad-s2.0,15m=3,27m s

Jo.  0,0225kg-m”-2178rad-s?
R 0,15m
M =RT =0,15m-327N=0,49N-m

T = =3,27N

e) Calculamos a velocidade do corpo ao cabo de 10 s
aplicando as ecuacions do MRUA e a enerxia cinéti-
ca a partir da definicion de enerxia cinética de trans-

lacion: 1
Ec, = —mv?
2

v =vy+at
v=0+327m-s2-10s=327m-s""

Ec, = %mv2

Ec, = %o,s kg-(32,7m-s7")?2 = 267,3J

f) Obtemos o tempo transcorrido a partir das ecuacions
do MRUA; a velocidade angular da polea, a partir das
ecuacions do MCUA.

1 . 1 .o
X=Xyg+Vy+—at-=0+0+—at
0 0 2 2
2.1
t= 2o [205M 5035
a 3,27m-s
o=wm,+oat=0+2178rad-s72-3,03s =
=66,0rad-s™

42. Un cilindro de 5 kg de masa e 0,75 m de raio leva
enroscada na sua periferia unha corda mediante a
cal se exerce unha forza de 20 N. Calcula:

a) O momento da forza.
b) A sta aceleracion angular.

¢) A sua velocidade angular ao cabo de 3 min.
Sol.:a) 15 N/m; b) 10,67 rad/s?; ¢) 1 921 rad/s

43. Unha polea de 1 kg de masa e 25 cm de raio con
forma de disco leva enroscada na sua periferia unha
corda da que colga un corpo de 2 kg. Calcula:

a) A aceleracion angular da polea e a aceleracion
lineal do corpo.

b) A tension da corda.
¢) A velocidade do corpo aos 20 s de deixalo libre.
Sol.: a) 31,4 rad/s?; b) 7,8 m/s?; ¢) 3,9 N; d) 157 m/s




'‘ensa e resolve
4.

ALRLILIVS | FRUBLEMAS

Explica a diferenza entre vector desprazamento e
distancia percorrida.

— En que caso coincide o médulo do vector despra-
zamento coa distancia percorrida?

. A aceleracion dun mobil é constante en médulo e

perpendicular & sua traxectoria en todo momento.
Que clase de movemento segue o mobil?

. Describe e representa as seguintes forzas e indica

onde estan aplicadas as forzas de reaccion: a) a
normal; b) o rozamento que se opén ao despraza-
mento dunha mesa sobre o chan; ¢) a tensién que
exerce unha corda sobre un bloque.

. Un ciclista circula sobre unha pista circular peralta-

da. Debuxa o esquema das forzas que actlan sobre
o ciclista e explica por que non cae.

. Unha masa puntual describe unha traxectoria circu-

lar. a) Se a sua cantidade de movemento se reduce
a metade, como variara o seu momento angular? b)
Se o raio do circulo se triplica mentres se mantén
constante a velocidade lineal, como variard o seu
momento angular? Xustifica as tlias respostas.

ractica o aprendido

9.

nJ

A ecuacioén do movemento dun mabil é:
F(t) = (t2 — 31)7 + (2t% + 4)], en unidades SI

Calcula: a) a velocidade media entre os instantes
t=1se t=2s; b)a velocidade instantanea; c¢) a
aceleracion media entre os instantes t=1se t=2
s; d) a aceleracion instantanea.

Sol.:a) 6 jm/s; b) (2t — 3)i + 4 tj,en unidades SI;
c) (27 +4j)m/s?; d) (27 - 4) m/s?

. A aceleracién dun movemento rectilineo é & = 6t1.

Calcula o vector velocidade e o vector de posicién
en funcion do tempo sabendo que no instante ini-
cial Vo =-8im/s ey =9im.

Sol.: V(t) = (3t - 8)im/s,F(t) = (t° — 8t + 9)I m

. Desde o chan lanzase unha pedra verticalmente

cara a arriba cunha velocidade de 30 m/s. No mes-
mo momento, déixase caer outra pedra desde unha
altura de 20 m. Determina a que altura e en que
momento se atopan.

Sol.: 17,8 m, 0,67 s

. Un avién voa en direccion sur-norte a 810 km/h

cando comeza a soprar vento de 144 km/h en direc-
cién oeste-leste. Calcula: a) o tempo que tarda o
avion en avanzar 1 km en direccion Norte; b) a dis-
tancia que percorre neste tempo respecto da Terra;
¢) a ecuacioén da traxectoria.

45x

Sol.:a)4,4s;b)10154m;¢c)y = =

54.

55.

56.

57.

58.

. Lanzase unha pelota desde unha terraza situada a

20 m de altura cunha velocidade de 10 m/s que for-
ma un angulo de 45° coa horizontal. Determina:

a) O tempo que tarda en chegar ao chan;
b) A ecuacién da sua traxectoria;

¢) Se chocase cunha parede de 10 m de altura
situada a 20 m da vertical da terraza.

Sol.:a)2,9s;b) y=20+ x-0,1 x2

Unha roda de 20 cm de raio xira a 20 rpm. Calcula:
a) a velocidade angular en rad/s; b) a velocidade
lineal dos puntos da periferia e dos que estan a 5
cm do centro; ¢) o angulo descrito en 10 s, expresa-
do en radians, e o numero de voltas efectuadas
neste tempo.

)-2--’33‘2 b) 0,42 m/s, 0,10 m/s;

c) T rad, 3,3 voltas

Unha escopeta de feira de 2 kg dispara unha bala
de 10 g cunha velocidade de 150 m/s. Calcula a
velocidade de retroceso da escopeta.

Sol.: 0,75 m/s
Debuxa o esquema das forzas que actian sobre os

corpos da figura e calcula a aceleracion do sistema
e a tension da corda.

my;=2 kg
MC:0!2

m, =4 kg

Sol.: 5,9 m/s2, 15,6 N

Calcula 0 momento de inercia dunha pelota de tenis
respecto dun eixe que pase polo seu centro, se a
stia masa é de 60 g, o seu raio de 8 cm e é oca por
dentro.

Sol.: 2,56 - 104 kg-m?

Un obxecto puntual de 150 g de masa esta atado a
unha corda que pasa por un burato practicado nu-
nha mesa. O obxecto xira sobre a mesa unhas tres
voltas por segundo cando r= 20 cm.

=20

Se mediante a forza F,
aplicada sobre a corda,
acurtamos r ata que mi-
da 5 cm, calcula a velo-
cidade angular do ob-
F xecto nese momento.

Sol.: 48 voltas/s

59.

60.

Desde duas vilas, A e B, que distan 2 km, saen ao
encontro dous automobiles. O primeiro parte de A
desde o repouso cunha aceleracion de 2 m/s2. O
segundo sae de B 2 s mais tarde cunha velocidade
constante de 72 km/h. Calcula o tempo que tardan
en atoparense e a sua posicion nese instante.

Sol.: 36,3 s, 1314,8 m desde a saida do primeiro

Unha curva dun velédromo ten 50 m de raio. Su-
pofiendo que non existe rozamento, calcula:

a) A méxima velocidade coa que un ciclista pode
tomar a curva sen derrapar se esta peraltada un
angulo de 30°.

b) O angulo de peralte necesario para que o ciclis-
ta poida tomar a curva a unha velocidade de 80
km/h.

Sol.: a) 16,8 m/s; b) 45°

AVALIACION

1.

A aceleracion dun movemento rectilineo vén dada
pola ecuacién a = (12>~ 6t)i. Calcula a ecua-
cions da velocidade e a ecuacién da posicion en
funcién do tempo, sabendo que no instante inicial
Vo=5im/sef,=-5i m.

Sol.: v = (4t - 3t2 + 5)1;

F=(t*-t3+5t-5)7,en unidades Sl

. Lanzase un proxectil desde 10 m de altura cunha

velocidade inicial de 360 km/h que forma un angulo
de 40° coa horizontal. Calcula:

a) A altura maxima.
b) A posicion 3 s despois do lanzamento.
¢) O alcance.
Sol.: a)220,9 m ; b) (229,8 m, 158,8 m); ¢) 1017,2 m

. Canto tardara en parar un disco que xira a 60 rpm se

empeza a frear cunha aceleraciéon angular constante
de 2 rad/s??
Sol.: 3,14 s

. Explica as caracteristicas pnncnpals das forzas de

accion e reaccion.

. Un patinador de 75 kg de masa, que estd parado

no centro dunha pista de xeo, lanza un disco de
300 g cunha velocidade de 12 m/s. Que velocidade
tera o patinador inmediatamente despois do lanza-
mento?

Sol.: 4,8 - 102 m/s

61.

62.

Prepara nunha folla de calculo un miniprograma
para calcular o angulo de tiro correspondente a un
alcance dado cando o punto de lanzamento e o de
caida estdn ao mesmo nivel. Procede do seguinte
xeito.

a) Deduce unha férmula que nos dea o angulo de
lanzamento en funcion do alcance.

b) Define as celas de entrada (g; mddulo da veloci-
dade inicial, alcance).

¢) Introduce unha férmula coa que calculemos o
angulo de tiro a partir das celas de entrada.

Elabora mediante os recursos de animacion dun
programa de presentaciéon unha simulaciéon: a) dun
movemento uniforme; b) dun movemento uniforme-
mente acelerado; ¢) dun movemento parabdlico.

O resultado da simulacion debe asemellarse a
unha fotografia de destello multiple do movemento.

. Un obxecto de 150 g unido ao extremo dunha corda

xira sobre unha mesa horizontal con MCU de raio 20
cm. A corda pasa por un burato practicado na mesa
e esta unida polo outro extremo a un corpo de 1,5 kg
que esta en repouso.

a) Debuxa un esquema das forzas que actian sobre
cada corpo.

b) Calcula a velocidade lineal con que xira o corpo
que esta sobre a mesa e a compofiente tanxencial
e a normal da aceleracion.

Sol.: b) 4,4 m/s; a;= 0 m/s?, a, = 96,8 m/s?

. Pon alguin exemplo de movemento no que se cumpra

o teorema de conservacién do momento angular e
describeo.

. Calcula o momento de inercia da Terra no seu xiro ao

redor do Sol. Para iso, considera a Terra un corpo
puntual de 6 - 1024 kg de masa que xira nunha 6rbita
circular de 1,5 - 108 km de raio ao redor do Sol.

Sol.: 1,35 - 10%7 kg - m?2

. Un disco circular en repouso de 0,5 m de raio e

1 kg -m2 de momento de inercia leva unha corda sen
masa enroscada na sua periferia. Se tiramos da
corda cunha forza constante de 2 N e o rozamento é
desprezable, calcula: a) a aceleracion angular do
disco; b) a lonxitude de corda desenroscada ao cabo
de 10 s.

Sol.: a) 1 rad/s?; b) 25 m




