Ferramentas matematicas

A 'velocidade, a aceleracion, o campo gravitacional, o
campo eléctrico, o campo magnético... son vectores. Para
trabalfar con eles, debes conecer o calculo vectorial.

E para expresar como varian algunhas magnitudes ao =

longo do tempo, como-a-pesicién, utilizanse o calculo di-
ferencial e o calculo integral.
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CONTIDOS

OBXECTIVOS

Ao final desta unidade seras quen de: 1. Trigonometria
o Comprender os conceptos matematicos e
- efectuar as operacions necesarias no es-
~ tudo deste curso.

2. Calculo vectorial

e 3. Calculo diferencial
e Valorar a utilidade das ferramentas ma-

tematicas no*gstudo da fisica. 4. Célculo integral

5. Resolucion de problemas

1. Trigonometria

Os lados e os angulos de calquera tridngulo relacidonanse a partir das
razéns trigonométricas. Estas relacions e as funcions que poden de-
rivarse delas utilizanse frecuentemente na fisica.
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Razéns trigonométricas dun dngulo calquera

P: punto calquera do lado extremo do angulo o
(x, y): coordenadas do punto P
r: distancia de P & orixe de coordenadas O

X
X
senoc:l cos o= — txoczl
r r
| | |
0S seus signos son relacionanse con cumpren as relaciéns
algun angulo do
¢ primeiro cadrante ¢
R e B A A |
Signo das razéns ;
trigonométricas Relacions entre as razéns
s z trigonométricas
Cuadrante | sen ‘ cos E tx 8
o \ 5 sena +cos?a = 1
Primeiro + |+ +
Segundo + | - _ (teorema fundamental
da trigonometria)
Terceiro - | - +
) i | sen o
tx o =
Cuarto - |+ - cos a.

\
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Relacion entre as razéns trigonométricas de diferentes dngulos

oe90°—qa 1
B=90°-a
y'=x
X'=y

sen (90° — o) = cos o
cos (90° — o) = sen o
tx (90° — o) = cotx o

o e 180° + 0t |

sen (180° + o) = —sen o

cos (180° + o) = —cos o
tx (180° + o) =tx o

o e 180° — o
B=180° -«

y'=y

X'=-x

sen (180° — o)) = sen o
cos (180° — o) = —cos o
tx (180° — o) = —tx o

o e360°—qQ
B=360°-a

y'=-y
X=X

sen (360°—a)=sen (—o)=-sen o
cos (360° — o) = cos (—o) = cos o
X (360° — o) = tx (—o) = —tx o

Razéns trigonométricas
dun angulo agudo

Cateto
oposto

Cateto contiguo A

R O G P P B v |
Razons trigonométricas

inversas
cosec o =
sen o
sec o =
COS o
1
cotx oo = ——
tx o
300 | 450 | 60°
sen 1] V2 NED
2 2 2
cos v | J2 | 1
2 | 2 2
tx g [ 1 J3
|

|

Razéns trigonométricas dalguns &an-
gulos caracteristicos.




Circunferencia
goniométrica

Circunferencia de raio 1 centrada
na orixe O de coordenadas. Utiliza-
se para obter un segmento repre-
sentativo do valor do seno e do co-
seno de calquera angulo.
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EXEMPLO 1
Calcula as razons trigonométricas de
1650°.
Reducimos 1650° ao primeiro Xiro: 21001~ <500
1650 | 360
210 4 —1650° = 4-360°+210

O angulo de 1650° equivale ao de 210°. Polo tanto, as razéns trigonomé-
tricas de 1650° coincidiran coas de 210°. Para obtelas faremos a corres-
pondente reducidn ao primeiro cuadrante:

sen 1650°= sen 210°= sen (180°+ 30°) = —sen 30°= —%

J3

cos 1650°= cos 210°= cos (180°+ 30°) = —cos 30°= e

V3
3

tx 1650°=tg 210°= tx (180°+ 30°) = tx 30°=

el A S R A R S T N Rt Y R e Vi
Transformacion de sumas de razons trigonométricas en produtos

senA+senB=2-senA;B-cosA;B

senA—senB:2~cosAZB~senA_B

2
cosA+cosB=2~cosA+B~cosA—B

2 2
cosA—cosB:—2~senA;B~senA;B

Funciéns trigonemétricas

Funcién seno: asignalle & variable | Funcién coseno: asignalle 4 variable
independente x o valor f(x) =sen x. | independente x o valor f(x) = cos x.

X X

Observa que:

-1<sena <1 -1<cosa <1
sen0=sennt=sen2n =0
cosﬁ—coss—n—coss—n—o
sen%=sen57n:sen§2£:+1 2 2 2
cos0=cos2n=cos 4n = +1
3n m 11 1

sen—-=sen—-=sen——=-11 cos n = cos 3n = cos 57 = —1

2. Calculo vectorial

Dous puntos A e B determinan un segmento. Se a este segmento lle
asignamos un sentido, obteremos un vector.

Dados dous puntos A e B, denominase vector fixo de orixe A
e extremo B o par ordenado (A, B). Represéntase por AB.

Entre todos os vectores fixos que existen, hai uns que tefien a mesma
direccion, o mesmo moédulo e 0 mesmo sentido. Diremos que estes
vectores son equipolentes.

Esta relacidon de equipolencia permite clasificar os vectores do espazo
en colecciéns de vectores, e cada unha delas constituird un vector
libre.

Denominase vector libre o conxunto de vectores equipolentes
a un dado.

Cada un dos vectores fixos que compoiien un vector libre é un repre-
sentante deste vector. Xeralmente, un vector libre represéntase me-
diante letras mindsculas: 4,v,w...

Se se ten un vector libre V e un punto calquera do espazo R, existe un
unico representante de V con orixe en P

A direccién, o médulo e o sentido dun vector libre coinciden coa direc-
cién, o modulo e o sentido dun calquera dos seus representantes.

| FIXATE |

Todo vector fixo poste unha direc-
cion, unha lonxitude e un sentido.

o Adireccién do vector fixo AB é a
da recta que pasa por Ae B.

e A lonxitude do médulo do vector
fixo AB é a lonxitude do segmen-

to AB. Represéntase por l TB|

o O sentido do vector fixo AB é o
que se define sobre a recta deter-
minada por A e B cando nos tras-
ladamos de Aa B.

Sentido
B

Lonxitude Direccion
ou modulo

Operacions con vectores libres

Adicion

Multiplicacion por un nimero real

i .
A suma de dous vectores libres ii e | Para obter o vector resta, G — v, basta | O Produto dun ntimero real k,

V, que representamos por U +V, é 0 | con construir o vector — V, o elemento

vector libre obtido do seguinte xeito: | oposto de ¥ e sumarllo a 4.

— Tomamos representantes de i e vV |
de xeito que a orixe do represen-
tante de v coincida co extremo do
representante de 4.

— Trazamos o vector que ten de orixe
a mesma do representante de i e o
seu extremo é o do representante | Regra do paralelogramo
de v elixidos.

/ \v‘ a—v.

i
<
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+
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Se colocamos i e v con orixe comun
e completamos o paralelogramo, ob-
temos facilmente os vectores i — V e

chamado escalar, por un vec-

tor libre U, que representamos
por k-u, é o vector libre que

ten:

e Direccién, a mesma que u.

e Mddulo, 0 médulo de d multi-
plicado polo valor absoluto de
k.

e Sentido, 0 mesmo ca o de u se
k é positivo, e contrario ao de
U se k é negativo.

(,/,2(1 4




Bases en V3

Na fisica ten especial importancia o
conxunto de vectores libres do es-
pazo, que denotamos por V.

Para representar calquera vector
utilizaremos unha base. Unha base
de V3 é un conxunto de tres vecto-
res V, U e w, de Vj, escollidos de
xeito que, se temos calquera vec-
tor X de V3, podemos atopar tres
escalares ky, ko e ks, que cumpren:

X=K-V+ky, -O+ky-w
Os numeros reais ky, k» € ks reciben

0 nome das componentes do vec-
tor X na base formada por v, 0 e w:

X = (ky, ky, k3) en {V, 4w}

ks W

—_———— -~

Se os tres vectores da base son
ortogonais, é dicir, perpendiculares
dous a dous, diremos que se trata
dunha base ortogonal.

Se ademais de ser perpendiculares
son de mdédulo 1, diremos que se
trata dunha base ortonormal.

En xeral, no espazo traballase nu-
nha base ortonormal formada
polos vectores i,j e k, que son
perpendiculares dous a dous e de
médulo 1.

FIXATE

Ao escribir Vv L U, expresamos que
0s vectores v e U son perpendicu-
lares.

2.1. Produto escalar de vectores

O produto escalar é unha operacién definida no conxunto dos vectores
libres que lle asocia a cada par de vectores un numero real. Obtense
da seguinte maneira:

G-v=|d| |V| cosa

ct

sendo o 0 menor dos angulos que o

forman as semirrectas que conte- >
fien dous representantes conco- v

rrentes de U e V.

Da definicién deducese que o produto escalar de dous vectores cal-
quera perpendiculares é 0, dado que o cos 90° = 0.

Interpretacion xeométrica do produto escalar

Podemos expresar o coseno do angulo oo como a relacién entre a proxec-
cion do vector V sobre U, que denominaremos V’, e 0 mddulo do vector V.

v ’ ’
|

<r

=|V|-cos o =|V’|

<i

|

|

: cos o =
o |
|

o’

\
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Do anterior, ampliado a calquera angulo, deducese que o valor absoluto do
produto escalar de dous vectores é igual ao médulo do primeiro polo mo-
dulo da proxeccion do segundo na direccion do primeiro:

‘7/

|a-v|=|al-
Esta interpretacién xeométrica do produto escalar permitenos calcular a

compoiiente dun vector nunha direccién determinada, dado que coin-
cide coa proxeccion do vector sobre outro que tefia esa direccion.

Expresion analitica do produto escalar nunha base ortonormal

Para determinar a expresion analitica do produto escalar, considerare-
mos a base ortonormal {/, j, k} e os vectores i e ¥V, con compofentes
nesta base que son (uy, Uy, U;) € (v, v, V;), é dicir:

d=u,i+u,j+u,k;v=v,i+v, j+v,k
Aplicando as propiedades do produto escalar temos:

U-v=(ucl+u,j+u,k) (vii+v,j+v, k)=
SUVyl iUy i-jruwv,i-k+uv, j-i+uyv, j-j+

+UV, j-K+uv ki +uv K-j+u,v,k-k

Pero, como {/, j, k} é unha base ortonormal, os vectores 7, j e k son
ortogonais e de médulo 1. Polo tanto:

d=j - j=k-k=1

i j=i-k=j-i=] k=k-i=k j=0;i

E o produto escalar de U e V é:

U-V=uw,+uyv, +u,v,

Aplicacions do produto escalar

A definicidn do produto escalar e a sua expresion analitica nunha base
ortonormal permiten obter o médulo dun vector e o coseno do dngu-
lo entre dous vectores en funcion das suas compofientes.

Sexan (uy, Uy, U,) e (v, vy, V;) as compofientes de U e V nunha base
ortonormal. Entén:

g-a=|d?

3

l=~Na-d = J(uy,uy,u,)-(uyuy,u,)

i = JuZ +ul +u?

Por outro lado:

u.V:’L_i‘~‘\_/.’-COS(X=>COS(X:TUL‘
jal - |v]

Ao substituir & -V, |d| e V| pola sua expresion analitica, obtemos:

— UyVy + UV, +U,Y,
cos o = cos (U, V) =

2 2 2 2 2 2
\/ux+uy+ux ~\/vx+vy+vz

gue é a expresion analitica do angulo entre dous vectores.

EXEMPLO 2 ;

:b) [df; ¢) [V]; d) cos (T, V), seii = (1,3,-1)eV = (-2,5,4).

<t

a)u-
Aplicamos en cada caso a expresion correspondente:

a)i-V=uyVv,+uyVv, +u,v,=1(2)+3-5+(-1)-4=-2+15-4=9

b lii|= Ju? +u? +u? = P+ 3%+ (-2 =11

o) 7= v +vE+vE = \[(-2)? +52 + 42 = V45

— uv, +u,v, +u,v
d) cos (0, ) = 2 sz 2V : 2 - 22 2
\/ux+uy+uz-\/vx+vy+vz
_ 1.(-2)+3-5+(-1)-4 9
JPP+324+ (12 (22 +52 +42 495

EXEMPLO 3
Determina un vector de médulo 1 na direccién do vectorV = 31 + ] +7k.
— Dividimos o vector polo seu mdédulo para determinar o vector unitario:

L (3.1,7)= ——(3,1,7)

2 S
| V32 +12 4+ 72 59

- 3 - = 7

[ —t

Vunitario =

<I

i

1
V initario = I + +
unitario @ \/gg‘ ) \/gg

Sistema de referencia

Unha base permitenos representar
calquera vector libre V. Non obstan-
te, para asignarlles coordenadas
aos puntos do espazo, necesitamos
un sistema de referencia. Este é o
conxunto formado por un punto fixo
do espazo, a orixe de coordena-
das O e unha base.

Asi, xeralmente, os vectores /, j e k
determinan os tres eixes de coor-
denadas correspondentes, X, Y e
Z. E o punto de intersecciéon dos
tres eixes tdmase como orixe de co-
ordenadas, O.

Propiedades
do produto escalar

U (V+W)=0G-V+id W
ok (T-V)=(k-0)-V=10-(k V)
cG- G20

FIXATE

Os vectores de médulo 1 chaman-
se unitarios.

1 .
e O vector W -U é un vector unita-

rio da mesma direccion e o mes-
mo sentido ca U-.

-1 . )
e O vector H -uU € un vector uni-
u

tario da mesma direccion que U e
sentido contrario.




Direccion e sentido
do produto vectorial

Ao xirar de U cara a V,
o sacarrollas sobe.

i
X

Ao xirar de V cara
a U, o sacarrollas
baixa.

O seno do angulo o é a relacion
entre a altura h do paralelogramo
e a proxeccién do vector V sobre
o vector .

£

—;h=1|V|-sen a
vl

sen o =

Propiedades
do produto vectorial

—(V x )

2.2. Produto vectorial de dous vectores libres
no espazo

O produto vectorial é outra operacién definida en V3, que lle asocia a
cada par de vectores libres do espazo outro vector libre de V.

_@ Chamémoslle produto vectorial de dous vectores U e V de Vs,
e representdmolo por U x V, ao vector de V; con elementos
caracteristicos que son:

— Moddulo,
— Direccidn, simultaneamente perpendicular ds del e V.

= [ul - [v] -sen @, ).

— Sentido, o de avance dun sacarrollas que xira de U cara a V
polo camifio mais curto.

Observa que se o vector U ou o vector V son nulos, ou son linealmen-
te dependentes ((u V) = 0°), considérase, por convenio, que U X V = 0.

Interpretacion xeométrica do produto vectorial

Como a base do paralelogramo é o mddulo do
vector ]UI e a sua altura é h, podemos expresar a
sla area como:

=|a|-|v|-sen o = |G x V|

u Asi, o médulo do produto vectorial de dous vec-
tores coincide coa area do paralelogramo cons-
truido a partir deles.

Expresion analitica do produto vectorial nunha base ortonormal

Consideremos os vectores U e V, expresados na base {/, j, k}:

U=u,i+u,j+uk;v=v,i+v, j+v,k

Aplicando as propiedades do produto vectorial:

<
X
<1

=(u, l+u j+U k)x(v i+v j+V k) =

= UVl X T U, i fruy, ixk+uv, fxi+uy,jxj+

+UV,jxk+ uzvxkxi+uzvyk><j+uzvzk><k

E dado que os vectores /, j e k son ortonormais, cumpren:

xj=kijxk=Ti
.7 -

'xE:—j

Busca o vector U x V, si G =(1,- 2,5)eV = (2,—1,3) na base{i, ], k}.
— Aplicamos a expresion analitica do produto vectorial:

VT + (v, —uv, )k

U x (6+5)I—(3—10)j+(—1+4)k——/+7/+3k—(1 7, 3)

U><|7=(u uv) —(uyv,—

Aplicaciéns do produto vectorial FIXATE

A-definicién do produto vectorial e a sua expresién analitica nunha
base ortonormal permitennos determinar o momento dun vector res-
pecto dun punto, con respecto dun eixe, obter un vector perpendicular
a dous dados e calcular a drea de paralelogramos e triangulos.

<
X
<i
]
<
>
<i

Momento dun vector respecto dun punto

EXEMPLO 5

Calcula o momento do vector v = 37 — 5 + 2k, aplicado
no punto A = (2, -3, 1) respecto do punto O = (1, 1, 1).

O momento dun vector V = AB respecto dun punto O é
o produto vectorial do vector de posicion 7 da orixe (A)
do vector respecto de O, polo propio vector:

M, = OAxAB =F xV |

) — Calculamos o vector F = OA e aplicamos a definicién
B do momento dun vector:

F=0A=(2 -3 1)-(1,1,1)=7-4]

o v M,=OAxV =FxvV=(-4])x (3 -5 +2k)
F . =(-8+0)7 -(2-0)j +(-5-(-12)k
A M,=-87 -2 +7k

Momento dun vector respecto dun eixe

EXEMPLO 6

O momento dun vector V respecto dun eixe
y é a proxeccion sobre ese eixe do momen- -
tq de V respecto dun punto O calquera do vector V=37+5]+K,
ixe. aplicado no punto A = (1,
3, 4), respecto dun eixe
coa direccion do vector
€ = i +k e que pasa polo
punto O = (0, 0, 0).

M, = proxeccién sobre e de MO (My=F xV)

| M| = M,| - cos o

— Calculamos o vector 7 = OA e aplicamos a definicion do momento
dun vector para determinar o valor do seu médulo:
F=0A=(1,8,4)-(0,0,0)=7+3] +4k
Mo=0OAxV=FxV=(>+3]+4k)x (87 +5] +k) =
=(3-20)7 —(1-12)j + (5 -9 k =177 +11j — 4k
(M, = (= 17)2 + (11)? + (- 4)% = J426 = 20,64

— Utilizamos o produto escalar para determinar o coseno de o, 0 &ngu-
lo entre o vector V e o eixe e, e asi determinar | M,|:

sosar SV _ (L0151 _ 8+1 g

al -l l(1,0,1)-1@3,5 1) 2435
|M,| = |M,|- cos o = 20,64 -0,48 = 9,91

!




Vector perpendicular a dous vectores dados

Para determinar un vector perpendicular a dous vecto-

res V e U, debemos lembrar que o vector produto vecto- |
rial de V e U é perpendicular simultaneamente aos dous |

vectores.
Polo tanto, vV x U é perpendiculara V e 4.

Se queremos un vector cun médulo que sexa m, temos
que multiplicar o vector v x i por m e dividilo polo seu
médulo, [V x dl.

Vector perpendicular a V e U, de médulo m:

(7)o

cl
X
<i

90°

90°

EXEMPLO 7

Determina as compo-
Aentes dun vector
perpendicular a u
=(0, 3, 4) e aVv .
=(1, 3, 8), que tefa e ;
mddulo 5. - fos

— Calculamos U XV e X)/\j

0 seu médulo:
Uxv=12i +4] -3k

|G x V] =+12%2 +42 + (- 38)2=13

— Determinamos o vector w :

4 .

S
N
i

| x v| 13
=(@ 20 _EJ
13713’ 13

E perpendicular a i e a v por ser un mdltiplo de U x V.
Comprobamos que ademais o seu médulo é 5:

o[ ) e s

Area dun paralelogrémo ou dun triangulo

Segundo a interpretaciéon xeométrica do produto vecto- |
rial, 0 mdédulo do produto vectorial de dous vectores V e
U é igual & area do paralelogramo que determinan.

Por iso, se temos o paralelogramo da figura, a sta area |
sera:

Az‘TBXﬁ{ D

AB

E se temos. o tridngulo da figura, a sta area sera:

A=| Bx AC|
2 C

EXEMPLO 8

Calcula a drea do paralelogramo e do triangulo ABC da
figura.

X

— Para obter a &rea do paralelogramo, determinamos o
vector i = [BA] e V = [BC]. Asi, a drea buscada coin-
cide con |U x V| 1

i=[BAl=(1,4,-4);V=[BC]=(-52, -5)
UxV=(-20+80) - (-5-20)] + (2 + 20)k
UxV=-12] +25] + 22k
A=ix7|=(-12)2 + 252 + 222 = /1253 =~ 35,4 u°

— A drea que ocupa o tridngulo é a metade da area do
paralelogramo. Por iso, coincide coa metade de \U XV J:

A:%~\/1253:17,7u2 |

3. Calculo diferencial

Algunhas das magnitudes mais importantes na fisica relaciénanse a

través do calculo diferencial.

_@ Chamamoslle derivada da funcion f no punto de abscisa x =a

ao limite, se existe:

__f(b) - f(a)
L

Se este limite existe, representamolo por f’(a) e dicimos que a funcion
f é derivable no punto a. Se lle chamamos h & diferenza b — a, tamén

podemos escribir 0 seguinte:

f'(a) = me_(wf)’_f(a_)

Se consideramos unha funcién, f’, que lle asigne a cada punto de abs-
cisa x o valor da derivada de f neste punto, obteremos a funcién deri-

vada de fou, simplemente, a derivada:
fm"R—->R

x — f'(x) = ,I,ir%

Interpretacion xeométrica
da derivada

A derivada da funcién f no punto
de abscisa x = a é a pendente da
recta tanxente & grafica da funcién
no punto (a, f(a)).

Por iso, a ecuacién da recta tan-
xente & grafica de f no punto (a,
f(a)) é:

y-f(a)=f'(a) (x-a)

f(a+h)

\ =

h
Deseguido presentdmos-
: i0 Funcion derivada
che as derivadas das Fangien
principais funcions, asi fx)=k ke R f(x)=0
como as regras que per- . . . =
miten derivar funciéns b =X X} ==X FIXATE
egnseguitas a.o, operar Fx)=e* Flx) = e’f ‘‘‘‘‘ O célculo da funcién derivada du-
con outras funcions. oy nha funcién f simplifica o proceso
f(x)=In x f(x)=— de célculo do valor da derivada de f
) ) X - en diferentes puntos. Asi, para cal-
_ TV cular (0), f(-1) e f’(2), bastara
flx) = sen x Fx) = cos x con substituir x por 0, -1 e 2 na fun-
f(x) = cos x f/(x) = —sen x cion derivada f”.

Taboa 1.

Derivada da funcion suma
Derivada do produto dunha constante por unha funcion

Derivada da funcion produto

Derivada da funcion cociente

Derivada da funcion composta: regra da cadea

f(x) = g(x) + h(x) = F(x) = g’(x) + h'(x)
fx) = k- g(x) = () =k- g’(x)

fx)=g(x) - h(x) = (x)=9"(x) - h(x)+9g(x) - h"(x)

f(X)=M$f’(X)= g’(X)'h(X)_g(X)'h/(x)
h(x) [h(x)1?

f(x)=(ge°h) (x) = F(x)=g'(h(x)) - h"(x)

Taboa 2.

Combinando as regras da taboa 2 coas derivadas das funciéns que
aparecen na taboa 1, podemos derivar multitude de funcions.
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FIXATE

Calcula a funcion derivada de f(x) = x? e a derivada — Substituimos x por 0, -1 e 2 na funcion derivada f
desta funcionenx=0,x=-1eenx=2. #(0)=2-0=0

F(-1)=2. (-1)=-2
F(x)=2x f2)=2-2=-4

Calcula a derivada das seguintes funcions: p’(x) =3x2 - cos x+ x3 - (-sen x)

— Aplicamos a férmula da derivada dunha potencia:

a) f(x)=x3-2x2+1 p’(x) =3x2cos x — x3sen x

b) p(x)=x3- cosx

c) q(x)=cos 2x

d) m(x)=sen?x ¢) A funcién g é a composicién de duas funcioéns, 2 x

_ e cos X:
a) Derivamos cada un dos sumandos:

fi(x) =x3 = f;’(x) =3x2
L(X)=-2x2 = fy/(x)=-2 - (x2) =-2 - 2x=-4x
f3(x)=1 = f’(x)=0

f(x) =3x2 - 4x

JX)=2x; f(x)=2 ; k(x)=cos x ; k’(x) =-sen x
— Aplicamos a regra da cadea:

q(x) = (ke j)(x) = k(j(x))
q'(X)=k((x)-j(x)=-sen2x-2=-2sen2x

d) A funcién m é a composicion de duas funciéns,
b) A funcién p é un produto de duas funcidons, x3 e sen x e x2, porque sen? x = (sen x)2:
Ccos X: n(x)=senx; n(x)=cos x ; r(x)=x2; r(x)=2x

gx)=x%; g’(x) =3x2 ; h(x)=cos x — Aplicamos a regra da cadea:

h’(x) =-sen x ; p(x) =g(x) - h(x) m(x) = r(n(x)) ; m’(x)=r(n(x)) - n’(x)

p’(x) =g’(x) - h(x) + g(x) - h"(x) m’(x) = 2 sen x (Cos X) = 2 sen X cos X

3.1. Derivada dunha funcion vectorial
respecto dun escalar

Na fisica € moi comun o traballo con vectores de V5 que deben deri-
varse. Para iso, o primeiro é ter en conta que as regras de derivacién
son as mesmas, ainda que en ocasiéns a notacién cambia para des-

- tacar a variable respecto da que se deriva.
— =7t ~ - - =
dt ) Para calcular a derivada do vector F(t) = r,(t)i +r,(t)j +r,(t)k con

respecto do tempo:
k)

— y4

dt dt dt dt dt

Aplicamos a derivada da funcién produto e, como os vectores i, j e k
son constantes, obtemos:
dF(t) _ dr(t) - dry(t)j.Jr dr, (1)

+
dt dt dt dt

dF _d(r i +r,j+r,k) d(r7) N d(r, j) L de

EXEMPLO 11 EXEMPLO 12

Calcula a funcion derivada do vector ' (t).
F(t) = (512 31)i + (7t%-3)] + (7t?+ 9)k
— Derivamos cada compofiente do vector:

Calcula a funcion derivada do vector ¥ (t).
T(t)=(4t-sent)i + (7t -8t +9)j + (-2t + 7t +10)k

—Derivamos cada compoiiente do vector:

dr(t) dr(t)- dr,(t)- dr,(t) - dF(t) -,
at ~ ar | TTar Tt ar K ar -rm
dr(t)

(10t —3)7 + 2162 ] + 14tk F'(t)=(4sent+4t-cos t)i + (14t -8)] +(-6t% + 7)k

dt

4, Calculo integral

Acabamos de ver como obter a funcién derivada dunha funcién f. Agora
formularémonos o problema inverso: dada unha funcion f, como deter-
minar outra funcién F cunha derivada que sexa f. A funcion F recibe o
nome de primitiva de f.

/ Derivacion \
f i
\ Integracién /

-@ Unha funcion F é unha primitiva de f se e s6 se F’ (x) = f(x).

Por exemplo, se f(x) = 3 x2, unha primitiva de fseria F(x) = x3, xa que
F’(x) = f(x). Pero fixate en que F; (x) =x® -3, Fo(x) =x3+5 e F3(x) =
= x3— 11 tamén son primitivas de f(x) = 3x2, xa que a derivada de
todas elas é 3 x2.

4.1. Integrais indefinidas

Xa vimos que unha funcién non ten unha unica primitiva e que a dife-
renza entre duas calquera é unha constante. O conxunto formado por
todas as primitivas dunha funcién f recibe o nome de integral indefi-
nida e dendtase por:

Jf(x) dx

Esta expresion lese: integral de f diferencial de x.

Propiedades das
integrais indefinidas

Do comportamento da derivada
respecto da suma de funciéns e do
produto dunha funcién por unha
constante, obtéfiense as seguintes
propiedades das integrais indefini-
das:

1.Jk»f(x)dx=k~jf(x)dx

Asi, se F é unha primitiva de f, escribiremos:
Jf(x) dx = F(x)+C

onde C € R é unha constante chamada constante de integracion.

A partir da tdboa 1 (pax. 13) podemos obter de xeito inmediato as se-
guintes integrais indefinidas:
N8 SN 3 0 O SeG Bry S E MF LoN DO P e Rt S S T

. cos xdx =senx+C

e |eXdx=e*+C

2. | (f(x) +g(x))dx =

°J0dx:C 1 f

i . ;dx:ln\xhc =ff(x)dx+fg(x)dx
o | kdx =kx+C

J -Jsenxdx=—cosx+c

r Xn+1
o | x"dx = +C

] n+1 J

| \

EXEMPLO 13

Calcula as integrais indefinidas seguintes:

a)j x3dx; b)f Ix2 dx: C)J 8xdx; d)J (3x +e*)dx

2
c)fodx=ijdx=8~%+C=4x2+C

d)j(3x+ex)dx :J.Sxdx+je"dx

3d X3+1 c X4 c 5 g 5
a = = —
)fx XT3 T J3xdx=3jxdx=3-x7+c1= ’2‘ +C,
2 5
2 3" 3 fe’(dx:e’(wtc2
b)J-\/3X2dx=jx3dx:)2( +C=i(5—+C )
§+1 3 f(3x+ex)dx=3%+ex+c
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4.2. Integrais definidas

Unha das aplicaciéns mais importantes das integrais é o célculo da
area baixo unha curva, é dicir, da drea da superficie comprendida
entre unha curva e o eixe de abscisas. A relacién entre esta area e
a integral da funcién que define a curva vén dada polo teorema de
Barrow.

_@ Sef € unha funcidn continua e positiva en [a, b] e F é unha pri-
mitiva de f, a drea A, limitada pola curvay = f(x), o eixe de abs-
cisas e as rectasx =a ex=b, é igual a F(b) - F (a).

FIXATE

Se f(x) < 0 en [a, b], F(b) - F(a)
sera negativa, e polo tanto, a area
coincidird co valor absoluto desta
diferenza.

A diferenza F(b) — F(a) recibe o nome de integral definida de f entre
a

ae b, e dendtase por j f(x) dx.
b

Con esta notacién podemos escribir o resultado anterior do xeito se-

guinte: b
A= J f(x) dx

Calcula a drea da su- |l e No intervalo [0, 1) a funcién é negativa.

perficie limitada pola gl y=x2+2x-3 . o g .
curvat(x)=x2+2x - , e No intervalo (1, 2] a funcién é positiva.
. : |
3, 0 eixe de abscisas 6 Polo tanto, debemos fraccionar o célculo da &area en
e as rectas x = 0 e 4 ' dous subintervalos:
X=2 : 1 2
2 A= x% +2x - 2 - =

Se observamos a fi- : Jo ( 3 ox +L (" +2x - 8)ax
gura, vemos que f(x) 5 5 % 1 2
non ten signo cons- | ' - X_3+ x2-3x| |+ X_3+X2 3x| =
tante no intervalo | ‘ 3 . 3 X

, 1

[0, 2].
:J___5+Z:E:4
3 3 3

4.3. Integral dunha funcién vectorial
respecto dun escalar

FIXATE

Ao efectuar a integral indefinida dun
vector de V3, obteremos tres cons-
tantes de integracion, C,, C, e C,,
cada unha delas correspondente a
unha das compofientes do vector.

Do mesmo xeito que os vectores poden_derivarse, tamén poden inte-
grarse, sexa mediante unha integral indefinida ou mediante unha inte-
gral definida entre dous puntos.

O xeito de levalo a cabo coincide co xeito de derivalas: se se cofiecen
as compoiientes do vector, as compofientes da integral son as inte-
grais de cada unha delas na forma habitual.

Vexamos a integracién do vector V(t) = v, (t)i +v (t)/ +v, (t)k con
respecto do tempo.

V(t) = ITJVX (t)dt+]’va(t)dt+/?Jvz(t)dt

LEXEMPLO 157 s S e (A i i e e e 0 e R

Calcula o valor da integral, A entret=1et= 4, do | 3., 6 4
vectora(t) = (3t-3) T + (6t2- 1) + 2k. ‘ [5 -3t] +7[§t3—t} +k[2t]] =
— Integramos cada compofiente do vector: - v
P i 2-(-15)]+ j[124 — 1]+ k[8 - 2]
(at))dt—j (sr- 3)i +(6t2—1)] +2k)dt = | _ - L
: A=135i +123) + 6k

4
=ij (3t—3)dt+/ 6t2 1)dt+kj 2dt =
1 1

5. Resolucion de problemas

Un aspecto importante neste curso de Fisica é a resolucién de proble-
mas. Ainda que non existe un método universal para resolvelos,
presentamosche un que che pode servir de pauta para moitos dos que
debas resolver.

Antes de abordar a resolucion dun problema é im-

prescindible entender o seu enunciado.

— Le atentamente o enunciado e asegurate de que
entendes o que se explica e o que se pide.

— Anota os datos do problema e o que se pide con-
cretamente.

— Cando sexa apropiado, debuxa un esquema da
situacién e anota nel os datos.

Comprension
do enunciado

Nesta fase tes que buscar unha forma de resolver o
problema, xa sexa directamente ou a través dunha
serie de pasos intermedios. Non perdas nunca de
vista a onde queres chegar, é dicir, que se pregunta.

— Determina que leis fisicas actuan e cales son as
suas expresions matematicas.

— Desenfia un xeito de utilizar estes principios para,
a partir dos datos que tes, encontrar o que se
pide.

— En ocasiéns pode ser conveniente utilizar unha
estratexia de resolucion: resolucién grafica, en-
saio-erro, razoamento inverso...

Planificacion

Agora debes resolver o problema empregando a es-
tratexia que desefaches.

— Simplifica as expresiéns matematicas. Leva a
cabo o maior nimero posible de manipulaciéns
alxébricas antes de substituir polos valores reais.

— Comproba que as unidades estean todas no
mesmo sistema e que sexan coherentes. Se é
necesario, efectla a conversién de unidades
adecuada.

— Substitue as cantidades dadas nas ecuacions e
leva a cabo os calculos. D4 o resultado coas uni-
dades e o numero de cifras significativas apro-
piadas.

Execucion

Finalmente, debes comprobar se a solucién obtida
coincide co que se pedia.

Revision

— Comproba se a resposta ten unha magnitude
do resultado P P g

apropiada.
— Razoa se o valor obtido é posible.

LEMBRA

Para conecer a validez dun resulta-
do experimental, debe determinar-
se o erro cometido ao efectuar a
medida.

Erro absoluto:

=la- x|

E, = erro absoluto

a =valor aproximado obtido na medi-
cion

x = valor verdadeiro ou exacto da me-
dida

Erro relativo:

E, = erro relativo
E, = erro absoluto

x = valor verdadeiro ou exacto da me-
dida

LEMBRA

Toda medida experimental presenta
certo erro. Por iso, s6 expresaremos
as medidas coas suas cifras signi-
ficativas.

Son significativas todas as cifras
dunha medida que se cofiecen con
certeza, mais unha dubidosa.

O cero non ¢é significativo cando
se utiliza para indicar a situacién
da coma decimal.

e Cando se suman ou restan canti-
dades, redondéase o resultado de
xeito que tefia 0 mesmo numero
de cifras despois da coma deci-
mal que o numero da serie que
ten o menor numero de cifras
decimais.

e Cando se multiplican ou dividen
cantidades, redondéase o resulta-
do de xeito que tefia 0 mesmo
nuimero de cifras significativas
que o factor de menor niimero de
cifras significativas.




Os seres humanos de todas as
épocas deleitaronse contemplando
o ceo estrelado, a ondada do mar, o
voo das aves, 0 amencer e moitos
outros aspectos da natureza. Entu-
siasmados por tanta beleza e esti-
mulados pola curiosidade, desde os
tempos mais remotos os humanos
formularonse multitude de preguntas
para chegar a cofiecer por que e
como suceden os fendmenos natu-
rais.

O cientifico non estuda a natureza
porque sexa Util; estidaa porque se
deleita nela, e deléitase nela porque
€ fermosa. Se a natureza non fose
bela, non valeria a pena cofecela.

Henri Poincaré (1854-1912)

Unha das cuestiéns que lles intere-
saron aos cientificos de todas as
épocas € o coflecemento das forzas
que intervefen nas diversas formas
naturais de movemento.

Na Antigliidade, o filésofo grego
Aristételes (384-322 a. C.) propuxo
unha mecanica que intentaba xusti-
ficar o movemento dos corpos pola
existencia de catro elementos funda-
mentais na materia: a terra, a auga,
o0 aire e o lume. Se estes elementos
se deixan libres, moveranse cara ao
seu lugar natural no cosmos. A terra
ocupa o centro, a auga atépase por

MECANICA

encima desta, o aire por encima da
auga e o lume por encima de todos.
Asi, unha rocha cae cando se sus-
pende no aire, as burbullas de aire
na auga movense cara a arriba e
unha rocha pesada cae mais rapida-
mente ca outra mais lixeira porque
tende con mais forza ao seu lugar
natural. Na Terra, os corpos en re-
pouso s6 poden moverse se actla
sobre eles unha forza externa; non
obstante, os corpos celestes, coma
o Sol, os planetas e as estrelas, es-
tan sometidos a outras leis naturais
distintas, son mantidos no espazo
por esferas transparentes de cristal
e moévense sen necesidade de for-
zas que actuen sobre eles.

Ao mesmo tempo, 0s nosos antepa-
sados, os sabios exipcios, gregos e
os doutras culturas, idearon maqui-
nas que acrecentaban a forza huma-
na ou permitian un mellor uso dela.
Nesta tarefa destacaron célebres
personaxes, como Estratéon, Arqui-
medes (287-212 a. C.), a quen de-
bemos as primeiras leis da estatica,
e Heron de Alexandria.

A vision aristotélica sobre a dinamica
do Universo mantivose practicamen-
te inalterada durante moitos séculos.
Aristételes era a Ultima palabra en
ciencia. Durante os 15 primeiros sé-
culos da nosa era realizaronse moi
poucos progresos en fisica, e parti-
cularmente en dinamica.

O filésofo francés J. Buridan (1300-
1385) modificou a teoria de Aristote-
les para explicar a causa do move-
mento dos proxectis. Segundo
Aristételes, un obxecto en move-
mento necesita a acciéon dunha forza
impulsora en todo momento: o impe-
tus. Pola contra, Buridan defendia
que o impeto inicial é suficiente e
que o seu efecto se mantén indefini-
damente sen necesidade de que a
forza continde actuando. Ao longo
dos séculos xv e xvi a teoria do im-
petus foi obxecto de modificaciéns,
ao tempo que nacia a preocupacion
por dotar a fisica dunha formulacion
matematica adecuada e se cuestio-
naban as ideas aristotélicas.

A finais do Renacemento, xurdiu
unha das figuras miticas da historia
da fisica, o astrénomo e fisico italia-
no Galileo Galilei (1564-1642), que
pode considerarse o iniciador da
ciencia da dindmica. Galileo dedicou-
lle a stia atencién a temas moi varia-
dos. Destaca o seu interese pola
experimentacion como método habi-
tual de traballo e pola formulacion
matematica dos fenémenos cientifi-
cos («A natureza estd escrita en lin-
guaxe matematica», afirmou Gali-
leo). Son célebres os seus estudos
sobre a caida libre, 0 movemento do
péndulo e o movemento dos proxec-
tis. Resolveu este Ultimo problema
baseandose no principio de inercia,

a combinacion dos movementos e a
independencia dos efectos das for-
zas. En contra das ideas de Aristote-
les de que un corpo se detén se non
actla algunha forza sobre el, Galileo
sostivo que, ao que un corpo esta
en movemento, seguird movéndose
ata que unha forza o detefa.

Galileo non chegou a identificar a
natureza da forza da gravidade, tare-
fa que correspondeu a Newton. No
seu Didlogo sobre os dous méaximos
sistemas do mundo (1632), pode-
mos ler este didlogo:

Simplicio. —A causa do movemento
descendente de todas as partes da
Terra, como se sabe ben, é a gravi-
dade.

Salviati. —Equivdcaste, Simplicio. O
que deberias dicir é: ninguén ignora
que esa causa recibe o nome de
gravidade. Pero non che estou pre-
guntando o nome, sendn a esencia
desa cousa.

Excepto o nome imposto & cousa, e
que se fixo familiar polo uso, non
comprendemos nada da cousa, nin
da virtude que fai baixar unha pedra,
nin da que empuxa unha pedra pro-
xectada cara a arriba, nin da que
move a Lua na sua érbita.

O astronomo aleméan J. Kepler
(1571-1630) seguiu a doutrina de
Copérnico (1473-1543), quen expli-
cou de forma mais simple o move-
mento dos planetas, ao supofier que
estes, incluida a Terra, daban voltas
ao redor do Sol, fronte & hipétese de
Ptolomeo (século ) e Hiparco (190-
120 a. C.) de que o Sol e os planetas
xiraban ao redor da Terra. Kepler, a
partir das observaciéns do astréno-
mo danés T. Brahe (1546-1601),
enunciou as suas célebres leis qui-
zais sen decatarse da sUa auténtica
importancia. Pode dicirse que a con-
cepcién dindmica de Kepler estaba
a medio camifio entre Galileo e
Newton, achegandose ao descubri-
mento das forzas gravitacionais.

O cientifico e matematico inglés

I. Newton (1642-1727), considerado

A natureza e as suas leis permane-
cian ocultas na noite. Deus dixo:
«Que se faga Newton!». E fixose a
luz.

Alexander Pope (1688-1744),
poeta

como un dos mais prestixiosos cien-
tificos de todos os tempos, conti-
nuou o traballo de Kepler, Galileo e
outros cientificos da época.

E célebre a stia obra Philosophiae
naturalis principia mathematica (1687),
na que presenta as leis dinamicas
fundamentais que gobernan o mo-
vemento dos corpos, describe a in-
tervencién das forzas no movemen-
to e enuncia a sua teoria sobre a
natureza das forzas gravitacionais.
Aclara ademais conceptos como o
peso, a inercia, a forza de rozamen-
to, o impulso, a cantidade de move-
mento, a forza centripeta...

Como para Galileo, para Newton as
matematicas son a linguaxe da fisi-
ca. Mediante esta linguaxe expresou
as leis xerais do movemento e da
gravitacion universal.

Quixera poder deducir (...) os feno-
menos da natureza de principios
mecdnicos porque (...) poden de-
pender de certas forzas polas que
as particulas dos corpos, por algu-
nha causa ainda descofiecida, son
impulsados (...). Os filésofos intenta-
ron en van ata agora a investigacion
da natureza pero espero que o0s
principios aqui formulados dean al-
gunha luz.

Newton (1642-1727)

Newton propuxo unha interpretacion
mecanicista dos fendémenos fisicos
que dominaron o pensamento cien-
tifico ata principios do século xx,
cando irromperon no mundo da fisi-
ca a teoria da relatividade e a teoria
cuantica.

Na Antiguidade, os seres humanos
xa contemplaban coa mesma curio-
sidade que hoxe as ondas formadas

na superficie da auga ao lanzar so-
bre ela unha pedra e como unha fo-
lla de arbore situada nesa superficie
vibra ao paso da onda sen cambiar
practicamente de posicién. Pero os
fenémenos ondulatorios, como os
denominamos, tan frecuentes na
natureza, sé foron debidamente in-
terpretados e formulados a partir do
século xvii.

Por outra parte, € comunmente ob-
servado que moitos obxectos vi-
bran, como sucede ao pulsar unha
corda tensa ou ao golpear unha la-
mina metalica. Xa advertira o mate-
maético grego Euclides (século i a.
C.) que estas vibraciéns, transmiti-
das ao aire, son a orixe do son.

Hoxe en dia coflecemos a intima re-
lacion que existe entre os fenéme-
nos de vibracién e os movementos
ondulatorios. As ondas sonoras, as
ondas luminosas, as ondas en cor-
das, as ondas sismicas, as ondas
na auga... tefien a sua orixe nalgu-
nha fonte de vibracion. A nocién de
onda e a de propagacion dun fe-
némeno mediante un movemento
ondulatorio foron tomando corpo
lentamente. O fisico e astrénomo
holandés Ch. Huygens (1629-1695)
no seu Tratado da luz (1690) expdn
estes conceptos que xa propuxeran
dalgun xeito outros cientificos ante-
riores.

Durante o século xvii fixéronse me-
didas precisas da velocidade do son
no aire, nos liquidos e nos solidos.
Por entén, a natureza ondulatoria do
son quedaba suficientemente acla-
rada como para orientar a investiga-
cién cara a temas de maior comple-
xidade, como os fenémenos de
difraccion, superposicién e interfe-
rencia, as ondas estacionarias, a re-
sonancia, a percepcion do son polo
oido humano, a medida da intensi-
dade sonora... Estas cuestions, xun-
to co seu tratamento matematico,
abordaronse durante os séculos XIX
e xx, e chegaron a constituir unha
nova ciencia, a acustica.




Dinamica de translacion
e de rotaci()n

Os cientificos tefien observado a imposibilidade de encon-
trar na natureza algo que non se mova. Ainda que &s veces
non o pareza, movese todo: o Sol, a Terra, os electréns, os
fotons...

O estudo do movemento sen ter en conta as causas que 0
producen (cinematica) ou téndoas en conta (dinamica) con-
- verteuse nun estudo de primeira necesidade.

OBXECTIVOS

CONTIDOS

Ao finaldesta unidade seras quen de:

» Cofnecer o método matematico de describir os move-
mentos que se producen na natureza.

» |dentificar as causas do movemento e explicar de que
xeito inflien sobre el.

» Comprender a importancia do movemento de rota-
cion e a utilidade do seu cofiecemento fisico.

» Valorar as aplicacions da fisica na vida diaria e nou-
tros ambitos da ciencia e da enxenaria.

PREPARACION DA UNIDADE

. Causas do

1. Descricion 1.1. Magnitudes do movemento

do movemento 1.2. Estudo dalgtins movementos

2.1. Leis de Newton
2.2. Aplicacions das leis

movemento
de Newton

. Movemento de 3.1. Momento de inercia

rotacion 3.2. Momento cinético ou angular

Lembra

e A forza resultante, .E?, dun sistema de forzas que
actua sobre un corpo é a suma vectorial de todas as
forzas do sistema.

o A forza normal, /V, € a que exerce a superficie de
apoio dun corpo sobre el. E unha forza de reaccion a
que o corpo exerce sobre a superficie.

o A forza de rozamento, F , € a forza que aparece na
superficie de contacto dos corpos, opofnéndose ao
movemento destes.

Forzas de rozamento sobre corpos en movemento

O médulo da forza de rozamento é proporcional & forza nor-
mal que actlia sobre o corpo.

‘,E'r‘:ucN

A sua direccién é paralela & superficie de esvaramento e o
seu sentido é contrario & velocidade.

Forzas de rozamento sobre corpos en repouso

O mdédulo da forza de rozamento ten exactamente o0 mesmo
valor que a compofiente tanxencial da forza F aplicada ao
corpo. Ao aumentar esta compofiente, tamén aumenta a
forza de rozamento, ata un valor maximo:

|F_r|:MeN

A sua direccion é paralela & superficie de contacto e o seu
sentido, contrario & compofiente tanxencial da forza F .

e O peso dun corpo é a forza con que a Terra o atrae.
E un vector dirixido cara ao centro da Terra e de
médulo |g|=mg.

Actividades

e Explica a diferenza entre magnitudes escalares e mag-
nitudes vectoriais. Pon exemplos dos dous tipos de
magnitudes.

e Efectla as seguintes derivadas:

d(5t) d(3t?) d(2t?)
& at b =at % at
2 d(t®+8t2-3
” d(3t2- 4t +1) o ( )
dt dt

e Explica a diferenza entre un movemento de transla-
cién e un movemento de rotacion.

e Representa graficamente as seguintes forzas e calcu-
la a sta resultante:

F,= (71 +4j)N F,=(-6i +2j)N

e Un mobil puntual mévese ao longo dunha traxectoria
circular de raio R = 40 cm de xeito que o angulo per-
corrido en cada momento é ¢ = 2t+ 0,5 t2, en unida-
des SlI. Calcula: a) a sua velocidade e a sua acelera-
cién angulares; b) a sta velocidade lineal e a sua ace-

leracién tanxencial; ¢) a sua aceleracién normal e a
sUa aceleracion total para t=5 s.



1. Descricién do movemento

’ Aslvgces.resulta dificil saber $€ un corpo esté,en movemento ou non. O vector de posicidn dun mébil é F(t) = 5t7 — 3t2], O vector de posicién dun mébil é F(t)=2t7 +
| Asi, imaxina que Ana e Berta viaxan en autobls mentres os seus ami- en unidades SI. Determina: a) a posicion do mébil nos + (6t + 5)j, en unidades Sl. Determina: a) a ecuacion
‘ gos Carlos e Daniel as saudan desde a rda. Desde o punto de vista de instantest=2s et=5s;b) o vector desprazamento da traxectoria; b) o vector desprazamento entre os
Ana, Carlos parecera moverse, en cambio Berta estara en repouso. entre os instantest=2s et=5s, e o seu mddulo; instantest=1set=4s, e 0o seu mddulo; c) a distan-
FIXATE Pero para Daniel, Carlos permanece en repouso e Berta esta en move- c) a ecuacion da traxectoria, deblixaa aproximada- cia percorrida polo mébil.
mento. mente. . S By = ofT + .
MIGEN; 6070 Sr eTeNs BEpac- Datos: 7(0) = 517 - 3627 ades S Datos: F(t) = 2ti + (6t + 5)j, en unidades Sl
i i 4 5 — Datos: = - , en unidades . . .
- to dun determinado sistema de refe- Pa_lra saber S€ un corpo esta en movgmento ounon e, se o esta,_deter- / a) Determinamos a ecuacion da traxectoria a par-
rencia. minar que tipo de movemento describe, necesitamos fixar un sistema a) Os vectores de posicion obtéfiense substituin- tir das ecuaciéns paramétricas do movemento:
de referencia. do o valor correspondente de t na expresion
de F(t): {x =2t Y (m)
. e . . - - = 25-
_@ Un sistema de referencia é un punto ou un conxunto de pun- F(2s)=5-27 —3-22] = (107 —12))m y=6t+5 20-
7 ibi - o 3 w - X -
o tos respecto do cal describimos o movemento dun corpo. F(5s)=5-57 —3.52 = (257 — 75])m = 5 12
o n obxecto atdpase en movement - ]
,Lfa do sisct:r:aog'z e ferengiae’;en dg e (eSp eCt? _d’un determtl b) Para calcular o vector desprazamento entre os y=3x+5 5 /
d A ; . a sua posicion respecio instantes t=2s e t=5 s, restamos os vectores IEEEE I REEA
es{e sistema varia co tempo; en caso contrario, dicimos que de posicién neses instantes: 5T (m)
esltd en repouso. Lo~ _ 101
Ar =r —Tr, =F(58)-r(2s) o

1.1. Magnitudes do movemento

No estudo de calquera movemento é necesario definir previamente as
magnitudes traxectoria, posicion, desprazamento, velocidade e acele-
racion.

AF = (257 = 75j)m - (107 —12j)m =
= (157 - 63/)m

O seu médulo é:

|AF| = /(15 m)2 + (-63 m)2 = 64,8 m

¢) Determinamos a ecuacion da traxectoria a par-
tir das ecuacions paramétricas do movemento:

A traxectoria é unha recta.

b) Para calcular o vector desprazamento entre os
instantes t=1 s e t=4 s, restamos os vectores
de posicion neses instantes:

AF =F -1y =r(4s)-r(1s)

’ AF=(2-47 +(6-4+5)])—(2-17 +(6-1+5)])
Traxectoria: curva descrita polos puntos x =5t 01020 30 40 X (m) AF=(67+18)m

| polos que pasou o0 mabil. y = 342 e
! Vector de posicién, F: vector que vai da % -10: . ~

' orixe de coordenadas O ao punto P onde t= 5 ig O médulo do vector desprazamento é:

estd o mobil. : 5
L 2 ~40-- X -
. En xeral, varia co tempo, F = r(t). y = _3(1) _ -50 - yi= _S[E |Ar] =J6m?Z+18m)2 =190m
-60 - 2
Vector desprazamento, AF, entre 2 ° 70- rd %) . . . e
Y Po dous puntos P, e P: vector con orixe - _3X_ 8- c) A distancia percorrida polo mébil coincide co
en P, e extremo en P. 25 90~ : maodulo do vector desprazamento porque a tra-
? - ) 400- A traxectoria xectoria é rectilinea:
‘ A AT Calculase_restandolle ao vector de Ao~ é unha
A G A e P osicién ' o vector de posicién Ty ; _
| _ p p 0 Y (m) parabola. A :\Ar| -=19.0m
] : AF =F -1, ’
i | a
i y
7 : ACTIVIDADES
|
+ I 1. Debuxa un sistema de referencia nunha dimension, 3. O vector de posicién dun mébil vén dado pola expre-
] : outro en duas e un terceiro en tres dimensions, e sién F(t) = (t — 3)i + 8tj, en unidades SI.

| o 5 . o representa sobre eles a posicion dun punto. a) Determina a ecuacién da traxectoria e debuxa

Ecuacion do movemento: describe a posicion do mébil ao

X (t) e y (t) son as ecuaciéns paramétricas da traxectoria.

22 1. DINAMICA DE TRANSLACION E.DE ROTACION

. O vector de posicién dun mobil vén dado pola expre-

sion F(t) = (4t +2)i +(t2 —2t)j, en unidades SI.
Determina:

seu médulo.
¢) A ecuacion da traxectoria.

) Sol.: a) (67 - j)m, (147 + 3)) m;
b) 87 +4j)m,89m;c)y = (x2-12x +20)/16

esta Ultima aproximadamente entre t=0se t=10s.

b) Determina os vectores de posicion para t=2s e

longo do tempo. . . t=5s.
B . . a) A posicion do mébil para t=1s e para t= 3 s. ¢) Calcula o vector desprazamento entre estes ins-
| Ft)=x(t)i +y(t)j b) O vector desprazamento entre estes instantes e o tantes.

d) Calcula a distancia percorrida.
_ Sol:a)y=8x+24
b) (=i +16j)m, (2i +40/) m;
c) (8i+24j)m; d)24,2m




Velocidade

Vector velocidade media Vector velocidade instantdanea

E o cociente entre o vector desprazamento, Ar = — I, | E o vector ao que tende o vector velocidade media
e o intervalo de tempo transcorrido, At =t — t,. | cando o ir]tervalo de tempo transcorrido, At, tende a cero
| (At —0).E dicir, é a derivada do vector de posicidn res-
| pecto do tempo.

N
;oo Ar_(=r)

At (t-t,)

7(t) = lim A = 97
At»0 At dt

|
|

A unidade da velocidade no Sl é o metro por segundo (m/s).

EXEMPLO 3

> S - Apli finicion i ia:r |
O vector de posicién dun mébil 6 F(t) = (t2— 2)7 + plicamos a definicién do vector velocidade media |

+5t], en unidades SI. Determina:

_F-F, _F(2s)-F(0s) _ (27 +10/)-(-2J)

T t-t,  (2s-0s) 2s

a) O vector velocidade media entret=0set=2s. V

b) O vector velocidade instantdanea en funcion do (47 +10f) m
tempo. v, = F J

— Datos: F(t) = (t2-2)7 + 5t], en unidades SI

=(27 +5/) m/s

b) Para obter a velocidade instantanea derivamos o

a) Calculamos os vectores de posicién en f=0s e vector de posicion:

t=2s:
dr(t)

V(t) = —— = (2ti +5J), en unidades SI

F(0s) = (02-2)/ +5-0j = -2im B

F(2s) = (22-2)/ +5-2] = (27 +10/)m

Aceleracion

Vector aceleracion media Vector aceleracion instantanea

E o cociente entre a variacion do vector velocidade ins- | E o vector ao que tende o vector aceleracion media
tantdnea, AV =V -V, e o intervalo de tempo transcorri- | cando o intervalo de tempo transcorrido, At, tende a cero
do, At=t- t,. | (At —0).E dicir, é a derivada do vector velocidade res-
| pecto do tempo.

A |
ToAt (-1 i a(t) = lim AV _adv
At—0 At dt

A unidade da aceleracién no Sl é o metro por segundo ao cadrado (m/s2).

A velocidade dun mébil é V(t) = 6t1 - (t+2)], en

Aplicamos a definicién do vector aceleracion me-

unidades Sl. Determina: dia:
a) O vector aceleracion media entret=0se t=3s. - V-V V(3s) - 7(0s) .o

b ) g o = 0 - = (6/ — j)m/s?
b) O vector aceleracion instantanea en funcion do tempo. t-t, 3s-0s

— Datos: ¥(t) = 6t7 — (t + 2)], en unidades SI
a) Calculamos os vectores velocidade en f=0se t=3s:

b) Para obter a aceleracion instantdnea derivamos o
vector velocidade:

V(0s)=6-0/ —(0+2)j =-2] m/s av(t)
. - - - - _‘I'):ﬁ:
V(3s)=6-3i - (83+2)j =(18/ —=5/) m/s & dv

(67 —j)m/s?

Compoiientes intrinsecas da aceleracion

Compofiente tanxenclal: ox- | G

presa a variacién do médulo da a =—|| . . .

velocidade. dt | | Un automobil toma unha curva de 142 m de raio cunha veloci-

dade que ten un mddulo que aumenta no tempo segundo a

‘ Eixe ecuacionv(t)=2,5t+ 5, en unidades SI. Calcula a aceleracion
Ejxe: nommal tanxencial | tanxencial e a aceleracion normal no instante t = 3 s.

e —Datos: R=142m v(t) =2,5 t+ 5, en unidades SI

d=a,l,+a,i — A aceleracién tanxencial é a derivada do mdédulo da veloci-
dade:
_dv(t)
T
— Determinamos o médulo da velocidade e a aceleraciéon nor-

malen t=3s.
v(3s)=25-3+5=12,5m/s

= 2,5 m/s?. Non varia co tempo.

curvatura

Compoiiente normal: expresa Ve
a variacion da direccién da ve- a, = ) | 5 ﬁ (125 m/s.)2 11m/s?
locidade. "SR~ 122m "

!

Deducion da velocidade e do vector de posicion

Se cofiecemos o vector aceleracién e as . dv L v t . t
condiciéns iniciais do movemento, podemos a= at =>dV=adt= | dvV= t adt =|v=vy+ : adt
. . ~ Vv,
determinar a velocidade; e tras cofecela, 0 ° 0
determinar o vector de posicion. oF 7 ¢ r
‘7=W:>df=\7dt:>J>dF:J< th=> F:_‘O+J‘ th
FO tO tO

EXEMPLO 6

A aceleracién dun movemento rectilineo vén dada

A ecuacién da velocidade é ¥ (1) = (t2—1) i, en uni-

pola ecuacicn & = 2ti. Calcula as ecuacions da velo-
cidade e da posicion en funcion do tempo, sabendo
que no instante inicial V,=-im/set,=6im.
—Datos: d=2ti ; Vyg=-im/s;F=6im

— Integramos a ecuacién da aceleracién para obter a
velocidade:

t oot 2.
\7=\70+J édt:—i+J 2tidt = -1+2?i
ty 0

dades SlI.

— Integramos a ecuacion da velocidade para obter a

ecuacion da posicién:
t t 3
F:F0+j th:shj (1‘2—1)7dt=[6+%—tji
0

t

0

A ecuacion do vector de posicion é:

3
F(t) = [% —t+ 6]7, en unidades Sl

ACTIVIDADES

4. Lembra o concepto de celeridade e defineo.

5. Di se o vector velocidade ten unha componente tan-
xencial e unha compofiente normal. Razoa a tua res-
posta.

6. O vector de posicién dun mébil & F(t) = 237 + 127,
en unidades SI. Calcula: a) a velocidade media entre
os instantes t=0 s e t= 3 s; b) a velocidade instan-
tanea; c) a aceleracién media entre os instantes t=0
s e t=3 s; d) a aceleracioén instantanea; e) a veloci-
dade e a aceleracion no instante t=1 s.

Sol.: a) (187 +37) m/s; b) (6t27 +2t ) m/s; c) (187 +27) m/s?;
d) (12t7 +2) m/s?; e) (67 +27) m/s, (127 +2) m/s?

. Dado o vector velocidade V(t) = 3ti +tj, en unida-

des SI, calcula: a) o vector aceleracion instantanea
para t=2 s e 0 seu médulo; b) a compofente tanxen-
cial e a normal da aceleracién en t=2s.

Sol.: a) (37 + ) m/s?, 10 m/s?; b) V10 m/s?, 0 m/s?

. A aceleraciéon dun movemento rectilineo vén dada

pola ecuacion a = 3ti. Calcula as ecuaciéns da ve-
locidade e da posicién en funcién do tempo, saben-

do que no instante inicial v, =0,5/ m/s e f, = 4im.

2 3 -
Sol.: v(t) = (% + %]7 mis: F(t) = [’? + é + 4Ji m
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LEMBRA

Repasa o célculo das integrais defi-
nidas en Ferramentas matemadticas

1.2. Estudo dalgiins movementos

Dependendo da traxectoria que describe o mabil distinguimos diversos

(pax. 18). tipos de movementos. Imos estudar os mais sinxelos.
Movementos rectilineos
No estudo destes movementos tomaremos o eixe OX na direccién do
movemento. Asi, os vectores a,ver teran unha soa compofente e
expresarémolos en forma escalar.
Movemento rectilineo uniforme (MRU) J Movemento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA)
E aquel en que un mobil se despraza so- | E aquel en que un mobil se despraza sobre unha tra-
Descricién bre unha traxectoria rectilinea manten- | xectoria rectilinea mantendo a aceleracién cons-
do a velocidade constante. | tante.
Aceleracion a=0 a = constante
t ; t
1 v=v0+j adt =v,+0 | v=vo+J adt
Ecuacion t, ; t,
da velocidade ‘
vV = v, = constante v=vy+al(t-tg)
t [ t t
x=xo+j vdt i x=xo+J vdt=x0+j [vo +a(t-ty)] dt
Ecuacién 0 i o b

da posicion
X=Xy,+Vv(t-t)

v
Ax =v At
t
At
Graficas
X
AX iy g =A%
At
XOI At

I
]

; x=x0+v0(t—to)+Ea(t—t0)2
1
‘ v « N
|

AV a=tx0c=ﬂ
| o At
: At
| Vo t
i X
|
|
| Xoi t
I

Un automdbil parte do repouso cunha aceleracion de
2 m/s?, que mantén durante 10 s. Despois, mantén a
velocidade constante durante medio minuto. Calcula
a distancia total percorrida.

0 Xo=0m tp=0s x4
V0=0m/S t,—t0=1OS tz—t1=303

1. DINAMICA DE TRANSLACION E DE ROTACION

Primeira etapa: MRUA. Determinamos a posicion e a
velocidade ao final desta etapa:

1
Xy = Xo +Volty = to) + 5 a (t - to)? =

1
=212 M 10£)2=100m

e

v1:v0+a(t1—t0)=28%-10§\=20r—:—

Segunda etapa: MRU. Establecemos a posicion final do
automaobil, que coincide coa distancia total percorrida:

m

£

Xp=Xq+V4(t,—1,)=100 m+20—-30 £ =700 m

Movemento vertical dos corpos

E un movemento rectilineo uniformemente acelerado, cunha aceleracién constante que é a da gravidade, g=9,8 m/s2.
As ecuaciéns deste movemento para o sistema de referencia da figura son as do MRUA para unha compofiente

negativa da aceleraciéon a = -g:

1
}’:yo"'Vo(t—t‘o)—gg(t—to)2 V=vy—-g(t-ty)

Segundo o valor de v, podemos ter tres casos:

Y Y

::Y Vo < 0

& o
%\\“‘a.

t,;; Vo>0
S0

' 2 Lanzamento
v I\;:I:izczrlnsg:g v &y Caida libre M 4 vertical cara a
a abaixo arriba
o X 0 X 0 X
EXEMPLO 8 EXEMPLO 9

Desde unha fiestra que Yy (m) | vo=10m/s Desde unha fiestra dun y (m)
estd a 20 m do chan T quinto piso ldnzase ' —
ldnzase verticalmente 20 . s s unha pedra vertical- 15 Mq----------- 8- ]
cara a arriba unha pedra | mente cara a abaixo —Em e
cunha velocidade de g e cunha velocidade de Vor =—5m/s ==
10 m/s. Calcula: a) a al- 5 m/s. Ao mesmo tem- Ve =15mis | -"
fura maxima que alcan- e po, ldnzase outra pedra -
| za e o tempo que tarda desde o segundo piso em4----—-——--- - | B
en alcanzala; b) o tempo o X na mesma vertical e LR e
fotal que estd no aire. cara a arriba cunha ve- |

As ecuaciéns do movemento da pedra son: locidade de 15 mvs. Se 0
cada piso ten unha altu- v

1 5 m 1 m
=Yo+Vol——9gt°;y=20m+10—t-—9,8 —t
Y=Yo*tVo > gty s'7% o2
m m
v=v,—-gt;v=10—-9,8 —t
0 g s 32
a) No instante en que a pedra alcanza a altura maxi-
ma, a sua velocidade é cero:
0=10"-980+=¢t=102s
s s
| Para determinar a altura maxima substituimos
este valor do tempo na ecuacion da posicién:

m 1 m 2
=20m+10—-102 8 ——9,8 ——- (1,02 =25,1m
y 7 £-3 Pal £)

b) A pedra esté no aire ata que chega ao chan. Nese
momento, y = 0.

0=20m+10™ .t-1gg M 42
S 2 S

A solucion positiva da ecuacion é t= 3,28 s.

ra de 3m, calcula en que
momento e a que altura se encontran as duas pedras.

As ecuacions da posicion para cada pedra son:
1 2. m 1 m 2
Y1ZYO1+Vo1t_EQf ,y1=15m—5?t—59,88—2t

1 2. m, 1 m
Y2=.V02+V02t‘59t ,y2=6m+15;t—59,83—2t

Ambas as pedras encontraranse cando as suas posi-
cidns coincidan:

Yi=Yo
15—5t—\§9\8t2:6+15t%\9\8t2; 15-5t=6+15t¢

De onde resulta t= 0,45 s.
Para calcular a que altura se encontran, substituimos
este valor de t na ecuacion dunha das pedras:

m 1 m ,
y1=15m-5—7-0,45§ - ~9,8—-(0,45 £)*=118m
1 £ 27 &

i
ACTIVIDADES

9. Unha moto arrinca nunha pista rectilinea cunha ace-
leracion de 3 m/s2, que mantén durante 25 s. Dese-
guido conserva a velocidade adquirida durante 1 min.
Calcula a distancia total percorrida.

Sol.: 5437,5m

10. Déixase caer unha bdla desde unha altura de 200
m. Calcula: a) o tempo que tarda en chegar ao
chan; b) a velocidade nese momento; ¢) a velocida-
de aos 2 s de deixala caer.

Sol.: a) 6,4 s; b) 62,7 m/s; ¢) 19,6 m/s




Composicion de movementos

Na natureza existen movementos en duas dimensions, que son a com-
binacion de dous movementos simples. Para estudar estes movemen-
tos compostos debemos:

— Distinguir claramente a natureza de cada un dos movementos sim-
ples compofientes.

— Aplicar a cada movemento compofiente as suas propias ecuacions.

— Calcular as ecuaciéns do movemento composto sabendo que:

e O vector de posicién do mébil obtense sumando vectorialmente os
vectores de posicion dos movementos compoientes, r = xi + y .

O seu médulo & |F|=+/x2 + y2.

e A velocidade obtense sumando vectorialmente os vectores veloci-
dade dos movementos compofientes V = v, i +V,, j. O médulo é

V]= Vi +Vv7.

FIXATE

Lanzamento horizontal: movemen-

EXEMPLO 11

Ldnzase un balén desde un monticulo de 50 m de al-
tura, cunha velocidade de 100 m/s que forma un angu-
lo de 30° coa horizontal. Calcula: a) a altura maxima;
b) o tempo de movemento e o alcance.

EXEMPLO 10

Unha barca cruza un rio de 30 m de anchura. Se a velo-
cidade da corrente é de 4 m/s e a barca desenvolve unha
velocidade de 2 m/s perpendicular a corrente, calcula:

a) O tempo que tarda a barca en cruzar o rio.

b) A distancia que percorre. Y | to=0s il
c) A ecuacion da sua traxectoria. i =0 .
Voy §- 207 Vo = 100 m/s S
S o=30° b
Yo=50m e \ 4
Vox
] \
FE X
\
\
Xo = Om \
= \
3 o X

Calculamos as compofentes da velocidade inicial:
Vo, = 10000s 30° = 86,6 Vo, = 100sen 30° = 50

. a) No punto de altura maxima cumprese que v, = 0:
a) Determinamos o tempo que tarda a barca en cru-

to parabdlico coa = 0 (v, = 0).

e O tempo empregado no movemento composto é igual ao tempo
empregado en calquera dos movementos componentes.

Composicion de dous MRU perpendiculares

E a composicién dun MRU sobre o eixe X e

|

Movemento parabélico

E a composicién dun MRU sobre o eixe X e un MRUA

zar o rio a partir da ecuacion da coordenada y:

y=vt t:VL=—30;{ =15s
y o2
s
b) Calculamos o desprazamento da barca debido &
corrente:
X=v t; x=42.15  =60m

£

O desprazamento perpendicular & corrente é
y =30 m. Polo tanto, a distancia percorrida é:

r=yx2+y% = /(60 m)2 + (30 m)2 = 67,1m

c¢) Para determinar a ecuacion da traxectoria despe-
xamos o tempo da coordenada x e substituimolo
na coordenada y:

v, =Vy, —gt
Yoy—Vy _ 50 m/s — 0 m/s _
g 9,8 m/s?

t= 51s

Para determinar a altura maxima substituimos este
valor de t na ecuacion da coordenada y:

1
y:y0+v0yt—Egt2

—50m+50™.51s——98-M .
27 7

ymax ,S/

b) Cando o baldon chega ao chan, y =0:

(5,1 £)?=177,5m

1
Y=Y +V0yt—5gtz
0=50+50t- %Q,Stz; 4,9t2 - 50t-50=0

O tempo de movemento é t=11,1s.
Para determinar o alcance substituimos este valor
de tna ecuacioén da coordenada x:

X =Xg+Voyt = 86,6%11,1/&/ = 9613m

X = 4t t=£
4
_2t —21- —i
,V- .y_ 41 }/—2
I\
i

ACTIVIDADES ||

Descricion  ,tro MRU sobre o eixe Y. coa aceleracion da gravidade, a = —g, sobre o eixe Y.
- Eixe X: MRU | Eixe X:MRU X=X+ Vo, (t—tg) ; Vx= Vpx=constante
Ecuacions *
da X=Xg+ Vx(t— to) 1
i | H . _ 2
posicion o v MRU Eixe Y'MRUA y =y, + v, (t — 1) - Eg(t —ty)
eda
vV, =V,, —gt-t
velocidade y=Yo+ vy (t-to) y =Voy =g (t=to)
| Onde vpx=VvyCOS . ; Vo, =V, sen o
Despexamos t - fy na ecuacion de x e subs- | Despexamos t— , na ecuacién de x e substituimos o
tituimos o seu valor na ecuacion de y: | seu valor na ecuacion de y:
Ecuacion
da X—=Xo . Vy —Xo 19 Yo
t—ty= Y=Y+ —L(x-x —t,= Y=Y +——2—(x—x, )2 +—2 (x -
traxectoria 0 v, y=JYo v, ( 0) =ty Voy V=Yoty Vo2 (=xo)"+ Voy (x=Xo)
Y =Yo+k(Xx-Xx,) | y=Yo+A(X=X4)+B(x-x,)?
Movemento dunha barca sometida & corren- | Lanzamento dun proxectil cun certo angulo de incli-
te dun rio. | nacion.
Yl
P (xy) N Vx
| Vo e .
Grafica Cg"e,n e " 5 Vo vy g
da O rio Yo .
traxectoria \ | \_
tXa= ﬂ By t
v, L\ ~
x \
Beira do rio | L\J\
AN
X (0] X

11. Un barqueiro desexa cruzar un rio de 100 m de ancho cunha barca que
desenvolve unha velocidade de 36 km/h en direccién perpendicular a unha
corrente de 2 m/s. Determina: a) o tempo que tarda en cruzar o rio; b) a
distancia que percorre a barca; ¢) a ecuacion da traxectoria.

Sol.:a)10's;b) 102,0 m; ¢) y=5x

12. Lanzase un proxectil desde o cumio dunha montafia de 200 m de altura,
cunha velocidade de 50 m/s e un angulo de inclinacion de 45°. Calcula: a) a
altura maxima que alcanza; b) a velocidade no punto mais alto; ¢) o alcance.

Sol.: a) 263,8 m; b) 35,4 m/s; c) 387,2 m

W T

Comproba os resultados da activi-
dade 12 coa seguinte simulacién de
tiro parabdlico:

www.walter-fendt.de/ph11s/pro
jectile_s.htm
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Movemento circular

E aquel que ten como traxectoria unha circunferencia. Para o seu estu-
do introdlcense as magnitudes angulares.

Un disco de 10 cm de raio xira cunha velocidade angu-
lar de 45 rpm. Calcula:

EXEMPLO 12 EXEMPLO 13

As rodas dunha bicicleta, de 50 cm de raio, xiran a
partir do repouso durante 40 s cunha aceleracion an-

Magnitudes angulares
Magnitude | Definicion ? Unidade SI
Velocidade | E o cociente entre o angulo xirado, Ag, e o inter-
angular valo de tempo transcorrido. y
) | t
o Q
media | o A0 _0-0g I
o, | TOOAt t—t, a
| V ) ’ ' R Radian
' E o valor da velocidade angular media cando o Ao t | por segundo
Velocidade intervalo de terppo trapscorrido tende a cero (At 10 P @ | (rad/s ou rad - s7)
angular | —0). E dicir, é a derivada da posicién angular 0
instantanea | respecto do tempo. o / X
(0] | w = d—(p
\' at
Aceleracién | E o cociente entre a variacién da velocidade an-
angular | gular e o intervalo de tempo transcorrido. y |
o | | (0]
media L Ao 0-o0, P
Om am_ﬁ_ t-t, f_ At >
Radian
| E o valor da aceleracion angular media cando R AQ o por segur:jdo
Aceleracién | © intervalq de tempo transcorrido tende a cero SRS
angular | (Af—0). Edicir, é a derivada da velocidade an- Po (rad/s? ou rad - s72)
instantinea | gular respecto do tempo. ) e / X |
dt
Movemento circular uniforme ' Movemento circular uniformemente acelerado
(MCU) (MCuA)
|
O mobil describe unha traxectoria circular | O mobil describe unha traxectoria circular
con velocidade angular constante (a;= 0, = con aceleracién angular constante (a;=a R
a,=w? R). | constante, a, = w2 R).
_ y V |
t=30s Q) Vi @y o156 V,. Dt=30s
Descricion v _ X v
t=45 “ | b=45:Q o
3 to =0s | (0] R tO =0s
Vs, _
Vs
Aceleracion angular a=0 o= constante

Velocidade angular

®= constante

=g+ o (t-ty)

Posicién angular 0 =@+ o (t-tp)

]
0= (p0+(oo(t—t0)+5a(t—to)2

gular de 2 rad/s?. Despois mantefien a velocidade ad-

A sua velocidade angular en rad/s.
a) g quirida durante un minuto. Calcula:

b) A velocidade lineal dos puntos da periferia do dis-

co a) A velocidade angular final das rodas e a velocida-

o ' de final da bicicleta.
dangulo descrito en 15 min e o nimero de voltas
©) que gé o disco neste tempo b) O numero de voltas efectuadas por unha roda.

d) A comporiente tanxencial e a normal da acelera- c) A distancia percorrida pola bicicleta.

cion dos puntos da periferia. — Datos: R=0,5m wo=0rad/s oa=2rad/s?
— Datos: R=10cm=0,1m o =45 rpm tij—fh=40s L-t;=1min=60s
t=15min =900 s a) Calculamos a velocidade angular ao cabo de 40 s:
a) Expresamos a velocidade angular en rad/s: ® = @y + ot — tg) = 2% 40 & = 80%
reV 2mrad 1 mif rad S

o =45rpm =45 =15n— ) o o )
S A velocidade da bicicleta coincide coa velocidade

lineal dos puntos da periferia da roda:

min eV 60s

b) Os puntos da periferia do disco atépanse a unha
distancia do centro igual ao raio. Calculamos a sua
velocidade lineal:

v=0R=80"29 05m=240"
S S

rad

v=0R =15 n? 01m = 0,47% b) Calculamos o angulo xirado nos primeiros 40 s:

1 > 1 _rad 2
= —o(t;—ty)%= —-2— - (40 £)?>=1600 rad
c) Calculamos o angulo descrito en 15 minutos: 1 2 710 2 /gl

9=ot= 1,5n%f1~900,s‘ - 13507 rad
Expresamos este angulo en revolucions (ou voltas):
1 volta

1600 rad - Y12 _ 554 6 voltas

21t;aff

Calculamos agora o angulo total:

1860m pafl o = = 676 voilas (p2=(p1+mt=1600rad+80%~6O,s/=6400rad
d) Non existe aceleracion tanxencial por tratarse dun 6 400 rad - 1volta - 10186 voltas
MCU. 2n rad '
Calculamos a aceleracion normal dos puntos da

¢) A distancia percorrida pola bicicleta é igual ao arco
descrito por unha roda:

As=9R=6400rad - 0,5m=3200m

periferia:

2
a,=w’R = (1,51:%) 0im=22"
S

ACTIVIDADES (|

13. Unha roda de 30 cm de raio xira a 10 rpm. Calcula: a) a velocidade angu-
lar en rad/s; b) a velocidade lineal dos puntos da periferia da roda e dos
que estan a 10 cm do seu eixe; ¢) o angulo descrito en 2 min e 0 numero
de voltas dadas neste tempo; d) os valores da compofiente tanxencial e da
normal da aceleracion dos puntos da periferia.

Sol.: a) /3 rad/s; b) 0,31 m/s, 0,10 m/s; ¢) 40 = rad, 20 voltas;
d) a;=0m/s? a,= 0,33 m/s?

Relacion entre
magnitudes lineais
e angulares

14. Un volante de 25 cm de raio xira media volta por segundo. Se frea unifor- . ) i
Distancia percorrida

memente ata deterse en 40 s, calcula: a) a velocidade angular inicial; b) o
nimero de voltas que da ata deterse; ¢) as compofientes intrinsecas da
aceleracion dun punto da periferia no instante en que a roda comeza a

As=o¢R
Velocidade v=0oR
Aceleracion tanxencial a;=oR
frear. Aceleracion normal a,=w?R
Sol.: a) n rad/s; b) 10 voltas; ¢) a;=-0,02 m/s?, a,= 2,5 m/s?
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2. Causas do movemento

Unha pelota de golf que esta inicialmente en repouso ponse en move-
mento cando un xogador a golpea co seu pau. Esta pelota detense
cando é interceptada por un obxecto na sta traxectoria, como por
exemplo unha sebe.

A pelota tamén pode cambiar a direccién do seu movemento cando
choca cun valado ou co pau da bandeirola.

Toda modificacion do movemento dun corpo débese 4 accion dunha
ou de varias forzas.

2.1. Leis de Newton

Primeira lei ou lei de inercia

Un corpo permanece no seu estado de repouso ou de
movemento rectilineo uniforme se non actia ningu-
nha forza sobre el, ou se a resultante das forzas que
actuan é nula.

— Sobre un corpo sempre actia algunha forza (o seu
peso, o rozamento...). Non obstante, se a resultante
de todas as forzas que actiian sobre o corpo é nula,

a situacién equivale a que non actie ningunha forza |

sobre el.

— Para que un corpo se mantefia en MRU debe actuar
sobre el unha forza que se opofia & do rozamento e
que a neutralice.

Segunda lei ou lei fundamental da dindmica

Se sobre un corpo actta unha forza resultante, F, este
adquire unha aceleracion, a , directamente proporcio-
nal a forza aplicada, sendo a masa, m, do corpo a
constante de proporcionalidade.

F =ma

— Se a forza resultante sobre o corpo é cero, a sua ace-
leracién tamén serd cero e este permanecera en re-
pouso ou en MRU como afirma a primeira lei.

— Se a forza resultante é diferente de cero, a acelera-
cién ten a mesma direccion e sentido que a forza
resultante.

EXEMPLO 14

Calcula a forza que se lle debe comunicar a un corpo
de 300 kg de masa para que esvare polo chan cunha
velocidade constante se o coeficiente de rozamento

cinético é de 0,3.
m = 300 kg N

A resultante debe valer
cero para que O COrpo
se mova a velocidade
constante: F,

R=F-F=0 = F=F, =03 P
Calculamos a forza de rozamento:
Fr=pucN=p,p=p,mg=0,3-300kg- 9,8 m/s2=882 N
_Polo tanto, F=882 N

EXEMPLO 15

Calcula a aceleracion dun paquete de 2 kg que ascen-
de verticalmente atado a unha corda que ten unha
tension de 30 N.

Calculamos a resultante:
F=T-p=T-mg
F=30N-2kg-9,8m/s2=0,4 N

Calculamos a aceleracion:

F 10,4 N
F=ma=a=—-=
m 2 kg
a = 5,2 m/s? P

Terceira lei ou principio de accion e reaccion

Se un corpo exerce unha forza F;, sobre outro corpo,
este a vez exerce sobre o primeiro unha forza F,; co mes-
mo moédulo e direccion, pero de sentido contrario:

Fi2 = —Fy;

— As duas forzas F;, e F,, chamadas de accién e reac-
cién, son simultaneas.

— Ainda que ambas as forzas son opostas, non se anu-
lan mutuamente, debido a que se exercen sobre cor-
pos distintos.

EXEMPLO 16

Debuxa a forza
peso dunha per-
soa e a sua for-
za de reaccion
e indica sobre
que corpos es-
ian aplicadas.

Momento lineal ou cantidade de movemento

Para un corpo

— A cantidade de movemento dun corpo re-

|

|

presenta unha medida da dificultade de |
deter o seu movemento. Asi, € mais dificil |

r un camién canto maiores son a sta | . .
sale | — Sexan dous corpos que poden interactuar entre si, pero que

carga e a sua velocidade.

O momento lineal ou cantidade de |
movemento, p, dun corpo € o produ- |

to da sua masa pola sua velocidade.
p=mv
E unha magnitude vectorial que ten a mes-

ma direccion e o mesmo sentido que a
velocidade.

— A partir da segunda lei de Newton pode- ‘

mos relacionar a cantidade de movemento

dun corpo coa forza resultante que actia

sobre el.

F-mi=md’ - dm) g_dp
dt dt at
A forza resultante que actua sobre
un corpo € igual d derivada da sua

cantidade de movemento respecto |

Para un sistema de particulas

— A cantidade de movemento total do sistema é o vector suma

das cantidades de movemento das particulas individuais:
p=pPy+Py+Pg+...

estan illados dos seus arredores (€ dicir, cada corpo pode exer-
cer unha forza sobre o outro, pero non hai forzas exteriores).
As forzas que se exercen entre si son de accion e reaccion,
F,,eF,, e cumprese: )

= - _dpy £ - _dp
Fyy=mya, = dt1 = 2

Py, By _ o dBi+P) _
dt at at
En consecuencia, a cantidade de movemento total do sistema
permanece constante:

Py + P, = constante; my, + m,V, = constante

Como F,, + F,, = 0:

Esta expresion constitie o teorema de conservacion da canti-
dade de movemento:

1o

Se a resultante das forzas exteriores sobre un sistema
¢ € nula, a cantidade de movemento deste permanece
% constante.

do tempo. Si F =0 = p = constante
Unh? rocha, inictial- g v 0=p5; 0=mi,+my,+mgi, ‘
mente en repouso, tras B < - _ . ;
ser dinamitada estou- v, = (0,80) m/s 0=m80j+m60i J:mvs,nen injdadas Si
pa dividindose en tres 0=m(80/ +60/ +Vjy)
anacos iguais. Dous P —— X - .
deles saen con veloci- v, = (60,0) m/s De onde obtemos: V5 = —60/ — 80

dades de 80 m/s e 60
m/s cara ao norte e o
leste, respectivamente.
Calcula a velocidade e
a direccion do terceiro
fragmento.

Ao non actuar ningunha forza exterior ao sistema, con- |
servarase a cantidade de movemento. Como o siste- tx -o

ma esta en repouso inicialmente:

Calculamos o mddulo da velocidade:

175]= /(-60 m/s)? + (-80 m/s)2 = 100 m/s

Para determinar a direccién da velocidade calculamos
o valor do angulo o que forma v co eixe OX:

_ |V3y, _ 80m/s :i:a:531°
7 |va] T 60mM/s T3 ’

:
ACTIVIDADES

15. Se deixamos caer unha pedra desde certa altura,
esta non se move con velocidade constante, senén
que se acelera. Xustifica este feito a partir das leis

de Newton.

16. Calcula con que forza temos que empuxar unha
mesa de 20 kg para que se desprace a velocidade
constante se o coeficiente de rozamento cinético co

chan é de 0,1.

Sol.: 19,6 N

17. Calcula a aceleraciéon que adquire un corpo de 10 kg
‘ sobre o que se aplican duas forzas de 34 N e 52 N
‘ na mesma direccion e sentidos contrarios.

Sol.: 1,8 m/s?

18. Duas bdlas de 2 kg e 5 kg mévense na mesma direc-
cion e sentidos contrarios con velocidades respecti-
vas de 3 m/s e 4 m/s, chocan e quedan unidas. Cal-
cula a velocidade do sistema despois do choque.

Sol.: 2 m/s




FIXATE

! Para aplicar as leis de Newton:

-

1.

Debuxamos un esquema con
todas as forzas que actuan so-
bre cada corpo do problema.

. Eliximos un sistema de coor-

denadas conveniente para cada
corpo e determinamos as com-
ponientes das forzas ao longo
destes eixes.

. Aplicamos a segunda lei de

Newton en forma de compofen-
tes.

. Resolvemos as ecuacions ou os

sistemas de ecuacions resultan-
tes.

. Comprobamos o resultado.

2.2. Aplicacions das leis de Newton

As leis de Newton permitirannos resolver os problemas de dinamica.

Nas paxinas seguintes estudaremos algtins exemplos simples de mo-
vementos baixo a accién de forzas constantes para ilustrar as aplica-
cions destas leis.

Dindmica do movemento rectilineo

Neste tipo de problemas debemos tomar o eixe OX na direccién do
movemento. Deste xeito, os vectores &,V er tefien unha soa compo-
fiente e pddense expresar en forma escalar.

Deseguido estudaremos o movemento dun corpo sometido a forzas
constantes que esvara sobre un plano e o movemento dun sistema de
dous corpos unidos por unha corda.

Movemento nun plano horizontal

Movemento nun plano inclinado

O corpo da figura esvara sobre unha superficie horizon- | O corpo da figura ascende polo plano inclinado por
tal por accion da forza F. Representamos todas as forzas | accion da forza F. Representamos todas as forzas que
que actuan sobre o corpo e calculamos a sua acelera-

| acttian sobre o corpo e calculamos a stia aceleracion.

cion.
| | ?
] F,=Fsenf Po=pcosa E
[ 1 _
| Fi= F cos b | P=psena /v
| | E
i e
| i 3 P
‘ L ; o e
ol < |
p | Eixe tanxencial:
|
, F-pi—-F.=ma— F-mgseno-F,=ma [l
| Eixe tanxencial: F;— F,=ma— Fcos B - F,=ma [11 | P g ’ Y
| | Eixe normal:
i : — = — — = —_ |
| Eixe normal: N+ F,—p=0—- N=p-F,=mg- F senf | N—p,=0—> N=p,=pcos a=mg cos o
A forza de rozamento é: i A forza de rozamento é:

Fr=HcN=Hc(mQ—FSGn B)

Substituimos en [1]:
FcosB—p,(mg-Fsenf)=ma
a_FcosB—uc(mg—FsenB) |

Fr=p,N=p,mgcos a
| Substituimos en [1]:
F -mg sen o —p,mg cos o =ma

ao F —mg(sena +p, cos a)

m

. 20 cos 30°-0,1(2-9,8 — 20 - sen 30°)

| m

|

EXEMPLO 18 EXEMPLO 19

Calcula a aceleracion do bloque da figura superior se
F=20N, 00=30° m=2kgeu,=0,1.

| Substituimos os datos do problema na expresion da
‘ aceleracion:

Calcula a aceleracion do bloque da figura superior se
F=50N, oo=45°m=3kgepu,=0,1.

Substituimos os datos do problema na expresion da |
aceleracion: ‘

50-3-9,8 45°+0,1- o
2= (sen 45°+ cos45)=9,0£

2

m
=82 2

s2 | 3 s

34

. DINAMICA DE TRANSLACION E DE ROTACION

Movemento de corpos enlazados

Os dous corpos da figura mo-
vense conxuntamente ao es-
taren unidos por unha corda.
Supofieremos que o sistema
se movera cara 4 esquerda. E
dicir, o corpo 1 descendera
polo plano mentres que o
corpo 2 ascendera.

Se o0 mddulo da aceleracién
resultase negativo, significa-
ria que o sentido escollido . -
non é o correcto e deberia-
mos refacer o problema esco-
llendo o sentido oposto. Se neste caso o resultado tamén fose negativo, sig-
nificaria que o corpo se mantén en repouso.

Representamos todas as forzas que actuan sobre ambos os corpos e cal-
culamos a sua aceleracién:

Corpo 1: py—-T-F =ma
Corpo 2: T—p2 =m,a
Suma Pyt —F,—py =(my+m,)a
2= Py —F. —ps _ migseno—u,mggcoso—myg
my+m, my+m,

Despexamos a tension da ecuacién do corpo 2:

T =mya+p, =m,(g+a)

Maquina de Atwood

Consta dunha polea e un fio inex-
tensible e de masa desprezable que
pasa pola sta gorxa. De cada un
dos extremos do fio pédese colgar
un corpo.

i T
-ﬁ- "
T A

5,

Se unha das masas € maior ca a
outra, por exemplo my; > m,, os
dous corpos moévense acelerada-
mente, o de mais masa cara a abai-
X0 e 0 outro cara a arriba.

A aceleracion do sistema é:

(my—mjy)g
my +m,

a=

ALY T Fmer i SR

Calcula a aceleracion do sistema da figura superior e a tension da corda
se:m;= 10kg, my=3kg, a=45°e u, = 0,2.

10-9,8-sen45°-0,2-10-9,8 -cos 45°-3-9,8 m
a= =2,0—
10+ 3 52

T =3(9,8+2,0)=2354N

Comproba a influencia do coeficien-
te de rozamento no descenso dun
corpo por un plano inclinado me-
diante a seguinte simulacion:

www.ngsir.netfirms.com/english
htm/Incline.htm

]
ACTIVIDADES

19. Un bloque de 3,5 kg de masa é arrastrado polo 21. Unha caixa baixa con velocidade constante por

chan cunha velocidade constante mediante unha
corda horizontal cunha tension de 6 N.

a) Debuxa un esquema das forzas que actian so-

bre o bloque. 22. Calcula a

b) Calcula a forza de rozamento e o coeficiente ci- | aceleracion

nético de rozamento. e a tensién

¢) A corda inclinase cara a arriba ata formar un an- que ten a

gulo de 45° coa horizontal. Explica como se mo- cor d? para

vera o bloque e calcula a sua aceleracion. < glstema
da figura.

Sol.: b) 6 N, 0,17; ¢) -0,26 m/s?

20. Explica razoadamente se € certa a seguinte afirma-
cién: A forza de rozamento estdtica entre un corpo
e unha superficie é sempre igual a pe N.

unha superficie inclinada 14° respecto da horizon-
tal. Calcula o coeficiente de rozamento cinético.

Sol.: 0,25

mp =4 kg

\ 60°

Sol.: 2,1 m/s?, 47,6 N
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Dindmica do movemento circular

Para describir este tipo de movemento precisamos as compofentes in-

trinsecas da aceleracion e as magnitudes angulares.

Movemento de corpos enlazados

Este movemento ten as seguintes caracteristicas:

— O mddulo da velocidade é constante, polo que non
existe aceleracion tanxencial, a;.

— A direccién da velocidade varia constantemente,
polo que existe aceleracidon normal ou centripeta,
ap.

En consecuencia, debe existir unha forza resultan-
te que produza tal aceleracion. Esta forza ten a
direccién normal a traxectoria e chamase forza
centripeta.

V2

Fczman;Fcsz

F,= mo®R

EXEMPLO 21

Unha bdla de 150 g, atada ao extremo dunha corda de
40 cm de lonxitude, xira apoidndose sobre unha mesa
horizontal sen rozamento a razén de 15 voltas por
minuto. Calcula:

a) A velocidade angular en rad/s.
b) A tension da corda.

| — Datos:

- . ®=15rpm

a) Calculamos a velocidade angular en rad/s:

yeV 2mrad 1mifl _ xrad

mih 1re¢  60s 2 s \

b) A tensién da corda € a forza centripeta:

w=15

2
T =mw2R=0,15 kg.(g%] .0,4m=0,15N

EXEMPLO 22

A bdla da figura
xira no aire con
MCU a razén du-
nha volta por se-
gundo. Se a lonxi-
tude da corda é de
0,3 m e a masa da
bdla é de 100 g,
calcula: a) a ten-
sién da corda; b) o
dngulo que forma
a corda coa verti-
cal.

Aplicamos a segunda lei de Newton tendo en conta
que a forza resultante na direccion radial é a forza cen-
tripeta:

Eixe X:
Eixe Y:

Ty=F; ; Tseno=mw?R
T,=p ; Tcoso=mg

a) Da primeira ecuacién obtemos a tensién da corda.
Tendo en conta que R=/sen o

T'sen o= mw?/sen o
T=mw?/=0,1kg- (2xrad/s)2-0,3m=1,2N
b) Da segunda ecuacién obtemos o angulo o

mg _ 0,1kg-9,8 m/s?
1,2N

De onde deducimos que o = 34,9°.

cos o, = =0,82

Movemento circular nun plano vertical

A figura representa un obxecto que xira nun plano verti-
cal atado ao extremo dunha corda.

As forzas que actuan sobre o0 obxecto son o seu peso e |

a tensién da corda. Pédese apreciar que en cada punto |

a resultante destas forzas é distinta. Polo tanto, tratase |

dun movemento circular con velocidade variable e ace- |

leracién non-constante.

\Vexamos cal é o valor da resultante en catro puntos do
percorrido.

Punto 1 (arriba) ‘ Punto 2 (abaixo)

Eixe normal: F,=T, - p

V—Z—mu)zR T, - —mﬁ—mmzR
R 2= P=mp

Eixe normal: F,.=T; +p
T,+p=m

Eixe tanxencial: F;=0 Eixe tanxencial: F;=0

Eixe normal: F,= T,

Eixe tanxencial: F;=p

1

- Eixe

P ’T tanxencial

T Eixe norma
7
p
-
P T,
b
Punto 3 (esquerda) : Punto 4 (dereita)

Eixe normal: F,= T,

V2 | V2

TS:m—:m(DZR T4:m_=m(,l)2R

R R

Eixe tanxencial: F;=—p

EXEMPLO 23

Unha pedra de 100 g de masa xira nun plano vertical
atada ao extremo dunha corda de 50 cm de lonxitude.
Calcula a velocidade minima que debe ter a pedra no
punto superior da sua traxectoria para que a corda se
mantefia tensa.

— Datos: m=20,1kg R=0,5m
No punto superior:
V2
T+p=m—
p=mp

A corda mantense tensa mentres existe unha tensién
T > 0. O limite correspondente & velocidade minima é
T=0:

2
174 »
0+ g = i =1 v, = J9R

[, m m
Neste caso: Vi, = 9,88—2-0,5 m = 2,2;

Observamos que o resultado é independente da masa
da pedra.

EXEMPLO 24

Unha pedra de 100 g de masa xira nun plano vertical
atada ao extremo dun fio de 50 cm de lonxitude.
Aumeéntase a velocidade da pedra ata que o fio rompe |
por non poder aguantar a tension. Se o limite de resis-
tencia do fio é de 7,5 N, calcula a velocidade con que |
saird disparada a pedra e di que tipo de traxectoria |

seguiré.
— Datos: m=0,1kg R=05m T,x«=75N

O fio rompera no punto inferior da traxectoria, onde a
tensién é maxima:

2
mv* Tax — Mg
Trax =P = =g V= (A0
2
v = 0,5m-7’5N_0’1kg 9,8 m/s: =57m/s
0,1kg

A pedra seguira un mo-
vemento parabdlico co-
rrespondente a un tiro
horizontal con veloci- -

dade inicial de 5,7 m/s. <

I
<i
(o]}

|\
ACTIVIDADES

23. Unha bdla atada ao extremo dunha corda de 0,5 m
de lonxitude xira no aire cunha velocidade constan-
te en médulo. Se a corda forma un éngulo de 11,5°
coa vertical, calcula o médulo da velocidade.

Sol.: 0,45 m/s

24. Unha bdla xira verticalmente atada ao extremo
dunha corda. Explica por que a bdla non cae no
punto mdis alto da traxectoria, malia que actua
sobre ela a forza do peso. En que se emprega esta
forza?

25. Unha pedra de 150 g de masa xira nun plano verti-
cal atada ao extremo dun fio de 80 cm de lonxitu-
de. Auméntase a velocidade da pedra ata superar o
limite de resistencia do fio, que € de 10 N.

a) Calcula a velocidade con que sairad disparada a
pedra.

b) Di en que punto da traxectoria ocorrera isto. Xus-
tifica a tua resposta.

Sol.: a) 6,7 m/s
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LEMBRA

O momento M dunha forza F res-
pecto dun punto O é un vector coas
seguintes caracteristicas:
Mddulo: M= F - r- sen a

Direccion: perpendicular_ao plano
que forman os vectores M e F.

3. Movemento de rotacion

Os volantes da figura estan so-
metidos & acciéon dun par de
forzas.

Ainda que a forza resultante é
nula en ambos os dous casos,
o volante da esquerda perma-
nece en repouso, mentres que
0 da dereita se pon en move-

Sentido: o de avance dun sacarro-
llas ou un parafuso que xirase apro-
ximando ra F polo camifio mais cur-
to (regra do sacarrollas).

mento.
t A diferenza entre ambos os dous casos atépase no momento das for-
2
) zas: nulo no primeiro caso pero non no segundo. As caracteristicas do
B momento dunha forza F permitennos definilo como o produto vec-
M torial do vector de posicién  pola forza F:
M=FxF

Con esta magnitude podemos cofiecer a eficacia dunha forza para pro-
ducir rotacion ao redor dun eixe que pasa por un punto O. En ocasions,
podese calcular directamente respecto dun eixe, por exemplo, se se
trata dun eixe de simetria do corpo. A sta unidade no Sl é o newton
metro, N-m.

Se sobre un corpo actian simultaneamente varias forzas externas, o
momento resultante é igual &4 suma vectorial dos momentos de
cada unha das forzas:

FIXATE

Podes revisar a operacién matema-
tica produto vectorial en Ferramen-
tas matemadticas (pax. 12).

ony . . s . no__ n
M=Mi+M; +Ms+...+M, =M, = ZF
i= i=1

EXEMPLO 25

U(ede Wo % o N SRV ot -
Determina o momento da forza Fida figura réspeete-de punto P. Despois, calcula o momento resultante se exis-

te ademais unha forza F2 = (1, 0, 0) N aplicada no punto (0, 1,2, 0) m. m\} sk & ol

— Datos: £, = (12,0,0)m; £, = (0,-3,0)N; 7, = (0,12,0)m; 7, = (10,0)N

— Calculamos o momento da forza F:
7, x F, = (12,0,0)m x (0,- 3,0)N
=[1,2/ x(-3/)]JN-m = -3,6kN-m

=

9 alculamos o momento da forza I-:2 e sumamolo ao momento da forza |
F, para determinar o momento total:

M, =F, x F =(0,12,0)m x (1,0,0)N
M, =(1,2] x7()N-m =-12kN-m
M =M, +M, =-36kN-m+(-1,2kN-m) = —-4,8kN-m

:
ACTIVIDADES {}

26. Di que tipo de movemento terd un corpo sometido 27. Calcula 0 momento da forza F; = (3, 5, 1) N aplica-
a unha forza resultante nula e a un momento das da no punto (1, 2, 1) m respecto da orixe de coor-
forzas non-nulo. E un corpo sometido a unha forza denadas.

resultante non-nula? Sol.: M = (-7 +2] —K)N-m

A DE TRANOSLALIO

3.1, Momento de inercia

Os tres corpos da figura tefien a mesma masa e o mesmo raio. Se lles
aplicamos a mesma forza F, perpendicular ao raio e na sua periferia,
proporcionarémoslles 0 mesmo momento da forza.

=!’(Xg

=!10€1

Os tres corpos empezaran a xirar con aceleraciéons angulares diferen-
tes, é dicir, cada corpo respondera de xeito diferente as forzas aplica-
das.

A relacion entre 0 momento da forza aplicada a un corpo e a acele-
racién angular producida exprésase mediante a segunda lei de New-
ton para a rotacién ou ecuacién fundamental da dinamica de rota-
cién:

M=1I&

onde I é a constante de proporcionalidade, denominada momento de
inercia, e calculase respecto do mesmo eixe que o momento da forza.

_@ O momento de inercia 1 dunha particula respecto dun eixe é o
produto da sta masa m polo cadrado da distancia ao eixe de
Xiro r.

I=mr?

A sua unidade no Sl é o kg - m2. Como esta magnitude ten en conta a
posicién da masa respecto do eixe de rotacion, o seu valor depende do
eixe de xiro escollido.

Un sdlido rixido é calquera siste-
ma formado por particulas tales que
as distancias entre elas permane-
cen constantes mesmo baixo a ac-
cién de forzas.

Sdlido rixido discreto

Consta dun numero finito de par-
ticulas, cada unha cunha masa m;.

Utilizaremos o subindice i para refe-
rirnos a unha calquera das par-
ticulas.

M = ¥m; (M: masa total)
i

Sélido rixido continuo

Consta dun ndmero infinito de parti-
culas, de modo que estan infinita-
mente préximas entre elas.

Unha particula calquera serd un di-
ferencial de masa, dm.

M= fdm (M: masa total)

me
mi
o Q@
ms
ma
o o
Soélido rixido Soélido rixido
discreto continuo
FIXATE

A ecuacion fundamental da dinami-
ca de rotacién, M =1 @, é similar &
ecuacion fundamental da dinamica
de translaciéon, F=ma.

Segundo esta ecuacion, a acelera-
cién angular é un vector paralelo a
M e do mesmo sentido.

Momento de inercia dun soélido rixido discreto f

Se temos un sistema de n par-

ticulas que describen circunfe- € oo M dividido en dm, cada un a
. . |} . . .
rencias de raios ry, I ..., 0 seu m | unha distancia r do eixe de
momento de inercia é: ) 0 rotacion, o seu momento de
v o | inercia é:
I=mrZ+myr?... L l Vo
P /
> C T =N I= J r2dm
I=%m;r; ~— :— — = m M
! | E a ecuacion fundamental
E a ecuacién fundamental da =, = - — ' da dinamica de rotacién:
dindmica de rotacion: S == l ,
o ra = v I Ej | M=Ia=| r°dma
M=1Ida=3Ymr?a Vs Eje » JM

Momento de inercia dun sdlido rixido continuo

| Se temos un corpo de masa




No seguinte cadro aparecen as formulas dos momentos de inercia
dalguns corpos de composicion homoxénea respecto dos eixes sina-
lados.

Aro delgado | Cilindro oco L\ Esfera oca

R
1= MR? Cb 1= MR? 1= 2MR2

| 3

' L
Barra delgada | 2 Cilindro sélido Esfera maciza
|
1 2- | =t MR? =2 MR?2
I=— ML 2 5
12 I :
Disco macizo Cilindro oco de Paralelepipedo
| parede grosa sélido
= l MR?2 - ] — : Jb
2 I=—M(R2 +R2) R. T2, p2e |
| R 2 R, I=—M(a“+b")
== 12
z, ; w Ata o de agora, os problemas de cinematica e de dinamica que resolvi-
hr ! ches s6 incluian translaciéns de particulas. Agora, imos observar nun

exemplo como se utilizan as magnitudes e se aplican as leis propias
dos movementos de rotacion.

CEXEMPLO 26 ZoiBilcn Sl B Rt S R SRR 2 i

‘ Un disco de 20 cm de raio e 250 g de masa xira ao redor dun eixe perpen-
dicular a el e que pasa polo seu centro. Calcula: a) a sua aceleracion angu-
lar se € sometido a unha forza de 0,5 N tanxente nun punto da sua perife-
ria; b) a sua velocidade angular pasados 10 s.

[} R=02m
| F=05N
Eixe

m = 0,25 kg

e O momento de inercia do disco é:
1 1

a) Calculamos o momento da forza e o momento de
inercia do disco para poder aplicar a ecuacién fun-

damental da dinédmica de rotacion: j I:EMFizz 5025kg-(0,2 m)2=5.10"° kg-m?
— |
e Ao ser a forza tanxente ao disco, F e R son per- i —
’ — . . M -0, N - P _
pendiculares: M=1&6=—= —0% =-20 krad-s2
i I 5-107 kg-m

IM|=FR=05N-02m=0,1N-m 1
Segundo o sistema de coordenadas escollido:
M=—01kN-m i 0=0y+0at=0+(-20rad-s2)-10s=-200rad - s

b) Aplicamos as ecuacions do MCUA:

1
ACTIVIDADES

28. O momento de inercia dunha particula, depende do eixe eli-
xido? E o dun sistema discreto de particulas? Por que?

31. Comproba que ao dividir as unidades do mo-
mento da forza entre as do momento de iner-

. - cia resultan as da aceleracién angular.
29. Tres masas de 1 kg cada unha sitlanse nos vértices dun 9

triangulo rectangulo cuns catetos que miden 3 m e 4 m. Cal- 32. Relaciona a direccién e o sentido da acelera-
cula o momento de inercia do sistema segundo xire ao redor cién angular dun corpo co momento resul-
do primeiro cateto ou do segundo. tante sobre ese corpo.
Sol.: 16 kg - m?; 9 kg - m? 33. Un disco de 30 cm de raio e 100 g de masa
Xira ao redor dun eixe que pasa polo seu
centro, sometido a unha forza de 1,5 N tan-
xente na sua periferia. Calcula a aceleracion
angular que experimenta.

30. Calcula o momento de inercia dun cilindro macizo de 1 kg de
masa e 0,25 m de raio que xira ao redor do seu eixe de sime-
tria. E se fose unha esfera maciza de 1 kg de masa e 0,25 m
de raio que xira ao redor dun dos seus diametros?

Sol.: 100 rad - s 2k

Sol.: 0,031 kg - m?; 0,025 kg - m?

3.2. Momento cinético ou angular

Xa vimos que un corpo en movemento caracterizase pola magnitude
cantidade de movemento. Se o corpo xira ao redor dun eixe (movemen-
to de rotacion) caracterizase ademais por outra magnitude chamada
momento cinético ou angular.

-@ O momento cinético ou angular, L, dunha particula respecto
dun punto O é o produto vectorial da sua posicion, T, respecto
dese punto pola sua cantidade de movemento, p.

L=rxp

A unidade do momento angular no Sl é o kg - m? - s

Se temos un sistema de n particulas ou un sdlido rixido, 0 momento
angular resultante é igual & suma vectorial dos momentos angulares
de cada particula, referidos a0 mesmo punto.

. n
Li = 2

i=1
Se o eixe de xiro do sélido rixido é un eixe de simetria fixo ou que se
mantén paralelo a si mesmo durante o movemento, o calculo do mo-

mento cinético simplificase. Ademais, nestes casos, o seu valor non
depende do punto do eixe considerado.

A \’
\r

L=Li+Lo+Lz+..+Lp=

M=

N

i X Pj

I

Il
—_

Supofiamos que o eixe de
rotacién coincide co eixe Z
do sistema de coordena-

/ b=90 das.

Deste xeito, cada particula
xira sempre no plano XY, ao
redor do eixe Z, con veloci-
dade angular o.

Como o movemento de
cada particula é circular, o
seu momento cinético sera:

x/

Li=Frxp,=rxmV,=mr; XV,

— _ 2
Li=m;rivisen o0 =m;riv;sen90°=m;r,v, = m;;;® = M; " ®

Se sumamos os momentos cinéticos de todas as particulas do sélido
ou integramos no caso dun soélido continuo, teremos:

L=3L =Ymrfo=1Iw

L=1®

Esta ecuacién é valida tanto para sélidos rixidos discretos coma para
sdlidos rixidos continuos, sempre que o eixe de xiro sexa un eixe de si-
metria fixo ou que se mantefia paralelo a si mesmo. Esta condicién ta-
mén é necesaria para que se cumpra a expresion M = I .

LEMBRA

Momento lineal ou cantidade de
movemento, p, dun corpo: produto
da stia masa pola sua velocidade.

p=mv

z
Lo
Eixe ]
1 é
L $
o /\

FIXATE

A relacion:
L=1&

é analoga & da cantidade de move-
mento:

p=mv

Pero coa seguinte diferenza impor-
tante entre a masa e o momento de
inercia: mentres que a masa m dun
obxecto é constante en calquera cir-
cunstancia, o momento de inercia I
depende do eixe respecto do cal se
calcula, xeralmente, o eixe de xiro.




I EXEMPLO 27 - e e v ey s o S Teorema de conservacién do momento angular FIXATE
Relacion entre o movemento ) ] ) ] _ ‘ A i6n da cantidade d
f rectilineo e o circular | Calcula o mO’Ze”t;’ angular do S’Stemf;l de d/“a? masas puniuais da figura | Cando un patinador xira sobre si mesmo cos brazos estirados, a resul- mo‘i/‘;’;f:r:;’oa?;‘éifl‘itaapgr Toa o e
se xiran ao redor do ei i : . ! )
F Do mesmo xeito que a ecuacién tas (frseoundg eixe sinalado cunha velocidade angular de dlas vol tante das forzas que actuap sobre el e a resn.lll_tante dos momentos son estudo dos choques. A conserva-
5 fundamental da dindmica de rota- p 9 : nulas. Non obstante, o patinador non ten mais que acercar os brazos cién do momento angular permite
E cion lle asigna un carécter vectorial ao corpo para que a sla velocidade angular aumente. Como o con-  resolver multitude de problemas,
a aceleracion angular, a relacién . 1 como os relativos & 6rbita dos pla-
! : | o=2voltas - s ‘ segue?
entre o momento angular e a veloci- i netas.
?oell'?a? :Z%?;ar calle un caracter vec ! A explicacion vén dada polo teorema de conservacion do momento
. I
i T | 1 | 2 ‘ angular.
| L=1® o—————-————l ——————— -
A velocidade angular @ é un vector M I Me 1 P .
ix6 do o I Se a suma dos momentos das forzas exteriores que actuan
paralelo ao eixe de xiro e ao vector ; ) . .
L, e do mesmo sentido ca L. n=rp=r=40cm=04m sobre un sistema é cero, o momento angular do sistema per-
m;=my=m=0,5k |
Deste xeito, podemos volver definir % T g ‘ manece constante.
as relacions entre algunhas magni- ‘
tudes lineais e angulares: | — Expresamos a velocidade angular en unidades do SI: — =~
Se M = 0 = L = constante
V=0oxr 1 2 yoltas 2nrad » 3
} o = . =4nrad-s ‘ )
| & | 1s 1% 3 Para demostrar este teorema’ par“mos do teorema i3 T 0 e e S A AL S S S e SR
' — Obtemos o momento de inercia para calcular logo 0 momento angular: | do momento cinético, que relaciona o momento an- Teorema do momento cinético
v ‘ gular co momento das forzas exteriores. I acion ot t tor dun sdlido o
— 2 2 _ 2 _ o, 2 _ 2 | Para obter a relacion entre o momento angular dun sé
: f=mr=+mr=2mr"=2:0,5kg(0,4m)* = 0,16 kg -m dl.  — ' o momento total das forzas exteriores que acttian sobre el,
| L=Iw=0,16kg-m? -4xrad-s ' = 0,64mkg-m?.s! | —=M derivaremos a definicion do momento angular respecto do
I | dt tempo.
| Se eliximos como eixe Z o propio eixe de xiro temos: L =0,64nkkg-m?-s' | ) i L L=Fxp
1 S O momento das forzas exteriores é a variacién res- oL dFxp) dF a5
! sha pecto do tempo do momento angular, se ambos os o P P S
; EXEMPLO 28 dous estan referidos ao mesmo punto. Por iso, se | o
‘ M = 0, a derivada do momento angular tamén é | O _Uxp+FxF
 Supon que a Terra é unha esfera de 5,98 - 102 kg de masa e 6 370 km de 3 cero: o
I ' . . . .
( | aio, e calcula o seu momento angular debido ao xiro ao redor do seu eixe. | ; Como a velocidade e a cantidade de movemento son vecto-
i — Datos: My =5,98 - 1024 kg; Ry = 6 370 km = 6,37 - 106 m; d =0 res paralelos, o seu produto vectorial é cero. Asi:
' ? . . . 2
1 I (esfera sélida que xira ao redor dun didmetro) = =MR?2 dt dL _
: 5 | —=FxF=M
— Determinamos o momento de inercia da Terra e a sta velocidade angu- E, neste caso, 0 momento angular ten que ser unha dt
i lar para caleular o momento angular: constante, L = constante. | Esta é outra maneira de expresar a ecuacién fundamental
i 2 2_2 24 6,12 37 2 ST . da dinamica de rotacion, similar & forma diferencial da ecua-
I'=3MR"=~--598-10"kg-(6,37 -10°m)* = 9,7-10%kg-m 3 Este resultado s6 é vélido se a orixe de to(;jos 0S  ién fundamental da dindmica de translacion:
) . . iy
Se temos en conta que a Terra d4 unha volta en 24 horas: momentos das forzas coincide Co’a orlxel 0 mo — . dL L= . = dp
1 mento angular, ou se todos estan referidos ao Rotacién: M= I & o M:E Translacion: F = ma ou an_
r o= lyofta 2mrad  1h =73.10%rad-s~"' i mesmo eixe de simetria.
; 24N 1yefta 3600s
L L=10=97-10kg-m?7,3-10%ad-s'=7,1.10% kg.m2.s~" | Para que o momento total das forzas exteriores sexa cero débese cum-
N ‘ prir unha das seguintes condicions: LEMBRA
Se consideramos que o eixe de xiro é o eixe Z, L=0,64nkkg-m2.s" . . ' s
1 — Que non eXIs_tgn forzas exterlores.. Por exemplo, nas explosions A forza de atraccién gravitacional
ACTIVIDADES i ou fragmentacions de obxectos que xiran, nos choques de obxectos entre a Terra e o Sol é paralela a 7
) . que xiran separados e acaban unidos... (forzas centrais); polo tanto, o mo-
i . s mento angular conservase.

34. Explica por q}Je 0s vector’e.s mcl)mento angular de 36. Supdn que a Lua é unha esfera de 7,35 - 1022 kg de — Que exista algunha forza exterior, pero que o seu momento sexa O teorema de conservacion do mo-
togas as partlcule}g dun SO|.IdO rixido sqp pgrglelos masa e 1,74 - 106.m de ra'uo, e calcula o seu mo- cero. Se temos en conta a definicion do momento dunha forza, mento angular permite demostrar
€ do mesmo sentido se o eixe de rotacién é fixo. Lnento ’agguzla8r(;i,eb|do ao xiro ao redor do seu eixe, M= Frsen ¢, isto ocorrera cando: que a traxectoria da Terra a0 redor

35. Calcula o momento angular de ddas masas de € periodo 'as. :2,31.10%Kk kg -m2 . s~ . . do Sol é plana e que a sta velocida-
1,5 kg cada unha sepagdas por 1 m e que xiran SOLESTT0S kg = m' e A forza pase polo eixe de xiro e, polo tanto, r=0. Por exemplo, un de é maior cando se move mais pre-

’ o . i 5 ifi y i i to do Sol que cando se encontra
cunha velocidade angular de catro voltas por 37. Calcula o momento angular dun disco de 200 g de patmasﬂor ou un acrébata que modifican a sua velocidade de xiro b afasta%a.
segundo ao redor dun eixe perpendicular que pasa masa e 0,4 m de raio que xira a 45 rpm ao redor ao variar a forma do seu corpo. E I, todas as forzas gravitacio
i H i i n Xeral, toaas as 1orz -
n ei ~ :
polo centro da distancia que as separa. dun eixe perpendicular que pasa polo seu centro. e A forza sexa paralela a r e, polo tanto, ¢ = 0° e sen ¢ = 0. Por nais son forzas centrais.
1’ Sol.:6mnkkg-m? s Sol.: 0,024nkkg-m? - s~ exemplo, nas forzas gravitacionais.
1
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Xiro dunha roda

.' de bicicleta | Un disco de 20 cm de raio e 0,25 kg de masa xira ao redor dun eixe per- : s
{ Unha persoa sostén polo seu eixe | pendicular a el e que pasa polo seu centro, cunha velocidade qngular de Velocujade maxima
unha r% da de bicicletg lastrade; de duas vqltas por segundo. Sp deixamos caer sol?rg 'e/, e coaxial con el, | : : :
xeito que a roda poida xirar. A per- outro disco de 10 cm de raio e 0,1 kg de masa, inicialmente en repouso, A velocidade dun automébil débelle permitir ao seu condutor deter o vehiculo dentro da distancia de segu-
soa estd sentada nunha banqueta calcula a velocidade angular final do conxunto. ridade ante calquera incidente. Se aumenta a velocidade, tamén o fan a distancia de reaccién e a de frea-

| que tamén pode Xirar. ~ — Datos: my =0,25kg; r; = 20cm=0,2m; m,=0,1kg; r,b=10cm=0,1m do, polo que o condutor debera gardar unha distancia de seguridade maior.

Inicialmente, a persoa e a banqueta Circular a unha velocidade excesiva é extremadamente perigoso, pois se o con-

. . . 1 -
eséan en repo‘:so rrr:en.trest ?ue a I'(disco macizo) = EMH2 ; 0 =2 voltas s’ ‘ dutor non logra deter o vehiculo dentro da distancia de seguridade, producirase
roda Xira nun plano. nhorizontal, cun | s .
inici : . . nha colisién con consecuencias que poden ser funestas.
momento angular inicial L, que — Expresamos w, en unidades do Sl e calculamos os momentos de inercia o <Ll
apunta cara a arriba. ‘ dos discos para determinar finalmente o0 momento angular inicial € o final: | s L . o itie TE
2 M 2 nrad » ‘ motocicletas | mixtos | articulados con remolque | ciclomotores
Wy = 1S ~1m=4nrad-s . ‘ 3 "
1,,., 1 ) s Azt:::;‘r,?a:s a8 el 8 i 80 S6 autovias O cofiecido sinal de trafico
Iy = EMH = 50125 kg-(0,2m)* = 5-10°kg-m? ‘ e e P e e e - e indica avelocidade mas
1.2 1 2 4 2 Vias ‘ 1 ' 40 xima permitida axudalle ao
| I, = 5 MR? = Z0,1kg - (0,1m)? = 510" kg-m | sy 100 | 90 o | e e e
| ; TR ; ‘ ! ‘ locidade dentro dunhas
Lo=lhwp=5-10%kg - m?-4nrad-s!=002nkg -m*- s Olfvas 90 80 - Ak B0 syl 70 ‘ 40 marxes de seguridade. Este
L=(h+L) o=(5-108+5-10%kg-m?- ©=55-103kg-m? - o | b 1 . s limite depende da via pola
‘ . L L Vi ‘ 1 que se circula e do tipo de
| — Aplicamos o principio de conservacién do momento angular: urb:’:as 50 50 50 50 3 40 ahIauln:
Lo=1L;002nkg-m2.s'=55.10%kg-m? - o ‘ T ‘ i @193 m
onas |
- 2 20 20 20
| _ 0,027 b’fg : F’lf[ s residenciais &0 0 : : ;

=36nrad-s™’

w
no da roda 180° ata inverter o sentido | 5,51 08 % . H’(Z
de Lo. A medida que efectua a in-

version, a persoa e a banqueta em-
pezan a xirar, adquirindo un certo -
momento angular. ‘ Unha patinadora xira ao redor do seu eixe a 20 rpm coas mans a 80 cm do

! Le & sxperieriis dasaiia na, parte eixe e unha masa de 250 g en cada unha. Se o momento de inercia da pati-
superiorpe explicaa a nadora soa respecto do seu eixe é de 6-102 kg - m2 e non varia, calcula a |
sua velocidade de xiro cando achega as mans ata situalas a 40 cm do eixe.

J _ Nese momento, a persoa xira o pla-
| Limites maximos de velocidade, expresados en km/h.
i

O golpe recibido por un automébil nunha 100 m
colisidon as velocidades indicadas

— Utiliza unha banqueta con pou- | é equivalente ao que recibiria

co rozamento e unha roda de — Datos: Iy, = 0,06 kg - m? m=250 g=0,25 kg; y =20 rpm=2,1 rad - s~ | nunha caida libre desde as
! bicicleta lastrada para efectuar | ' alturas que amosa a

a experiencia. fo=80cm=0,8m; r=40cm=04m figura

— Aplicamos o principio de conservacién do momento angular: ‘ i
m

, . . "2
] Ly = L;lg0g=To;(Ipg +2mig) 0g= (I +2mr?) o w 28,5 m

(Ipar, +2mrg) (0,06 +2-0,25-0,8) kg - m?
_ o =

‘ = = -2,1rad-s”"
| 0 ’ |
; Lo+ 2mr? (0,06 +2-0,25-0,4%) kg - p® |
|
‘ o=271-210rad-s™' =57rad s’ ‘ 4 5 .4 B a8 &
CT ADES ! 53 70 85:-:-100=-120----140--150-----160 170 185 200 220 km/h
| ACTIVID i ——
'3 Normalmente, o choque prodicese a menos velocidade, xa que os condutores frean ante a inminencia do
1 38. Unha plataforma circular, sobre a que hai unha per- | 40. Unha rapaza atépase no centro dunha plataforma choque.
‘ s0a, xira respecto do seu eixe. Explica como varia- | que xira a 30 rpm. En cada unha das stas mans,
ra a velocidade do conxunto se a persoa se despra- situadas a 70 cm do eixe, sostén unha masa de 350 Reflexiona
za en direccion radial cara ao centro da plataforma. ‘ g. Se o momento de inercia da plataforma coa rapa-
. ) ) 1 za é de 120 kg - m?, e non varia, calcula a que velo- a) Escribe a férmula fisica que relaciona a velocidade do impacto coa altura da caida libre e calcula a velocidade
39. Undisco de 30.cm deraioe 0,4 kg.de masa xira ao cidade xirara o conxunto cando ela baixe os brazos do impacto dun automabil ao caer desde o punto mais alto da estatua da Liberdade (92 m), do Taj Mahal (95 m)
(rjedor do seu eixe a 3 voltas/s. Déixase caer outro ata que as stias mans estean a 35 cm do eixe. ou do segundo piso da torre Eiffel (116 m).
isco de 20 cm de raio e 0,2 kg de masa, inicial- | ; e ; :
G . ’ . = i i centaxe dos accidentes de trafico ocorridos na estrada esta causada
mente en repouso, de xeito coaxial sobre el. Cal- Sol.: 30,06 rpm = 3,15 rad/s 2 Esfﬁﬁdsxgzs’fg;a\',self;g;;e: 99 que o
cula a velocidade angular final do conxunto. 41. Investiga e propén unha experiencia que permita
Sol.: 2,45 voltas/s = 15,4 rad/s | observar a conservacién do momento angular.




RESUMO DE FORMULAS

Movemento rectilineo uniforme (MRU) Movemento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA)

t t
Ecuacion v=v0+_|'[ adt=vy+0 V:Vo+I, adt
° o

da velocidade |

v =v, = constante v=vy+al(t-ty)

t t

t = ——
Ecuacién X =Xy + ft vdt X =Xy+ J'IOle‘ = Xq + J.to[v0 +a(t—ty)]dt
da posicién °

1
X =Xq+Vv(t—tg) x=xo+v0(1‘—t0)+5a(1‘—1‘0)2

Composicion de dous MRU perpendiculares \ Movemento parabélico

Eixe X: MRU | Eixe X:MRU x=Xo + Vox (t— To) ; Vy= Vox = constante
Ecuacions X=Xg+ Vy (t— to)
da ' | Eixe Y MRUA 1
posicion  Eixe Y: MRU Y =Yo+vo,lt—ty) - Eg(t —t5)?
eda Y=Yo+ vy (t-1to)

v, =Vqy, —g(t-t5)
| Onde Vox= Vo COS & ; Vo, = Vo Sen o

velocidade

Movemento circular uniforme (MCU) ‘ Movemento circular uniformemente acelerado (MCUA)

Velocidade angular o= constante ) o=+ o (f—tp)

Posicion angular O =0+ o (t-—tp) , 0 =0, +w0(t—t0)+%a(t—to)2

Dindmica de translacién

Segunda lei de Newton ou lei fundamental da dinamica

F =ma Ouben F':ﬂ
dt

Teorema de conservacion da cantidade de movemento

SeF = 0 = p = constante

Dindmica de rotacion

Momento dunha forza Momento de inercia Momento cinético ou angular

Y- _ 2 _ 2 T zo =
M=rxF I=3mr I_J'Mr dm L=Fxp
sélido rixido solido rixido L=1Io
discreto continuo

Ecuacién fundamental da dinamica de rotacién
M=1Iad

Teorema de conservaciéon do momento angular

Se M = 0 = L = constante

REOLUCI()N DE EXERCICIOS E PROBLEMAS

Unha polea en forma de disco de 15 cm de raio e 2
kg de masa ten un suco na sua periferia no que se
atopa enroscada unha corda de masa desprezable.

Se do final da corda colga un corpo de 0,5 kg de
masa, calcula: a) o momento da forza sobre a po-
lea; b) a aceleracion angular da polea; c) a acelera-
cién do corpo; d) a tension da corda; €) a velocida-
de do corpo aos 10 s, se parte do repouso, e a sua
enerxia cinética nese momento; f) a velocidade an-
gular da polea cando o corpo caeu 15 m.

— Datos: m, =2 kg
R,=15cm=0,15m
m.=0,5 kg
t=10s
x=15m

— O enunciado proponnos a
combinaciéon do movemen-
to de translaciéon do corpo

co movemento de rotacion
da polea.

Escribimos as ecuaciéns fundamentais da dina-
mica de rotacién e de translacion, asi como a rela-
cién entre a aceleracion tanxencial e a angular.

a) Como a corda esta tirante, a tensién T vale o mes-
mo sobre a polea e sobre o corpo que colga. Esta
forza é a que produce o momento e, como é per-
pendicular ao raio: M= RT

b) Determinamos o momento de inercia da polea, que
1
serd o dun disco (Idisco e EMHZJ’ e aplicamos a

ecuacién fundamental da dinamica: M = Io

¢) A aceleracion lineal do corpo sera igual & acelera-
cién tanxencial dos puntos da periferia da polea.
Calculamola a partir da relacién entre a acelera-
cién angular e a tanxencial: a= a;= R

d) Aplicamos a ecuacién fundamental da dinamica
de translacion: F=p—- T=m.a

As catro ecuacions anteriores forman un sistema con
catro incAgnitas, que resolvemos:

M =RT
}RT:IOL;T:%X

M=TIo
a=oR
Ia
p—T:mCa;p—FzmcocR
pR

=P
m,R? + I
Idisco:—;_
p=m,g =05kg-9,8m-s2 =49N
e PR _ 49N-0,15m
m,R?+1 0,5kg(0,15m)? +0,0225kg - m?
o =2178rad-s™
a=oR =2178rad-s2.0,15m = 3,27m-s2
To. 0,0225kg-m?-21,78rad-s2
R~ 0,15m
M =RT =0,15m-3,27N=0,49N-m

MR? = % -2kg (0,15m)?= 0,0225kg - m?

T = =3,27N

e) Calculamos a velocidade do corpo ao cabo de 10 s
aplicando as ecuacions do MRUA e a enerxia cinéti-
ca a partir da definicion de enerxia cinética de trans-

lacién: 1
Ec, = —mv?
2

v=v,+at
v=0+327m-s?.10s=327m-s™"
Ec, = %mv2
Ec, = % -0,5kg-(32,7m-s7")?2 = 267,3J
f) Obtemos o tempo transcorrido a partir das ecuacions

do MRUA; a velocidade angular da polea, a partir das
ecuacions do MCUA.

x=x0+v0+lat2 —0+0+at?
2 2
a 3,27m-s
w=w,+ot=0+2178rad-s?.3,03s =
=66,0rad s’

42. Un cilindro de 5 kg de masa e 0,75 m de raio leva
enroscada na sua periferia unha corda mediante a
cal se exerce unha forza de 20 N. Calcula:

a) O momento da forza.

b) A sua aceleracién angular.

c¢) A sua velocidade angular ao cabo de 3 min.
Sol.: a) 15 N/m; b) 10,67 rad/s?; c) 1 921 rad/s

43. Unha polea de 1 kg de masa e 25 cm de raio con
forma de disco leva enroscada na sua periferia unha
corda da que colga un corpo de 2 kg. Calcula:

a) A aceleraciéon angular da polea e a aceleracion
lineal do corpo.

b) A tension da corda.
¢) A velocidade do corpo aos 20 s de deixalo libre.
Sol.: a) 31,4 rad/s?; b) 7,8 m/s?; ¢) 3,9 N; d) 157 m/s
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Pensa e resolve

44. Explica a diferenza entre vector desprazamento e

45.

46.

47.

48.

distancia percorrida.

— En que caso coincide o médulo do vector despra-
zamento coa distancia percorrida?

A aceleracion dun mobil é constante en médulo e
perpendicular & sua traxectoria en todo momento.
Que clase de movemento segue 0 mobil?

Describe e representa as seguintes forzas e indica
onde estan aplicadas as forzas de reaccion: a) a
normal; b) o rozamento que se opdn ao despraza-
mento dunha mesa sobre o chan; c) a tension que
exerce unha corda sobre un bloque.

Un ciclista circula sobre unha pista circular peralta-
da. Debuxa o esquema das forzas que actiian sobre
o ciclista e explica por que non cae.

Unha masa puntual describe unha traxectoria circu-
lar. a) Se a sua cantidade de movemento se reduce
a metade, como variard o seu momento angular? b)
Se o raio do circulo se triplica mentres se mantén
constante a velocidade lineal, como variara o seu
momento angular? Xustifica as tdas respostas.

Practica o aprendido

49.

50.

51.

52.

A ecuacion do movemento dun mabil é:
F(t) = (t? = 3t)i + (2t% + 4)], en unidades SI ,

Calcula: a) a velocidade media entre os instantes
t=1se t=2s; b)a velocidade instantanea; c) a
aceleracion media entre os instantes t=1se t=2
s; d) a aceleracion instantanea.

Sol.: @) 6 jm/s; b) (2t — 3)i + 4 t],en unidades SI;
c) (27 +4j)m/s?; d) (27 — 4])m/s?

A aceleracién dun movemento rectilineo é a = 6t1.
Calcula o vector velocidade e o vector de posicién
en funcién do tempo, sabendo que no instante ini-
cial Vo =-8im/s e, =9im.

Sol.: V(t) = (3t2 — 8)im/s,F(t) = (t°> — 8t + 9)im

Desde o chan lanzase unha pedra verticalmente
cara a arriba cunha velocidade de 30 m/s. No mes-
mo momento, déixase caer outra pedra desde unha
altura de 20 m. Determina a que altura e en que
momento se atopan.

Sol.: 17,8 m, 0,67 s

Un avién voa en direccién sur-norte a 810 km/h
cando comeza a soprar vento de 144 km/h en direc-
cion oeste-leste. Calcula: a) o tempo que tarda o
avion en avanzar 1 km en direccion Norte; b) a dis-
tancia que percorre neste tempo respecto da Terra;
¢) a ecuacion da traxectoria.

45x

Sol.:a)4,4s;b)1015,4m;c)y = -

54.

55.

56.

57.

58.

. Lanzase unha pelota desde unha terraza situada a

20 m de altura cunha velocidade de 10 m/s que for-
ma un angulo de 45° coa horizontal. Determina:

a) O tempo que tarda en chegar ao chan;
b) A ecuacion da sua traxectoria;

¢) Se chocase cunha parede de 10 m de altura
situada a 20 m da vertical da terraza.

Sol.:a)2,9s;b) y=20+ x-0,1 x2

Unha roda de 20 cm de raio xira a 20 rpm. Calcula:
a) a velocidade angular en rad/s; b) a velocidade
lineal dos puntos da periferia e dos que estan a 5
cm do centro; ¢) o angulo descrito en 10 s, expresa-
do en radidns, e o nimero de voltas efectuadas
neste tempo.

2nrad
3 s’

0
c) ——2375 rad, 3,3 voltas

Sol.: a) b) 0,42m/s,0,10 m/s;

Unha escopeta de feira de 2 kg dispara unha bala
de 10 g cunha velocidade de 150 m/s. Calcula a
velocidade de retroceso da escopeta.

Sol.: 0,75 m/s

Debuxa o esquema das forzas que actian sobre os
corpos da figura e calcula a aceleracion do sistema
e a tension da corda.

my = 2 kg { ] —n
He=0,2 | | %

y
my = 4 kg

Sol.: 5,9 m/s?2, 15,6 N

Calcula o momento de inercia dunha pelota de tenis
respecto dun eixe que pase polo seu centro, se a
sta masa é de 60 g, o seu raio de 8 cm e é oca por
dentro.

Sol.: 2,56 - 1074 kg-m?

Un obxecto puntual de 150 g de masa esta atado a
unha corda que pasa por un burato practicado nu-
nha mesa. O obxecto xira sobre a mesa unhas tres
voltas por segundo cando r= 20 cm.

Se mediante a forza F,
aplicada sobre a corda,
acurtamos r ata que mi-
da 5 cm, calcula a velo-
cidade angular do ob-
F xecto nese momento.

r=20cm m

Sol.: 48 voltas/s

59.

60.

Desde duas vilas, A e B, que distan 2 km, saen ao
encontro dous automébiles. O primeiro parte de A
desde o repouso cunha aceleracion de 2 m/s2. O
segundo sae de B 2 s méis tarde cunha velocidade
constante de 72 km/h. Calcula o tempo que tardan
en atopdarense e a sua posicion nese instante.

Sol.: 36,3 s, 1314,8 m desde a saida do primeiro

Unha curva dun velédromo ten 50 m de raio. Su-
pofiendo que non existe rozamento, calcula:

a) A méaxima velocidade coa que un ciclista pode
tomar a curva sen derrapar se esté peraltada un
angulo de 30°.

b) O angulo de peralte necesario para que o ciclis-
ta poida tomar a curva a unha velocidade de 80
km/h.

Sol.: a) 16,8 m/s; b) 45°

AVALIACION

1z

A aceleraciéon dun movemento rectilineo vén dada

pola ecuaciéon a = (12t2— 6t) i. Calcula a ecua-

ciéns da velocidade e a ecuacién da posicion en

funcién do tempo, sabendo que no instante inicial
Vo=5im/isef,=-5i m.

Sol.: v = (413 - 3t2 + 5)1;

F=(*-t3+5t-5)ien unidades SI

. Lanzase un proxectil desde 10 m de altura cunha

velocidade inicial de 360 km/h que forma un angulo
de 40° coa horizontal. Calcula:

a) A altura maxima.
b) A posicion 3 s despois do lanzamento.
c) O alcance.
Sol.: @) 220,9 m ; b) (229,8 m, 158,8 m); ¢) 1017,2 m

. Canto tardara en parar un disco que xira a 60 rpm se

empeza a frear cunha aceleracion angular constante

de 2 rad/s2?
Sol.: 3,14 s

. Explica as caracteristicas principais das forzas de

accion e reaccion.

. Un patinador de 75 kg de masa, que esta parado

no centro dunha pista de xeo, lanza un disco de
300 g cunha velocidade de 12 m/s. Que velocidade
terd o patinador inmediatamente despois do lanza-

mento?
Sol.: 4,8 - 102 m/s

61.

62.

Prepara nunha folla de célculo un miniprograma

para calcular o angulo de tiro correspondente a un

alcance dado cando o punto de lanzamento e o de

caida estan ao mesmo nivel. Procede do seguinte

xeito.

a) Deduce unha férmula que nos dea o angulo de
lanzamento en funcién do alcance.

b) Define as celas de entrada (g; médulo da veloci-
dade inicial, alcance).

c) Introduce unha férmula coa que calculemos o
angulo de tiro a partir das celas de entrada.

Elabora mediante os recursos de animaciéon dun
programa de presentacién unha simulacién: a) dun
movemento uniforme; b) dun movemento uniforme-
mente acelerado; ¢) dun movemento parabdlico.

O resultado da simulacion debe asemellarse a
unha fotografia de destello multiple do movemento.

. Un obxecto de 150 g unido ao extremo dunha corda

xira sobre unha mesa horizontal con MCU de raio 20
cm. A corda pasa por un burato practicado na mesa
e esta unida polo outro extremo a un corpo de 1,5 kg
que esta en repouso.

a) Debuxa un esquema das forzas que actuan sobre
cada corpo.

b) Calcula a velocidade lineal con que xira o corpo
gue esta sobre a mesa e a compofiente tanxencial
e a normal da aceleracion.

Sol.: b) 4,4 m/s; a;= 0 m/s?, a, = 96,8 m/s?

. Pon alguiin exemplo de movemento no que se cumpra

o teorema de conservacién do momento angular e
describeo.

. Calcula o momento de inercia da Terra no seu xiro ao

redor do Sol. Para iso, considera a Terra un corpo
puntual de 6 - 1024 kg de masa que xira nunha 6rbita
circular de 1,5 - 108 km de raio ao redor do Sol.

Sol.: 1,35 - 1047 kg - m?

. Un disco circular en repouso de 0,5 m de raio e

1 kg - m2 de momento de inercia leva unha corda sen
masa enroscada na sua periferia. Se tiramos da
corda cunha forza constante de 2 N e o rozamento é
desprezable, calcula: a) a aceleracion angular do
disco; b) a lonxitude de corda desenroscada ao cabo
de 10s.

Sol.: a) 1 rad/s?; b) 25 m



