1. Sean A=(_21 i _52), B=((1) _12 _31) y C=(‘2l _01).Calcula cuando sea
posible:
a) C-A+B e) B-C
b) C:(A+B) f) (A+B)-C
¢) A‘B g) A‘B'
d) C-A h) A“B
Solucion:
C-A+B= 9 8 22|11 =2 3 )|_({10 6 25
4 6 10/ \0 1 -1 4 7 9
C-(A+B)= 4 -1)(3 1 8)_(13 -1 35
2 0)\-1 5 -3 6 2 16
A-B No es posible
ca=|4 “1|.[2 3 5|_(9 8 22
2 0)\-1 4 -2/ \4 6 10
1 0 4 -1
B'-C=|-2 1 (3 01): -6 2
3 -1 10 3
(A+B)-C no se puede hacer
1 0
S I R
3 -1
2 -1 2 =5 7
A"“B=|3 4 (é 12 _31 =3 -2 5
5 =2 5 —-12 17
2. Calcula el rango de las siguientes matrices utilizando el método de Gauss
1 2 4 - 3 6 -9 15
2) 2 3 7 =2 )12 4 -6 10
0 -1 -1 0 }5 10 —-15 25
}5 8 -1 71 2 3 5
1 -1 0 d 7 -1 4
b) fo 1 1 5 1 2
1 -2 1
Solucién: 22??? F=F-F,
4 a0t F=F-2F, oF
1 2 4 -1 [1 2 4 -1) (1727 4 -1 [I2 4 -1
23 7 =2|,/0 -1 -1 O 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0
0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0 O 0 0 0 0 -—-19 12
5 8 -1 7 0 -2 -21 12 0 0 —-19 12 0 O 0 0
Rango =3
F3:F3'F1 F3=F3+F2
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
0 1 1|0 1 1(=|0 1 1
1 -2 1 0 -1 1 0 0 2




F,=F,-2F,

F=F /3 -
3 6 -9 15 1 2 5 2 —3 5
2 4 -6 10324—6 10|= 0 0
5 10 —15 25 5 10 —15 25 0 0 0
3 5 3 5 1 32 3
3 5 2 2 2 2 2 2
2 3 5 1 = =
5 1 2 7 =1 4 2 2 23 23
5 1 2 0 —-13 =21 0 —-13 =21 0 0 —63
F=F/3 2 2 2 2 23
F,=F,-TF, —F /(. =
FpSE F,=F(-23/2) F,=F+(13/2)F2
3. Calcula la inversa de las siguientes matrices por el método de Gauss:
a (2 -1 [1 -1 2
1 2 ¢) o 1 -1
1 2 0 2 -1 3
b) [-2 -1 2 (1 0 1 -1
0 1 4
d) 1 0 1 1
-1 1 1 1
0 2 -1 1
Solucion
—1] 1 1
111 1 —| = O -1 - O
e P e A I R B ey A
1 210 1/ {0 2|— 1] lo 1|— = _
.y b 5 F,=F +(1/2)F,
F,=FF,
F,=F/(52)
2 1
|1 0 5 5
0 1/-1 2
5 5
2 1
La inversa es > 5
-1 2
5 5
1 2 0(1 0O 12 0|1 0 O 12 0|1 0 O
-2 -1 2{0 1 0|=(0 3 2|2 1 0|0 1 4|0 0 1|=
0 1 410 0 1 0 1 4/0 0 1 0 3 2(2 10
F,=F,+2F FLoF, F=F3F
1 0 0
12 010 o) 120, o | [|tz2o0l8 a4 -2
30140019014_2_1330101010109
0 0 -10|12 1 -3 OOIEEE 0 01/-2 -1 3
10 10 10
F,=F,/(-10)

F =F -2F,
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211 0 0 1
-1(0 1 0(=|0
0

310 0 1

-1
-1

F3:F3'Fz

F=F2F,

La matriz no tiene inversa.
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4. Calcula los siguientes determinantes:

0120

1 010

o O

La inversa es
Solucién



-3 1 0 4 -3 1 0 4 -3 1 0 4
2 4 =2 4:_2_—1 -2 1 =2 _2'—1 -2 1 =2|_
-1 3 0 7 -1 3 0 7 -1 3 0 7
5 -1 3 1 5 -1 3 1 S 0 7
F,=F,/(-2) F=F,-3F,
-3 1 4
=—2-(-1)*%|-1 3 7|=2:(-11)=-22
8 5 7
1 2 -3 4
2 0 0 3|_ (2+1) _ _
=2 1 =—2-3+6-48=138
1 3 0 7 (=1)
50 3 1
1 x x x x
2 1 2x 2x 2x
2 2 1 2x 2x =
2 2 2 1 2x
2 2 2 2 1
1-2x 0 0 0
—1 1 1-2x 0 0 —(1-2x)"
0 1 1-2x 0
0 0 1 1-2x
5. Calcula el rango de las siguientes matrices estudiando sus menores:
1 2 4 -1 1 -2 1 5
a) |2 3 7 =2 b) 2 3 =2 0
0 -1 -1 1 -4 -3 -8 10
3 2 1 0
Solucion:
552—1z>rang022
1 2 4
2 3 7|=0
0 -1 -1
1 2 -1
2 3 =2|=—1=rango=3
0 -1 1
1 -2 1 5
2 3 -2 0
-4 -3 -8 10
3 2 1 0
1 o 1 -2 1
5 3 =7=rango=>2; |2 3 —2|=—72=>rango=3

4 -3 -8



1 -2 1 5
2 3 -2 0|_
-4 -3 -8 10
3 2 1 0
=—5+(—36)-10-18=180—-180=0
Por tanto el rango es 3
6. Calcula la inversa de las siguientes matrices:

(1 2

2 3 -2

3 2 1

) \—2 1
[0 1 -1
b) |12 1 -2
}0 1 1
-2 1 3
ol1 0 -1
-3 2 1
Solucion:
det(A)Z‘l 2‘:5
— 1
1 =2
. 1 2 . e [1 =2 -1_|5 5
di(A)= Adj(A)= A =
adj(A)=| ~, (= Ad(A)=, 7|= ) 1
5 5
0 1 -1
det(B)=2 1 —2|=—4
01 1
3 -2 2 3 -2 -1
adj(B)=|-2 0 0 |=adj(B)=|-2 0 -2|=B
-1 -2 =2 2 0o -2
-2 1 3
det(C)=|1 0 -1|=4
-3 2 1
2 2 2 2 5 -1 )
adi(C)=| 5 7 1 |=adj(C)=|l2 7 1 |=C'=
-1 1 -1 2 1 -1

5-(=1):|-4 -3 —8[+10-(~1)"
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a) Estudia como es el sistema de ecuaciones:

x+y—4z=2
2x—y—z=1
x—2y+3z=-1
b) Resuelve el anterior sistema de ecuaciones.
Solucién:
a)
1 1 =4 |1 1 -4

|[4=12 -1 =1{=f0 =3 7|=0= Dos filas iguales =

1 =2 3 o -3 7
Como |4| = ) = No es Compatible Deter min ado
1 1 =42 I 1 =#]9 1 fl el
A/B=(2 =1 =11 =0 =3 7|-3 0 =3 T|-3[=>
1 =2 3 |=1 0 =3 7|=3 0 0 0|0

rang(A)=rang(A/ B)= 2 < Nimero de incognitas = Sistema Compatible Indeter minado
b)
1 1 =4{2 7 7 7
5
0 =3 T73|==-3v+7: :—3:»}'—5::]::s_v:1+§-:::>_1:+1+E:—4::2:>x—5::1:'>
0 0 00

5 5 7
x=1+§_-::.~Somc;fiu:>{x___u,:}=(1+:,a,|+E,1,,z]g{|+5,a__1+7,1,3,a,}
)

8. Encuentra la solucion del siguiente sistema aplicando el teorema de Rouché.

x—y—z=0
3x+2y—8z=0
2x+y—5z=0

Solucion:
En un sistema homogéneo siempre se cumple rango(A)=rango(A’), ya que la ultima columna de A’
son todo ceros.

1 -1 -1
Como _21‘:5 y |3 2 —8|=0 entonces rango(A)=rango(A’)=2
2 1 =5

X—y=z S A= 1 -1} z

3x+2y=8z 3 2|8z
Resolviendo por Cramer

8z 2|_22—8z_—6 3 8z _8z-3z_

= =—z y = =z

5 5 5 5 5

Tenemos por tanto un sistema compatible indeterminado
z -1 ‘1 z
., , —6
Por tanto la solucion sera de la forma: (x,y, Z)Z(? ALK AER

X=



9. Se sabe que el sistema de ecuaciones lineales

x—2y+3z=4
2x—y+z=8 a€R
x—=5 y+az=4

es compatible indeterminado.

a) Calcula a y resuelve el sistema para dicho valor del parametro.

b) Para el valor de a encontrado, da una solucion particular del sistema tal que x=y

Solucion:

)
1 -2 34 1 -2 3 4 1 -2 3 |4
2 -1 18|=(0 3 =5|0|=(0 3 =5 |0|= Para ser Compatible indet er min ado —
1 -5 ald 0 =3 a-3) 0 0 a-80
1 -2 34 N
a-8=0>a=8>|0 3 -5)0 ::»3y—5:=ﬂ:,-3y=5::,-,»-:%::u—%:+3:=4:>
0 0 0
x—l::4::>x:l:+4:::J’?Uhm{'rin:b(4+lﬂ,__iﬂ,__A)E(4+i,5&,3;1)
3 3 33
b)
44+ A=5A24A=4> 1 =1= Solucion = (4+1,5-1_3-1)=(5,5,3)
1 5, 4., 12 . I 5
4+—.£:—A:>—A:4:>i:—:3:>S“m’u::wn::{4+—~3‘—~3,3]5{5,5‘3]
3 3 3 - 3 3

10. Dado el sistema de ecuaciones lineales:
x—2y—z=-1
ax—y+2z=2
x+2y+az=3
a) Discutir el sistema segtin los valores de a
b) Resolver el sistema cuando tenga mas de una solucion

Solucién:
a)
1 -2 —-1}-1
A'=la -1 2|2
1 2 a|3
1 -2 -1 _
Al=lag -1 2 |=2d4*-3a-9=0&] 973
a=-3/2
1 2 a
: —3 . : .
Entonces si GE‘R—[T ,3} rango(A)=3=rango(A’) y el sistema es compatible determinado
-2 —1_
Como | 1 o =—5#0 entonces rango(A)>2
-2 -1 -1
Si orlamos el menor tenemos |—1 2 2 [=5a—15=0<a=3
2 a 3

Por tanto si a=3 entonces rango(A)=2=rango(A’) y el sistema es compatible indeterminado
Si a=-3/2 rango(A)=2#3=rango(A’) y por tanto el sistema es incompatible.



b)
Si a=3 el sistema queda:

[—Zy—z:—l—x :B,:(—Z —1‘—1—x)

—y+2z=2-3x 1 2 |2-3x
resolviendo por Cramer
‘—1—){ —1| ‘—2 —1-x
_12-3x 2| —2-2x+2-3x _ |71 2-3Xx| _ —4+6x—1—x _
= = =x z= = =1—x
-5 -5 -5 -5

por tanto la solucion serd de la forma (x,y,x)=(t,t,1—t) ;teR
11. En el sistema

x+2y—z=8
2x—3y+z=-1
3x—2y+kz=5

a) Discute para que valores de k el sistema es compatible
b) Resuélvelo en el caso (o casos) en que sea compatible.

Solucidn:

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 2 -1 1 2 -1/8

M=l2 -3 1 |yM'=[2 -3 1|-1
3 =2 k 3 =2 k|5

IM|=3—7 kzO@k:%

3
® Si k+ - entonces rango(M)=3=rango(M’) y el sistema es compatible determinado.

2l__7+0.

] 3
® Si k:; entonces rangO(M):z yaque ; —3‘

Por otra parte rango(M’)=3 ya que

1 2 8
2 —3 —1|=—3=+0
3 -2 5
y por tanto el sistema es incompatible.
b)
Si k Z% podemos resolver el sistema utilizando la regla de Cramer:
8 2 -1
-1 -3 1
= 5 -2 k _9-22 k
3—-7k 3—7k
1 8 -1
2 -1 1
B 5 k|_6-17k
Y= T3 7k T 3-7k
1 2 8
2 -3 -1
3 =2 5 -3
z




1 2 -1 8 1 2 8

Para k=0 = M'=|2 =3 1 -1|= Rango de M'={C,, C,, C,}=>|2 =3 -1

3 -1 0 5 3 -1 5
==15-16-6+72-1-20=72-58=14#0 = Rango M'=3.

Para k=0= Rango M =2 ;, Rango M'=3= Incompatible

El sistema dado es compatible parak £ 0.

b)
Para la resolucion del sistema se utiliza el método de Gauss.
x+2y=-z=8 X+2y=-z=8
B B 2R,
2x=3y+z=—1 =>4 * = * =3 -Ty+3z==17; > {F, > F,-E} >
F, - F,-3F, .
Ix=y+hkz=5 =Ty+(k+3)z==19
i e > 6 6 17k—6 17k—6
= =Ty+3z==17p = z==> | =Ty=—==17;, Ty=1T-—=— = y=—— .
k k i k k Tk
kz==2 — —_—
k=12 2 56k+34k-12-14 90k-26
x=8=-2y+z=8~- - = =X.
Tk k Tk Tk
y+z=1

12. {(m—1)-x+3 y+z=2
x+(m—1)-y—z=0
a) Discute para qué valores de m el sistema es compatible.
b) Resuélvelo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado.
Solucidn:
0 1 11
A'=lm—1 3 112
1 m-1 —-1(0
0 1 1
IAl=lm—-1 3 1 [=1+(m—=1)-3+m—-1=m°~m—-2 portanto, |A|=0< m:_—l
1 m-1 -1 m=2

Tenemos, por tanto, que si m#-1 y m#2 entonces rango(A) = 3 =rango(A’) y segun el teorema de
Roché el sistema es compatible determinado.

Si m=-1 entonces
0 1 111
A'=l—-2 3 112
1 -2 -1/0



Como | é‘ZZ # 0 entonces rango(A)=2
0 1 1

mientras que |—2 3 2|=3 implica rango(A’)=3
1 -2 0

Por tanto si m=-1 el sistema es incompatible

01 1|1
Sim=2 entonces A'=|1 3 1|2
1 1 —-1|0
0 1 0 11
Como 1 3‘2—1 #0 entonces rango(A)=2y como (1 3 2|=0 entonces rango(A’)=2y el
1 10
teorema de Roché nos dice que el sistema es compatible indeterminado
b)

Cuando m=2 despreciamos la tercera ecuacion y pasamos las z para el segundo miembro, entonces
el sistema queda:

B'= 0 11—z

1 3|2—z
Resolviendo por Cramer:

1-z 1| ‘0 1-z

2—z 3 —3z— 2— —
= z _3-3z 2+z:22_1 Y= z| _ 1+z:1_

01 -1 -1

1 3 1 3

Las soluciones, por tanto, seran de la forma (2t—1,1—t,t); teER

13. Dadas las matrices:

a B vy
A=ly 0 a]; X=
1 B vy
sea solucion del sistema A-X=B

1
a) Calcula o,f,y para que (2
3

N < X
(=2 —]

—— = O =

b) Si B=y=1 ;Qué condicion o condiciones debe cumplir & para que el sistema
lineal homogéneo A-X=0 sea compatible determinado.
¢) Si a=—1,8=1y y=0 , resuelve el sistema A-X=B

Solucién:
a)
a F )il I a+2f8+3y=1
A-X=B=|y 0 al||2|=|0]|=> y+3a=0;.
1 B ¥l i3 I 1+28+3y=1

De las ecuaciones primera y tercera se deduce que o = 1. Sustituyendo en la se-
gunda ecuacion: y = -3. Sustituyendo en la tercera ecuacion: 1+28-9=1;;, =2

E.

Solucion: a=1, f=2, y==-3.




b)
Para f =y =1 tiene que ser compatible determinado el siguiente sistema:

1 x ox+y+z=0

4-X=0>=>

o
1
1

— e

0
al-|y|=|0|= x+a=0;.
1 0 1+ y+z=0

Para que el sistema homogéneo resultante sea compatible determinado (solucion
trivial) es necesario que la matriz de coeficientes sea inversible, es decir: su determinan-
te tiene que ser distinto de cero.

11
0 al=l+a-a’ -l=a-a =a(l-a)=0 = a,=0 ;; a,=1.
11

o
1
1

A - X =0 es compatible determinado tiene que ser

A-X =0 es compatible determinado Yae R-10, 1}

c)
-1 1 0 x 1 -x+y=1
Paraa=-1,p=1lyy=0es 4- X=B=>|0 0 -1|-|y|=|0|=> -z=0;,cu-
i -1 8 z 1 x+y=1

ya solucion es: x=0, y=1, z=0.

14. Dada la matriz

-1 -1 a
A=l-3 2 a
0 a -1

a) Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa
b) Calcular la matriz inversa de A en el caso a=2
Solucidn:
a) Si una matriz tiene inversa su determinante no es nulo
-1 -1 a| -1 -1 a

l[4=-3 2 al|=[0 5 —?.a:(-l]~(-l}~‘
0O a - |10 a -1

5 2ag

1 =5-2a’ > Si|l4=0=>5-2a"=0>
a

‘ —} = |A| #0 = Existe A™



b)

-1 -3 0
(."mra=2‘:>i.4|=5—2-2:=5—8=—3:}.4"=ﬁ~mﬁ,4’::-.4‘= =1 2 2|
‘ 2 2 -l
f
-6 3 -6 -6 3 -6 2 -1 2
adoleos 1 calesabecbobog g cglely L £
(=3) gz 3 3
-6 2 -5 -6 2 -5 7 5
Bl e O
\ 3 3
1 11
15. Sabiendo que |x y z|=4, calcula, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los
0 2 4
siguientes determinantes, indicando en cada caso qué propiedad se esta utilizando.
3x 3y 3z
a) |1 1 1
o 1 2
X y z
b) |3x 3y+2 3z+4
x+2 y+2 z+42

Solucién:

a)

Si toda una fila estd multiplicada por un numero, ese nimero se puede sacar como factor
3x 3y 3z 3 X ¥y z
1 1 1==11 1 1
0 1 2 0 2 4

Si se intercambian dos filas, el determinante cambia de signo

1 1 1
31X Y % 3 3
5'1 1 1=—§‘x y 22—5'42—6
0 2 4 0 2 4
b)
Si a una fila le restamos una combinacion lineal de otras, el determinante no varia.
X y Z Xy z F=F,-3F,

3x 3y+2 3z+4|=|10 2 4
X+2 y+2  z+2| 2 2 2

Si toda una fila esta multiplicada por un nimero, ese numero se puede sacar como factor

F3:F3'F1

Xy z Xy z
0 2 4/=2:0 2 4
2 2 2 1 1 1
Si se intercambian dos filas, el determinante cambia de signo

Xy z X y z 1 1 1
210 2 4/=—2'1 1 1|=2"|x y z|=2-4=8
1 1 1 0 2 4 0 2 4
1 -1

16. Dada la matriz A =( 0) encuentra todas las matrices B que cumplen ABA=A

0 0 1



Solucidn:
Como B se puede multiplicar por A, tanto por la derecha como por la izquierda, tenemos que B
tiene que ser de 3x2. Es decir:

a b
B=|c d
e f
Multiplicando:
a b
A-B:(l) —01 (1)) c d :(CI—C b—d):>
e f € f
ABA=|a—c b=d| (1 -1 0|_[a—c —(a—c) b=d|_[1 -1 0 — A
e f 0 0 1 e —e f 0 0 1

Igualando tenemos:

a—c=1=>a=c+1

b—d=0=b=d
e=0
f=1
Por tanto,la matriz B sera de la forma:
c+l d
B=| ¢ dl; c,deR
0 1
1 0 m
17. Sea m un nimero real y A la matriz A=m 0 -1
2 -1 1

a) Determina todos los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
b) Determina, si existe, la inversa de A cuando m=0
¢) Determina, si existe, la inversa de A* cuando m=0

Solucioén:
a)
JA" < |Al#0
|Al=—1-m’=|A|<0 V me®R
b)
1 0 0
Sim =0 entonces A=[0 0 —1]|, |A=—1
2 -1 1
-1 -2 0 -1 0 0 1 0 0
adi(A)={ 0 1 1| = adi(Af=|-2 1 1| = A'=[2 -1 -1
0 1 0 0 1 0 0 -1 O

©)
A’l=laf=1=3 (A%
o [t o010 o0
(A" =(A")=|2 -1 —-1|{2 -1 -1|=
0 -1 0/lo -1 0] |-2

O =
= N O
_ =0



011 1 -1 1
18. Considera las matrices A=]1 0 0]y B=[{ 1 -1 0
0 01 -1 2 3
Determina, si existe, la matriz X que verifica A-X+B=A"
Solucioén:
01 O
Como |A|=—1 existe lamatriz A"'=|1 0 —1| y podemos multiplicar la ecuacion por A™":
0 0 1
AT AX+AT"B=A"T"A’ & X+A"B=A < X=A-A"'B
01 1 01 O 1 -1 1 -1 2 1
X=/1 0 O|]l1 0 —1||1 -1 O|=|-1 3 2
0 0 1 0 0 1 -1 2 3 1 -2 =2

1 -1
a) Comprueba que A*=271 y calcula A™
b) Calcula A**"® y su inversa.
Solucién:

a)
A2:(1 1),(1 1):(2 0):21
1 -1)\1 -1)7\o 2

Podemos calcular la inversa por el método habitual, o bien como

A-AZZI:%-A'A:I:%A:A_l

19. Sea A=(1 1 )

tenemos que

11
A_l—l'AZ 2 2
2 1 -1
2 2
b)

1006 1006
2 2

AZOBZA'AZOIZZA'(AZ)NOGZA'(21)1OOG=A'21006'I2(21006 s

~— —

(A2013)—1:(A—1)2013:(lA)2013: 1 '21006'A: 1 A=

20.
a) Determina el rango de la matriz A, que aparece a continuacion, segun los diferentes
valores de a:
a -a 6 \
A=l 2 -2 4
a+2 -5 -10
b) Determina, si existe, una matriz A€M, ,, , que verifique la siguiente ecuacion:

r
(2 1),A,(1 —1): -3 —3)
1 1)V 1)7\3 3

.Cual es el rango de la matriz A?




Solucioén:

a)

a —a 6

Al=| 2 —2 4 |F—4d’+240-36=0<a=3
a+2 -5 -10

Entonces si a#3 el rango de A es 3
Si a=3 entonces el rango de A es 2, ya que el menor :; _10‘240 +0
b)

2 1|_ 1 -1_ : : :
Como 11 =ly 0 1 =1, estas matrices tienen inversa, por tanto:

(2 1)u4(1 —1):(—3 -—3)¢$14:(2 1) {(—3 -—3)(1 —1)1
1 1/ 0 1/7\3 3 11/ \3 3/)lo 1
Haciendo cuentas:
14:(1 —1)(—3 —3)(1 1):(—6 —42)

1 213 3Jlo 1/7\9 18
6 —12|_

=0
9 18

El rango de A es uno, ya que

21. Dado el numero real a, se considera la matriz:
1 a1
A=l1 1 0
1 00

Halla el rango de la matriz A>— A" segun los distintos valores de A
Solucién:

, a+2 2a 1 1 1 1 at+l 2a-1 O
A-A'=| 2 g+1 1|-|la 1 0|=|2—=a a 1
1 a 1/ {1 0 0 0 a 1

, a+l 2a—-1 0| |a+1 2a-1 O s las1 2a-1
A-Al=[p-a  a 1|=p-a 0 ofs(-1)" =—(2—a)-(2a-1)
0 a 1/ | o0 a 1 2=a 0

F =F-F

2 t27h3

Por tanto, sia # 2y a # % entonces rango(A°—A')=3
Si a=2 tenemos:

y en este caso rango (AZ—A[)ZZ yaque

Sia=%:

3 3l-6+0
0 2



O N|lw N|Ww
N|= N|[= O
o

y también rango(A*—A')=2 ya que

Njw N |w
N | = o

22,
a) Considera la matriz A =(; _11) . Determina la matriz B que verifica A+B=A'B

b) Sea M una matriz cuadrada tal que det(M)=-1y det [-2M]=8. Calcula el tamafio de
la matriz M.
Solucidn:
a)
A+B=AB< A=AB-B< A=(A-I)B
Entonces, si existe (A—I)"' tendremos que (A—I)'-A=B
0 -1
2 0
Haciendo cuentas:

A—I=( ):>|A—I|=2:3(A—I)_1

1 1 1
(a-17'=| © 2|y B=(a-1)"a=| 0 2 (; —11): L5
-1 0 -1 0 -1 1

b)

MEM,,,= det[-2M]=(-2)"-det[ M]
por tanto

8=(-2)"-(-1)=>n=3

MeM

3x3

r—l 0 1 2 -1 1
23. Dadas las matricess A=| 3 1 -1]y B= 1 3], se pide:
2 1 0 2

-2 1
a) Resolver el sistema: l; §:Z ?fg
b) Calcular el rango de M=A-B
Solucion:
a)
2X-3Y=A_ [BX—12Y=4A_, 17x-4A43B > X=-_-(4A+3B)
3X+4Y=B |9X+12Y=3B 17
1 -1 0 1 2 -1 1 112 37
X=—-4: —1[]+3- =—
17 3 1 —-1 0 1 3 17 12 7 5

2 1 0 2 -2 1 14 -2 3



2X-3Y=A_ |-6X+9Y=-3A_ 17y__3442B = Y=—-(—3A+2B)
3X+4Y=B 6 X+8Y=2B 17
1 -1 0 1 2 -1 1 1 7 =2 -1
Yzﬁ' -33 1 —1|*2:{0 1 3 =17 -9 -1 9
2 1 0 2 =21 -2 =7 2
b)
-1 0 11}](2 1 0
M=AB=[{3 1 -1|10 1 3|=[4 0 5
2 1 0/\2 1/ \4
IM|=0=rango (M)<3
‘2 _01‘=4:>rango(M)=2
ax—3y+az=1
24. Dado el sistema 3x+2y=1
x—y+z=-1
a) Estudiar su compatibilidad segtn los valores del parametro o
b) Resolverlo cuando sea compatible

A=|3 2 0| = |A|=2a-3a-2a+9=9-3a = [A|=0<a=3
1 -1 1

a —3 qa|1l
A'=|3 2 0|1

1 -1 1]-1

Si a+#3 entonces rango(A)=rango(A’)=3 y el sistema es compatible determinado.

Si a=3 entonces rango(A)=2 ya que ; _23

‘z 15+#0 mientras que

3 -3 1

3 2 1|=—20%#0=rango(A')=3

1 -1 -1
Por lo tanto si a=3 el sistema es incompatible
b)
En el caso en que a+#3 podemos utilizar la regla de Cramer para resolver el sistema:
1 -3 a

1 2 0

-1 -1 1]_2—a+2a+3_ a+5

|A| ~ 9-3a  9-3a

a 1 a
3 1 0
_ |1 =1 1|_a—-3a—a—-3 _—3a—3
Al 9-3a  9-3a




a -3 1

3 2 1
7= 1 -1 -1_-2a-3-3-2+a—9_ —a—-17
Al 9-3a ~ 9-3a
25.
a) Sabiendo que A es una matriz cuadrada de orden 2 tal que |A|=5, calcula
razonadamente el valor de los determinantes:
-Al |a7] |a] |af
a b c
b) Sabiendo que |1 1 1|=2 calcula, usando las propiedades de los determinantes:
3 0 1
3—a —-b 1-—c > 000
1+a 1+b 1+c 2 2a 2b 2¢
3a 3b 3c 0 30 0 10
1 4 4 4
Solucidn:
a)
[~ Al=(—1)*-|A|=5ya que AEM,,, tiene dos filas (o columnas)
Al=pa=5 Q=li=laa”l=lalla ]
A=l Al=5

A% =|AP=5%=125 ( |ABI=|A]"|B| )

b)
3—a —-b 1—c 3 0 1 —-a —-b —c
1+a 1+b 1+c|=|l+a 1+4b 1l+4c|t|l+a 1+b 1+c|=
3a 3b 3c 3a 3b 3c| |3a 3b 3c

3 0 113 0 1f{|-a -b —c| |3 0 1 3a 3b 3c a b c
=1 1 1|*/la b c|*1+a 1+b 1l+c=|1 1 1|=—|1 1 1|=-31 1 1=-6
3a 3b 3c| 3a 3b 3c| |3a 3b 3c| Ba 3b 3¢ 3 0 1 3 01
Si una linea es multiplo de otra el Al intercambiar 2 filas el
determinante es cero determinante cambia de signo
1 3 1)
26. Seala matriz A=|—-4 6 3
6 -7 -4
[
a) Calcula todos los vectores V=| y| tales que A-V=V
2

b) Calcula A™"
Solucién:

a)
-1 3 1 X X -x+3y+z=x
A—ﬁ:ﬁz}(-x} 6 3)-(y):(y);—4x+6y+32=y;
6 =7 -4 z z bx—7y—4z=1z



—4x + 5y + 3z =0,

—2x+3y+z:UI
bx—7y—-5z=10

-2 3 |
-4 5 3).

Es un sistema homogéneo de matriz de coeficientes M = (
6 -7 =5

-2 3 1
RangM = [-4 § 31=50+28+54-30—-42-60=132-132=
6 -7 =5

=0 = Rang M = 2 = Sistema compatible indeterminado.
El sistema admite infinitas soluciones. Resolviendo el sistema, despreciando una
ecuacion (por ejemplo la tercera) y haciendo z = 4:

—2x+3y=-—-41) —4 6y = =24
x+ 3y } X + 0y }:y:,’{; 4x —5A=3A=x = 2A.

—4x + 5y = —34 4x — 5y =34
2A
Solucion:v=| A |,VAER.
A
b)
-1 -4 6
£ = ( 3 6 _?).
1 3 -4
-1 3 1
[Al=|-4 6 3|=24+28+54-36—-21-48=106—-105=1.
6 -7 —4
-3 5 3
_ (A
1:AdJ(I,T|): 2 -2 —1
-8 11
27. Considera las matrices —( ) ( ) _(1) y D—(z)
a) Sabiendo que se verifica A‘B=2C—D , plantea un sistema de ecuaciones lineales
cuyas incognitas son x, y , z , donde o es un parametro.
b) Estudia el caracter del sistema para los distintos valores del parametro oy
resuélvelo cuando sea compatible (calculando todas sus soluciones)
Solucién:
a)
a | 1 z ax+y| (=2-:z ax+y==2-z
A B=2C-D =1 a (I]=—2 L[|zl xtay|=[-2-z| = x+tay=-2—z;=
¥
1 0 0 z X z x=z
ax+y+z=-2
= x+ay+z=-=-2
x—z=10)



Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a |1 1 a | 1 =2
M=l a 1|y M=|1 a 1 -2
1 0 =1 1 0 =1 0

El rango de M en funcién del parametro o es el siguiente:

a | 1
—1++/
|M|:l a 1|==a’+l-ag+l==a"-a+2=0;,a +a=-2=0; a= 1+1+8

2
1 0 =1

—1+4/9  —1+3
= f— ';
2 2 2

az=2
Para { Gl } = Rango M = Rango M'=3=n" incognitas — Compatible deter minado .
a

-2 1 1 =2 -2 1 1
Parg @=-2=>M=| 1 =2 1 =2|=>Range M'=>1{C,,C,.C,j=>|1 -2 1|=
1 0 =10 1 0 -1

=—4+14+2+1=0 = Rango M'=12.

| 1 1 -2

' TTIVRREY RO O I N R R PR O W

a==2
Para { i } = Rango M = Rango M'=2 <n® incognitas = Compatible indet er minado .

=

ax+y+z==2
Resolvemos paraa #-2 y a # 1, el sistema resulta x+ay+-=-2

x=z=0
axtytz=-2 az+y+z==2] y+la+1)z==2] ay+ala+1)z==2a
+ay+z=-2 T o -
e 0 = ::+ay+:::-2} ay+2.,=-2} —ay-2:z= } ~
X—z= —Xx=z
2 2{l-a 2l-a -2
{a‘+a];'—?.u=2-2ﬂ o (ﬂ2+a-2L=2(l—a};; z= 2( ) = { } =

a’+a=2 (a+2)a-1) a+2

y=—2-{a+l}:=-2+2(“+” -2a-4+2a+2 _ -2
a+2 a+2 a-+



-2
Solucién: X=y=x=—2 ; VaeR—-{-2,1]}

a+
=2x+y+z==-2
Para @ = -2 el sistema resulta x-2y+z=-2}, que es compatible indeterminado;
x—z=0
despreciando. por ejemplo, la primera ecuacion y haciendo x=:-=A4:
x=A
y==2+42x=-z==-2424A-4 ;, y==-2+A = Solucion: {y=-2+A4 ; VAeR.
z=A
x+ytz==2 .
. ) X+y+z=-
Para o = 1 el sistema resulta x+ y+-=-2;_ equivalentea - B }
X=—I=
x—z=0
Haciendo x=z=4 = y=-2-x-z==-2-21.
x=A

Solucion: < y=-2-21 . VAeR.

28. (Aragon 2015)
a) Considera la matriz y los vectores siguientes:

M= y z X A= B=
Z y X c 1
donde x, y, Z son nimeros reales.

1
Determina x, y, z para que el vector A =( ) sea solucion del sistema M-A=B
3

b) Sean ahora la matriz y vectores siguientes:

a b c X 1
N=|b ¢ a X=|y B=|0
c a b z 1

donde a, b y ¢ son nimeros reales que verifican que a#0, a+b=0, c=a
Determina si el sistema N-X=B es compatible determinado.
Solucién:
a)
Si es solucion del sistema, ha de cumplirse:
x+2y+3z=1 1 2 3} |x 1
y+2z+3x=0<(3 1 2|(y|=|0
z+2 y+3x=1 3 2 1) \z 1
Resolviendo por Gauss
1 2 31 1 2 31 1 2 311 1 2 3 1 1 2 3] 1
3 1 2(0|=|0 -5 =7/=-3|=|0 1 7/53/5|=|{0 1 7/5|3/5|=|0 1 7/5| 3/5
3 2 1)1 0 —4 -8|-2 0 -4 -8|-2 0 0 —12/5(2/5 0 0 1]|-1/6




z=—1/6
y=3/5+7/5-1/6=5/6
x=1+3/6—10/6=-1/6

b)
a —-a a
Con las condiciones impuestas, la matriz N queda: N=(—a a a
a a -—a

Segtin el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema sera compatible determinado si y solo si el
determinante de N es distinto de 0. En este caso, tanto el rango de la matriz de coeficientes como de
la matriz ampliada seria 3, el mismo que el numero de incognitas.
3 3 3 3 3 3 3
IN|=—a’-a’-a’—a’—a’+a’=—4a
Como a#0, el sistema es compatible determinado.
0 01

29. Dada la matriz A=J0 1 0
1 00
a) Calcula A®
b) Calcula A"
Solucién:
a) A’=1=>A"=A
b) A’=I= A=A
x—y+z=k
30. Dado el sistema 3x—3y=0
x+ky+3z=1

Clasifica el sistema en funcion del parametro k.

Resuelve el sistema para aquellos valores de k en que sea compatible.

Solucién:
1 -1 1 1 -1 1]k
A=[3 -3 0| A'=[3 -3 0]0
1 k 3 1 k 3|1

Como |A|=3k+3 entonces k #—1=>rango(A)=3 = Sistema Compatible Determinado

Sik=-1

Tenemos que rango (A)=2 ya que | (1)‘ =3+0

Para calcular el rango de A’ estudiaremos las columnas 2, 3 y 4
-1 1 -1
—3 0 0|=12#0=rango(A')=3
-1 3 1

Por lo tanto si k=-1 el sistema es incompatible.
b)



Si k#—1 resolvemos el sistema mediante la regla de Cramer:

k -1 1 1 k 1 1 -1 k
0 -3 0 300 3 -3 0
_L k 3[_-9k+3 1 1 3_-9k+3 _ |t k 1] _3k+3k_
Al 3k+3 77 3k+3  3k+3 3k+3  3k+3
1 01 1 0 -1
31. Dadas las matrices A=|1 1 0]y B=|1 1 1 |, calculala matriz X que
0 0 2 0 0 1
verifique: B-X—B’=A-B
Solucién:
B-X—B’=A-B< BX=A-B+B’< X=B '-A'-B+B
1 0 1 1 0 3 1 0 2
B'=|-1 1 -2| B"“A=|0 1 —5| B"AB=1 1 -4
0 0 1 0 0 2 0 0 2
2 0 1
X=|2 2 -3
0 0 3
ab
32. Sabiendo que |1 1 1|=2, calcula, usando las oportunas propiedades de los
3 0 1
determinantes: (2,5 puntos)
3—a —-b 1-—c
a) |1+a 1+b 1+c
3a 3b 3c
5 0 0 0
2 2a 2b 2c
b
) 0 30 0 10
1 4 4 4
Solucién:

a) o o
Il |

3-a -b 1=c| |3 o 1]]la b |3 o 1]]3 o' 1

1+a 1+b 1+c|=|1+a 1+b 1+c|—|1+a 1+b 1+c|=|1 1 1|¥la b c|=

3a 3b 3¢ 3a 3b 3¢ 3a 3b 3c| |13a 3b 3¢ [3a 3b 3c

3 01 a b c
=31 1 1|=-31 1 1|=-32=-6
a b c 3 01
b)
> 2 2b 20 O 2b 2 o T
. 38 . 18=5.30 0 10/=5-2-10-4+3 0 1/=—5-2-10-4-]1 1 1|=
1 4 4 4 44 4 b >0



=—5-2-10-4-2=—800

33. Sea M una matriz cuadrada que cumple M°-2 M =31, donde I es la matriz
identidad. Razona si M tiene inversa, y de ser asi expresa M~ en funcién de M

Solucidn:
M2—2M:3I@M-(M—ZI)ZBI@M-(M_ZI):I
1 M-=-21
Asipues, IM '= 3
34.
1 2 3 4
5 6 7 8
Icula el 1 iz A=
a) Calcula el rango de la matriz 9 10 11 12
13 14 15 16
0 m 3
b) Dada la matriz B=|m % 1 | ;mE€R ,indica para qué valores del parametro
2 -1 -1
m la matriz es regular (invertible)
Solucién:
a)
Por Gauss: Eigi‘ ;i:‘i?
F=F,-13F, C
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 0 -4 -8 -12 0 -4 -8 —-12
— = =2
M99 10 11 12|70 -8 -16 —24| ™0 0 o0 o0
13 14 15 16 0 —-12 -24 -36 0 0 O 0
b)
3B '<|B[#0
0 m 3
B=jm % 1|=2m-3m—2+m’=mi-m-2=0e|M="1
3 m=2
2 -1 -1

Por tanto B es regular siy s6lo sim# -1y m+ 2

35. Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible indeterminado:

2 y+azz:a+4
ax—y+(a+2)z=1
ax—2y+az=0

Solucion:



0 2 & 0 2 d |a+4
A=la -1 a+2|yA'=la -1 a+2| 1

a —2 a a —2 a 0
a=0
|Al=2a:(a+2)-2a’+a’-2a°=—a’+4a=0 <= g=>
a=—2

Si acR-{0,2,-2} entonces rango(A)=3=rango(A’) y el sistema es compatible determinado

Si a=0 Si a=2
0 2 0 0 2 0|4 0 2 4 0 2 416
A=|0 -1 2|y A'=[0 -1 2|1 A=|2 -1 4|y A'=|2 -1 4]1
0 -2 0 0 -2 0]0 2 =2 2 2 =2 20
_ 0|_ _ 0 2|_
Rango (A)=2yaque |° o= 4+0 Rango (A)=2 ya que b 1 =—4+0
2 0 4 0 2 6
Rango (A’)=3yaque |-1 2 1|=16+0 Rango (A’)=3yaque 2 -1 1/=—8+0
-2 0 0 2 -2 0
Por lo tanto, cuando a=0 el sistema es Por lo tanto, cuando a=2 el sistema es
incompatible. incompatible.
Si a=-2
0o 2 4 0 2 42
A=|-2 -1 0 |yA'=|-2 -1 01
-2 =2 2 -2 =2 =210
9 o 2 2
Rango (A)=2yaque | " ° 1‘:4 #0 yrango(A’)=2yaque -2 -1 1/|=0
-2 =20
Por lo tanto, cuando a=-2, el sistema es compatible indeterminado.
Resolveremos el sistema cuando a=-2. Teniendo en cuenta que el menor _O _21‘ =4+ ( sabemos
que el sistema [2 32’ :2_4_?1 es compatible determinado. Resolviendo por sustitucion:
x=—1+A
y=1-2z y x=-1+z . Asi pues, las soluciones son { y=1—-2) ;AER
=\
36.
a) Comprueba que la matriz M es invertible y calcula su inversa
1 01
M=l2 11
-1 2 2

b) Encuentra las matrices Ay B que cumplen las siguientes ecuaciones:



3 2 0 1 -4 0
8A-5B=|-2 1 3]|y2A-B=]2 -1 3

0 3 -3 0 1 -1
Solucion:
-
0 04 -0.2 3 ]
a) IM|=5= Minvertible; M'={-1 06 o02|=-1 2 =
5 5
1 -04 0.2
-2 1
1 =£ =
5 5
3 2 0 1 -4 0
b) Llamemos a las matrices |-2 1 3 |[=Cy |2 -1 3 |=D
0 3 -3 0o 1 -1
_5D-C 1 -11 0 1 —18
821:_533__5 And A= 2 entonces A= -3 6]|yB=l10 -5
0T B=4D-C 0 1 -1 0 1

sena.  coso 0
37. Considere la siguiente matriz A=| cosaa —sena. 0
0 0 1

a) Calcule el determinante de A.
b) Calcule las potencias sucesivas A% A% A%y AS. Calcule A*"

Solucién:

a) Desarrollando por los adjuntos de la tercera fila, el determinante queda
Al=(= 1) seno.  CoSO
coso. —sena

2 2
‘zsen a+cos a=1

b) Si calculamos A?

senaa coso. O} (sena cosa O
2
A'=A‘A=|cosa —sena O0||cosa —sena O0|=

0 0 1 0 0 1
sen’a.+cos’ o senarcosa—cosa-sena 0 1 0 0
—_ 2 2 —
=| coso.-seno—seno.:cos o cos a+sen” o 0|10 1 0
0 0 1 0 0 1

Por tanto A2=1.
A’=A>A=TA=A

A'=A%A’=TI=I

A=A A=TA=A



A2016:(A2)1013:IIOI3:I

38. (Aragon 2025) Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado
que consta de los siguientes pasos:

Paso 1: Convertimos cada caracter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra
“HOLA”) en un niumero segun la tabla siguiente:

~

AB|ICIDIEIFIGH|I|J [ KIL MIN|N|O|P QRS |T |U|V |WX|Y |Z

1/2/34(5/6(7 (891011 (121314151617 |18 |19 |20 (21 (22 |23 |24|25|26 |27

Paso 2: Construimos una matriz columna, M., con los cuatro nimeros obtenidos en el paso
anterior.

1 1 1 1
-1 0 -1 -1
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0
obtenida en el paso anterior. El resultado del ultimo paso, M., es el mensaje encriptado.

Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado, M,= , por la matriz Mc

a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA”
inicial.

b) (0,5 puntos) Explica como podriamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar
un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido.

3

0
¢) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado M ;.= _gé) con el proceso descrito
—16

arriba, ;cual es el mensaje original?

d) (0,5 puntos) Si quisiéramos utilizar otra matriz de encriptado, del mismo tamafio que ME,
.qué condicion deberia cumplir dicha matriz para poder realizar el proceso completo de
encriptado y desencriptado sin problemas?

Solucién:

1 1 1 11/8 30
-1 0 -1 -1|[16|_|-21
-1 -1 0 -—-1/|12] }-25
-1 -1 -1 0 1 —16

a)

b) Habria que resolver la ecuacion matricial MM = Mg , una vez obtenida Mc obtendriamos el
mensaje a partir de la tabla.

Para ello habria dos opciones, por un lado resolver el sistema 4x4:

1 1 1 1 X
-1 0 -1 -1|]|y

. =M.
-1 -1 0 -1]||z final
-1 -1 -1 0]\t



Y por otra calcular M. = M, - Mg para ello primero hemos de comprobar que det(M.)#0

1 1 1 111 11 1
-1 0 -1 =10 1 0 0_,
-1 -1 0 -1 |0 01 O
-1 -1 -1 0] 0 0 0 1
1 1 1 1 X
ol~1 0 -1 -1 ly| —21
-1 -1 0 -1z —25
-1 -1 -1 O t —16
Podemos resolver este sistema haciendo Gauss en forma matricial:
1 1 1 11| 30 1 1 1 1|30
10 -1 —1|-21 Eiii? »l0 1 0 ol9
-1 -1 0 -1]-25| o 001 0[5
414 1
-1 -1 -1 0]-16 000 1/14
x=2
y=9
z=5
t=14

Con lo que el mensaje original seria BIEN

d) Como se ha dicho, necesitariamos det(M.)#0, de este modo, rango(Me)=4 = rango((Me | M),
con lo cual, el teorema de Roché nos garantiza que el sistema es compatible determinado (hay un
unico mensaje original para cada mensaje encriptado).

39.



