2
. .. . X" —3x+2
1. Estudia la continuidad de la funcién f(x)=-—5—""—-
2x —x—1
Solucidn:
f es continua en su dominio, ya que es una funcion racional.
x=1

. . .’ 2
Para calcular el dominio resolvemos la ecuaciéon 2x"—x—1=0< 15
xX=—

Con lo cual Domf:i}{—[L—%}

Para x=1 y x=-1/2, la funcién no esta definida y por tanto, en esos puntos, habra una discontinuidad.
Hay que analizar el tipo de discontinuidad (evitable o inevitable)

2
. X*=3x+2 . (x+1)(x=2) __ x-2 -1 .. . )
[ = = =— (discontinuidad evitable en x=1
o —x—1 e (x+1)(2x+1) e 2x+1_ 3 (discontinuidad evi x=1)
Iim XZ_?’—X"'Z— im X__2— im L/Z_—_S lim ;
w-122X2—x—1 xo-122X+1 wo-1p(2x+1) 4 -1 (x—1/2)

o . . 1 . 1
Como este limite no existe (yaque [lim ————==—o y [lim ————==+®) entonces
x-)(—llz)’(x_llz) x-)(—1/2)*(x_1/2)
tenemos que la funcién tiene una discontinuidad inevitable en x=-1/2

Resumiendo: f es continua en R—{1 ’_5] , tiene una discontinuidad evitable en x=1 y una

discontinuidad inevitable en x=-1/2

2. Enuncia el teorema de Bolzano. Razona que las graficas de las funciones
f(x)=3x"-10x*"+10x’+3 y g(x)=¢" se cortan en algiin punto con coordenada de
abscisa entre -1y 0

Solucioén:

Teorema de Bolzano — ver teoria

Que las graficas se corten es equivalente a que la funcion h=f —g sea igual a cero en algin punto
de (-1,0)

h (x ) =3x—10x"+10x’+3—¢" es continua en [-1,0] (suma, resta, ... de continuas)
h(—1)~-20,379<0

h(0)=2>0

Entonces segtin el teorema de Bolzano Ic€(—1,0)/ h(c)=0 o lo que es lo mismo f(c)=g(c)



3. Demuestra que alguna de las raices del polinomio P (x)=x‘—8 x—1 es negativa.
Demuestra también que P (x) tiene también alguna raiz positiva.

Solucion .
La funcién es continua al ser polinémica i
P(0)=-1, lim P(x)=+cw, lim P(x)=+
X=>—0 X >+00 [s]
P(-1)=8 \°
P(0)=—1 = Ja€[-1,0]/P(a)=0 =]
P es continuaen[—1,0] ]
P(0)=-1
P(3)=56 = 3b€[0,3]/ P(b)=0
P escontinuaen|0,3 | =]

4.

. . 2 R
a) Aplica el teorema de Bolzano para probar que la ecuacion cos x =x"—1 tiene
soluciones positivas.

. or 2 or .
b) ¢Tiene la ecuacion cos x =x"—1 alguna solucion negativa? Razona la respuesta.
Solucion

f (x)=x"—1—cosx es una funcién continua en todo R
f(0)=-2
f(n)=n’ = Ja€[0,n]/f (a)=0
f es continuaen[0, ]
Como f(—x)=(—x)2—1—cos(—x)=x2—2—cosx=f(x) tenemos que la funcién
es par (simétrica respecto al eje OY) y por tanto debe tener una raiz en [—,0]

5. Probar que la ecuacién x’+3 x’—3 =0 tiene exactamente tres soluciones reales.
Solucion

Al ser una ecuacion de tercer grado, no puede tener mas de tres soluciones. Para demostrar que
existen las tres utilizaremos el teorema de Bolzano, aunque
necesitamos una estrategia para buscar las raices. Por tanto
estudiaremos primero el crecimiento de la funcion
f(x)=x+3x"=3=0

Como f’(x)=3x’+6x=3x(x+2) tendremos que /\
X ('OO: '2) ('2’0) (O:+oo)

f’(x) + - +

a4

(%)
h

o




f(=5)=-53
f(=2)=1 =3 ae[-5,-2]/f(a)=0

f continuaen[—5,—2]

f(=2)=1

f(0)=—3 =3be[—2,0]/f(b)=0
f continuaen[—2,0]

f(0)=-3

f(1)=1 = 3Jc€[0,1]/f(c)=0
f continuaen[0,1]

6. Dada la funcién f: R R definida por f (x)=xe™™
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
b) Halla, si existen, los maximos y minimos de la funcion.
¢) Dibuja aproximadamente su grafica.
Solucion:
f'(x)=2 xe  +x° e_xz-(—Zx)=(2 x—2x°) e ¥
Como e *>0 Vx€R entonces el signo de f’ dependera de (2x—2x"), factorizando:
(2x—2x")=—2x-(x—1)-(x+1)

X (—OO, '1) ('1’0) (051) (1,+OO)

f’(x) + - + -

Crece (—o,1)uU(0,1)
Decrece (—1,0)U(1,+x)
Maximos relativos (—1,e”') y (1,e")
Minimo relativo (0,0)
Representacion de la funcion:
* Dominio: R
* Simetria: La funcién es par
* Periodicidad: No es periodica
* Cortes con los ejes: (0,0)
* Continuidad: Continua en todo R
 Asintotas: y=0 ( lim f(x)=Iim f(x)=0)

X >+ X >+

* Crecimiento: ya estudiado
* Concavidad: ----

0.5
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7. (Asturias junio 2025) Un deposito tiene una tuberia de entrada de agua y un grifo. Se estudia la
cantidad de agua del deposito en cada instante t a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada
por la funcién: f(t)=2cos(t+m/2)+10, donde t € [0, 4]. Se pide:

(a) (1 punto) Calcular los maximos y minimos de la funcién.

(b) (0.75 puntos) Demostrar que el deposito no se vacia nunca.

() (0.75 puntos) Deducir durante cuanto tiempo el depésito estd aumentando el volumen de
agua durante esas 4 horas.

Solucidn:

a) Buscamos los puntos criticos de la funcién

f'(t)=—2sen(t+n/2)=0 < t+x/2=0+k 7w ;kEZ
Las unica solucion en el intervalo [0,4] es t=7/2 (k=1)

Si estudiamos el signo de la derivada:

+
2 2.5 3 3.5 4

ve |

Concluimos que el punto (%,8) es minimo relativo y absoluto en el intervalo [0,4]

No hay maximo relativo y el absoluto estara en alglin extremo, teniendo en cuenta f(0)=10 y
f(4)~11,51, entonces el maximo absoluto sera el punto (4, 11.51)

b) El deposito no se vacia nunca, ya que la cantidad minima de agua es de 8 unidades.
c) Aumenta desde 1/2 hasta 4, aproximadamente 2,43 horas.

8.
a) Calcula los valores de los parametros a , b€‘R para que la funcién

2 .
f(x)= x2—2x+a $i x<0 ge3 continua y derivable en x=0
X +be"+3 six>0

b) Para los valores encontrados, calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de
f(x) en el punto de abscisa x=0
Solucidn:

limf(x)=f(0)=a

X0 = f continuaenx=0 < a=b+3
limf(x)=b+3

x>0
Supongamos que a=b+3 y por tanto f es continua en x=0. Entonces:
fesderivableenx=0 < Iimf'(x)=limf'(x) < lim 2x—2=lim 2x+be* < b=-2

x>0 x>0" x>0 x>0"
Por tanto f es continua y derivable en x=0 < b=-2ya=1

La recta tangente pasaria por el punto (0,1) y tendria pendiente -2. Asi pues, su ecuacion sera
( y—1 ) =—2-X

9.Sea f:R>R definida por f (x)=x+ax’+bx+c



a) Halla a, b y c para que la grafica de f tenga un punto de inflexion de abscisa x=1/2 y
que la recta tangente en el punto de abscisa x=0 tenga por ecuacion y =5—6 x
b) Para a=3, b= -9 y c=8, calcula los extremos relativos de f.
Solucion:
a)
f’(x)=3x*+2ax+b
f’(x)=6x+2a=f""(1/2)=3+2a
f tiene un punto de inflexion en x=1/2 < a=-3/2
f’(0)=b = para que la tangente tenga pendiente -6 entonces b=-6

f(0)=c = para que la tangente pase por (0,5) entonces c=5

b)
f(x)=x"+3x"—9 x+38
f’(x)=3x*+6x-9

X (—OO, _3) (_3:1) (1’+oo)

(%) + - +

Minimo relativo (1,3) y maximo relativo (-3,35)

10. Se sabe que la funcion F es derivable en todos los puntos, y que esta definida en el
intervalo (—oo , O] porlaféormula F (x)=1+2 x+ Ax’ yen el intervalo (0,+o) porla
formula F (x)= B+ Ax

a) Encontrar los valores A y B que verifiquen las condiciones anteriores.
b) Representar F

Solucion:
F derivable = F continua= lim F(x)= lim F(x)=F(0)< 1=B
x>0~ x>0"
Supongamos B=1
Si F es derivable entonces
F(x)—-F F(x)—-F
Iim Flx)-F(0) Iim F(x)-F(0) < (1+2x+Ax°)"(0)=(B+Ax)'(0) =2=A
x>0~ X x>0 X
F(x)=]1+2x+2x" si x<0
1+2x si x>0
La funcién es una parabola convexa en una parte y una recta de pendiente 2 en la otra.
Buscamos el vértice de la parabola
11

F’(x)=0<2+4x=0 entonces el vértice estaria en (_E ’E)



T T T T T T T
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11. Dada la funcién f (x)= ‘zill) calcula los valores a, b, c sabiendo que x =% es una

asintota vertical y que y =5 x—6 esla recta tangente a su grafica en el punto
correspondiente a x=1
Para los valores de a, b, c calculados, ¢posee f(x) mas asintotas?

Solucion:

1 . . . . ) .
Para que x= 5 sea asintota vertical es necesario que c=2, de lo contrario sera continua y
lim f(x)=f(1/2)* o0
x>

Si y=5x-6 es la recta tangente en x=1 entonces f(1)=-1y f’(1)=5

f(1)=a+b=-1
f’(x):aQX(_zli:zl()f“b):f'(1>:a—2a—2b=—a—2b:5
resumiendo

a+tb=-1 _ |b=—4

—a—2b=5 a=3
f(x)= :; );iél‘ no tiene mas asintotas verticales pero si una horizontal, y =3/2

(L e . . . _Ix+2¢ " six<0
12.Sea f :(—o0,1)= R la funcién definida por: f (x)=
a«/b—x si0<x<l

a) Determina a y b sabiendo que f es derivable en todo su dominio.

b) Halla la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto

de abscisa x=0
Solucién:
a)
Para que f sea derivable en todo su dominio, f tiene que ser continua y derivable en x=0
f continuaen0 < lim f(x)=1im f (x) © 2=avb
x>0~ x>0
supongamos 2=a+/b entonces f es derivable en x=0 si se cumple:

fim ELZFO)_ i FZF(0) (415 0)r(0)=(avB=x](0) = (1-2¢*)(0)=| —=2
x>0~ X x>0" X 2\/b—X
lo cual ocurre si —1=—3%
2+/b
Resumiendo:
aJEZZ
a4

2Vb




. . 2 o
Despejamos en la primera a :TB y sustituimos en la segunda
2 1

— =l -=1<b=1 or tanto a=2
2byb b yP

b)

Como f(0)=2y f’(0)=-1 la recta pasara por el punto (0,2) y tendra pendiente -1, es decir y=-x+2

La recta normal pasara por el punto (0,2) y sera perpendicular a la tangente. Como las pendientes de
dos rectas perpendiculares cumplen m-m’=-1 entonces la recta buscada tendra pendiente 1. Por
tanto la ecuacion de la recta normal sera y=x+2

13. Dada la funcién f (x)=2e *(x+1), calcula intervalos de crecimiento y decrecimiento y
maximos y minimos relativos de f
Solucién:
f'(x)==2e " (x+1)+2e "=—2xe "
f’escontinuaenR y f’(x)=0< x=0

X (-OO, O) (O,+oo)
£’ (x) + -

Crece en (-0, 0) , decrece en (0,+) y tiene un maximo relativo en el punto (0,2)

14. Dada la funcién f (x)=xIn x — x, se pide:
a) Determina el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela a la
bisectriz del primer cuadrante. Calcula la ecuacion de dicha recta.
b) Determina el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela al eje
OX. Calcula la ecuacion de dicha recta.
Solucion
a)
Como la bisectriz del primer cuadrante tiene pendiente 1, deberemos resolver la ecuacién f’(x)=1
f’(x)=Inx+1-1=Inx=1< x=e
Entonces la recta buscada tendra pendiente 1y pasara por el punto (e,f(e)) es decir (e,0) por
tanto su ecuaciéon sera y=x—e
b)
En este caso f’(x)=0< Inx=0< x=1 por tanto el punto sera (1,f(1))=(1,—1) ylarecta
tendra de ecuacién y=-1

15. Estudia si la recta r de ecuacién y =4 x—2 es tangente a la grafica de la funciéon
f (x)=x"+x"—x+1 en alguno de sus puntos.

Solucion:

Como la recta tiene pendiente 4 tendremos que buscar los puntos cuya derivada vale 4

f’(x)=3x°+2x—1=4 ©3x°+2x—5=0 = x:16x=_?

Como f(1)=2y el punto (1,2) cumple la ecuacion de la recta, entonces en este punto si es tangente a
- 5,_22 5 22 .

la grafica. Por otra parte, f (—5)— 57 Y el punto (—§ ’E) no cumple la ecuacion de la recta.

Por tanto la recta serd tangente a la gréfica de f s6lo en el punto (1,2)



2
16. Sea la funciénf(x)=—x *;x+1
x ' +1

a) Calcula las asintotas de f(x)
b) Calcula los extremos de f(x)
Solucion:
a)

Asintotas verticales no tiene, ya que x*+1+0 , por tanto f es continua en R y
limf(x)=f(a)ER; V aeR
xX=>a

Asintotas horizontales:

1.1
5 ) 1+;+—2
lim f(x)=lim X222 = Iim 71)‘:1
X >+ x>0 X +1 X >+ 1+_2
X
X+x+1 v+l 1_%*—%
lim f(x)= lim = lim J y1 = lim Y -1
X >—© x>0 X + >+ + >+
Y Y Y 1+?

Por tanto la recta y=1 es una asintota horizontal, tanto en +c0 como en -o0
b)

, 2x+1)(xX°+1)—(xX*+x+1)-2x  —x’+1
() 2 ) 1) 2

(x*+1) (X1
f’(x)=0x=—16x=1
Si estudiamos el signo de f’ (teniendo en cuenta que (x*+1)°>0 ) tenemos que:

X (-OO, '1) ('Ll) (1,+OO)
f’(x) - + -

Por tanto vemos que hay un méximo en el punto (1, %) y un minimo en (—1, %)

17. Dada la funcién f (x)=

3
x .
, se pide
(x=3y "
a) Hallar las asintotas de su grafica
b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x=2

Solucioén:

a)
Como limf(x)=+o entonces la recta x=3 es una asintota vertical de la gréfica.
x=>3
Como lim f(x)=+c y lim f(x)=—c0 no hay asintotas horizontales.
X >+ X +00
Asintotas oblicuas:
2 2
. X . X . X . 1
llmf( )=llm = lim — = lim =1
x>+ X X+ (X—3 x2+0 X —6X+9 X'H'OO]__E_'_E
X X2
9
3 2 -
. . X . xX=9x _ . X
lim f(x)—x= lim ——————x=1lim 2 9% _ lim 6
X3+ x>0 X —6X+9 x2+0 X —6x+9 x-)+ool_§+3
X x2

Por tanto la recta y=x+6 es una asintota oblicua cuando x-=>+o0



2 2 2
i L) = g X X im ——Y—= lim ——=1

lim == lim ————= lim —; =
x>—-o X X>—w0 (X—?)) x¥—wo X —6X+9 y-)+ooy +6y+9 yd+o0 1+§+i
y oy
x° 6x°—9x 6y°+9 6+2
lim f(x)—x= lim — —x= lim — = Iim =22 = i — =6
X=>—0 x>—ow X —6X+9 Xx>—o X _6X+9 y-)+ooy +6 y+9 y>+0 1+E+i
y y2
La recta y=x+6 también es asintota oblicua cuando x=>—c0
(las funciones racionales tienen las mismas asintotas en + y en -o0)
b)
, 3x° (x=3)—x"2(x-3 ,
£z 3 a3l mx 20em3) L, )2
(x=3)
y como f(2)=8 la recta tangente es y—8=28-(x—2)
18. Determinar los valores de a y de b para que la funcion f (x)={¢ v ?i x=0
2a+bsenx six>0

sea derivable.
Solucion:
La funcién es derivable en todo R salvo en el cero, por tanto estudiaremos la funcion en ese punto.
Para que f sea derivable, ha de ser continua en x=0

f continuaenx=0< lim f(x)=Ilimf(x) < 1=2aea=L
x>0~ x=20" 2

. 1 . .
si suponemos que a=§ , entonces f es derivable en x=0 si se cumple

pim L0 _ o FO=F(0) o)1)= (20 brsen x)7(0) < (ae™) (0)=(bos x)(0)

x>0~ X x>0" X
<a=b

1 1 . .
Como hemos supuesto a :E entonces b :E , obteniendo asi los valores buscados.

19. Enuncia el teorema de Rolle. Determina el valor de a para que sea aplicable el teorema de
Rolle ala funcién f (x)=x’+ax—1 en el intervalo [0,1]. Para este valor de a, calcula un
punto c€(0,1) en el que la recta tangente a la grafica de f(x) sea paralela al eje OX.

Solucion:

f continua en [a , b |
f derivableen(a,b)}=3c€la,b)l f'(c)=0
fla)=f(b)

f (x)=x"+ ax— 1 es una funcién polinémica, y por tanto continua en [0,1] y derivable en (0,1)
Faltaria comprobar la hipétesis f(0)=f(1)
FOI==15 f(0)=f (1) & a=-1]
f(1)=a
Tendremos que calcular ahora el punto c para el cual f’(c)=0
Si a=—1, entonces f’(x)=3x2—1 por tanto

f'(x)=0=3x’~1=0< x==* %



. . 1
tendremos entonces que el valor buscado en el intervalo (0,1) sera c:\/ 3

20. Navarra Julio 2025
El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a
la funcién negativa y = f(x) correspondiente a la ecuacion x2 + y?= 4, pasando este de ser

un semicirculo de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje
0Y):

| Y Y

/
BN

(a) Calcula el punto P. (0,5 puntos)

(b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de circunferencia QP y pasan por P, calcula
la ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de
la curva a la recta (no hay baches). (2 puntos)

Solucion

a) Por simetria el vector OP forma un angulo de 45° con el eje OX, es decir, el argumento de

OP es de 315°

|

NS
\

|

|

/.
NN

T
si afiadimos que [OP|=2m tenemos P=(2-c05315°,2-sen315°):(«/>,—‘/5)

b) Para calcular la ecuacién explicita del arco de la derecha, despejamos “y” en la ecuacién x2? +
y2= 4 obteniendo y’=4-x> = y=—y (4—x2) (al estar bajo el eje, corresponde la raiz
negativa).
La ecuacion de la parte recta se corresponde con la de una recta que pasa por Py tiene una
pendiente “m”: (y+v2)=m-(x—+2) = y=mx—m-2—+2
La parte derecha de la estructura se corresponde entonces con la grafica de la funcion:
f(x)= —4-x si 0<x<y2

mx—mV2—2 si V2<x<2
Para que no haya baches, la funcién ha de ser derivable. Sabemos que la funcién es continua, ya que
los dos trozos pasan por el punto P, asi que solo falta comprobar las derivadas laterales:

—2X
_eX si 0<x<v?2
f'(x)={ —2y4—x
m

si V2<x<2



Sustituyendo f'(v2 )=1y f'(vV2 +)=m , con lo cual la solucién es m=1

21. Consideremos la funcion f (x) = IWL

—~+cos x
2

a) Verifica que f (0)=f (m)=0
b) Comprueba que la ecuacion f ' ( x)=0 no tiene ninguna solucién en el intervalo
(0, m)
¢) Explica por qué no se puede aplicar el teorema de Rolle en este caso.
Solucién
a)
sen 0 0
f (0 ) = = ] =0
—+cos0 =+1

2 2
f(TE):lsenn :10 —0

5+cosn 5—1
b)

cosx-(%+cosx)—(—senx)-senx %-cosx+coszx+sen2x 1+§-cosx
f,(x): 1 2 = 1 2 = 1 2

(E+COSX) (§+cosx) (E+COSX)

entonces

f’(x)=0e 1+%cosx:0<:>cosx:—2

con lo cual f’(x)=0 no tiene solucién en (0,7)

C)

No se puede aplicar el teorema de Rolle porque la funcién no es continua en [0,7] ni derivable en
(0,7) , concretamente el motivo es que no esta definida cuando

27

1
=——<oX=
COS X 5 X 3

22. Dada la funcion

cos Ex
f(x)=xe V
demuestra que existe un valor a.€(1,3) tal que f ' (o )=2.Menciona el resultado
tedrico empleado y justifica su uso.

Solucioén:

f ' (x):eCoS(Ex)_ﬂT‘x. sen(% X)- eCOS(Ex):(l_x' % - sen

f’ es una funcién continua en [1,3]
f ’(1):1—§~—0,57

f’(3):1+32—%5,71

I
2x

) Pty

Entonces, por segiin el teorema de los valores intermedios de Darboux existe un valor o€ (1,3) tal
que f'(a)=2



23. Enuncia el teorema del valor medio del calculo diferencial. ;Se puede aplicar, en el

. .. 1 . .
intervalo [0,1], este teorema a la funcion f (x) = 5 ? En caso afirmativo, calcula el
—-Xx

punto al que hace referencia el teorema.

Soluciéon (b) (a)
f continua en|a, b] (=S )= fla
f derivable en(a ,b) >3cela,b)/ 1 (e) b—a

La funcién es continua y derivable en R—{2} , por tanto se podra aplicar el teorema del valor
medio en el intervalo [0,1]

_f)-f(0)_, 1_1

== ~17373
como f'(x)= 1 - entoncesf'(x):l© 1 2:1©(2—x)2:2<:>x2—4x+2:0<:>
(2—x) 2 (2—x) 2
X:%SB—M:H@

la solucion buscada serd c=2 —+/2~ 0,586

3 2
24. Dada la funcién f (x)= cos (xﬂ?) x)
V4 x+2
tal que f '(o)=0.Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

Solucion:

La funcién es continua y derivable en todo R (x°+x+2>0; V x€%9R)y en particular f es continua
en [-2,1] y derivable en (-2,1)

cos (—6)

S (=2)= =20~ 048 f(1):°°sz(6)

Tenemos entonces f (—2)=f(1) , yaque cos(—x)=cosx y por tanto f cumple las hipétesis del
teorema de Rolle en el intervalo [-2,1]
f continua en[—2,1]
f derivable en (—=2,1)1 = A c€(=2,1)/ f'(c)=0
f(=2)=r(1)

demuestra que existe un valor o.€(—2,1)

~0.48

25.

a) Calcula el valor de a para que la funcion f (x)= [1 —cosx six=<0

5 . verifique el
X' +ax six>0

teorema de Rolle en el intervalo [—% R 1] .

b) Considerando el valor de a obtenido en el apartado a), calcula el valor ce(—% , 1) tal

que f'(c)=0.
Solucién:
a)
La funcién es continua en 0 ya que Iim f(x)=1im f(x)=f(0)=0 y en el resto del intervalo

x>0~ x>0"
[_% o1 ] es continua por coincidir con funciones continuas.
Para que la funcion sea derivable en 0 es necesario que
lim f(x)_f(o):lz’m f(x);f(O) < (1—cos x)'(0)=(x*+ax)'(0) = sen(0)=(2x+a)(0) = 0=a

x20" X x20*




ahora debemos comprobar que cuando a=0 f (_7“)21‘ (1)
f(ZZ)=1-cos(—&)=1-0=1 B
)Rty S (2= (1)
f(1)=1°=1
b)
' _|senx six=<0
L= e
como 2x=0<x=0y senx=0< x=0+kn; keZ el valor buscado es c=0 y ademas es el tinico

valor que cumple f’(x)=0 en el intervalo (—% 1)

26. Un poste de 3 metros de altura tiene en su punta un sensor que recoge datos
meteorologicos. Dichos datos deben transmitirse a través de un cable a una estacion de
almacenamiento situada a 4 metros de la base del poste. El cable puede ser aéreo o
terrestre, segiin vaya por el aire o por el suelo (ver figura). El coste del cable es distinto
segun sea aéreo o terrestre. El metro de cable aéreo cuesta 3000 euros y el metro de cable
terrestre cuesta 1000 €. ;Qué parte del cable debe ser aéreo y qué parte terrestre para que

su coste sea minimo?
Sensor
g Cable aéres

. Cable terrestre
e

s e 4
Estacidn

! &— im —> |
Siendo A la longitud del cable aéreo y 1_'-!? del cable terrestre
A =3+ 5 A=49+x"

I=4-x = P =3000- 9+13+I000-[4—.r)=1000-[3 9+x3+4—.r]:>
P=3000-A+1000-T

P'=£=IOUD-[3-LH-1]=IDOO-3X-— W:S:‘Pen:::;x-qu”::o:
o 249+ x7 O+ x”
3x=49+ 2 = 9x =94 x% =85 =9y =E:>_r=‘]§=i=£
8 8 22 4
[ W2 J_ 27000 - 27000 _ 27000 27000 _ 27000
4 il 2 3 - g i B
9 32 9 32 [9+E] ‘§J+E [9+E] ‘9+E S s
+|— H— 16)V" " 16 g)V"'s sVs BV%
4 4
roa 32 _16-347
(3v2) 27000-8 3000-8-242  1000-8-242 " 4 4
P\ === = = >0 = Minimo = 2
4 9 81 27 W2 9
8l —— A= 9+|—| = m
242 4 2.2

27. De entre todos los rectangulos de area 16 cm®, determina las dimensiones del rectangulo
que tiene la diagonal menor. Calcula la longitud de dicha diagonal.



Solucién

X

El area de este rectangulo es:  A=xy=l6= x-—E

Su diagonal, segun el teorema de Pitagoras esta dada por la expresion:

" s -I+ e -i.+ 3
o e[ )l [ e
X X X X

Ya que x es un valor positivo.
Calculamos ahora la primera derivada de la funcion gue hemos obtenido y la igualamos

a cero:

dx? 3 2yt n - It nt o162
71-:~+16 ) L RN . 5 ¢ i b 412 !
dixp=2AX el _Jxtel6 _ 416t x-16° -

_1{3 x? Xl lean"-}-I(}!

Luego: x*-16"=0= x*=16" = x=+416°=+4  pero como x> 0= x=+4
Para determinar si tenemos un valor maximo o minimo para d. calculamos su derivada

segunda:
et ) A6 (x! m}[ A +|51]
oo n
fk]_[!{j.\f.‘i""ml} {-‘{'W}
4 A6 - (x16° }[ A +1fﬁ}
(x .‘\,llx +I6‘l

Como d-r,[4],.44 4'416°0 . para x=+4, la diagonal del rectangulo tiene un valor
(424454167 }|

16
minimo. Para este valor de x, v= T=4 ; luego el rectangulo de area 16 que tiene una

diagonal de menor longitud es un cuadrado de lado 4.

28. Determinar, de entre los triangulos isdsceles de perimetro 6 metros, el que tiene area
maxima.

6=2L+B=>B=6-2L=2(3-L)

i B _ap-p . NAP-B . AL -R(-L)f
R B 2

o | T
2 4 4

A=
2




JaP-4(3-L) _Ja’-4 {9—6L+L3}_J4L’—36+24L-4E_JZ4L-36_2~J’6L-9:
2 2 2 2 2

H=461-9=4/3- Jza I

4=26= L}”F 2L=3 _ 3.ar=3.(3-1)=

H=

_dA _ s |z [3-2-(L-3)]_3(6-3L) _343(2- L)_
4= > Lw‘;u- 6-1)- M-B]_ﬁ[ J2L-3 ] PL-3 2L-3
; L3 ——(2-1)

4':0:%:0:2-1:0:@2:4‘*: =3 s

_(2L=3)+(2-1)
= . J2L-3 .= —Q@L-3+2-1) . L-1
i =33 21-3 =53 (2L-3W2L-3 L (2L-3W2L-3
v S P ) RSN U0 NEY S| 0 YOG y

(2-2-3W2-2-3 -1
L Tridngulo equildt
= i

B=2{3 2}:2;” riangulo equiiatero

29. Un rectangulo esta inscrito en el triangulo que tiene los lados en las rectas de ecuaciones
y=X, Xx+y=8, y=0, y tiene un lado sobre la recta y = 0. Encuentre sus vértices para que su
superficie sea maxima.

Solucion:

Tal como se ve en la figura, los vértices pueden ponerse en funcion de x

44

1La base del rectdngulo serd 8—2x y la altura x
Portanto A4 (x)=x-(8—2x)=8x—2x"
A'(x)=8—4x=>4"'(x)=0= x=2

A" (x)=—4 = mdximo cuando x =2

Los vértices, por tanto, son (2,0), (2,2), (6,2) y (6,0) y el area maxima
A (2)=8 unidades de superficie

30. Se estudié el movimiento de un meteorito del sistema solar durante un mes. Se obtuvo que
la ecuacion de su trayectoria T es y2 =2 x+9,siendo —4,5<x<8 e y=>0, estando
situado el Sol en el punto (0,0). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La distancia del meteorito al Sol desde un punto P de su trayectoria cuya abscisa es x.
b) El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia minima al Sol.



¢) Distancia minima del meteorito al Sol.

a)
Los puntos genéricos de la trayectoria son de la forma P[x__ A2x+ 9].
La distancia OP pedida es la siguiente:
d=0P=+x"+ {JEI+9T =+/x7 +2x+9 unidades .

b)

La distancia minima al Sol se producira cuando la derivada de la distancia sea 0.

2x+2 o x+1
20x  +2x+9  Afx +2x+9

d'=0P'= =0 = x+1=0: x=-1I.

El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia minima al
Sol es P{-I, i«ﬁ].

c)
La distancia minima del meteorito al Sol es la siguiente:

d(-1)= (=1 =249 =1-2+9 = /8 = 24/2 unidades .

31. La figura siguiente muestra un rombo inscrito dentro de un rectangulo, de forma que los
vértices del rombo se sitiian en los puntos medios de los lados del rectangulo. El perimetro
del rectangulo es de 100 metros. Calcular las longitudes de sus lados para que el area del

rombo inscrito sea maxima

100=2D+2d > D+d =502 D=50-d i

ozl 2
T :.:;=5-{504,;]54*=E-|(50:.f-af )=
2
. ds 1 D . ; i
=—=—(50-2d)==-(25-d)=25-d =2 §'=0=25-d=0=>d =25>
dd 2 2
d's g d=25m
S§'= —==1 <0 = Mdximo = ~
dd’ D=50-25=25m

32. Se divide un segmento de longitud 200 cm en dos trozos. Con uno de los trozos se forma
un cuadrado y con el otro un rectangulo en el que la base es el doble de la altura. Calcula
la longitud de cada uno de los trozos con la condicion de que la suma de las areas del

cuadrado y del rectangulo sea minima.



Lado del cuadrado ..........C
Altura del rectangulo ......... H Base del rectangulo ................ 2H

100-3H
2 =

200 =4C +2H +2-2H =4C +6H = 100=2C +3H = 2C =100-3H = C=
S=C*+2H-H=C?+2H?
_ 10000-600H +9H* +8H"

S{mn-w} o2 = J0000—600H +9H*
4 4
10000 -600H +17H" . dS 34H-600 17H-300 : 17H =300

S= =D 8=—= = >8=00——m—=0=

4 dH + 2 2

Hzﬂr_'m

R - ) 3

17H=300= 5§ ~ o =T:‘-0:>Mimma:> 100-3-@ 1700 - 900
) C= A ¢ I A
2 2 ¥ 17

Longitud de la parte del cuadrado = 4C = 4 % = % cm
Longitud de la parte del rectangulo =6H =6- % = % cm

33. Se desea construir un depésito en forma de cilindro recto, con base circular y sin
tapadera, que tenga una capacidad de 125 m>. Halla el radio de la base y la altura que
debe tener el depésito para que la superficie sea minima.

Funcion a minimizar: Superficie = S = area rectangulo + area base = (2xr).h + .

Relacion entre |as variables: Capacidad = Volumen = 125 = (xr”).h, de donde h = %
Funcién a minimizar S(r) = (2xr)- E L G
ar
SiS'a)=0 y S"(a) = 0, x = a es un minimo de S(r)
8= _2250 + 2nr. De 8'(r) = 0, tenemos 250 2nr = 0, es decir 2nr = @ de donde
r r
tenemos 2nr° =250, yr = y f@ . m. = 3414 m.
2 3}';
a2
Las dimensiones del deposito son radio=r= LS m. ¥y h= -—E-'-?-E—; =27 _m= —E-.;
I 5 T %lr;
T E
= 3'414 m. Observamos que el radio y la altura son iguales.
5 e : 5

\Veamos que r = — es un minimo, viendo gue S"{—)} >0

x Yz
De S(r) = 220 4 2ar = -250:r 2+ 2ar, tenemos §"() = -250-(-2)1 >+ 2x = 290 + 21, por

r r

500

&)

34. Un barco B y dos ciudades Ay C de la costa forman un triangulo rectangulo en C. Las

tanto sustituyendo S$"{ —=) =

+ 2n = 4n + 2n = 6x > 0, luego es un minimo.

o

distancias del barco a las ciudades Ay C son 13km y 5km, respectivamente. Un hombre
situado en A desea llegar hasta el barco B. Sabiendo que puede nadar a 3 km/h y caminar
a 5km/h, ;a que distancia de A debe abandonar la costa para nadar hasta B si quiere
llegar lo antes posible?

Solucién:



5km

El tiempo que tarda en recorrer la distancia x andando sera x/5, mientras que y/3 sera el tiempo que

tarde en recorrer la distancia y a nado.

Asi pues, la funcién a minimizar sera:
X, Y
T( X, .Y) =t

Por pitagoras

524(12—x =y = y=v25+(12—x  =v/x*—24 x+169

Con lo que
x Vx*—24x+169
T(x)=—+
(x) c 3
o101 2x—24 1 x—12
T'(x)=c+5 —— =t ——
5 3 2/x*—24x+169 5 3yx*-24x+169

T'(x)=0 & —X"12 :%1@5x—60:—3\/x2—24x+169:

31/ x*—24 x+169

x=15,75

:>25x2—600x+3600:9x2—216x+1521<:>16x2—384x+2079:0:>[ 5 e
X=3,

Comprobando las soluciones, la tinica en el dominio [0,12] es x=8,25

x [0,8.25) |(8.25, 12] T’(0)~-0,10769
T’(x) - + T°(12)=0,2
Por tanto la solucion es que el hombre debe lanzarse al agua a 8,5 km de la ciudad A.

35. Un agricultor hace un estudio para plantar arboles en una finca. Sabe que si planta 24
arboles la produccion media de cada uno de ellos sera de 600 frutos. Estima que por cada
arbol adicional plantado, la produccién de cada arbol disminuye en 15 frutos.

a) ¢Cual debe ser el niimero total de arboles que debe tener la huerta para que la
produccion sea maxima?
b) ¢Cual es esa produccion?



Si planta x arboles en total

P = x [600-15(x —24)]= x (600 —15x + 360) = x (960 - 15x) = 15x (64 - x) =
P=15[(64—x)-x]=15(4-2x)=30(32-x) = Si P=0=30(32-x)=0=> R-x=0>x=12>
P'==30 < 0 = Maximo — x =32 arboles plantard

b)

P =32-[600-15(32-24)]=32- (600 -15-8) = 32- (600 = 120) = 32- 480 = 15360 frutos

36. Se tiene un cuadrado de marmol de lado 80 cm. Se produce la rotura de una esquina y
queda un pentagono de vértices A=(0,20), B=(20,0), C=(80,0), D=(80,80) y E=(0,80). Para
obtener una pieza rectangular se elige un punto P=(x,y) del segmento AB y se hacen dos
cortes paralelos a los ejes X e Y. Asi se obtiene un rectangulo R cuyos vértices son los
puntos P=(x,y), F=(80,y), D=(80,80) y G=(x,80)

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El area del rectangulo R en funcion de x cuando 0<x<20

b) El valor de x para que el area del rectangulo R es maxima.

¢) El valor del area maxima del rectangulo R

E=(0,80) D=1(80,80)

a0

G0

A=(0,20)
20

B=(20,0) C=(80,0)

a
L)a base del rectangulo tiene longitud (80-x) mientras que la altura mide (80-y)

Como el punto P=(x,y) esta en la recta que pasa por A y B, tendra que cumplir la ecuacion de dicha
recta, que en este caso es y=-x+20.
Ahora podemos escribir el valor del area en funcion de x:
A(x)=(80—x)-(80—y)=(80—x)-(80—(—x+20))=(80—x)-(x+60)=—x*+20 x +4800

b

L)a funcién de A(x) es una parabola concava, ya que A”’=-2, asi pues tendrd un maximo en el punto
que cumpla

A’(x)=—2x+20=0 < x=10cm

Asi pues, el punto para el cual el area es maxima es P=(10,10)

C

E)l valor del area maxima se obtiene calculando la imagen:

A(10)=—10"+20-10+4800=4900 cm"



37. La fabricacion de x tabletas graficas supone un coste total dado por la funcion
C (x)=1500 x +1000000 . Cada tableta se vendera a un precio unitario dado por la
funcion P (x)=4000—x . Suponiendo que todas las tabletas fabricadas se venden, ¢cual
es el niimero que hay que producir para obtener el beneficio maximo?
Solucidn:
Siendo x el nitmero de tabletas vendidas

Ganacias = G(x)= x- P(x)=C(x) = x (4000 = x)~- (1500x + 1000000) = 4000x = x* = 1500x — 1000000
' dG
Glx)=-x" +2500x = 1000000 = G'(x) = ;—{I} =-2x+2500> SiG'(x)=0=>-2-(x-1250)= 0 =
X

x=1250=0= x=1250

G"(x) = d*Glx) = =2 < 0 = Miximo = x = 1250 tablets

Y

dx”

38. Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 15 cm con la mayor capacidad
posible. ¢ Cual debe ser el radio de la base?

1
El volumen de un cono viene dado por la férmula: V' = 37 R’h

Por otra parte g, h y R verifican el teorema de Pitagoras.

=+ R 4 p2=0r5_ 2

g=15cm
Sustituyendo:
v (h):%n (225—h2)h:%n (225h— 1)
1

V’(h):§n(225—3h2)

Vi(h)=0eh=75= h=175

84 (h):%n (=6h)=>V "(\/7_)2—2 775 <0 = mdximo cuando h=+75

h=V75> R*=225-75=150 = R="150 cm

39. Una ventana tiene forma de rectangulo rematado por un semicirculo de diametro igual a

la base del rectangulo. De entre todas las ventanas de esta forma que tengan perimetro
10m. ¢Cual es la que tiene area maxima?



/
f |
h
2R
La superficie vendra dada por la formula
2
A=2Rh+ &
Como el perimetro son 10 m
10=2h+ 2R + R:h:w

y por tanto la funcién a maximizar sera
2 2
A(R)=A=oR - 10Z2RZTR, TR _jop _op2- IR
2 2 2
A'(R)=10—4R—mn R
1 — — . — 10 ~
A" (R)=0o10=(4+ n) ReR=7—— 1,4m

A" (R)=—4—mn=> A" (1,4)< 0 = mdximo

10

Si calculamos h veremos que /= R=——~1,4m
4+ n

Con lo cual en la forma 6ptima la base del rectangulo mide el doble que la altura

40. Se desea construir una caja de base cuadrada con una capacidad de 80 cm®. Para la tapa
y la superficie lateral se usa un material que cuesta 1 € / cm2 y para la base se emplea un
material un 50% mas caro. Halla las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo

Capacidad = Volumen = xz.l.zr = 80 cm®

Superficie lateral + tapa = x" + dxy

Superficie base = x°

Coste superficie lateral + tapa a 1 € /cm®

Coste superficie base a 1 € /cm® mas el 50% = 1 + 50/100 = 1 + 1/2 = 3/2 € /cm®
Coste total = (x° + 4xy).1 + x°.(3/2) = (5/2)x" + 4xy

Relacion x°.y = 80 de donde y = 80/x°. Entrando en coste total

Coste total = (5/2)x” + 4xy = (5/2)x" + 4x(80/x") = (5/2)x" + 320/x = C(x)

Le aplicamos la técnica de maximos y minimos

C ‘(%) = 5x — 320/x°

C ‘(x) = 0; 5x — 320/x" = 0; 5x° = 320; x° = 64, de donde x=364=4

Veamos gue es un minimo con la 2° derivada

C “(x) = 5 + 640/x°, de donde C(4) = 5 + 640/64 = 15 > 0, luego es un minimo.
Las dimensiones de la caja para un coste minimo son x =4 cm e y = 80/(4°) = 5m

41. Se desea construir una lata de conserva en forma de cilindro circular recto que tenga una
superficie total de 200 cm2 . Determina el radio de la base y la altura de la lata para que el
volumen sea maximo



Volumen = V = area base por altura = zr'h
Relacion = 200 = 2xrh + 2xr°, de donde h = (100/xr) —r
V(r)= nr’h = ar{(100/mr) — r] = 100r - ar.

Le aplicamos la técnica de maximos y minimos
Sif'la)=yf"(a@) =0, x =a es un minimo relativo
Sifla)=yf"(a) <0, x = a es un maximo relativo

V(r) = 100r - ar.
V(r) = 100 - 3nr”.

V‘(r) = 0, nos resulta00 - 3xr° = 0, de donde r =+ L. + 10 . Solo vale la solucion positiva porgue son
3 3T

longitudes.
WV "{r) = - Bxr, de donde U'"[ ! J= —6x 1 <0, por tanto es un maximo
I GS}! ;3}:’ I -

Veamos las dimensiones de la lata r = n ¥ h=ﬂ— LI
:Eﬁ:r = 10 33}1 :;3}1

YVemos que la altura es el doble del radio, es decir la altura coincide con el diametro.

42. Se quiere construir un canal que tenga como seccion un trapecio isosceles de manera que
la anchura superior del canal sea el doble que la anchura inferior y que los lados no
paralelos sean de 8 metros. Calcula el valor de x para que el area de la seccion sea
maxima.

2x

8 m 8m

Solucioén:

r_L_._

|

2L+x=2:r:>x=2£:}l,=§

Tt *Y x? 256-x 256 - x°
== v AR B i i s =
il :::(E] +h =64=h —64-—4—— 2 =h== 3y m
2+h' =8 e
2x+x 2 2
A= -h
2
3x 4256 —x7
Ax) =2
4
2 b 2
a)=H 3 et e —ZF |23 Vaseort |23 [ 20 =X
dx 4 24256 - ¥* 4 256-x ) 4 256 —x°

- 1 2 2
256-2x E-[—us el ]:A’[;]:ﬁ:.i-[—ms el ]:D:::I?_S—xz:ﬂ::-

3
Alx)=2 | 2= | =
(= 4{-\}'256—13} 4 \J256-x2 2 \256-x2

=128 x=% 1233{ x=+128=8/2m

x==+128 = No es solucion



43. - Considere todos los prismas rectos de base cuadrada con un volumen V fijado. Sea x el
lado de la base del prisma e y su altura.
a) Encuentre la expresion del volumen y del area total del prisma en funcion de las
variables x e y.
b) Compruebe que el que tiene area total minima es en realidad un cubo

i)

V=xy
A=2x" +4xy=2 {x: + E.tj‘}

b)
V \ I . 2V ) dd  _3x'x=-[x*+2F 2x% =2V
V= ﬁ:::-A=2[I‘+21—,)=2[x‘+—)=21 AT B B {r * }=2 il
x- x° x x dx x° x-
Pl e 3 3
A=4" = =04 =0 V=0 =V ==
x° x°
2 17 i_yr 3_n, 3 r I
A Pt 2x (x L)=431 220+ 2V _ X +3u1 _
dx - x? x? x
: o7
.4"(-3\4"?):4(*"'1_) + 20 =4I +,2l =4-i=|2}ﬂ::-Min.='mu:} ¥ _I'm_’_l-’i.l[i-_’_m_—,
) ‘ I T
! !
x=y

Al ser la base igual a la altura nos encontramos ante un cubo como adelantaba el enunciado del
problema

44. Dentro de un triangulo rectangulo, de catetos 3 y 4 cm, se encuentra un rectangulo. Dos
lados del rectangulo estan situados en los catetos del triangulo y uno de los vértices del
rectangulo esta en la hipotenusa del triangulo.

a) Haga un esbozo de la situacion descrita

b) Si x es la longitud del lado del rectangulo que esta situado en el cateto pequeiio e y es el
otro lado del rectangulo, compruebe que se cumple que 4x + 3y = 12.

¢) Determine las dimensiones del rectangulo para que su area sea maxima

L,

4

a)
4=y 4 2o 3y=axoax+3y=12
b) X 3




g
dx+3y=123y=12-dx > y= 22

S=xy

et

= 3{3-21):}5‘:{]:::%[B-Z_r}:ﬂ:u3-2x:ﬂ:}21:3:>x:—::-
X

3
1 x=a§c'm
d E ==——< 0 = Mdiximo = 124 3
dx 3 E 12-6
Jr: =
)

3 3

h‘;"!l !

=2 cm

45. Calcula:
a) lim V3 x*+2 x+2—3 x’+x

X 2+

Solucién:

lim \/3 x7+2 x+2—\/3x2+x= lim (\/3 x2+2x+2—\/3 x2+x)-(\/3 x2+2x+2+\/3x2+x)

x4 V3242 x 4243 xP4x -

1+%
. x+2
= Iim

X
= lim
X->+°0\/3x2+2x+2+\/3x2+x X->+O°\/3x2+2x+2+\/3x2+x x->+°°\/

— Iim 3x°+2 x+2—(3 x2+x)

32424501
_ X X X
V3+/3 243 6
2
by fim (53X *2) (x=6)

x>+ (xz—l)(lx—l)
Solucién:

5-—+—=———=
i (5x2+2)'(x—6)_ . 5x=30x"+2x—12 x° x _5
im > = lim T = lim ==
s (X°—1)(2x=1) x40 2x —x"—2x+1 X3+ 2_1 2. 1 2
3

Sk
=
=

X
, e —e
c) lim
x>0 Sen x
Solucioén:

X

Z e ——e?
. et—er 2 1-1/2 1
lll’l’l :llm = = —
x>0 SemX \x»0 COS X 1

2

L’Hopital

d) lim xe
X2+

Solucién:

, - , X , 1 1
lim xe "= lim —= lim —=5=0
X+ X >+ ex “‘gc-)+oo ex

‘L’Hopital



e’ +1

e) lim —
x2+0 X €
Solucién: _L’Hopital
2x 2 g
, e +1 , e 1 , e 1 , e, 1, e 1
lim ——=lim —+——=Ilim —+——=lim —+ [im —= lim —+ lim —=
x2+00 X e x2+0 X € xe x+0 X xe x+0 X x>+0 X € X2+ x>+0 X €
=+0w0+0=+w0
1
, x+1 =2
f) lim x4
x4 x_l
Solucién:
1 —
’ x+1 x—4 — 5 OO— 3 w—
llm . = § = g —0 +1 1
| = , | x -
x2an | X 1 = A lim v
+00 —
, x+l m 5 x=>4 X 1
lim =[{=] =+
x>4" x_l 3
, 2x+1
g) lim ——
X ?—00 ex
Solucién:
,  2x+1 , =2 y+1 , -2 -2
lim ———=1Iim #z lim ———=35=0
X >—o0 ex Y2+ ey //'y-)+oo 2y-€y
L’Hopﬂal
, l1—cosx
h) llm—2
x=0 X
Solucién:
, l—cosx , senx _,, cosx 1
lim ————=1im =1lim =—
20 x> xs0 2x ) xs0 2 2
p )
L’Hopital L’Hopital
x’e*
i) lim ———
x>0 cos x—1
Solucién:
2 2 2 2
lim —% e’ — Iim 2xe'+x e’ — Iim (2x+x°)e” _ll,m(2+2x)ex+(2x+x Jet 2
+20 coS°x—1 /xs0—2COSXSenx xs0—2COS X Senx x50 2 sen” x—2cos” x -2
L’Hopital L’Hopita{
()
. r sen x
j) lim (cos x)
x>0
Solucién
(=) [ LY In (cos x)
, , ‘ , , In(cosx
K =1lim(cos x)\*"*) = In K =limIn (cos x)\*"*) = lim “In (cos x ) =lim ————~=
x>0 x>0 x>0\ Sen x x>0  Ssen X
—sen x
- —1
, COS X , -1 1 -
im =Iim —=—==K=e?
x>0 25enXCOS X x>0 2cos’x 2

L’Hopital



e’ sen x—x

k) lim
x=0 2x2+x4
Solucioén:
X X X X
, e senx—x __, e senx+e cosx—1 , e (senx+cosx)—1
lim ——— =lim 3 =lim 3 =
x20 2Xx7+x  /x20 4x+4x x>0 4 x+4x L’ Hopital
L’Hopital
_ll,mex(senx+cosx)+ex(cosx—senx)_h,m2-excosx_g_l
x>0 4+12 X 0 4+12X%° 4 2
2
1—y1—x
D) lim ————
x=0 X
Solucioén:
2x
2 2
CaV1= 2= . x 0.
lim =lim =lim———=—=0
x>0 X /x 0 xeo/Jl__xz 1
L’Hopital

m) lim 17
x=1 I—Jx

Solucioén:

o d=x o (=) (L) o (=x) ()
e TR ) 1o ()=

n) lim 120X
x>+ X

Solucién:

, 1—Inx ,
lim ———= lim
x>+ X / x>+

L’Hopital

—1/x:0

1-2x—e"+sen3 x

0) lim 5
x=20 X
Solucién:

, 1-2x—e"+sen3x ,, —2—e"+3cos3x ,, —e —9senl3x 1
lim > =lim =lim =—=
x=0 X /x50 2 X /x->0 2 2

L’Hopital * L’Hopital
x2
x4+ @
Solucién:
2
, X ,  2x , 2 2
Iim —=Iim —=Iim —=1-—=0
X / X / X o0
X+ @ /x >+ @ Jxd+0 @
| Y

L’Hopital L’Hopital



1 L
li (2-x)
q) xl-)n:*‘( 3_x)

Solucién:
| In 3i
K= 1Ilim 2-¥' > In K= lim ! > In = lim 362 =
x=>2" - X x=2" (2_x) 3_x x=2" (Z—X)
-1
(B_X)'(s— )2'(_1> 1 1 1
lim X = lim = lim ———————=1im -lim
x=>2" _2(2_X) X_)2+—2(2_X>(3_X) X_)2+2(X_2)<3_X) x—)2+2(3_x) x>2" (X_z)
1 o0
:5-+oo:+oo:>K:e =+
v) lim (V\n—=7—-n) V3 n+5
n=+wo
Solucioén:
lim (\/11-7—\/1;)'\/3 n+5=Ilim \/3 n"—16 n—35—\/3 n+5n=
n=>+0 n >+
e (V3n*=16n—35—3n’+5n)-(V3n’—16n—35+\3n’+5n) _
n>+an V3n’—16n—35+V3n’+5n
_ .. 3n°=16n-35—(3n’+5n) _ ,. —21n-35 _
= Iim - - = Iim - - =
m+0\3n°—16n—35+V3n*+5n m+=3n'—16n—35+13n*+5n
) n —21_ 743
= l_l)m :2\/?:: 5
! w\/3—2—£+\/3+§
n n n
46. Calcula el valor de m para que /im (l—mx)z-(2x+3):6
X+ x“+4
Solucioén:
2 _2m+(2—3m)+%
lim (l—mx)z-(2x+3): Iim —2 mx +(22—3 m)x+3: lim X X om
X2+ X +4 X+ X +4 X2+ 1+_

Por tanto debera cumplirse —2m=6 <& m=-3

X cos x+b sen x

47. Sabiendo que /im 3

es finito, calcula b y el valor del limite.

x=20 X
Solucioén:
L’Hopital
. xcosx+bsenx /., cosx—xsenx+bcosx _, (l+b)cosx—xsenx
lim 3 =lim > =lim >
x>0 b x20 3x x>0 3x

si b+—1 entonces tendremos un limite del tipo 0 del cual no resulta un nimero finito.

Supondremos por tanto b=-1 con lo cual




. (1+b)cosx—xsenx . —x-senx_,. —senx ,. —cosx _ 1
lim > =Iim =Iim =lim =—=
X0 3x x»0 3Xx 0 3X  xs0 3 3

L’Hopital

48. Calcula la relacién que debe haber entre a y b para que la funcién

e — .
flx)=] = x sx# 0 sea continua en toda la recta real
b si x=0
Solucién:
Debe cumplirse limf(x)=f(0) como f(0)=b entonces
x>0

e —1 ae™ a
b=Ilim =lim ==
x=0 2Xx x=0 2 2

por tanto la relacion debe ser a=2b

ln(e+x2) si x<0

) sea
X +bx+c six=0

49. Calcula los valores de b y c para que la funcion f (x) =[

derivable en x=0
Solucidn:
Para que f sea derivable ha de ser continua, entonces es necesario que
lim f(x)= lim f (x)=£(0) & c=lim In[e+x*)=1
x=0 x>0 x>0~
suponemos entonces que c=1, entonces para que f sea derivable en 0 es necesario que:

(ln(e+x2))’(0):(x2+bx+1)'(0)<:>(eiiZ)(O):(2x+b)(0)<:>b:0

50.

ax’+bx  six<l1
a) Calcula los valores de a y b para que la funcion f (x) ={2Inx+2 . sea
7 si x>1
derivable en x=1
b) Para los valores a=-4 y b=6 determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucion
a)
Para que f sea derivable ha de ser continua, entonces es necesario que
limf(x)=limf(x)=f(1)< a+b=2
x-1" x>1"
suponemos entonces que a+b=2, entonces para que f sea derivable en 1 es necesario que:

(ax2+bx),(1):(21nx+2 , _ 2X—2X'(311‘1X+2) (

" ) (1)@(2ax+b)(l)—(

1)e2a+b=-2

tenemaos, por tanto

f derivableenx=1 <

b)

Si a=-4 y b=6 entonces f es continua y derivable en R siendo
—8x+6 six=1

! (x): —2—41Inx

3
X

a+b=2 o la=—4
2a+b=-2 b=6

six>1

Si estudiamos el signo de la derivada:



X (—00 -

(%1] (1,4+00)

f’(x) + - -

Por tanto crece en (—oo, %) y decrece en (%,+OO)

a

51. Dada la funcién f (x)= ¢, se pide:
x

a) Dominio de definicion y cortes con los ejes.
b) Estudio de las asintotas (horizontales, verticales y oblicuas)
¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (maximos y minimos)
d) Representacion grafica aproximada.
Solucion:
a)
Dom f =R-{0}
No hay corte con el eje OY (Af(0))

X

Tampoco hay corte con el eje OX (f (x)=0 <> £ =0« ¢*=0, pero ¢*>0)
X

b)
La tnica posibilidad de asintota vertical es en x=0

X
. e , .1
lim—=Ilime"- lim ==1-(—o0)=—w
x20" X x>0 x»0 X
e" 1
lim —=lim e*- lim —==1+(+o0)=+00
x»0" X x>0" x>0" X
Asi pues x=0 es asintota vertical.

Asintotas horizontales :

X X
., e , e
lim —=1lim —=+w
X >+00 X X >+
X -y -y
., e ., e ., —e
lim —=Ilim —= lim =0

x3>—0o X y=>+owo _y y>+o _1
Vemos que y=0 es una asintota horizontal cuando x-=>—c0
Asintotas oblicuas:
La tnica posibilidad es cuando x=>+o0
X X X
. X . e . e . e
lim mz lim == lim —=lim —=+o
X+ X x>+00 X X+ 2X X+

por tanto no hay asintotas oblicuas.

)



e x—e _ (x—1)-e"

f (6=

Como e*>0 y x>>0 entonces el signo de f’ dependerd de (x-1), asi pues:

2
X

X (_OO:O) (0:1) (1:+OO)
£°(x) - - +

Por lo tanto f crece en (1,+%) y decrece en (—o0,0)U(0,1)

La funcioén tiene un tnico minimo relativo en el punto (1,1)
No hay maximos ni minimos absolutos (ver limites en x=0)
d)

52. Calcula lim «/4+x—22—x/4

x=20 X
Soluciéon
i \/4+x—2—x/4_ , 4\/4+x—8—x_ , (4\/4+x—(8+x))'(4\/4+x+(8+x))_
im > =lim > =lim > < =
x20 X x20 4 x x30 4 x -(4\/4+x+(8+x))
i 16(4+x)—(8+x) . 64+16x—64—16x—x" _,. —x° _
=lim—; —— =lim—; — =lim—; —— =

20 4x%(4Va+x+(8+x)] %00 4x*[4VA+x+(8+x)] 20 4x*-(4Va+x+(8+x)]

-1 -1

lim =—

x50 4-(4\/m+(8+x))_ 64

53. Calcula el valor de k para que la funciéon f (x)=x’—kx+10 cumpla las hipéteses del
teorema de Rolle en el intervalo [-2,0] y para ese valor determina un punto del intervalo
en el que se anule a derivada de f(x)

Solucioén:



f(x) = x¥ —kx + 10 & unha funcién polinédmica e polo tanto continua en [-2,0] e derivable en
(—2,0). Para poder aplicarlle o teorema de Rolle sd resta impofierlle a condiciéon de que
tome o mesmo valor nos extremos do intervalo

f(=2)=f(0)= -8+2k+10=10 =
fx)=x =4x+10 = f(x)=3x* -4

243

P=0ex=t—7

243
3

Pero

& (—2,0), polo que o punto do intervalo (—2,0) no que se anula a derivada de f(x) é

243
o punto ¢ = ——+

54. Calcula el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién

g(x)=ln(x2_1)

2
x +1

Solucién:

2 2

>0 < x’—1>0, por tanto si estudiamos

Para que In X

2

-1 L1 g . X
esté definida, es necesario que —;

xX+1 xX+1
el signode x2—1=(x—1)-(x+1) tenemos
X (—o0,—1) (—1,1) (1,+00)
x2—1 + - +

Con lo cual el dominio de g es (—o0,—1)U(1,+o)
Para ver el crecimiento debemos estudiar g’
oy X+l 2x(xP+1)=2x(x* 1) _ 4 x
g'(x)= 2 2, .\ 2 2
x =1 (x*+1) (x*=1)-(x*+1)

Como x°+1>0 sélo deberemos tener en cuenta el signo de 4x yde x2—1

X (—o0,—1) (—1,0) (0,1) (1,+0)

4x - - + +
x2—1 + - - +
g'(x) - A A +

Asi pues g crece en (1,+o) y decrece en (—o0,—1)

55. Calcula, si existen, los valores a , b €R , para que sea derivable la funciéon

f(x)=

Solucién:

1
En x < 0,a funcion f(x) = te_r
tax+h sex=0

2
X' +ax+b

1—x .
si x<0

e

—-X

si x=0

sex =10

é continua e derivable por ser cociente de

funcidns continuas e derivables e non anularse o denominador.
En x > 0, a funcion é continua e derivable por ser polinémica.




Para que f(x) sexa continuaenx=10
) . 1=x
IILTI!;I_ ‘f{x:‘ m JLI‘:;!_ gX = = H

Jim f(x) = b= f(0)

Para que f(x) sexa derivable enx =10

1—-x
" ) = =l P S L o e
F07)=lim ——=lim ——= lim ———= -
x=0~ X =0~ xex* x=0-g¥ 4+ xe¥ =|lg==2

2+ ax+1-1 .
= lim(x+a)=a
=07

(*) E unha indeterminacion da forma % e aplicamos a regra de L'Hopital

56. Calcula Ilim ¢ *e —22cos X
X0 sen (x )

Solucioén:
0/0 5
e +e " +2c0sx 4
s gl
)

Y= 4+ 25enx .
= lim - = —
-0 2 cos(x”)—4x " sen(x”)

e"+e"—2c08x . e

= lim - . =

=0 2xcos(x T
(x) L Hdpital

lim .
a3l sen(x”)

57. ;Podemos asegurar que la grafica de la funcién f (x)=3 sen (x/2)—cos(x’) corta al
eje OX en algun punto del intervalo [0, 7t] ? Razona la respuesta.

Solucioén:

La funcion f es continua en todo R (resta, composicidn, .... de continuas) . Entonces podemos
aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo [0, 7] :

f continuaen[0, x|
f(0)=-1<0 =3 c€[0,x]/f(c)=0

f(m)=3—cos(n’)~2.015>0

58. Descompon el niimero 40 en dos sumandos tales que el producto del cubo de uno de ellos

por el cuadrado del otro sea maximo. ;Cuanto vale ese producto?

Solucién:
40=x+y
f(x)=x*y*=x>-(40—x?=x"—80 x* +1600 x°

x=0
f’(x)=5x"-320x’+4800x°’=0< | x=24
x=40

Los valores 0 y 40 quedan descartados, ya que el producto valdria 0, asi pues la solucion buscada

deberia ser x=24. Efectivamente:
f’’(24)=—46080= mdximo
y el producto buscado es 24°-16°=3538944



59. Calcula los valores de a, b y c sabiendo que y=ax’+bx+1y y=x"+c, tienen la misma
recta tangente en el punto (1,2)
Solucidn:
Para que (1,2) esté en las dos gréficas se tiene que cumplir a+b+1=2 y c+1=2.
Si tienen la misma tangente entonces 2a+b =3.
Por tanto a, b y c deben cumplir:
a+b=1 a=2
c=1 =ib=-1
2a+b=3 c=1

60.
a) Calcula los extremos relativos de la funciéon f (x)=x*—8 x’+1. Calcula también el
maximo absoluto y el minimo absoluto de esta funcion en el intervalo [-3,3].
b) Calcula los valores de a y b para que la funcién f (x)=ax’+5 x In x tenga un punto
de inflexion en el punto (1,2). Para estos valores de a y b, calcula el dominio y los
intervalos de concavidad y convexidad de f

Solucidn:
a)
xX=—2
f’(x)=4x3—16x=4x(x2—4)=0<{ x=0
x=2
f''(=2)=32>0
f’(x)=12x2-16={f""(0)=—16<0

f''(2)=32>0
Por tanto f tiene minimos relativos en (-2,-15) y (2,-15) y maximo relativo en (0,1)
f(=3)=f(3)=10
f(-2)=f(2)=-15>
f(0)=1

mdximos absolutos(—3,10)y(3,10)
minimos absolutos(—2,—15) y(2,—15)

b)
Si f tiene un punto de inflexién entonces f’’(x)=2 a+g: 0 cuando x=1, por lo tanto 2a+b=0

Por otra parte como el punto (1,2) esta en la grafica de la funcién 2=a.
Por lo tanto los valores buscados son a=2 y b=-4
El dominio de fes (0,+0) independientemente de los valorea a y b.

Como f”(x):4—i>0©i<4®x>1
X X /

(hay que observar que el dominio de f es (0,+) , asi que descartamos los puntos en que x<0)
La funcién es céncava positiva o convexa en el intervalo (1,+o) y céncava negativa o céncava en
el intervalo (0,1)

a—x"  six<l
61. Determina los valores de a para que la funcién f : R2>R [ (x) =y 2 s 1 sea
—  six

continua. ;Es derivable en x=1 para algian valor de a?
Solucion:



» f(x) é continua en x < 1, por ser polinémica.

# Se a=+0, f(x) é continua en x > 1 por ser racional e non anularse o
denominador.

# Estudo da continuidade en x = 1:

limy - f(x) =a-1

Iir¥.1+ fix)=2/a Para que sexa continua en x = 1, debe ser
X
fH)=a-1 a—1=2/a = a®—a—-2=0=a=-1oua=2

Polo tanto, |f(x) é continuasea = -1 ou a = 2|

Se unha funcién & derivable nun punto, necesariamente & continua nel. Polo tanto,
para estudar a derivabilidade en x = 1, sd teremos que facelocandoa =-1 ou a=2

Casp:a=-1
—-2x sex<l1 'f1-y= =2
fi{x)= {2{; , sex>1 = J;‘El*g— 2 = Non é derivableenx = 1.
x =

Casora=2
, . —2x sex<l1 )=
fiix)= {-lfxz ser =1 = £11)

-2
4 = Non é derivableenx =1

Polo tanto, |f(x) non é derivable en x = 1 para ningin valor de ﬂ|.

2
62. Si c>2, calcula los valores de a, b, c para que la funcion f (x) =[x tax+b

x+1
cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, c]
Solucién:

fix) é continua en [0,2) e (2, ] por ser polindmica nos dous intervalos.
Continuidade en x = 2:

limyoo- f(X) =4 +2a+b

lim,_,+ f(x) = 3 > 4+2a+b=3 > 2a+ b = -1
f(2)=3

f(x) é derivable en (0,2) e (2, c) por ser polinédmica nos dous intervalos.
Derivabilidade en x = 2:
j{,g%:?’“ } s4+a=1
Por outra parte f(0)= f(c) = b=c+1
Temos asi tres ecyaciéns con tres incognitas:
2a+b= -1

4+a 1 = la= =3[[b=>5[c = 4]
b—c¢ 1

six<2
si x=2



63. Calcula las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funciéon

£ ()=l )

2
x+1
Solucién:
_ (x=1)* _ xf+1-2x
'f(x) T x4l T x4

¥+1=0 =>|f(x) non ten asintotas vert:’cat’s|

riel=2x

s o ly = 1é asintota horizontal| |f(x)non ten asintotas oblicuas|

Iimx-oj:m

o 2x=DEP+D - 2x(x =17 2x2-2 _ 2x+1)(x=-1)
B (xZ+1)2 T@EE+D?Z @2+

Como (x2+1)2 >0, o signo de f'(x) coincide co signo do numerador da fraccitn
anterior. Asi:

A funcién & crecente nos

(=o0, -1) (-1.1) (1,0) intervalos ( —co, -1) & (1,00).
f(x) >0 <0 >0 > | Afuncién é decrecente no
f(x) | crecente | decrecente | Crecente

intervalo {(-1,1).

64.

a) ;Tiene la ecuacion x’+2x—2=0 alguna solucion en el intervalo (0,1)? ;Tiene esta

ecuacion mas de una solucion real?
. ax’+bx+1—e’"
b) Calcula los valores de a y b para que lim > =1
x>0 sen (x?)

Solucidn:
a)

Consideremos a funcién real de variable real f(x) = x* + 2x -2

fi(x) & continua en [0,1] xa que & continua

en & por ser unha funcién polindmica. Jc €(01)talque f(c)=0
FlO)= —-2<0 :‘\
f(1)=1>0 teorema de Bolzano

Polo tanto, |:1 ecuacion x3 + 2x — 2 = 0, ten unha solucion real no intervalo € (0,1}.|

Se f(x) tivese duas raices reais c; e ¢, entén

f(x) continua en [c, c;] e derivable en teorema de Rolle
(€1, c2) por ser continua e derivable en R = 3de(c,c) talque f'(d) =10
fle))= 0= f(c3) (a funcion derivada teria unha raiz real)

pero a funcion derivada, f'(x) = 3x* 4+ 2, non ten raices reais. Polo tanto:

|x3 + 2x — 2 =0, ten unha Gnica solucion real e esa solucion esta no intervalo ({J,l).|

b)

li ﬂx!+bx+1—ezr_ li Zax-lvb--zvn_ bh=2
e sen(x?) —\ M0 2xcos(x?) - o

Indetermlnacit’mn% , aplicamos L'Hdpital.

Para que este limite sexa finito, ten que ser|b = 2|



Tomando b = 2, resulta

2ax+ 2 =2 _ hisia 2a = 4% _ 2a-4
3 x=+0

2xcos(x?)=4x2gen(x?) - g
Indeterminacion % , aplicamos L'Hépital.
Entén

5 =1=[a=3

2

65. En una circunferencia de centro O y radio 10 cm se traza un diametro AB y una cuerda
CD perpendicular a ese diametro. ;A qué distancia del centro O de la circunferencia debe
estar la cuerda CD, para que la diferencia entre las areas de los triangulos ADC e BCD sea
maxima?

B

N
>/

Solucién:

"\
/8
D

Triangulo ADC:
Base: 2y Area = y(10 + x)
Altura: 10 + x Diferencia de areas:

Triangulo BCD: A;—A; =y(10+ x) — y(10 — x) = 2Zxy
Base: 2y Area = y(10 = x)
Altura: 10 — x

O teorema de Pitagoras proporciénanos unha relacionentre x e y .
¥ = +10% = x*
Polo tanto, a funcién a maximizar que nos proporciona a diferencia de areas é:

flx) = 2xv100 — x2



Calculamos os valores que anulan a primeira derivada

.
f(x) =2v100 — x2 - \-"l;;)';——:ﬂ; f'fx)=0=2(100-x)=2x2 =2x2 =50 x =152

Comprobamos que x = 5vZ corresponde a un méaximo:

4r/100- 24+ —=

< gL x E e = 1042 _ 200 +100 _
Fis)= Vi00=x2 100= x2 ; f(5V2) 542 50 B

|5&Eucf6n: 5v'§cm.|

a+ln(1—x) si x<0
xte™* six=0
a) Calcula lim f(x)y lim f(x)

X2+ X -

b) Calcula el valor de a para que f sea continua en todo R
¢) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f ' donde sea posible
Solucién:

66. Dada la funcién f (x) :[ se pide;

a)
2
lim f(x)=lim x*e *= lim x_X: lim 2—ic= lim %:%:0
x>+ x>+ x2+w0 € x>+ € X2+ e,
lim f(x)= lim a+In(1—x)=a+In(1+w)=a+0w=+wx
X>—00 xX>—w
b)

f continua en (—00,0) (suma, resta, composicién ... de continuas)
f continua en (0,+0) (producto de continuas)
f continuaen0 < lim f(x)=1im f(x)=f(0) < a=0
x0" x>0"
Entonces f es continua en R si y sélo si a=0

c)
f es derivable en R-{0}, siendo la funcién derivada:

S (x)={{1-x)
2xet—x"e " six>0
para que f sea derivable en x=0 es necesario que a=0 y ademas

(%)(O):(er_x—xze_x)(O)<:>—1=O

Por tanto f no es derivable en 0 independientemente del valor de a

si x<0

67. Sea la funcién f (x)=2 Vx
a) Hallar su dominio y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcular el punto de la grafica de f(x) mas cercano al punto (4,0)
Solucioén:
a)

El dominio de la funcién es [0,+oo

Para estudiar el crecimiento estudiamos el signo de la derivada f’(x)=—=

Vx

como f’(x)>0; V x€(0,+x) entonces f crece en [0,+o0]
b)



Los puntos de la grafica de f son de la forma P=(x,2+/ X ) . Si calculamos la distancia de P al punto
(4,0) obtenemos

d=V(x—4 +4x=\x—4x+16
Asi pues, tenemos expresada la distancia en funcién de x. Ahora tan solo tenemos que encontrar el
minimo de la funcién.

d’(x)= 2x—4

2/ x’—4x+16
Como el denominador es siempre positivo, entonces d’(x)=0 <> x=2 ademas es ficil estudiar el
signo de d’
X (0,2) (2,+0)

d'(x) - +

Asi pues el punto que esta a distancia minima de (4,0) es el (2,2+2)

44

68. Calcula
o A1+x—V1—x
a) lim
A senx
x+1 x+1

b) i

)xf),:iw x+3)
Solucién:
a)

A T+x=VI-x _,, (V1+x=vl1—x)-(V1+x+V1—x) 1+x—(1—x)
lim =lim S =lim — =
x0 senx X0 (\/1+x+\/1—x)-senx x->0(\/1+x+\/1—x)-senx
—lim——2X g2 g =1im - =lim——=1
x->0(\/1+x+\/1—X)'S€nX 20V 1+x+1—x xs0 Senx x20 SeNX  k»o COS X
b) L’Hopital

x+1 x+1 x+1 x+1
lim x+ 1 = lim 1+X+1—1 = lim 1+_—2 =Ilim |1+ 1 =
x>+ x+3 X 2+ X+3 X 2+ x+3 X+ x+3
-2
x+3 =2 (x+1) lim =2X=2 B

=Iim|1+ 2 a3 o X3 72

X >+ x+3

-2

69. Dada la funcién f (x)=x"—2"+x—1 demuestra que existen o.,B€(1,2) tales que
f (a) =0y f' (B)=3 . Di que teoremas utilizas.

Solucion

La funcién f es continua en (0,+o0) (suma, resta de exponenciales y polinémicas) entonces

podremos aplicar el teorema de Bolzano en (1,2)



f continuaen|1,2]
f(1)=—1 =>3ae(1,2)/f(a)=0
f(2)=1
Si derivamos f:
para obtener la derivada de h(x)=x" hemos de derivar la funcién In(h(x)):

[In(h)] ’:%Z(x-lnx)':(lmﬁl): h'(x)=h(x)-(Inx+1)=x"(Inx+1)

entonces
f'(x)=x"(Inx+1)—In2-2"+1
es una funcién continua en (0,+o) y en particular en (1,2) entonces podemos aplicar el teorema de
los valores intermedios de Darboux:
f 'continuaen[1,2]
f(1)~0,6137 =3B€(1,2)/f(B)=3
f'(2)=5
70. Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demuestra que las curvas y=cosx e y=+x
se cortan en un unico punto.
Solucién:
Como Vx es una funcién creciente en [0,+c0) y vV1=1 entonces vx>1V x€(1,+00) sia esto le

afiadimos que cosx<1V x€R entonces los posibles puntos de corte han de estar en el intervalo
(0,1). B

Que las curvas se corten es equivalente a que la funcién h(x)=cosx—+'x seaigual a 0
hescontinua en[0,1] (resta decontinuas)

h(0)=1 =3ce(0,1)/h(c)=0

h(l)N—0,4597 \Th Bolzano
Veamos ahora que la solucion es tnica. Para ello supondremos que existe otro punto
de(0,1)/f(d)=0

Entonces podriamos aplicar el teorema de Rolle en el intervalo (c,d) ( o (d,c) segin cual sea mayor)

hescontinua en|c,d]
hesderivableen(c,d)}= 3ke(c,d)/h'(k)=0
h(c)=0=h(d)

ahora bien, h ’(x)z—senx—l— con lo que h’(k)=0= sen k:% y esto no es posible, ya que

2Vx

1
ke(0,1)=> k>0 v k€(0,1)=>——=<0
(0.1) senk>0 y ke(0,1) >~

Como hemos llegado a una contradicciéon hemos probado que sélo hay un valor que verifica h(c)=0

2 .
71. Dada la funcién f(x)={X"%X , si 0<x<1
(x—1)In*(x) si 1<x<2

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x=1

3
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x= 1

Solucion:

a)



f(1)=0

lfo(x)ZIfTX—XZZO = f continuaen x=1
x= x>

lim f (x)=1im(x—1)In*(x)=0

x>1 x>1

, f continua en x=1
/

tim LI (1) =120 (1)=1

h>0 = f noes derivableenx=1
lz’mw:((x—l)lnz(x))'(I)Z(Inz(x)+w)(l)=0
ho \ f continua en x=1 X
b)
f’(3/4)=(x—x*)’(3/4)=(1-2x)(3/4)=1-3/2=—1/2 La tangentees :
313 (3)_3 = 3_1(..3
f —_ == =— y—————' X—
(4) 4 (4) 16 16 2( 4)

72. Calcula los siguientes limites:

(¢m-¢m)

I
a) lim 1x

x>0

senx-(1—senx)

b) Ilim
) o cos’x
Solucién:
[ Va+x—Va-x|_,. (\/4+x—x/4—x)-(\/4+x+\/4—xJ_ , 4+x—(4—x) _
a) lim| —————————|=Ilim — =lim — =
x>0 4x X0 4x-(¢4+x+\/4—x) x->04x-(\/4+x+\/4—x)
2 X 1 1

=11 —— =11 — ==
xl-% 4x-(\/4+x+\/4—x) xl-?g 2'(\/4+x+\/4—x) 8

b)
2 L’ Hopital
, senx-(l—senx) ., senx—sen X _/ ,. COSx—2senx-cosx_ ,. 1—2senx_1-2_1
lim > = lim ——————= lim = Iim = .
x>m/2 CcoS X x> 1/2 CcoS X x> 7/2 —2C0Ss X*senx xom2 —2°5enx —2 2

72. Se quiere construir un depo6sito de chapa abierto superiormente con forma de prisma recto
de base cuadrada, de 1000 m* de capacidad, lo mas econémico posible. Sabiendo que:

* El coste de la chapa usada para los laterales es de 100 euros el metro cuadrado

* El coste de la chapa usada para la base es de 200 euros el
metro cuadrado

¢Qué dimensiones debe tener el deposito? ;Cuadl es el precio de
dicho deposito?

Solucion:

e s m -




1000

2

Volumen=y-x*=1000m’= y=

X
_ _4-10° 2
Coste=4-100-xy+200 x 2= Coste (x )= +200 x
X
5
Coste' (x)= 4 210 +400 x
X

Coste’(x)=0 <400 x’=4-10° < x’=1000 @[xzmm

y=10m
Voo 8-10° SN N
Coste’’(x)=—=—+400 = Coste ’*(10)=1200>0 = minimo
X
4-10°

Coste(10)= +200-10°=60000 €

73. En la empresa “MARKOAK?” fabrican marcos para cuadros. En esta ocasion les han
solicitado marcos para 274 cuadros rectangulares. Todos los cuadros tienen las mismas
dimensiones y una superficie de 0,3m” . Para cada marco van a emplear dos tipos de
material: las partes horizontales seran de un material cuyo coste es de 12€/m y para las
verticales utilizaran un material cuyo coste es de 10€/m. La empresa que ha realizado el
pedido quiere pagar lo minimo posible. Calcula:

a) Cuales deben ser las medidas de los cuadros para pagar lo minimo posible.
b) A cuanto ascendera la factura.
Solucién:

Si llamamos x a la anchura (en m) de los cuadros e y a la altura (también en m), entonces la funcion
de coste vendra dada por la expresion:

f(x,y)=274-(2-12x+2-10 y)=6576 x+5480 y
Como la superficie ha de ser de 0,3 m? entonces yZ% y la funcion coste quedara:

f(x)=6576 x+5480-0;<—3:6576x+ 16X44

Para buscar el coste minimo calculamos puntos criticos:

1644 1644 21644
= = = =

f'(x)=6576— e 0 & 6576= - X _ﬁ_0,25 < x=0,5
Si estudiamos el signo de la derivada, comprobamos que ese valor corresponde al minimo de la
funcion
— -
°

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4



Asi pues las medidas que minimizan el costo son x=0,5 m e y=0,6 m (marcos de 50 cm de ancho y
60 cm de alto).

El importe de la factura sera:
6576-0,5+5480-0,6 =6576 €
74.



