1. Razona si los vectores (-1,0,1), (1,1,1) y (0,-1,1) forman una base de R>. De ser asi,
calcula las coordenadas del vector (-1,3,4) en dicha base.

Solucién:
-1 0 1
Como [1 1 1/=—3 los vectores son linealmente independientes, y por tanto forman una base
0 -1 1
de %°

Para averiguar las coordenadas hay que resolver la ecuacion:
x+(-1,0,1)+y- (1,1,1)+z-(0,-1,1)=(-1,3,4)
La cual es equivalente al sistema

—x+y=—1
y—z=3
xX+y+z=4

O matricialmente

-1 1 0} [x -1 X -1 0 1 -1 3
0 1 —-1||y|=| 3 = |yl=| 1 1 1 3| =12
1 1 1 z 4 z 0 -1 1 4 -1

2. Calcula el angulo formado por los vectores (1,-1,2) y (-3,0,1)
Solucién:
iy 1-(=3)+(-1)-0+2-1 =1 L g700503"
[l V(=1 )24224/(=3)7+0%+12 V60

3. Halla una base del espacio vectorial de dimension 2 formado por los vectores
ortogonales a (1,2,3)
Solucion:
Los vectores de dicho espacio han de cumplir la ecuacién:
(1,2,3)-(x,y,z)=0 = x+2 y+3z=0
La cual puede considerarse como un sistema compatible indeterminado (rango A =1)
Para expresar sus soluciones introducimos los parametros y=o y z=f, por tanto:
x=—2y—-3z=—-20-3p; y=a; z=p cona,pER
Es decir, los vectores ortogonales a (1,2,3) son de la forma:
(—2a-3B,a,p)=a(—2,1,0)+p(-3,0,1); o,PER
O lo que es lo mismo, son combinacién lineal de los vectores (-2,1,0) y (-3,0,1), que al ser
linealmente independientes, forman la base buscada.

4. Calcula la superficie del triangulo de vértices A=(-1,2,0), B=(2,1,-3) y C=(0,0,-1)
Solucioén:
AB=(3,-1,-3), AC=(1,-2,-1)
|ZI§>< Za coincide con el valor del area del paralelogramo de vértices A,B y C

El area del triangulo buscado vendra dado por: s
) |[ABx AC|
Area=——F———
2
i j Kk

ABXAC=|3 -1 -3|=(-50,-5)
1 -2 -1



[ABx AC|=V(=5 '+ 0+(—5 =50 =512

Por lo tanto el area buscada sera % u’

5. Dibuja dos vectores y el vector diferencia de ambos. Calcula el angulo que forman dos
vectores distintos U y V que tienen el mismo médulo que el vector diferencia de
ambos U -V . (Puede serte ttil el dibujo previo)

Solucion:

Si [U|=[v|=|i—V| entonces los tres vectores forman un tridngulo equilatero y por tanto el &ngulo es
de 60°.

6. Demuestra que |u]*-|[V}=(&-V)*+|axV|*

Solucion:
i-v=[i|-|v|]-cos o= (- v)’=[if [V cos’ = (-7 P +a X VP =[aP 7P (sen? o+ cos?ar)
[uxv|=[u|- V] sen o = [uxV|*=[i[* -[v[ - sen’ o

7. Sabiendo que |t]=4 , |4]=5 y |i+V|=8 calcula el angulo que forman T y V.

Solucioén:

8=+ V)’ =(t+V)-(U+V )=t U+ - V+V-U+V- V=0 + [0 +2-T-V=4"+5°+2 -1V
Por lo tanto

.., 8-4-5
Vet
Por otra parte

cosa= Y =0,575= 0.=54°54"1""
al-[v]

=11,5

8. Sean los vectores ii=(1,1,1), v=(2,2,a) y w=(2,0,0)
a) Halla los valores de a para que los vectores i, V y w sean linealmente
independientes.
b) Determina los valores de a para que los vectores {i+V y {i—w sean ortogonales.

Solucién:

a)

u, v ywsonlinealmenteindependientes < [ii,v,w]#0
1 1 1

[4,v,w]=]2 2 a|=2-(a—2)#0<a#2
2 00

entonces
u,v y wsonlinealmente independientes <> a #2



y l—w ortogonales < (u+V)-(i1-w)=0 < —3+3+a+1=0 < a=-1

a) Encuentra para qué valor de A los vectores (1,1,A), (2,-1,A) y (3,0,1) son linealmente
independientes.

b) Para el valor A=1 expresa el vector '\7=(1, 5, 1) como combinacion lineal de los
vectores del apartado anterior.

Solucion:
Para que sean linealmente independientes se ha de cumplir:
a)

1 1 A 1

2 —1 AM#AOS—-143A+3A2#0 A+

2

3 0 1

b)

Hemos de encontrar o, 3 y y que cumplan:
(1,5,1)=a(1,1,1)+p(2,—1,1)+y(3,0,1)
O equivalentemente
a+2p+3y=1 a=7/3
o—p=5 ={p=-8/3
a+p+y=1 y=4/3

10. Determina los valores de a y b, a>0, para que los vectores \7'1=(a, b, b) s \7'2=(b, a, b)
y v,=(b,b,a) sean unitarios y ortogonales dos a dos.
Solucién:

1=[7|=V| ==V +2b = a*+2b*=1
Vv, 1V, =V, V,=0=2ab+b*=0
Vv, 1V, <V, V,=0 < 2ab+b*=0
v, LV, <V, v,=0<2ab+b°=0
resumiendo, ha de cumplirse

a+2b’=1

2ab+b’=0

b=0=>a’=1=a=x+1

2ab+b’=0<b-(2a+b)=0= 6

b=—2a:>a2+802=1:>a:i\/%:i

Tenemos pues, 4 soluciones:

a=—1, b=0
a=1 , b=0
a:—l ,b:2
3 3
azl , b=_—2
3 3




11. Encuentra los vectores unitarios que son perpendiculares a '\7=(1, 0, 1) y forman un

angulo de 60° con Vv:(1 V2 l)

2°°2°2
Solucioén:
u=(x,y,z)
ulveuv=0<x+z=0
l:(3056()0: _’:l‘fi :£+y\/2+£(:)x+\/§y+z:1
2 lal-wl 2 2 2

Juntando las dos ecuaciones anteriores tenemos V2y=1= y= \/iz_: %

- I 20 2 1
Por otra parte, como [U|=1 tenemos que x +otz —lex+z ==

2
x+z=0 Z=—X
=
x2+zz=l 2x2:l:>x2:l:x=-|_-l
2 2 4 2

Tenemos entonces dos soluciones:

172 1) (1%51)
y

22 72) Y T2z

12. Calcula un vector de mddulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas
(1, 0, 2) y (2, 1, 0) . Indica cuantas soluciones hay.

Solucidn:

Hacemos (1,0,2)%(2,1,0) para obtener un vector ortogonal
ik

1 0 2/=(-2,4,1)

2 1 0

Dividiendo entre su modulo obtenemos un vector unitario con la misma direccién y sentido.
-2 4 1

V2121721
Tan solo hay dos soluciones, el vector anterior y su opuesto.

es uno de los vectores buscado.

|(—2,4,1))=+21 , por tanto (

13. Resuelve la siguiente ecuacion vectorial:
xx%(2,1,-1)=(1,3,5)

Solucioén:

x=(x,y,z)
i k

xx(2,1,-1)=|x y z|=(-y—z,x+22,x—22)=(1,3,5)
2 1 -1

—y—z=1 x=4

x+2z=3 ={y=-1/2

x—2z=5 |z=—-1/2
1 1

por tanto 32:(4,—2—’—5)




14. Sean en R’ los vectores ¢=(2,0,0), &i=(1,0,—-1) y v=(-2,3,-2).
a) Calcula el producto vectorial €Xii .
b) Calcula el seno del angulo 0 que forman € y u.
¢) Calcula el angulo ¢ que forman @i y V.

Solucioén:
a)

i j ok ) ) o
exui=2 0 0 :‘8 _01'—‘? _01‘1+‘f 8k=2j=(0,2,0)

1 0 -1
b) B
|_é><fl|=|_é|-|fl|-sen6:>senezi—zﬁ

2y2 2

¢) cosp=t ¥ ="22 05 g=g0°

-l [al- v

=(—1,4,2) calcula el vector W , con |w|=1, tal que el

15. Dados #i=(1,2,3
[ti,V,w] sea maximo.

producto mixto
Solucién:
Como [U,V,w]|=(iXV) -w=[ixV|:|w|-cosa. donde a es el dngulo que forman (iXV) y w .
Entonces [u,V,w] sera maximo cuando cosa=1< a=0°, es decir el w tiene la misma
direccién y sentido que (fixV).

El vector buscado sera, por tanto,

16. Comprueba si los puntos A=(1,2,3), B=(5,0,5) y C=(-5,5,0) estan alineados.

Solucidn:

Los puntos A, B y C estan alineados si y solo si los vectores AB =(4,-2,2) y ZE’Z(—G ,3,—3)

son linealmente dependientes, o lo que es lo mismo Ja€R /o -AB=AC . Para que esto ocurra, es

necesario que ——= B3
4 =2 2

En este caso o=-1.5, es decir AC=—1.5- AB y por tanto son linealmente dependientes, lo cual

implica que los puntos estan alineados.

.

17. Estudia si los puntos A=(2,-1,1), B=(2,3,4), C=(0,1,1) y D=(1,1,7) son coplanarios.
Solucion:
Los puntos A, B, C y D son coplanarios si y solo si los vectores AB, AC y AD son linealmente
dependientes.
AB=(0,4,3) AC=(-2,2,0) AD=(-1,2,6)



0 4 3
Como |-2 2 0|=42+0 entonces los vectores AB, AC y AD son linealmente
-1 2 6

independientes, y por tanto los puntos A, B, C y D no son coplanarios.
D

r

18.
a) Calcular un vector de médulo 4 que tenga la misma direccion, pero distinto sentido,
que el vector v=(—2,1,2).
b) Calcula otro vector de médulo 1 que sea ortogonal a vV y a 1i=(3,—1,4) . Indica
todas las soluciones posibles.
Solucioén:
a)
v]=v(=2)+1°+2°=1/9=3
v_[z212
v\ 33’3
b)
R R
VXi=|l-2 1 2|=6i+14j—1k=(6,14,-1)
3 -1 4

[oxT|=v6 +147+(—11=+233

Hay dos soluciones 6 14 1 t —6 14 1
ucl : ) P Su o esto P )
y V233’1233 233 YU OPUSSO 5330 2337 V233

19. Razona si los puntos (1,0,1), (2,7,1), (5,2,2) y (2,2,7) son o no coplanarios. De no serlo,
calcula el volumen del tetraedro que delimitan.

Solucion:

u=(1,7,0), v=(4,2,1) y w=(1,2,6)

1
[U,v,w]=|4 =—151 0= no soncoplanarios.
1

NN
= O



Volumen=l|[ﬁ,V,W]|=l|—151|zﬂ~25,17 u’
6 6 6

20. Los puntoes P=(-2,3,2), Q=(-1,2,4) y R=(2,5,1) son vértices de un rectangulo. Encuentra
el cuarto vértice razonando adecuadamente el procedimiento seguido.

Solucion:

Primero hay que ver cudl es el vértice que esta en medio

PQ=(1,-1,2), QR=(3,3,-3) PQ-QR=—6+0=Qnoestdentre P yR
PQ=(1,-1,2) PR=(4,2,—1) PQ-PR=0= PestdentreQ yR

Para obtener el punto buscado haremos P+17(>2+1?}>2 =Q+ ﬁﬁ:(B .4, 3)

21.
a) Si los vectores w y S verifican que |W|=[S|=2,y el angulo que forman W y S es
60°, calcula w-(w-73). (0,75 puntos)
b) Si el producto escalar del vector ti+V por si mismo es 25 y el producto escalar de
Uu—V por si mismo es 9. ; Cuanto vale el producto escalar de u por v ?
(0,75 puntos)

c) Calcula el producto vectorial de los vectores 1i=(2,—3,1) y v=(—1,2,3)
(0,5 puntos)

a) W'(W—g):W'W—W-§:|W|2—|W|-|§'|C0560°:4—4-%:2

Restando:

16=4i-v=>u-v=4
[ .

Quxv={2 =3 1|=—11i-7 j+k=(-11,-7,1)
-1 2 3

22. Dada la recta de ecuacion:

.x—S_L_z+1
4 -1 2

a) Indica un vector director.
b) ¢Pertenece el punto (9,-1,1) a la recta?
¢) Escribe las ecuaciones de una recta que tenga la misma direccion que la dada y pase
por (-1,1,0)
Solucion:

a)

(4,-1,2) es un vector director de la recta.



b)
Sustituyendo las coordenadas en la ecuacion de la recta, tenemos:
9-5_—-1_1+1

= e=1=1
4 -1 2
por lo tanto, el punto (9,-1,1) esta en la recta.
c)
Si tienen la misma direccién podemos usar el mismo vector director. Las ecuaciones continuas
quedarian:
x+1_y-1_z
4 -1 2

23. Calcula una ecuacion vectorial del plano p=2x—-3y+2z—1=0
Solucién:
Solucion 1
Para obtener un punto del plano, lo méas sencillo es hacer x=y=0 en la ecuacién del plano, en cuyo
caso tenemos el punto (0,0,1/2)
El vector (2,-3,2) es un vector normal al plano, asi pues, cualquier vector del plano cumplira
(2,-32)(x,y,2)=0 & 2x—3 y+22=0 & x=Y—2Z

Introduciendo parametros, las soluciones de la ecuacion seran

(30(;2[:3 ,(X,B):O('(%,I,O)+[3 -(—1,0,1); a,pER

Tenemos por tanto, que los vectores (%,1 0|y (—1,0,1) son una base del espacio de vectores del
plano p.

Con todo esto podemos escribir una ecuacién vectorial de p:
pE(x,y,z)ZZJO,O,é)+a-(§,1,0)+[3-(—1,0,1); o,pER

Solucion 2

Podemos obtener 3 puntos del plano dando valores:

Si x=y=0 obtenemos el punto 0,0,%) , con x=z=0 obtenemos (0,—% ,O) y con y=2=0

obtenemos (% ,0 ,0)

Podemos obtener dos vectores del plano haciendo 0,—% ,0|— 0,0,l)=(0,—l —l) y

2
10.0)-00.5)=(L.0,-2
2 2 2 2

Y la ecuacién del plano:
1 1 1 1 1
=|0,0,= [+ | 0,—=——= |*+p | =,0,—=
oo refons-afrliond)

24, Calcula la ecuacion del plano que pasa por los puntos A =(—1,2,0) , B=(2,1 ,—3) y
c=(0,0,—1)
Solucioén:
Los vectores AB=(3,-1,—-3) y AC=(1,-2,—1) son vectores directores del plano
Cualquier otro punto P=(x,y,z), de dicho plano cumplira la condicion de que los vectores AB, AC
y AP=(x+1,y—2,z) son linealmente dependientes. Es decir:



x+1 y-2 z
3 -1 -3=0&(x+1)-3(y—2)—62z+z—6(x+1)+3(y—2)=0< —5x—-5z-5=0
1 -2 -1
Simplificando nos queda la ecuacion x+z+1=0

25. Sea r la recta interseccion de los planos x-4y-z=10 y 3x-4y+z=-2. Escribe la ecuacion
paramétrica de r
Solucion
Los puntos de r seran solucion del sistema que forman las ecuaciones de los dos planos
x—4y—z=10

3x—4y+z=-2
El cual es compatible indeterminado, ya que
P —4-8+0

3 —4
Si pasamos la variable z al segundo miembro y aplicamos la regla de Cramer, obtenemos:
A= 1 —4|z+10

3 —4|—z-2
z+10 —4
_|l=z—2 —4|_—-4z-40—-42z-8_
xX= = =—z—6
8 8
1 z+10
3 —z—2|_—z—2-3z-30_-z
y= = =———4
8 8 2
Por lo tanto podemos escribir unas ecuaciones paramétricas de r:
x=—t—6
y:__l t—4 tER
2
z=t
26.

a) ;Pueden existir U y Vv tales que |i|=2, [V|=3 y ti-Vv=8 ? Justifica la respuesta.
b) Determina todos los posibles vectores ii=(a,0,b) que tengan médulo 8 y sean

perpendiculares a la recta r:| X*ty+z=0
x—y—z—2=0
Solucién:
a)
- > o > , ﬁT/ 8 . .
Como #i-V=[i[-[V[-coso tendriamos COSO€=|_.| |_,|=§>1 lo cual es imposible.
ul-|v
b)

La recta r esta expresada como la interseccion de dos planos, cuyos vectores normales son
a=(1,1,1) y a,=(1,-1,-1).
Si queremos un vector director de la recta, deberemos hacer
[ S
mXm,=|1 1 1[=0i+2j-2k=(0,2,-2)
1 -1 -1



Como los vectores buscados i=(a,0,b) son perpendiculares a la recta, entonces
(a,0,b):(0,2,-2)=0<—-2b=0<b=0
Y como |[i]|=8 entonces hay dos soluciones posibles (8,0,0) y (—8,0,0)

27. Escribe la ecuacion del haz de planos que contiene a la recta
r=(-1,2,3)+Ar+(2,1,—-4); LeR
Solucién:
Las ecuaciones continuas de r son:
x+1_y—2_ z—-3
2 1 —4
Con la primera y segunda ecuacion obtenemos x+1=2y—4 < x—2y+5=0 y con la segunda y

tercera —4 y+8=z—3 <4 y+z—11=0. Estas son las ecuaciones de dos planos distintos que

contienen a la recta r, asi pues todo plano del haz que generen contendra a la recta r. Por lo tanto la

ecuacioén buscada es:
A (x—2y+5)+u-(4 y+z—11)=0 ; A,ueN

28. Sean el plano n=2x—3y+z=4 ylarecta rE(—l, 2, 3)+7» -(2, 1,—4); AER
a) Estudia la posicién relativa que hay entre el plano y la recta.
b) Calcula los puntos de corte, si los hay.
Soluciéon
a)
El vector director de la recta, (2,1,-4) y el vector normal del plano, (2,-3,1) no son ortogonales:
(2,1,—-4)-(2,-3,1)=4-3-4=—-30
Por lo tanto la recta es secante al plano.
b)
Para calcular los puntos de corte, se sustituyen las ecuaciones paramétricas de la recta en la
ecuacion del plano:
2:(=1+2A)-3-(2+1)+3—-4r=4 <= -3A-5=4 < h=-3
El punto de corte sera:
(—1,2,3)+(-3)-(2,1,-4)=(-7,-1,15)

29.
a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por el punto P=(1,-1,0) y es
paralela a los planos nm,=x+y=2 y n,=x—y+z=1
b) Calcula también las ecuaciones paramétricas de r y un vector director de r.



Solucion:

a)

Si buscamos expresar la recta r como interseccion de dos planos, lo mas comodo es buscar los
planos paralelos a my y 1, que pasan por el punto P.

Los planos paralelos a ¢ son de la forma x+ y+ D=0,y sustituyendo las coordenadas de P
vemos que el que pasa por el punto es x+y=0 . De la misma manera, los paralelos a m, son de la
forma x—y+z+D,=0 yel que pasapor Pes x—y+z—2=0

Asi pues, las ecuaciones implicitas de r son:

r= x+y=0
x—y+z—2=0
b)
Para encontrar un vector director multiplicamos vectorialmente los vectores normales a los planos:
ij ok . . L L -
(1,1,0)x(1,-1,1)=)1 1 0 :‘ 10 i—‘l 031 1lk=7-F-2k=(1,-1,-2)
-1 1 1 1 1 -1
1 -1 1
Teniendo en cuenta que r pasa por P, las ecuaciones paramétricas son:
x=1+A
y=— 11—\ AER
z=—2\

Xx—5_y _z+1l

=272 yal

4 -1 2

30. Calcula la ecuacion general del plano que contiene a la recta r:

punto (3,2,1)
Solucion:
Sabemos que los puntos A=(5,0,-1) y B=(3,2,1) estan en el plano, asi pues también lo estara el
vector AB =(—2,2,2) . Como la recta r esté en el plano, su vector director, (4,-1,-2), también
seguira la direccion del plano.
Como estos dos vectores son linealmente independientes, su producto vectorial nos dara un vector
normal al plano:

L J
(=2,2,2)x(4,-1,2)=|-2 2
4 -1
Asi pues la ecuacién general o implicita del plano buscado tendré la forma:
6x+12y-62+D=0
y como el punto (3,2,1) pertenece a dicho plano:
6:3+12:2—6-1+D=0<36+D=0<D=-36
Por tanto la ecuacion sera
6x+12y-6z-36=0
o simplificando:
X+2y-x-6=0

k
2|=67+12j-6k=(6,12,-6)
2

x—3z—-2=0
y=-1
puntos A€r y BES tal que el vector AB es perpendicularary as.
Solucion:
En primer lugar obtendremos la ecuacion vectorial de s:
_ x=3u+2
r: =>r:l y=—1 weR =r:(2,-1,0)+u(3,0,1) ueR

Z=U

31. Dadas las rectas r :(—5,0,3)+7» -(3, 1, 0) ;s AER y s:[ , calcula dos



Por lo tanto A y B seran de la forma:

A=(-5+3%,A,3)

B=(2+3u,—1,u)

Y por tanto el vector AB seré de la forma
AB=(7+3u—3A,—1—h,u—3) ; A,ueR

Como el vector AB es perpendicular ary s, debera cumplir:
[TB-(S,I,O)ZO(:) 21+9u—9X—1—x:0©{9M—10x:—20©[uzo
AB-(3,0,1)=0 [21+9u—9r+u—3=0 |10u—92=-18  |r=2

Con lo cual tenemos AB =(1,—3,—3) y sustituyendo en las ecuaciones vectoriales de r y s:

A=(2,-1,0) y B=(1,2,3).

5x+y—2z—-1=0 _ . Xx+5_y—4_z-1
x+y+2z—9=0 2 —6 2

32. Estudia la posicion relativa de las rectas r :[

Solucidn:
Para estudiar la posicién relativa necesitamos un punto y un vector director para cada una de las
rectas. Por lo tanto empezaremos buscando una ecuacion vectorial de r

S5x+y—2z—1=0 _, |Sx+y=2z+1

x+y+2z—-9=0 xX+y=—2z+9
Restando tenemos 4 x=4z—8 < x=z—2 y sustituyendo en la segunda ecuacion:
y=—x—-2z+9< y=-3z+11
Por lo tanto los puntos de la recta seran de la forma (z—2,—3z+11,z), a partir de esto podemos
obtener una ecuacion vectorial de 1:
(r:(=2,11,0)+1-(1,-3,1) ; hER]
Tenemos entonces, los puntos A=(—2,11,0)€r y B=(—5,4,1)€s asi como los vectores
u=(1,-3,1) y v=(2,—6,2), directores de r y s respectivamente.
La posicion relativa de r y s dependera del rango de las matrices formadas por los vectores i, v y
AB=(-3,-7,1):

12 1 2 -3
C=|-3 -6|yC'=[-3 -6 -7
12 1 2 1

2 -3

Como rango(C) =1 y ‘ _7 =—32+0=rango(C')=2 las rectas son paralelas. Dicho de otro

-6
modo, las rectas llevan la misma direccion ya que sus vectores directores son linealmente
dependientes y no son coincidentes, ya que el vector AB no esta en la direccion de las rectas. Por
lo tanto sélo pueden ser paralelas.

33. Estudia la posicion relativa de las rectas r:

s:(—3,2,1)+A(2,-2,-2) ; AER
Solucidn:
Tenemos los puntos A=(2,3,5)er y B=(—3,2,1)€Es asi como los vectores i=(3,5,1) y
v=(2,—2,-2), directores de r y s respectivamente.
La posicién relativa de r y s dependera del rango de las matrices formadas por los vectores 4, vV y

AB=(-5,-1,-4):



3 2 3 2 =5
C=|5 -2y C'=[5 -2 -1

1 -2 1 -2 —4
3 2 =5
Como 5 —2 —1/=96+0 entonces rango(C’)=3 y rango(C)=2. Por lo tanto las rectas se cruzan
1 -2 -4

34. Calcula la distancia del punto P=(-2,1,0) al plano n: 3x-2y+4z-2=0
Solucién:

d(p,n):|3'(_2)_2'1+4'0_2|— 10

V3+(—2P+4 V29

E:y__‘g:z—s
3

5
De la recta r conocemos el punto Q=(2,3,5) y el vector director V:(B 5, 1)
La distancia entre P y r vendra dada por:

35. Calcula la distancia del punto P=(-2,1,0) a la recta r:

=[G sen = T

QP=(-4,-2,-5)
N A A S
QPXV=|-4 —2 -5/=23i—11j—14k=(23,-11,—14)

3 5 1
Y Tk 2 (112, 2_ laig alq
[QPx¥l=1/23 +H1) 14)°=846| _, y(p 1= Y846 5 16,

[v|=v 32 +52+12=4/35 V35



36. Calcula la distancia entre las rectas r: X+1_Y - z—-1ly

2 -1

s:(=2,1,3)+A(3,1,0); AER
Solucion:
En primer lugar hemos de ver si las rectas son paralelas. Para ello tomamos el vector director de r,
i=(2,—1,1) yeldes, v=(3,1,0) y miramos si son linealmente independientes.
2 -1 1 -1 1
3 1 0 1 0
linealmente independientes y las rectas no son paralelas.
Como las rectas no son paralelas, la distancia entre ellas vendra dada por la férmula:

Como el rango de es 2 (ya que =—1+0), entonces los vectores son

d(r,s):“A?’a_,’v]‘
|u><v|
en donde A es un punto de r y B es un punto de s (en nuestro caso A=(-1,0,1) y B=(-2,1,3))
AB=(-1,1,2)
i J ok . L
uxv=2 —1 1|=—1i+3j+5k=(-1,3,5) = |ixV|=+35
31 0
L -1 1 2
[AB,u,v]=|2 -1 1|=14
3 1 0
14
Por lo tanto d(r,s)=—— ~2,366u
V35

37. Sean el punto P=(-1,2,0) y el plano n:2x-3y+z=8. Calcula:
a) Las ecuaciones de una recta que pase por el punto Py sea perpendicular al plano 1t
b) La distancia d del punto P al plano .
¢) La ecuacién de otro plano, paralelo a rt y distinto de él, que diste de P la misma
distancia d.
Solucion:
a)
(2,-3,1) es un vector normal al plano, y por tanto es director a la recta buscada.
Una ecuacién vectorial de la recta seria (-1,2,0) + A+(2,-3,1) ; AeR
b)

La distancia d vendra dada por la expresion

_[2:(-1)-3-2+0-8| _ 16
VPe(3)+1r V14

d(P,m)

c)
El plano buscado m’, al ser paralelo a m, tendra una ecuacion de la forma 2x-3y+z+D=0
Y debera verificar

_R+(=1)-3-2+0+D|_|D-8 _ 16

dp,n )= L 22—~ _ 16 _4(p.x
o V2243417 V14 V14 (P,m)
Es decir |D—8/=16=| D=24

D=-8

Por tanto m’:2x-3y+z+24=0



38. Dados los puntes A=(1,0,1), B=(2,-1,0), C=(0,1,1) y P=(0,-3,2), calcula:
a) La distancia del punto P al punto A
b) La distancia del punto P a la recta que pasa por los puntos Ay B.
¢) La distancia del punto P al plano que pasa por los puntos A, By C.
Solucion:
a)
d(A,P)=V(0—1F+(=3-0)+(2—1)=+11 u
b)
r=A+A-AB=(1,0,1)+r+(1,-1,-1); LR

Fl

AP sena
AP

d(P,r)Z‘K»P‘-senOL:M
[AB

AB=(1,-1,-1), AP=(-1,-3,1)

- -

i ik
,KE)(A_?: 1 —]1 —1:—4_1:—4_12:(—4,0,—4)
J—_l -3 1
32
d(P,r)= 73!
c)
A=(1,0,1), AB=(1,-1,—-1), AC=(-1,1,0)
x—1 y z—1
n={ 1 -1 -1/=0e-1:(x—1)—y+0:(z—1)=0<—x—y+1=0

-1 1 0



_FO0—(=3)+1_4 __ 5
V1PH(-1f 12
39. Considera la recta r que pasa por los puntos A=(1,0,-1) y B=(-1,1,0)

a) Halla la ecuacion de la recta s paralela a r que pasa por C=(-2,3,2)
b) Calcula la distancia der a s.

Solucion:

a)

El vector AB =(—2,1,1) es un vector director, tanto de r como de s.

Por tanto la ecuacién vectorial de s serd: s=(—2,3,2)+A-(—2,1,1); AEN

b)

Como r y s son paralelas, su distancia coincidira con la distancia de C a la recta .

ABx AC
d(S,r):d(C,r):%

d(P,m)

(ver distancia punto-recta)

AC=(-3,3,3)

T I S A

ABXAC=|-2 1 1/=0i+3j-3k=(0,3,-3)
-3 3 3

o A 2, ( a2 _ /7q 1a o
[ABXAC|=V3"+ (-3 =8| _ 4 1)=q(c,r)=1B=y3
|AB|=y(—2P+1%+1°=16 V6
40. Sea r la recta definida por x+2y—z=3
2x—y+z=1
a) Determina la ecuacion general del plano que contiene a r y pasa por el origen de

coordenadas.
b) Halla las ecuaciones paramétricas del plano que corta perpendicularmente a r en el
punto (1,1,0)
Solucion:
a)
El haz de planos que contiene a la recta r tiene como ecuacion:
o (x+2y—z-3)+p-(2x—y+z—1)=0; «,pER
Como el plano x+2y-z=3 no pasa por el origen, entonces podemos suponer o+ 0 y el resto de
planos del haz cumplen:
(x+2y—z-3)+A-(2x—y+z—1)=0; AR (A=pla)
Para encontrar la ecuacion del plano, sélo tenemos que sustituir las coordenadas del origen en el haz
y calcular el valor de A :
—3+A:(—1)=0=>r=-3
Por tanto la ecuacién del plano buscado es:
(x+2y—z—3)-3-(2x—y+z—1)=0<=—-5x+5y—4z=0
b)
Los vectores directores de r seran normales al plano. Para obtener un vector director de
p=|X*2y—2=3 podemos hacer v=(1,2,—1)x(2,-1,1)=(1,-3,-5)
2x—y+z=1
Asi pues la ecuacion del plano sera x—3 y—5z+D=0y como pasa por el punto (1,1,0) tenemos
que D=2
Como nos piden las ecuaciones paramétricas del plano, necesitamos dos vectores perpendiculares al
vector normal (1,-3,-5), y que sean linealmente dependientes para generar el plano. Si nos damos
cuenta, los vectores (1,2,-1) y (2,-1,1) cumplen esas condiciones.
Por lo tanto, unas ecuaciones paramétricas del plano serian:



x=1+o-1+f-2
y=1+0-2+p:(-1) o,peER
z=o-(—1)+p-1

41. Se consideran los puntos en el espacio A=(1,-1,1) y B=(2,2,2)
a) Halla el punto medio de Ay B
b) Da la ecuacion del plano respecto al cual A y B son simétricos.
Solucién:
a) El punto medio se obtendra sumando las coordenadas de A y B y dividiendo entre dos:
_(1+2 —1+2 1+42)_(3 1 3
Sl 22 72 (2022

M

b)

El vector AB =(1,3,1) sera un vector normal del plano buscado, por lo que dicho plano tendra una
ecuacion de la forma: x+3y+z+D=0

Como el punto M esta contenido en este plano, sus coordenadas deben cumplir la ecuacién:

§+3 .l+§+D :0@ D:_g
2 2 2 2
Por lo tanto, una ecuaciéon del plano que buscamos sera:
X+3y+z - 0
2
42.

a) Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas:

=] x+y—z=1 SE[ x—z=0
2x+y—2z=1 x+2y—z=12
b) Calcula la distancia entre las rectas ry s
Solucién:
a)

Necesitamos un punto y un vector director para cada una de las rectas. Para ello resolvemos los
sistemas:

x+y=1+z

2x+y=1+2z2

1+z 1‘
1+2z 1] _14z—-1-2z _
11 -1
2 1
‘1 1+z

2 1+2z| 142z-2-2z
y= ‘ = 1 =1

V4

11
2 1
Por lo tanto las soluciones del sistema (puntos de la recta) son de la forma (A,1,A), asi pues:

r:(0,1,0)+A(1,0,1); A€R

x—z=0 | X=z
x+2y—z=12 |y=6
las soluciones en este caso son de la forma (u,6,u),y por tanto|s:(0,6,0)+u(1,0,1);ueR




Como las dos rectas tienen el mismo vector director, han de ser paralelas o coincidentes. Si
observamos que el punto (0,6,0) pertenece a s pero no a r (no cumple las ecuaciones) concluimos
que ry s son paralelas.
b)
Al ser paralelas, la distancia de r a s sera la misma que la de cualquier punto de r a s, por ejemplo el
(0,1,0).
Para calcular dicha distancia primero calculamos el vector que va de (0,6,0) a (0,1,0). Dicho vector
sera (0,-5,0). Entonces obtendremos la distancia buscada haciendo:
- %X(1,0,1 - —

d(r,s)=|(o’ 5,0)x(1,0,1)_[15:0.=5)_4%0 _ ;55 g,

(1,0,1) (1,0,1) 2

43.
a) Estudia la posicion relativa del plano ®t=x—y—z=a y la recta rE[ 2x +3; +az : 0
x—2y=
en funcion del parametro aeR
b) Calcula la distancia entre  y r para cada valor de a€R

Solucion:

a)

Es obvio que (0,0,0) es un punto de r. Para obtener un vector director de r haremos
[

v=(2,1,a)x(1,-2,0)=2 1 a|=2ai+aj—5k=(2a,a,-5)
1 =2 0

por tanto r:(0,0,0)+A-(2a,a,—5); LER

Si hacemos el producto escalar de vV por el vector normal de m: i=(1,—1,—1) puede ocurrir:
* v-n=0, en cuyo caso o bien la recta estd contenida en el plano, o bien son paralelos
* Vv-n+0 en cuyo caso la recta es secante al plano.

v-n=2a—a+5=5+a

Por lo tanto si a#—5 entonces la recta y el plano son secantes.

En el caso a=—5 hay que ver si la recta es paralela al plano o esta contenida dentro de él. Para ello
comprobamos si un punto de la recta, por ejemplo el (0,0,0), cumple la ecuacién del plano.

Como a=-5+0, este punto no satisface la ecuacién del plano, por lo tanto la recta es paralela al
plano.

b)

Si a+#—5 la distancia es cero, ya que la recta y el plano son secantes.

Si a=-5 al ser la recta paralela al plano, la distancia sera la que hay desde cualquier punto de la
recta al plano, por ejemplo el (0,0,0)

d(r )= 0—0—0+5 5

R E T E AN

44. Sean los puntos A=(1,2,-1), P=(0,0,5), Q=(1,0,4) y R=(0,1,6).

a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A, es paralela al plano que pasa
por los puntos P, Q y R y tal que la primera componente de su vector director es
doble que la segunda.

b) Hallar la distancia del punto A al plano que pasa por P, Q y R.

Solucidn:

a)

Obtendremos un vector normal al plano haciendo n= F@ X PR= ( 1,-1, 1)
Cualquier vector director de larecta v=(a,b,c) ha de cumplir las ecuaciones:



a=2b a=2b
si sustituimos en la primera ecuacion, tenemos que c=-b y por tanto los vectores directores son de la
forma (2b,b,—b); bER, por lo tanto podemos tomar como vector director de la recta el (2,1,-1)

La ecuacién de larecta serd | (1,2,—1)+A(2,1,-1); A€ER
b)
Para obtener la ecuacién del plano, tenemos en cuenta que si el vector i=PQXPR=(1,—1,1) es

normal al plano, este tendra una ecuacion de la forma x-y+z+D=0.
Como el punto P=(0,0,5) esta en el plano, sus coordenadas han de verificar la ecuacién, por lo tanto

D=-5y la ecuacion del plano, sera | x—y+z—5=0

Calculamos la distancia de A=(1,2,-1) al plano:
[1— 2 1 5|

\/ 1°4( \/ 3

[V-ﬁzo(:)[a—bwzo

x=1
y—z=4
a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por P, por un punto R de larectary es
perpendicular a la recta que pasa por Q y por R.
b) Hallar el angulo que forman la recta r y el plano m: x-y-3=0
Solucion:
a)
Los puntos de la recta r son de la forma (1, 4+z, z), por lo tanto el punto R sera: (1,4+A,A),
siendo A un numero real por determinar.
El vector 6?2:(1,1”»,2 +7\.) es normal al plano, con lo cual la ecuacién del plano seré de la
forma: x+(1+A)-y+(2+A)-z+D=0
Para obtener la ecuacion del plano buscado, debemos determinar los valores de A y D. Para ello
tenemos en cuenta que los puntos R=(1,4+A,A) y P=(1,4,-1) estan en el plano. Con lo cual:
1+(1+1)-(4+A)+(2+4) A +D=0 _, |20*+7A+5+D=0
1+(1+n)-4+(2+0)-(-1)+D=0 3A+3+D=0
Restando las dos ecuaciones, obtenemos:
2N+ 40+2=0=>h=—1
Si A=-1, entonces D=0 y el plano buscado es | x+z =0
b)
Los puntos de la recta r son de la forma (1, 4+z, z)=(1,4,0)+(0,z,z), con lo cual
r:(1,4,0)+1-(0,1,1); AeR
Por (10 tanto genemos un vector director de larecta v=(0,1,1) y un vector normal del plano
n=(1,-1,0
El 4ngulo vendra dado por la expresion:
sen o= -7l _ 10— 1+0| =>a=30°
VI-[Al V22

45. Sean los puntos P=(1,4,-1), Q=(0,3,-2) y la recta rE[

46. Dados los puntos P=(1,0,-1) y Q=(-1,2,3), encuentra un punto R de la recta
r: x;—3 =Y ;4 = 2:13 que cumpla que el triangulo de vértices P, Q y R es isdsceles,
siendo PR y QR los lados iguales del triangulo.
Solucion:




La ecuacién vectorial de larectaes r:(—3,—4,3)+A+(2,3,—1); AENR . Asi pues, el punto R ha de
ser de la forma (—3+2A,—4+3A,3—A) con A por determinar.

d(P,R)=V(—4+20)+(—4+30 ) +(4—1)* =14 1*—48).+48
d(Q,R)=v(=2+2 1) +(—6+3% P+(—1 )P =V14 12— 44 1. +40

Como d(P,R)=d(Q,R) tendremos:

140°— 480 +48=14 1’44\ +40 = 14\°— 440 +16=0 = —4A+8=0 = A =2
Por lo tanto el punto R serd (—3,—4,3)+2+(2,3,—1)=(1,2,1)

47. Sean 0=(0,0,0), A=(1,0,1), B=(2,1,0) y C=(0,2,3). Calcula:
a) El area del triangulo de vértices O, Ay B, y el volumen del tetraedro de vértices O,
A,ByC.
b) La distancia del vértice C al plano que contiene al triangulo OAB.
¢) La distancia del punto C' al plano que contiene al triangulo OAB, siendo C' el
punto medio del segmento de extremos O y C.

Solucién:
a) “ 4
El area del triangulo Vgl»dl‘é ggda por
%.@:\\.\573\.5%0{:%
OA=(1,0,1) ; OB=(2,1,0)
N T B
OAXOB=|1 0 1|=—i+2j+k=(—1,2,1)
2 10
2 2 2 p
MZM#:% .

El volumen del tetraedro se calculara utilizando el producto mixto:
Volumen=é|[5ﬁ,5]§,5é]|
OA=(1,0,1) ; OB=(2,1,0); OC=(0,2,3)

e . __ .t o1
[0A,0B,0C]=[2 1 o|=7

0 2 3

Por lo tanto el volumen del tetraedro es % u’
b)
Nos estan pidiendo la altura del tetraedro, tomando como base el tridngulo OAB.
Si tenemos en cuenta que el volumen de un tetraedro se puede calcular mediante la formula

Volumen= % -dreadela base - altura

podemos sustituir los resultados obtenidos en el apartado a)

7-1 ﬁ -altura = altura= A u
6 3 2 V6
La distancia pedida es, por lo tanto, % u

C)

Primero calcularemos la ecuacion del plano, para ello tenemos en cuenta que el vector
OAXOB= (—1,2,1) es un vector normal al plano y por lo tanto su ecuacién sera de la forma
—x+2y+z+D=0. Como el punto O=(0,0,0) esta en el plano, tenemos que D=0 y la ecuacién

buscada es t=—x+2y+z=0



El punto medio C’ tiene coordenadas (0,1 ,%) , asi pues la distancia de C’ al plano sera:

‘ 0+2- 1+

2l 712 7
\/ +2 +1° \/6 2¢6

d(C’,n)

48. Dado el punto P=(1,1,1) y el plano n: x- y+z=5:
a) Calcula las ecuaciones continuas de la recta perpendicular al plano m que pasa por
el punto P

b) Calcula el punto simétrico de P respecto del plano nt
Solucidn:
a)
La recta pasa por el punto (1,1,1) y tiene como vector director (1,-1,1) (vector normal al plano), por
lo que sus ecuaciones continuas son:
x-1_y—-1_z-1

1 -1 1
b)
Empezaremos calculando el punto de corte de la recta con el plano. Las ecuaciones paramétricas de
x=1+A
larectason { y=1—) ; AER, si las sustituimos en la ecuacion del plano, queda:
z=1+A
(1+0)—(1-1)+(1+N)=5 < 1+3r=5< k—%
Con lo cual el punto de corte es (1+% 1- g 1+ ;1 ) (% , ; ;) Este punto ha de ser el punto
medio del segmento que une P con su simétrico P’=(x’, y’, z’), con lo cual:
1+x' _7 14 11
= — X' =—— 1 -
2 3 3 3
Wy “1 o =224
2 3 3 3
1+z' 7 ,_ 14 11
= — 7' =— _]_ -
2 3 3 3

Por lo tanto el punto simétrico de P respecto al plano mes P ’:(%,—% ,%)

x+y=5z==3 o ,4=Y=3_2
—2x+z=1 a 2
sean paralelas. Para el valor de a que has encontrado, calcula la ecuaciéon del plano que

contiene a ambas rectas.

49. Encuentra un valor de a+ 0 para que las rectas [

Solucidn:
Empezaremos calculando un vector director de la primera recta. Para ello hacemos
ook L L
(1,1,-5)x(=2,0,1)={1 1 -5/=i—-11j-2k=(1,9,2)
-2 0 1

Por otra parte como el vector director de la segunda recta es (1,a,2), para que sean paralelas es
necesario que a=9



Para encontrar el plano que contiene a ambas, lo mas sencillo es buscar en el haz de planos que
c(on{i(;nggl a la primera recta aquel que contenga también un punto de la segunda, por ejemplo el
Como el plano -2x+z=1 no contiene al punto (—1,3,0) , entonces el plano buscado sera de la forma:
x+y—5z+3+A-(—2x+z—1)=0 siendo A un nimero real por determinar. Para ello sustituimos las
coordenadas del punto en la ecuacion del haz:

—143-5:043+A(—2:(—1)+0—1)=0=5+A=0 <= A=-5

Con lo cual el plano buscado sera:

x+y—5z+43-5:(—2x+z—1)=0< 11x+y—10z+8=0

=1 x=1+A
50. Dados el punto P=(-1,0,2) y las rectas: rE[ X—2= . y s={ y=A sepide:
yor=" z=3

a) Determinar la posicion relativa de r y s.

b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por Py cortaarys.

¢) Determinar la ecuacion de la recta perpendicular comin arys.
Solucidn:
a)
En primer lugar necesitamos un punto y un vector director de cada una de las rectas. En la recta r
tenemos que x=1+z e y=-1+z, con lo cual los puntos de r son de la forma (1+z,-1+z,z). Asi pues su
ecuacién vectorial es r=(1,—1,0)+u-(1,1,1).
Entonces tenemos los puntos A=(1,—1,0)€r y B=(1,0,3)€Es, ademas de los vectores i=(1,1,1)
y v=(1,1,0) directores de r y s respectivamente.
Como U y v son linealmente independientes las rectas no tienen la misma direccién. Con lo cual
solo pueden cruzarse o ser secantes. Para distinguir entre estos dos casos estudiaremos si las rectas
son 0 no coplanarias. Para ello calculamos el determinante de la matriz formada por las coordenadas
de los vectores i, v y AB.

0 1 3

Como |1 1 1/=1 losvectores i, v y AB son linealmente independientes, lo cual quiere decir
1 1 0

que las rectas se cruzan.

b)

La recta buscada, al cortar a r, es coplanaria con r. Para calcular dicho plano, n, debemos buscar
entre los planos del haz que contiene generado por r aquel que pase por el punto P.

Del mismo modo la recta también es coplanaria con s, por lo que estara contenida en el plano del
haz generado por s que pasa por P. Llamemos 1’ a este plano.

Como la recta esta contenida tanto en T como en 1’, podra expresarse como interseccion de estos
planos.



El haz generado por r sera de la forma x—z—1+k-(y—z+1)=0 si sustituimos las coordenadas de
P obtenemos: —4+k:(—1) < k=—4 y por tanto t=x—4y+3z—5=0

Para obtener el haz generado por s, primero necesitamos dos planos que la contengan. Por una parte
tenemos que s esta contenida en el plano z=3 y por otra podemos igualar A en las ecuaciones
parameétricas obteniendo x-1=y

SE[X;y ;E; 0 y el haz es de la forma x—y—1+k:(z—3)=0 . Sustituyendo las coordenadas de P
tendremos —2—k=0 < k=—2 y por tanto n’=x—y—2z+5=0
Asi pues la recta buscada sera
[x—4y+ 3z—5=0

x—y—2z+5=0
c)
Llamemos t a la recta perpendicular comin ary s. Sea M el punto donde t corta ary N el punto
donde t corta a s.
Como MEr entonces M=(1+u,—1+u,u) siendo p un nimero por determinar. Andlogamente
N=(1+x,7,3)
Por otra parte el vector MN =(A—u,A—u+1,3—u) es ortogonal a los vectores directores der y s.
Con lo que:

A—uth—u+1+43—u=0 _, [2A—-3u=—4 _ |A=
A—u+A—u+1=0 2h—2u=-1

_ _|7 5 TN —

Por tanto M=(4,2,3) , N_(E’E’ y MN—(—

Con lo cual t=(4,2,3)+¢(—1,1,0); ¢€R



—2x+y—1=0
3x—z—3=0
a) Determina la ecuacion del plano que pasa por P, es paralelo ala rectary
perpendicular al plano m.
b) Hallar el angulo entre r y m.

51. Dados el punto P=(1,0,-1), el plano ®*=2x—y+z+1=0 y la recta rE[

Solucion:
a)
En primer lugar obtenemos un vector director de r
i J ok .
v=(-2,1,0)x(3,0,-1)=}-2 1 0|=—i-2j-3k=(-1,-2,-3)
3 0 -1

Los vectores normales del plano buscado seran aquellos ortogonales al vector v=(—1,—2,—3) (ya
que la recta y el plano son paralelos) y al vector normal de , 7,=(2,—1,1) (ya que los planos son
perpendiculares). La manera mas rapida de encontrar uno de ellos es mediante el producto vectorial.

i j k e -
(-1,-2,-3)x(2,-1,1)=|-1 -2 —-3|=-5i-5j+5k=(-5,-5,5)
2 -1 1

El plano buscado ha ser de la forma -5x-5y+5z+D=0. Como ha de pasar por el punto (1,0,-1)
entonces D=10y el plano tiene ecuaciéon —5x—5y+5z+10=0< x+y—z+2=0
b)
i) 1242 (03 3 e
V(= 1P+ (2P (=3P V2 (-1 )17 VB4
52. Dadoelplanom:x+y+ 3z =6

a) Calcula el punto simétrico al punto A(1, 1, 1) respecto al plano nt

b) Estudia, en funcion del parametro KER, la posicion relativa del plano nt y la recta

r:x+1_ y _z+4

2 -1 K
Solucioén:

a)

El vector (1,1,3) es normal al plano m asi pues, la recta s: (1,1,1)+t-(1,1,3) pasa por Ay es
perpendicular a n. (Tanto A como su simétrico estan en esta recta)



Para calcular el punto de corte, P, de s con m sustituimos las coordenadas paramétricas de r en la
ecuacion de nt

(1+t)+(1+t)+3-(1+3t)-6=0 <:>—1+11t:O<:>t:1—11

1 12 12 14
P=(111)+—-(113)=| = = — ‘ . .
El punto es (1,1, ) 11 ( ) ,3) (11,11,11),elcual serd el punto medio entre A y su
simétrico.
— (12 12 14 1 1 3 13 13 17
Para calcular el simétri Ah p+AP=|1= = 2 (L 1 o [13 15
ara calcular el simétrico de A haremos (11 T 11) (11 T 11) (11 o 11)
b)

En primer lugar observamos que el punto (-1,0,-4) esta en la recta pero no esta en el plano, con lo
cual descartamos que la recta esté contenida en el plano. Asi pues los inicos casos posibles es que
la recta sea secante al plano o que la recta sea paralela al mismo.

La condicion para que la recta sea paralela al plano es que los vectores directores de la recta y los
vectores normales del plano sean ortogonales. En otro caso la recta sera secante.

El vector director de la recta es v=(2,—1,K) y el normal al plano n=(1,1,3)

. 1

0=v:-n=2—-1+3K & K=—§

Por lo tanto, la recta sera paralela al plano si K=—= y sera secante en cualquier otro caso.

W | =



53. Dada la recta r, interseccion de los planos y+z=0 y x-2y-1=0 y la recta s de ecuaciéon

X
—=y—1=—2z+3
27 g

a) Obtén, razonadamente, ecuaciones paramétricas der y s.
b) Explica, de un modo razonado, cual es la posicion relativa de r y s.

¢) Calcula la distancia entre ry s.

Solucioén:
a)

y+z=0 | ¥Y==Z gugtituyendo z por A obtenemos las ecuaciones paramétricas de

x—2y—1=0 x=1-2z

x=1-2A

ri y=—\ ShER
Z=A\
. . x_y—-1_2z-3

Para s, obtenemos las ecuaciones continuas =1 - -1 donde vemos que (0,1,3) es un punto

de ry (2,1,-1) es un vector director. Asi pues, unas ecuaciones paramétricas de s seran:

x=2u
SIy:lﬂl;Mem
z=3—u

b)
Para estudiar la posicién relativa necesitamos un punto y un vector director de cada recta:

A=(1,0,0)y t=(-2,—1,1) pararyB=(0,1,3)y v=(2,1,—1) paras. También obtenemos el vector
AB=(-1,1,3).
. 2 -1 1
Haciendo el producto mixto [@,V,AB]=|2 1 —1|=0 vemos que las rectas son coplanarias.
-1 1 3

-2 -1 1
2 1 -1

dos rectas tienen la misma direccion, asi pues son paralelas o coincidentes.

Estudiando el rango de la matriz formada por 4 y v : rango( ): 1, vemos que las

. 1 -1 -3
Como el punto A €r no cumple las ecuaciones de s, 3 * T * -1 entonces las rectas son
paralelas.
c)

ABXV|_50 _5v3
d(r,s):d(A,s):| & ‘: 53




~

[ABx¥|=|-1 =(~4,5,~3)=[AB|]=v50
2
54. Sean m el plano que pasa por los puntos A=(1,-1,1), B=(2,3,2), C=(3,1,0) y r la recta

X—=7 _y+6_z+3
2 -1 2

dada por r:

a) Calcula el angulo que forman la recta r y el plano n.

b) Calcula los puntos de la recta r que distan 6 unidades del plano nt
Solucion:
AB=(1,4,1) , AC=(2,2,—1)

x—1 y+1 z-1
0=| 1 4 1 |=—4x+4+2y+2+427—2—-8z+8-2x+2+y+1=—6x+3 y—62z+15
2 2 -1

T:—6x+3y—6z+15=0
a)
El vector director de la recta es v=(2,—1,2) y el normal del plano i=(—6,3,—6)

El angulo, a, que forman la recta y el plano, ha de cumplir

VAl 27271 o =900

b)

A partir de las ecuaciones paramétricas, podemos ver que los puntos de la recta son de la forma
P=(7+2t,—6—t,—3+2t);teER
(7+2t)+3-(—6—t)—6-(—3+2¢t)+15| _

d(P,n):6@|_6' . =6 <|-27t—27|=54= tt—:13

Obteniendo, por tanto los puntos (9,-7,-1) y (1,-3,-9)

X=—4+4 )\
55. Dados el punto P=(-4,6,6), el origen 0=(0,0,0), y larecta r={ y=8+3\
z=—2A\

a) ¢Existe algun punto R de la recta r, de modo que los puntos O, Py R estén
alineados? En caso afirmativo, encontrar el punto (o los puntos con esa propiedad
0, en caso negativo, justificar la no existencia.

b) Determinar un punto Q de la recta r, de modo que su proyeccion Q’ sobre OP sea
el punto medio de este segmento.

Solucién:

a)



Para que exista R, es necesario que la recta que pasa por O y P corte ar.
La recta que pasa por O y P tiene ecuacién vectorial O+t-OP=(0,0,0)+t-(—4,6,6);teR

Para que las dos rectas se corten han de ser coplanarias, como A=(-4,8,0) es un punto de r y
V=(4,3 ,—2) un vector director, entonces el producto mixto [517\ , 515, v] hadeser 0

o -4 8 0
[OA,OP,v]=|-4 6 6|=248+0
4 3 =2

Con lo cual las rectas se cruzan y no puede existir R.

b)

El punto medio de OP sera M=(-2,3,3)

El punto R sera la interseccion del plano perpendicular a oP que pasa por M y la rectar.

Como widevec OP=(-4,6,6) el plano buscado tendra la forma w:—4x+6 y+6z+D=0. Para que

pase por M, ha de cumplir —4+(—2)+6-3+6-3+D=0 <> D=—44 por tanto
n:—4x+6y+6z—44=0

Ahora intersecamos el plano con la recta:
—4-(—4+40)+6-(8+3A)+6-(—2A1)—44=0<=20—10A=0 <= A =2

Asi pues, R=(4,14,-4)

56. Dadas las rectas r:(1,k,—1)+A:(—=1,0,3);A€R y s:[ x=y=2
x+y—z=1
a) Estudia su posicion relativa en funciéon del parametro k.
b) Calcula la distancia entre r y s cuando k=5

¢) En los casos en que las rectas sean secantes o paralelas, calcula la ecuacién implicita
del plano que contiene ary s.

Solucion:

r:(1,k,—1)+r-(=1,0,3);A€R=>A=(1,k,—1)er; u=(-1,0,3) directorder
s:(2,0,1)+u-(1,1,2);ueR=>B=(2,0,1)er; v=(1,1,2) director des

a)

-1 0
1

son que las rectas se crucen o que se corten. Para distinguir entre estos dos casos estudiaremos el

Como U y V no tienen la misma direccién ( =—1= 0) , entonces los unicos casos posibles

) 1 —k 2
producto mixto [AB,u,v]=|-1 0 3|=—5-5k
1 1 2



Como [AB,1u,v]|=0< k=—1 entonces las rectas se cortan cuando k=-1y se cruzan en

cualquier otro caso.

b)
Cuando k=5 las rectas se cruzan, por lo tanto la distancia entre r y s vendra dada por la férmula:
d(r,s) :|[A]f’”;v]‘ =30 5,0709u

TV V35

ixv=(—3,5,—1)=ixv/=V35

0)

El plano que contiene a r y s cuando k=-1 sera:

x—2 y z—1
1 0 3 |=0e=-3(x—2)+5y—(z—1)=0< —3x+5y—z+7=0
1 1 2

57.



