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El espacio vectorial R®
Definicion
Definimos como R* al conjunto (x,y,z)/x,y,z€R dotado de las operaciones
P R’xR’»>R’
. (Xl’Y1:Z1>+(X2’Y2rz2):(xl+x2:Y1+Y2’Z1+Z2)

RxR’>R’

*  Multiplicacion por escalar: a-(x,y,2)=(a x,a-y,az); o,xy,2€R

Se puede comprobar que el conjunto R* con las operaciones +y - (R?+,) cumple las condiciones
para ser considerado espacio vectorial.

Base de R®

Un conjunto de vectores (V;,...,V, | pertenecientes a un espacio vectorial V, se dice que son un
generador del espacio si cualquier vector €V puede escribirse como combinacion lineal de

—

Vi,...,V,, es decir:
VueVv,da,...,0,€R/ U=0,; Vi+..+a,V,

Un conjunto de vectores (U;,...,U,} pertenecientes a un espacio vectorial V, se dice que son una
base del espacio si son un generador de V y ademas son linealmente independientes.

—

Si tenemos un vector cualquiera W€V y una base (i), . 0, podremos expresar W como
combinacion lineal de los vectores de la base:

w=a, Ut to, U, O, 0, R
A los nimeros Q. ..., 0, se les llama coordenadas de W respecto a la base {ul,...,un}

Al numero de vectores que forman una base del espacio vectorial V se le llama dimension de V (se
puede demostrar que todas las bases de V tienen el mismo ntimero de vectores)

Los vectores (1,0,0) , (0,1,0) y (0,0,1) forman una base de R?, esta base se conoce como base
canonica.

Como consecuencia de lo anterior, podemos observar que la dimension de R® es 3.

Si queremos encontrar otra base de R* lo tinico que debemos hacer es buscar tres vectores
linealmente independientes.

Vectores en el Espacio Euclideo

Definicion
Dos puntos del espacio A y B, dados en un cierto orden, determinan lo que llamamos vector fijo. En
este caso, el vector AB seria el vector que comienza en el punto A y acaba en el punto B.

+  Elmodulo de un vector fijo AB es la longitud del segmento AB

+ Ladireccion del vector AB es la de la recta que pasa por Ay B

 Elsentido del vector AB es el que va del origen al extremo.

+ Elvector BA es el vector opuesto a AB . Tiene mismo moédulo, misma direccion pero

sentido opuesto.

* Siel origen del vector y el extremo son el mismo punto, tenemos entonces un vector nulo.

Dos vectores fijos se dicen que son equipolentes, si tienen mismo mddulo, misma direccion y



mismo sentido.

Cada uno de los conjuntos que forman todos vectores equipolentes entre si se representa por lo que

llamamos un vector libre.

Los vectores libres poseen las operaciones de suma y producto por un escalar.

* El resultado de multiplicar un vector por un escalar positivo es otro vector, con la misma

direccion y sentido, pero cuyo modulo queda multiplicado por dicho escalar.
Si multiplicamos un vector por un escalar negativo, la direccion se mantiene pero el sentido
cambia. El modulo obviamente queda multiplicado por el valor absoluto del escalar.

* Para calcular el resultado de la suma podemos fijar el primer vector y a continuacion fijar el
segundo de tal manera que su origen sea el extremo del primer vector. El vector resultante es
el que va del origen del primer vector al extremo del segundo.

El conjunto de vectores libres del espacio Euclideo con las operaciones de suma y producto por
escalar es un espacio vectorial.

Base

Para obtener una base de este espacio tendremos que buscar tres vectores que no sean coplanarios
(se entiende que si los aplicamos sobre el mismo punto, el origen y los 3 extremos no estan todos en
el mismo plano)

El espacio vectorial de los vectores libres es isomorfo a R?. Esto viene a decir que podremos asociar
cada vector libre con un elemento (x,y,z) ER’

Para hacer esto, la manera habitual consiste en buscar tres vectores que tengan médulo 1 (vectores
unitarios) y que sean perpendiculares entre si, esto es lo que se conoce como base ortonormal.

A los vectores de esta base ortonormal, les asociaremos los de la base candnica de R’ : (1,0,0),
(0,1,0) y (0,0,1) De esta manera, podremos realizar las operaciones con los vectores de manera
algebraica o geométrica, segun nos interese.

i=(1,0,0) j=(0,1,0) k=(0,0,1)



Producto Escalar
Definicion:

El producto escalar de dos vectores, U y V es un nimero que viene dado por la expresion:

G- V=[t][v]-cosa |

donde a es el angulo que forman los vectores U y V.

El producto escalar de dos vectores U y Vv, cuyas coordenadas respecto a una base ortonormal son
i=(x,,y,,2,) y v=(X,,¥,,2,) se calcula de la siguiente manera:

U V=X X+ Y, Yo+Z, 2,

Geométricamente, el producto escalar se interpreta como el producto del médulo de t por la
proyeccion de Vv sobre U, cumpliendo la formula:

u-v=[u-|v|-cosa

Observacion: U-v=0 < u yvsonortogonales

Moédulo

Como ya se dijo, el modulo de un vector del espacio euclideo se corresponde con su longitud. Si las
coordenadas de un vector V respecto a una base ortonormal son v=(x,y,z) el modulo se calcula
de la siguiente manera:

|i5|=\/T/f\7=\/x2+y2+z2

Producto Vectorial

El producto vectorial de dos vectores U y V es otro vector UXV que se define de la siguiente
manera:

 Si U o Vv sonnulos, o bien tienen la misma direccion, entonces i Xv=0

* Si U ni vV sonnulos, ni tienen la misma direccion entonces el vector XV es tal que:

« Sumoédulo queda determinado por [UXV|=[U|-|[V|-senc donde a es el angulo que
forman los vectores U y V

< Su direccion es perpendiculara U y v

« El sentido es el del movimiento de un sacacorchos (o un destornillador) que gira de U a
v (tomando como angulo de giro aquel que es menor de 180°)

uxv



El producto vectorial de dos vectores cuyas coordenadas respecto a una base ortonormal i, _j y k
son U=(x,,y,,z,)=x,-i+y," j+z,-k y V=(x,,y,,2,)=x,-i+y, j+z, k se calcula siguiendo la
regla:

i j k
- o (Y1 Zy7_ X 4z X0 Nn—(, . . . . . .
UXV=IXy Y1 Zy|= = Jt k_(}’1 Zy= Yo 21, Xy 21— X725, X" YT X y1)
Yo Z, X, Z X, Y
Xy, Yo Zy

El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:
s Uxv=—vxu
e (at)xv=tx(av)=a(uxVv); a€R

-
-

* .y vtienenlamismadireccion <t xv=0

|tix V|=[d]- [V]- sena

jdx v =[af V[~ (a-v )

+  Geométricamente [tixV| coincide con el valor del 4rea del paralelogramo formado por i y
v

=4
s

7| -sena 2 Area=|i-[¥|-senc

Y

=i

Producto Mixto
El producto mixto de 3 vectores @i , v y w se define como [U,w,w]=0-(Vxw)

Si las coordenadas de los vectores respecto a una base ortonormal son U Z(X Y1 Z 1) ,
v=(x2,y2, 22) y W:(X3:y3: 23) entonces el producto mixto se calcula:

v, z X 7 X, y X1 N 44
[G,V,W]=x,- 72 Z2|=x,|"2 “2l4xp0"2 2=lx, y, 1z,
Y3 73 Xy Z3 X3 Y3

X3 Y3 Z3

Geométricamente el producto mixto se corresponde (salvo signo) con el valor del volumen del
paralelepipedo que forman los vectores U, Vv 'y w

)

uxy

(ixV)-w=|ii xV|-|w|- cos .= Area Base - Altura



Por otra parte si lo que queremos estudiar es el volumen del tetraedro formado por los tres vectores

entonces el volumen vendra dado por:

1 1 |uxv|
V= 3AreaBase Altura—3 >

_ [ EUU I,
“lwl- cosoc—gl(uXV) W|—6|[u,v,W]|

Puntos, Rectas y Planos en el Espacio Euclideo

Sistema de referencia y coordenadas

Un sistema de referencia en el espacio esta . compuesto por un punto O, llamado origen, y tres
vectores linealmente independientes i,k

Un punto cualquiera del espacm puede expresarse como combinacion de los elementos del sistema
de referencia: P=O+x-i+y- j+z-k . Diremos entonces, que los valores reales X, y, z son las
coordenadas del punto P respecto a este sistema de referencia. De este modo podremos hacer
referencia al punto P mediante sus coordenadas en este sistema P=(x,y,z)

En la imagen PE(2,3,2>:2‘_1:+3'7+2 v

Nota: Al establecer el sistema de referencia lo habitual es elegir unos vectores que sean
ortonormales, pues de lo contrario los calculos se complican.

Ecuaciones de la recta
Una recta es un conjunto de puntos que sigue una misma direccion.

La mejor manera de definir un conjunto de puntos es mediante una ecuacion. Los puntos cuyas
coordenadas cumplen la ecuacion estan en el conjunto, los que no la cumplen no estan.

Ecuacidn vectorial de la recta

Si tenemos un punto P que pertenece a la recta r y un vector vV que sigue la direccion de la recta
(vector director) entonces los puntos X, de la recta r cumpliran la ecuacion

|X:P+7vV para algin AEN




Ecuaciones paramétricas
Las ecuaciones paramétricas se obtienen trabajando con coordenadas en la ecuacion vectorial:

X=pth-v,

(x,¥,2)=(ps,py» P)+ A (vy,v,,v,) < [ {y=p,+h-v, AER
z=p,+t\-v,

Ecuaciones continuas
Si en las ecuaciones paramétricas despejamos el parametro A

X™Py_Y—P,_27PD,
v, v, v,

Ecuaciones del plano
Un plano esté definido por tres puntos o bien por un punto y dos vectores.

Ecuacidn vectorial

La condicion para que el punto X pertenezca al plano definido por P,U yV consiste en que el
vector AP pueda expresarse como combinacion linealde U y v

PX=h-U+B-V

Ecuaciones paramétricas

X:px+)\'.ux+B.vx
y:py+7\.'uy+[3'vy A, BPENR
Z:pz+)\‘.ul+[\)).vl

Ecuacién normal

Si P es un punto del plano y 1 es un vector normal, entonces, para todo punto X del plano, se
cample

Ecuacién general o implicita

Si introducimos coordenadas en la ecuacién normal:

(nxyny:nz) '(X_px:y_py’z_pz):()c>nx'X+ny'y+nz'Z_nx.px_ny'py_nz.pz:()
entonces obtenemos una ecuacion de la forma

‘ Ax+By+Cz+ D=0 ‘

Observaciones:

* Los coeficientes de la ecuacion general son las coordenadas de un vector normal al plano
n=(A,B,C)

* Silo que conocemos del plano son un punto Py dos vectores U y Vv entonces podremos
obtener la ecuacion general razonando que para todo punto X del plano los vectores PX ,
U y Vv son linealmente dependientes, y por tanto



X=py, Y—pb, z7p,
u, u, u, |=0

vy v, v,

Aunque también podemos obtener un vector normal con el producto vectorial A=uxV

Puntos alineados y coplanarios

La condicién para que tres puntos A, B y C estén alineados es que los vectores AB y AC sean
linealmente dependientes. O dicho de otro modo
b,—a, b,—a, b,—a,|_

IrneR/ AB=h-AC < rango| ¥
c,—a, c,—a, c,—a,

X X

1

4_'.-—"—'____‘

=]

/

Cuatro puntos A, B, C y D son coplanarios si los vectores AB , AC y AD son linealmente
dependientes, lo cual es equivalente a decir

C
b,—a, b,—a, b,—aq, .

— _ —al= D
c,—a, c,—a, c,—a,=0
d,—a, d,—a, d,—aq,

Posiciones relativas de dos rectas

Sean las rectas r y s de ecuaciones

x=a+hv, x=b,+uw,
r=A+ AV S r= y=a,+\v, AER S=EB+uw < s= y=b,+uw, WENR
z=a,+\v, z=b+tuw,

Con las coordenadas de los vectores directores podemos formar la matriz

vX WX
C= v, w,
vZ WZ

y si la ampliamos con el vector AB tendremos la matriz
WX bX_aX
C'=|v, w, b—a,
WZ bZ_aZ
Sobre estas matrices podemos decir lo siguiente:
* RangoC=1 < ry stienen la misma direccion (paralelas o coincidentes)

* Rango C'=3 < ry sno son coplanarias (y por tanto se cruzan)

* RangoC'=2 < rys son coplanarias (se cortan o son paralelas )



e RangoC'=1 < rys son coincidentes

Por tanto las posibles posiciones relativas entre dos rectas son:

Las rectas se cruzan

En este caso rango C'=3 y rango C =2

Las rectas se cortan

Aqui rango C'=2 yrango C=2

Las rectas son paralelas

rango C'=2 yrango C=1

Las rectas son coincidentes

u
A

rango C'=1yrango C=1

Posiciones relativas de una recta y un plano

Suponemos el plano de ecuaciones ©=Ax+By+Cz+D=0 y larecta
X=p,*+hv,

r=P+LVer=ly=p +iv, LER
z=p,+\v,

Si sustituimos las ecuaciones de la recta en la del plano para intentar hallar los puntos de corte,



tendremos:
A(p,+iv,)+B(p,+Av,)+C(p,+hv,)+D=0< Ap +Bp,+Cp,+D+Ar(Av,+Bv,+Cv,)=0

Ap,+Bp,+Cp,+D
Av,+Bv +Cv,

con lo que A=— =0 (siempre que el denominador sea distinto de 0)

y el punto de corte se obtiene sustituyendo A en las ecuaciones de r

Recta secante

-

La ecuacién tiene una tinica solucion, esto ocurre cuando n-v=Av,+Bv +Cv,#0

S

Recta paralela al plano

La ecuacion no tiene solucion, esto ocurre cuando 1-V=Av,+Bv +Cv,=0 y
Ap,+Bp,+Cp,+D+#0 (Pgn)

o—

Recta en el plano

La ecuacion tiene infinitas soluciones, esto ocurre cuando A-V=Av,+Bv +Cv,=0 y
Ap,+Bp +Cp,+D=0 (Pen)

o
I

Posicion relativa de dos planos

Sean los planos t=Ax+By+Cz+ D=0 y n'=A'x+B'y+C'z+D'=0 entonces con los
coeficientes formamos las matrices

M= A B C y M'= A B C D
AI B' CI A’ B’ CI D'
Entonces:

Si rango(M)=rango(M')=2 los planos se cortan formando una recta



i e

Si rango(M)=1 y rango(M')=2 los planos son paralelos

Si rango(M)=rango(M')=1 los planos son coincidentes

Observacidén

Ademas de las ecuaciones habituales, es comin expresar una recta como la interseccion de dos
planos:

Ax+By+Cz+D=0

r=
A'x+B'y+C'z+D'=0

Haz de planos

Sean n=Ax+By+Cz+D=0 y n'=A'x+B'y+C'z+D'=0 dos planos que se cortan segun la
recta r. Llamamos haz de planos generado por @ y m' a toda combinacion lineal que se puede
hacer con las ecuaciones de T y w'

‘A (Ax+By+Cz+D)+u(A'x+B'y+C'z2+D")=0 |

* Para cada par de valores A y Y se obtiene un plano que contiene a la recta r

* Todos los planos que continenen a la recta r se pueden expresar como combinacion lineal de
Ty m' y por tanto estan contenidos en el haz.

Posiciones relativas de tres planos
Sean n=Ax+By+Cz+D=0 n'=A'x+B'y+C'z+D'=0y n''=A"'x+B""'y+C''z+D"''=0
Formamos las matrices

A B C A B C D
M: Ar Br Cr yM': Ar Br Cv Dr
A” Brr Crv Arr Brv Crr Drr



y tenemos los siguientes casos

Rango (M) =3

Los tres planos se cortan en un punto (la solucion del sistema)

-

Rango (M) =2 yvrango (M) =3

El sistema es incompatible, asi que no hay ningin punto comun a los tres planos. Hay dos
posibilidades:

* Alguna fila de M es multiplo de otra. Esto implicaria que hay dos planos paralelos y el
tercero los cortaria.

* Ninguna fila de M es multiplo de otra. Entonces no hay ningtn par de planos paralelos y los
planos se cortan dos a dos.

-

Rango M) =2 y rango M") =2
Los planos tienen una recta en comun. Aqui también hay dos casos

* Alguna fila de M es multiplo de otra. Esto implicaria que dos planos son coincidentes y por
tanto, el tercero los corta siguiendo una recta.

* Ninguna fila de M es multiplo de otra. Entonces son tres planos distintos de un mismo haz.

' =

Rango (M) =1 yrango (M) =2

Los planos no tienen ningin punto en comun, pero sus vectores normales llevan la misma direccion
(lo que implica que son paralelos o coincidentes). Hay dos casos.

* Los tres planos son paralelos (todas las submatrices de orden 2x4 de A' tienen rango 2)

* Dos planos son coincidentes y el tercero paralelo (alguna submatriz de orden 2x4 de A' tiene
rango 1)



Rango (M) =1 v rango (M') =1

Los tres planos son coincidentes.

Distancias en el Espacio Euclideo

Distancia entre dos puntos

Si A=(a,,a,,a,) y B=(b,,b,,b,) son dos puntos del espacio, entonces la distancia de A a B sera

el médulo del vector AB

d(A,B)=AB=v(b,—a ) +(b

y— 4y

J+(b,~a,f

Distancia entre un punto y un plano

Si PZ(pX,Py,PZ) es un punto del espacioy w=Ax+By+Cz+D=0 entonces:

_|Ap,+Bp +Cp,+D|

d(p,7) JA’+B+C’

Demostracién

Si Q:(qx,qy,qz) es un punto del plano , como
el vector 1=(A,B,C) es un vector normal de

T tendremos
QP -ii=|QP|-fi|-cos o
y como

d(P,7)=|QP|  cosa

entonces

d(P,n)=[QP|-cos o=

@p-7i| _|A(p,—q,)+B(p,—q,)+C(p,~q,) _

7l

7l

_|Ap.+Bp,+Cp,~(Aq,+Bq,+Cq,)

\/A2+B2+C2

pero como Qemn=Aq,+Bq,+Cq,=—D tendremos

_ ‘ApX+B py+C pZ+D|
\/A2+BZ+C2

d(P,n)

Distancia entre una recta y un plano

Primero tenemos que estudiar la posicion relativa entre la recta y el plano:

» Si larecta corta al plano, entonces la distancia sera cero



* Silarecta no corta al plano, calcularemos la distancia eligiendo un punto de la recta y
calculando la distancia de ese punto al plano.

Distancia entre dos planos
Si los planos se cortan la distancia es cero

Si los planos son paralelos, buscamos un punto de uno para hallar la distancia al otro.

Distancia entre un punto y una recta

Si Q es un punto de larectary Vv un vector director, entonces

d(P,r):‘QP_,xv|
vl
Demostracion:

La distancia entre P y r, podra calcularse utilizando las razones trigonomeétricas, de la forma
d(P,r)=|QP|-sena

como |QP x v|=|QP|-[v|-sena entonces

QP x7]

vl

d(P,r)=|QP|-sena=

Distancia entre dos rectas

El calculo de la distancia entre dos rectas r=P+AV y s=Q+Aw dependera de la posicion relativa
en la que se encuentren.

¢ Si las recta se cortan la distancia es cero

* Si las rectas son paralelas, deberemos elegir un punto de una y calcular la distancia de ese
punto a la otra. ( d(r,s) = d(P,s) =d(Q.r) )

* Suponemos ahora que las rectas se cruzan, entonces la distancia vendra dada por la formula
[PQ.v,w] _|PQ-(vxW)
v xw| v xwl

d(r,s)=

Demostracioén




Si las rectas se cruzan, la distancia sera la longitud del segmento perpendicular ary s.

Se puede observar que esta distancia coincide con la altura del paralelepipedo determinado por P,
PQ,Vyw

Ahora bien, la base del paralelepipedo es [iixWw| . El volumen es [AB,7,w]| y como volumen=
area de la base x altura, entonces

alturazw
v xw|
Angulos

Angulo entre dos planos

El angulo entre dos planos sera el mismo que el que hay entre sus vectores normales

n,-m,
COSO =157
|”1‘ ' ‘”2|

Angulo entre dos rectas

El angulo entre dos rectas sera el que formen sus vectores directores.

Angulo entre recta y plano

El angulo que formen una recta y un plano serd el complementario (o el complementario del
suplementario, segun la orientacioén) de aquel que formen un vector normal al plano y un vector
director de la recta.

En cualquier caso




Simetrias

Simetria respecto a un plano

Dos puntos A y B se dice que son simétricos respecto a un plano, si se cumplen las siguientes
condiciones:

a) Elvector AB es perpendicular al plano.

b) El punto medio del segmento AB pertenece al plano.

3

Para calcular el simétrico de un punto A respecto a un plano © hay que realizar los siguientes
calculos:

1. Obtener la ecuacion de la recta perpendicular al plano © que pasa por el punto A
2. Obtener el punto de corte, M, de dicha recta con el plano &

3. Obtener el punto B mediante la operacion B=M+AM (u otra similar)

Simetria respecto a una recta

Dos puntos A y B se dice que son simétricos respecto a un plano, si se cumplen las siguientes
condiciones:

a) Elvector AB es perpendicular a la recta.

b) El punto medio del segmento AB pertenece a la recta.

¢ -—--{----@

Para calcular el simétrico de un punto A respecto a una recta r hay que realizar los siguientes
calculos:

1. Obtener la ecuacion del plano m que pasa por el punto A y es perpendicular a la recta r.
2. Obtener el punto de corte, M, de dicho plano con la recta r.

3. Obtener el punto B mediante la operacion B=M+AM (u otra similar)



Ejemplos

Perpendicular comun a dos rectas que se cruzan

Método 1 — Obtener dos puntos de la recta

M u

l
Supongamos que queremos calcular la perpendicular comun a las rectas
r:(0,0,—1)+r-(2,1,1); AeR y 5:(0,4,22)+p-(—1,2,7); PER

De las ecuaciones de las rectas, obtenemos los vectores directores 1i=(2,1,1) y v=(—1,2,7)y los
puntos A=(0,0,-1) y B=(0,4,22). Hay que resaltar, que los puntos A y B, extraidos de las ecuaciones,
no tienen por que estar en la recta perpendicular (de hecho, en general no lo estan).

De las ecuaciones paramétricas de las rectas, obtenemos que los puntos han de ser:

\M=(2n,h,—1+))|y| N=(=B,4+2B,22+78) |con A,BER

con lo cual, nuestro objetivo serd determinar los valoresde A y f3

—_—

Si tenemos en cuenta que ‘ MN -v=0 ‘ y| MN -u=0 |obtenemos el sistema de ecuaciones:

MN=(—p—2A\,4+2B—N\,23+7p—1)

—2P—4A+4+2p—N+23+7p—A=0 - —6A+7p=-27 N A=1
f+2A+8+4P—-2A+161+49p3—-7A=0 —7A+54p=—169 p=-3

Con los valores A=1 y B=—3 obtenemos los puntos M=(2,1,0) y N=(3,-2,1) y la perpendicular
comun sera

(x,y,2)=(2,1,0)+t:(1,-3,1);teR

Método 11 — Expresar la perpendicular como interseccidén de dos planos

En primero lugar cabe observar que el vector XV es perpendicular a ambas rectas y por tanto

llevara la direccion de la recta que buscamos. Con las rectas que estamos estudiando
uxv=(2,1,1)x(-1,2,7)=(5,-15,5)




Si nos fijamos, el punto Ay los vectores @i y XV determinan el plano s, que contienen a la
recta r (imagen izquierda)

Del mismo modo, el punto B y los vectores Vv y tiXV determinan el plano 7t que también
contiene a r (imagen derecha)

Por lo tanto, la recta r serd interseccionde m y m’

En nuestro caso calculamos
x y z+1
n=2 1 1 |=F0=20x-5y—35z—-35=0
5 —-15 5
x y—4 z-22
n'=-1 2 7 |=0< 115x+40 y+5z—270=0
5 -15 5

y por tanto, las ecuaciones implicitas de la perpendicular comun seran

20x=5y—35z-35=0 | 4x—y-7z-7=0
115x+40 y+52z—-270=0 23x+8y+1z—54=0



Recta que pasa por un punto y es secante a otras dos

Sean las rectas r:(1,—1,2)+A-(2,1,-3)y r':(0,2,1)+p-(—1,0,1) . Consideremos el punto
M=(2,1, 5) . Tenemos que buscar la recta, s que pase por M y sea secante ary r’.

En primer lugar, hay que observar que r y r’ no son coplanarias para garantizar que existe dicha
recta. Si fuesen coplanarias, podrian existir infinitas soluciones o incluso no haber ninguna.

En nuestro caso:

-1 3 -1
2 1 =3[=1=+0
-1 0 1

con lo que efectivamente r y r’ no son coplanarias

Del mismo modo, la recta r’ y el punto M determinaran el plano n’, que también contiene a la recta
s. Asi pues, la recta s podra expresarse como interseccion de my m’

Para obtener la ecuacién de m, utilizamos el punto A=(1,—1,2)€r , el punto M y el vector
i=(2,1,—3), director de r.

AM =(1,2,3)

x—1 y+1 z-2
T 2 1 —3|1=0=9x—9y+3z-24=0<=3x—-3y+z—8=0
1 2 3

Con B=(0,2,1)er’, el punto My el vector v=(—1,0,1), director de r’, obtenemos m’



BM=(2,-1,4)

x y—-2 z—1

n':—-1 0 1 =0 x+6y+z—13=0
2 -1 4

Con lo que

s:]3x—3y+z—8=0
x+6y+z—13=0

Observacion:
Una solucion alternativa seria cortar el plano m con la recta r’ para obtener un segundo punto de s.
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