1. f 3 x'+2 x—4 dx
Solucioén:

3 2
f 3x +2 x—4 dx= 3TX+27X—4x+k=x3+x2—4x+k ;kER

3
2. [ 2xe3 &

Solucioén:
3 1 dt
I 2 xe3 B3 I 2 xe3 B3 I 5
r=2x+3
dt:2dx:dx=gl—t

J 3 nitek=2 102 x+315k  ; keR
2 2

o | w

2
3. [ 525 ax
Soluciéon
2x 1 2
JS—dx=[ —di=lnltl+k=In|x"+1|+k ; keR
x +1 t
[t:x2+1

dt=2 xdx

4. Ixcos(2x2+2)dx

Solucion:

f xcos(2x2+2)dx:% f cos 2x2+2)4x ~dx:% f Ccos tdtz%sen t+k:% sen ( 2x +2 J+k  keR

t=2x"+2

dt=4 x dx

5 .XH‘/ﬁ
5. [ 55
X

Solucion:

5x+V3x. 5x V3x 5 _ 2 3 4
f—zdx:f_zdx+f_zdx:f—dx+f\/3x2dx:51n|x|+ V3 x*+k=
X X X X -1,2

:51n|x|—2\/3+ k: kew
X

2 sen x COS X
6. |

2
l+sen x

Solucién:



Z:fenxcns;xdxzjﬂz
i

J

l+sem x=1= 2 sen x cos x dx = dt

1+ sen x

Int=1In (I + .TE'H:I]'i'K

1- V_
Solucioén:
2
1-x 1-t (1-2) (1+12) 2t
f I_J;dx:‘ll _t tht: l—t

t—\/;
S dv=de=2xdt=2tdt

2\/x

= x+ 3—\/x3+ ki keR

8. f sen’ x dx

Solucion:

2 2 2 2
cos2x=cos x—sen x=1—2sen" x = sen" x=

di- | 2.2 dx:/% £vk-

1 —cos 2x
2

: (lfsen2 x) dx:f 1-£ dt-

f sen’ x dx- 1 cos dx=2 2" 2X+k keR
2 2 4
9. f cos x dx
Solucidn:
f cos x dx:f cOS X - cOS X dx:f cos X
t=senx
dt = cos x dx
3
=t—%+ k=sen x> X4k keR

10. f1+lnxdx

Solucién:

I +Lx a’x:::{[u

x)=[r(x

= Flx)=(1+Lx) x=[x- —a'x (1+ Lx)-

x—[dx=(1
1. [ 2x[In(x)] dx

Solucion:

n=|-|—Lx%a'n=—la'x

x =

dv=u - r—Ir - a’u}::b

dv=drx =v=x

x—1+C=x+xL1-x+C=xLx+C




f=zjx[|n{x]]1dx=2-(§-[1n[ J zj—x 2-1n (x)- dx— (— [in (x) )-zjx In (x) dx

[ln [x]]z =u=2-In (x)-ldx =du
X

xdx=d1-‘:ﬂ‘=chIx=l-xE

I:xz[ln {1}]1—2_[1 In (x}dx:leln {I}]i-l-%-xz In {_I}—o- Zj‘é:rz %:xi[ln (x ]2—1 In dex
In{x]:u:}idx:du
X
=
xdx= dlnl—fxdx——
2
1= fin )F ~1n ()L =f{[ln )F -In (:r}+%}+ K
12. I arctan x dx
Solucion
X 1
f arctan x dx=x arctan x—f — dx=x arctan x-— J' > dx =
+X 2 l+x
1
u=arctan x __|du= dx
= 2 i
{ dv=1dx 1+ x (integrando por partes)
v=x
=xarctanx—%ln(1+x2)+k; keR
13. Jlxcos x dx
Solucidn:
f X cos x dx=Xx sen x—f sen x dx=x sen x—(-cos x)=x sen x+cos x
u=x=du=dx
dv =cosx dx = v=sen x
2
x +x-4
14, [ =4
x -4x
Solucion:
xj—4x=li}:>(xz—4}1’:0:}1(_T—2}(x+2]=0
X +x=4 x4+ x=4 4 B C A(x=2)(x+2)+ Bx (x+2)+ Cx (x=2)
= = —4 + =
¥ =dx  x(x=2)(x+2) x x=-2 x+2 x(x=2)(x+2)
Alx=2)(x+2)+Bx (x+2)+ Cx (x=2)=x" +x-4=
x=2:>A(2—2][2+2)+B-Z-[2+2)+[T-2(2—2}=21+2-4:‘:—SB=2:>B=§=%
x=0=A(0-2)(0+2)+B-0-(0+2)+C-0(0=-2)=0"+0-4 = -d4==4= A =1
x==2= A(-2-2)(-2+2)+B-(-2)-(-2+2)+C - (-2)(-2-2)=(-2) +(-2)-4>8C= -2:(:-%

Crx—4_1 11 1

1,1 =
=4 x 4x=2 4x+2




2

fxx+x44 . J‘ 1 f_dx f_dx_

=In|x|+ lln|x—2|—zln|x+ 20+ K; KeR

5 [ =

x +x-2

M x=2=(x+2)x-1).

3x 3x 4 B _Ax-A+Bx+23_{A+B]x+{ ,4+2B}
¥ +x=2 (x+2)(x 1] x+2 x-1 x+x=2 ¥ +x=2
.=I+E=3}
= —36=3;, B=1. A=3-1=2=4.
-A+28=0
3x 2 I
I=|——— dx= dx =2 cdx+|——-dx=
X +x=2 N -[[x+2 x—J J I+Jx—| *

=2L|x+2|+L|x-||+€_

6. [ ——

x 5X+

Solucion:

X’ X2-5x+6

045 - 6x X5

5x° - 6x

-5x°+25x-30

19x-30

3
x :(x2_5x+6).(X+5)+19x—30:x—:(x+5)+129x—30:
x'—5x+6 x'—5x+6
=(x+5)+ A, B
x—3 x+2
A(x+2)+B(x—3)=19x-30= | A=27
B=-8
3
X | | £
dx= +5 dx+27 — dx-8 — dx=—+5x+27 In Ix-31-8 In 1x+2l
fx25x6xj.x * j‘x3x J.x+2x‘2 X n lx n lx
17.

J‘ X +9

Solucién:
x-3 x 3 1 7% 3 1
dx = dx— dx=— dx—= —— Jx=

/ x40 J x+9 I3 9 2 J Xx+9 9 J (x/37+1

1 2xX 1/3 1 1 1

dx - dx:_ _— du_ d\/’:
J')C+9 f(x/3J2+l 2f f i1



u=x+9 v=x/3
du=2xdx |dv=1/3dx

:%ln | u | — arctg v+ k:%ln | X*+ 9 | —arctg (x13)+ k; keR

Solucion

| = lw.f——w“f——w“fal dx

A(x+ 1) (x*+ 1)+ B(x—=1)(x’+ 1)+ (Cx+ D) (x—1)(x+ 1)=1
De donde:

A+ B+ C=0 A=1/4

A—=B+ D=0 _ | B=—-1/4

A+ B—C=0 Cc=0

A-—B—-D=1 D=-1/2

1 11 1 1 1
f 1 dx:z f 1 dxfz f Tl dxfa f E dx=
%lnlx—lI—%ln|x+1|—%arctanx+ k;keR
3
143 In x+(In x
o, f ( )
x-[1-(In x) |
Solucién:
13 In x+(In x) 1+3tet
J | di- [ o ar2 f'——dt f———tﬁ_
x - [1-(In x)| 1-£
t=Inx
di="L dx
X
2 2
_ t —5In|t 1|—31n|t+1|+k: (Inx)’—=5In|In(x) 1|—31n|ln(x)+1|+k
2 2
x-1
20. S dx
f x2+2>(+2
Solucion:

Como el denominador tiene raices complejas habra que descomponer la fraccién buscando las
derivadas de las funciones In x y arctan x
2x+2 -4
f 2 dX+ f 5 dx

x-1 2x-2
| e = ag
X +2X+2 x+2X+ 2 X +2X+2 X +2X+2

Por un lado

2X+2 2
f - dx=In |x +2X+2|+k

X +2X+2
Yy por OtI'O

f dx = 4_[ dx 4 arctan (x+1)+k
X 42X+ 2

entonces

x-1 1 2
> di=—In|x +2x+2|-2 arctan (x+1)+k ; keR
X +2X+2 2

s kEeR



21fxx6

Solucion:

f o dx= f — dx J. ﬁ dx=21In|x-3]-2 In|x+2[+k=2 In | X3 +k

-x-6 X+2

2. J‘ 6senx
o 5- 3cosx

Solucion:

Osenx [ 6di_[ 2di_]

5-3 cos x 5.3 ¢ 5/3_¢ t-5/3

dt=21n [t-5/3|+k=

t=cos x
dt=—sen x dx
=2In|cos x—=5/3|+k; keR
fﬂ 6sen x

0 5_ 3cosx =] 21n COoS X— 5/3‘ [2In |cos w—5/3|]—[2In |cos 0—5/3|]=

|—1 5/3 |
=2In =2In4=In16
|1 5/3|

23, f23x+x
dx
Solu01g£:
2 3_yxle x 2, 21 ’ -3 - g
f —3dx:f 3 x dx—‘[ —dx+‘[ xdx:[—x ]—[ln|x|}+
1 x 1 X ! 2 1

it SR WS SR S )
g "2 278

Zz 2
24. foz 2cos x dx

Solucion:
2 2 2 2
cos2x=cos x—sen x=2cos x—1=2cos"x=1+ cos 2x

A s g
f(f 2cos x a’x:fo2 1+ cos 2x dy=| x+—2 X 13 :E
2 2

0

25. Calcula la siguiente integral en funcién de a y b:

ax+b
| 2 i
X —3X+2

Solucion

atb _ A, B o ib=d(x-2)+B(x—1)>]| a=4+B
¥ =3x+2 x—1 x-2 b=—2A—B
sumando;

a+ b=—A=> A=—(a+ b)

sustituyendo:
B=2a+b
entonces

ax"'b a+b 2a+b
f x_—f dx+f ) dx=(a+b) In|x-1]+(2 a+b) In |x-2]+k ;

X3 x+2 x-1

s keR

keR



26. f X sen 2x dx

Solucién:
2, sen 2x
f x sen 2x dx=-x - £ X, f X cos 2x dx=_X €08 X, X sen 2x _f > dx=
2 2 2
2
—x"-cos2x xsen2x coS2x
= + + +k;, kENR
2 2 4

27. Calcula la siguiente suma de integrales definidas
? _2 27 (-sen x) 2 —sen x)
— dx+ (csenx-e " icos x-e ") dx
1 X TT

cuyas integrales indefinidas asociadas son inmediatas
Solucion:

_2 27T
(-sen x) 2 (-sen x)
T3 odxs ) (-sen x - e +COS X - e ) dx=
X

_ L 2 . senxzn_l_ _(_ —é
_lx2]l+[cosx e | =2 1+ 1—( 1)—4
28.

f e +3e+2 dx
Solucién:

1 e 1

#d _ dt = dt- 5
f0e2+3e+2xflt+3t+ J“tl J. 2

e 3e+3

:[ln|t+ll]l—[ln|t+2|]1:1n(e+ 1)—1n2—1n(e+ 2)+ln3=1n(2e+4)

29. J‘l x In x dx-

Solucidn:
Calculamos una primitiva integrando por partes
3 3 3 2 3 3
1

x X
f x Inx dx:x? “In xff 3 dx:x? “In xfjl 3 dx:x? “In x7%+k; keR

uZInx:du:ldx
X
3

dv:xzdx:v:x?

Por tanto:

‘o X’ S8 S 1 268+ 1
fx Inxde= | — Inx——|=———+ —=

3 9], 3 9 9 9
3x+7
30. f dx
x 3x+2 ) (x-3)
Solucidn:
3x+7 5 13 8
f 2 dx:f;dx—f;dmf;dx:

(x-3x+2)(x-3)
=5In|x—1|—-13In|x=2|+8In|x-3|+k,; keR
31.Sea f:R>2NR y g:R >N las funciones definidas respectivamente por:

o=ty glo)=r

2



a) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes y calcula los puntos de corte entre ambas
graficas.
b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g

Solucidn:
X si x<0 .
Recordamos que la grafica del valor absoluto [x| = . 0 es la de dos semirrectas
X si xz
que coinciden en (0,0) porgue |x| es continua en R por compuesta de continuas, es
X si x<0
simétrica respecto al eje OY porque |-x| = |x|, por tanto la grafica de f(x) = es
si xz=0

P e P

muy parecida a la de [x| pero pasa por los puntos (-1,1/2) y (1,1/2).

La grafica de g(x) = 1/(1 + x%), al ser una funcién racional podemos obtenerla calculando sus
asintotas y su corte con los ejes.

Mo tiene asintotas verticales, porque ningun valor de “x" anula el denominador.

Vemos que g(0) = 1/(1 + 0%) =1, y que g(x) > 0. Como al aumentar el denominador disminuye
el cociente, el valor (0,1) el maximo relativo y absoluto pues se alcanza para x = 0.

Como lim 1/(1 +x°) = 1/(1 + (+=)°) = 1/+= = 0", la recta y = 0 es una asintota horizontal de

g entw, y ademas g esta por encima de la asintota horizontal y = 0 en 4o,
Como g(-x) = g(x), la grafica de g es simétrica respecto al eje OY.

Veamos los puntos de corte de f y g. Lo estudiamos sélo para x > 0, por simetria.

De f(x) = g(x), tenemos (x > 0) x/2 = 1!(31 +x) 5 x(1+x%) =2 5 x+x"=2 5 x"+x-2=0.
\Vemnos que x = 1 es solucidn, porgue (1)° + 1 -2 = 0. ¥ ya no hay mas cortes entre las
graficas para x > 0, luego los punto de corte son (-1,1/2) y (1,1/2).

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de |la grafica de f es:

Para calcular el area observando la figura vemos que es simétrica respecto al eje OY, luego:

Area = 2-' ( 1/(1+x") — x/2)dx = 2-[artag(x) — x/4]y' =
= 2-(artag(1) — 1/4 - artag(0) ) = 2(x/4 = 1/4 = 0) = n/2 = 1/2 = 1°0708 u’.

Si no te das cuenta que es simeétrica tienes que calcular el area como suma de dos integrales:
Area =" (1/(1+x") = (x/2))dx + [5' { 1/(1+x") — x/2)dx y se obtiene el mismo resultado.

1
32. Considere la funcién f (x)= 5~ senx

a) Dibuje el recinto acotando comprendido entre la grafica de f(x), el eje OX y las rectas

x=0 y X:2

b) Calcule el area de dicho recinto.

Solucioén:

f(x)Z%—Senx



f ’(x)——cos x<0six€(0,m/2)= f decrecienteen(0,7/2)

flo)=2. r(Z)=5

vemos que ftlene un unico punto de corte con el eje OX en (0,7/2)

f(x)ZOcrsean%@x:%

Podemos pues esbozar la grafica
1 -

N

El area pedida sera:

g

b fud fid
IOG lfsen x dx- ﬁ lfsen xdx:[iwos x]t[ﬁwos x]z
2 2 2 , z
V3 L3
— V0 Ty T ~
=L+ So1-Ey Ly 2 12+¢3 1 ~0,4703 1>

33. Paracada ¢>2 definimos 4 (c) como el drea de la regién encerrada entre la grafica de

2
f(x)= 1+4x , el eje de abscisas, y lasrectas x=1 y x=c
x

a) Calcula 4 (c)
b) Calcula im 4(c)

c> o

Solucioén:

. 1+ x° e
a) La funcién f (x)=—-— espositivasi x # 0 , por tanto
x

T B R N T
X

x4x2dx .’))cx?)cc3 3CC3

-1 -1 4 4
lim A(c)=lim —+ —+ —=—
b) lim ( ) im 373

c > c > 303 C

34. Hallar la funcion polinémica de grado 3 sabiendo que su grafica pasa por el punto P (1,0), que

tiene por tangente en el punto de abscisa x = 0 la recta de ecuacién y = 2x + 1, y que su integral
entre 0 y 1 vale 3.

Solucion:

f(x)=4x’+ BxX’+ Cx+ D

f pasaporP(1,0) = f(1)=0= 4+ B+ C+ D=0

la tangente en el punto de abscisa x = 0 es la recta de ecuacion y = 2x + 1 implica:
f(0)=1=> D=1

f'(x)=3Ax*+2Bx+C| c=>

r(0)=2

A+B+2+1=0=>B=—-A-3



1 1 R , 3
3:J'Of<x)dx=f0/1x+(—A—3)x+2 x+1 dx:{ - X +X

=36=3A—4A—-12+24=>A=-24
Por tanto
f(x)=—24x+21x°+2x+1

X

e
(1+e€")’
a) Calcular un punto de su gréfica tal que la tangente en dicho punto sea paralela al eje OX.
Escribe la ecuacion de la recta tangente.
b) Calcular el area limitada por la gréafica de la funcién, el eje OX y las rectas x=0 y x=In 5

35. Sea la funcién f (x)=

Solucioén:

a)
f'ix)=

—(e)+e’ _e"(1-e")
(1+ex)2 (1+ex)2
f(o):%: el puntoes (0,%)

portanto f'(x)=0<e*=1< x=0

La tangente buscada es la recta y=1/4
b)
Como f(x)>0 el area buscada es

LERNY 61 —1 -1 1 2 1
dx= —dt=| — | =—+=====

IO (1+e") " Ltz ltL 6 2 6 3

t=1+e"

dt=e"dx

x=In5=>t=1+e"°=6

x=0=>t=2

36. Calcula el area de la regién del plano limitada en el primer cuadrante por las graficas de las
funciones y=x*, y=4x" e y=9
Solucidn:

En primer lugar representaremos la region, para ello buscaremos los puntos de corte de las graficas.
y:xz e y=4x2 se cortan en el punto (0,0)
(3/2,9) (39)

y=x"€ y=9 se cortan en el punto (3,9)
y=4x2 e y=9 se cortan en el punto (3/2,9)

Viendo la representacion, para calcular el area habra que dividir la

51 region en dos partes, la primera la limitada por y=4x>, y=x",
x=0 y x=3/2 mientras que la segunda estara limitada por y=9 ,
y:x2 , x=3/2 y x=3

3
31 3 312 X3
fo 4X—x dx+f3/2 9—x° dx=[x3]0 +l9x—§L/2:

27 27 27 2
=—+27-9——+—=9
21, 8 2 24 .




37. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

m(x+1)e* six<0
a) El valor de m para el cual la funcién f (x)= (x+1)senx >0 S€a continua en x=0

X
b) Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funcién (x+1)e’
c) La integral f (x+1)e “dx »y el area limitada por la curva y=(x+1)e** y las rectas x=0,

x=1ey=0
a)

(x+1) sen x _0_

lim - st Ll _ (i SR X+ G+ eosx 0+(0+1)cos0=0+1=1

" X 0 0" 1

fO)=lim f(x)=m(0+1)e** =m-1-¢"=m-1-1=m _ _

{ 'u lim f(x)=1 = [0)=lim f(x)= lim f(x)= m=1
x—sl0*

b)

glx)=(x+1)e” = g'(x)=e™ +2 (x+1) e™ =™ (1+2x+2) =™ (2x +3) = Creciente = g'(x)> 0

. e =0=>Vxe R
€ [21+3}}D:> 2x+3::-{]:>21>—3:>x}—%

3
— oo -= oo
2
e” >0 (+) (+)
x=-== (-) (+)
Solucién {-) {(+)

Decreciente Wx eH/x < —i Creciente Yxe /x> —E

¢)

I(_I+|}£ha{x:[x+l}€ _J'ez _(I"'I:lf-'_' I e _{.¥+1]e‘ e’

x+l=u=du=dx

Por partes — e di=dv=>v= J-ez‘ dx = lje* dt = € _£
2 2 2

2x=!:}2dx=df:>r:fx=£

I(I+|}€3‘c.{x:[x+l}€& & —%[z(x ~1]= 2“'}*" +K

2 4



Puntos de corte con OX = y=0= (x+1)e™ =0=>x+1=0=x=~1

2l
ﬂ{lﬂ:l::-g 1) l+1 e 1:Ee::-{}
2 2 2

i 2 ! 21 20 0
J-(I+I}€_,;_|:[EI+1:|E } _(@1+De (2:041De* 3, 3¢° 3, 3 1{&‘1_1]“_,
i} 0

_ — el
4

4 4 4 4 4 4

38.
a) Encuentra una primitiva de la funcién f(x)=arctan x
b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) y el eje de abscisas entre
x=0yx=1
Solucion

a)
f arctan x dx=x arctan x% In (1ex )k ; keR

Ver ejercicio 11
b)
f(x)=arctan x es la inversa de la funcion tan x en el intervalo (—% ,%)

5

4

tanx

Por tanto f(x)=0 en el intervalo [0,1]. Asi pues el area buscada es

1
féarctanxdx: xarctanx—%ln(1+x2)l :arctanl—%ln2f~0,4388
0

39.

a) Define primitiva e integral indefinida de una funcién.

b) Dibuja y calcula el 4rea de la regién limitada por la pardbola y=—3x"+3 y la recta y=-9 .
(Nota: para el dibujo de las graficas, indica los puntos de corte con los ejes, el vértice de
la parabola y concavidad o convexidad)

Solucidn:
a)
Ver teoria
b)



La parabola corta al eje OY en el punto (0,3)
Para ver los puntos de corte con el eje OX debemos resolver la ecuacion:

—3x°+3=0o x’=1 = x==+1
por tanto los puntos de corte son el (-1,0) y el (1,0)
La parabola es céncava ya que f’’(x)=—6<0
Para buscar el maximo hacemos f’(x)=—6x=0<> x=0 . El maximo por tanto es el punto (0,3)
Necesitamos los puntos de corte de las dos graficas para delimitar el area a calcular, para ello
haremos —3x°+3=—9 < x’=4 < x=+2

Para calcular el area haremos
[?, =3x°+3+9dx=[—x*+12x ,=16—(~16)=32

[

40. Calcula el valor del parametro a€®R , a>0 , para que el valor (en unidades de superficie) del
&rea de la regién determinada por la pardbola f(x)=—x"+a’ y el eje de abscisas, coincida con
la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x=—a .
Solucidn:
La parabola es concava, tiene el vértice en el punto (0,a’) y corta al eje OX en los puntos
(—a,0) y (a,0) . Por lo tanto el 4rea buscada nos la da la integral:
a 3 a 3 3 3
f Xsd dx:{_x_mzx] :(_a_+a3)—( a__a3):4—a
¢ 3 V3 3 3
Por otra parte, la pendiente de la tangente serd f’(—a)=2a . Asi pues, el parametro buscado
debera cumplir:
44 , , a=0__
—=2a<4a=6a=4a-6a=0=> 3
3 a= i\/

2
De las soluciones obtenidas el caso a=0 se corresponde a una region inexistente, y el caso
a :—\/ > no tiene sentido ya que se corresponderia con un area negativa. (ademas el enunciado
especifica a>0)

Asi pues, la solucion es a:\/ %

4. [ 3x7x'1 dx

Solucién:

4 4

Jl 3x dadx:% JI 2x \7x2+1 dx:% JI d;dt:% f t% dx:%-% -t3+C:%(x2+1)§+C

t=x"+1
dt =2 xdx




cos( 1/x
42. f—(Z/ ) dx
Solucion:
cos(1/x)
J. — dx:f —cos(t)dt=-sent+C=-sen(1/x)+C
X
=1
X

de="1 dx
X

1
43. Halla el area del recinto limitado por la curva Y= 23 la recta tangente a la curva en el
X

punto de inflexion de abscisa positiva y la recta x=0

Solucioén:
. —2X
(X2+3)2
y,,:—2(x2+3)2+2x-2(x2+3)-2x:(—2(x2+3)+8x2)(x2+3) _6x"-6

(X2+3)4 (X2+3)4 (X2+3)3
y'"'(x)=0=6x'-6=0< x==%1
Estudiando el signo de y"

X (zo0=1) | (LY | (14

yH + - +

1 1 1 1 .3
El punto de inflexion buscado es el (l,z) y la tangente (y—Z)Z _§(X_ 1)< y=—§x+§
Que la funcién sea céncava en (0,1) implica que en este intervalo la grafica esta por debajo de la

recta.

—_— _‘_‘_‘_‘_‘_‘_‘_'_'_'_‘_‘—'—-—-_._

— s

0.2 1

8]
4 -0.2 [u] 0z 04 0.6 oe 1

El &rea buscada sera
1

1.3 1 ¢ 1 3. ¢ 1 _[—_XZ 3_x]1_ S S
{ 88 x2+3dx_£ g g {x2+3dx_ ' {(x/¢§)2+1dx_




X dx =
t=——=dt="% = dx=+/3-dt
V3 V3
1 3
x=1=>t=—==2
V3 3
x=0=>t=0
V3 5 V3 V313 _ 5 V3 T
2= =2 V3 ctant] =2 —¥3. T 0 0102
16 3£t+1 Ot+1 g 3 actanty = To ot

44. Se considera la curva y=¢" k>0 . Escribe la ecuacion de la funcién A (k) que nos da el &rea

lim A(K)

de la region limitada por esta curva y las rectas y = 0, x = 0, x = 1. Calcular |7, . Hacer

un dibujo aclaratorio .
Solucion:
Como ¢">0 el 4rea viene dada por la integral

r ele e —1
o _
=|e'dx=|—|=

k

. e —1_ ..
lim A(k)=1lim =lim e'=1
k>0 k>0 k>0
7
8 8
g 5
4 E
3 3
24 2
;
//D a
-2 -1 o 1 2 1 o 1 2
a=1.72 a=1
-1 4 -1
Caso k=1 Caso k=0 (coincide con el limite)
0 six=0

45. Dada la funcién f(x)= se pide:

xLnx  six>0
a) Estudiar su continuidad
b) Calcular el area de la region limitada por la curva y = f(x) y las rectas y=0, x=k, x=1, donde
k es la abscisa del minimo de la funcién. Hacer un dibujo de la region.
Solucion:



a)

La funcién es continua en (0,+9) por ser un producto de funciones continuas.

Para que f sea continua en x=0 es necesario que f(0)= Xli'? f(x) (f no esta definida cuando x<0)

, . ., Inx _ . 1/x T S
lim f (x)= lim x-Ln x= lim —== lim %: lim =lim (—x)=0=f(0)
x>0" x>0" x20" 1/x x20" — ]_/X x>0" X x>0"
Por tanto la funcién es continua en su dominio, es decir, en [0,+OO)

b)
Empezaremos calculando el minimo de la funcién:
f'(x)=Inx+1=0 < x=e

f”(e):%>0

Por tanto la funcion tiene un minimo en (e,f(e))
Para calcular el area de la region comprendida entre la curva y la recta y=0 hay que estudiar el signo
de la funcion.

f(x):()(:)X'Lnx:O(:) X:? (novale)
X=
X (0:1) (1,+oo)
f (x) - +

Por lo tanto el area vendra dada por la integral:

1
A=—f x-Lnxdx

Para encontrar una primitiva utilizamos el método de integracién por partes:
2 2 2

X 1
f x'lnxdx=x—-lnx—f ——dx=X nx->.C
2 2. x 2 4

Con lo cual:
2 21 2 2 -2 -2 -2 -2 -2
X X 1 1 e 1 e 1 | —e e 1-3e
A=—|—‘Inx——| =—|—=-Inl——[+| —"1 —— ==+ ——|= ~(0,1485
[2“4]61 (2n 4)(2 ne 4)4(2 4) 4
Para representar la funciéon debemos tener en
cuenta:
El dominio es [0,+oo)
8 La funcion corta al eje x en (0,0) y (1,0)
lim f(x)=+o0
X >+
f'(x)=1+lnx=0<:>x:e71:l
e
f X 0 1 1 +00
0 0.5 1 e o’
frix) | - +
1
La funcién decrece en |0, E) y crece en
¥=1/e
1.5 Loyl |
e
. - . 1 1
Tiene un minimo relativo en PR,




46.
a) Enunciado e interpretacion geomeétrica del teorema del valor medio del calculo integral para
funciones continuas.

-1 2
b) Sea f:[—2,2]cR->R continua en [-2,2] tal que f f(t)dt:f f(t)dt . ;Se puede asegurar
-2 1

que existen b y c en [-2,2] tales que b<—1, c>1 y f(b)=f(c) ? Justifica la
respuesta.

Solucion:
a)
Ver teoria
b)
Segtn el teorema del valor medio del calculo integral, y teniendo en cuenta que los intervalos
[—2,-1] y [1,2] tienen longitud 1:
-1

Hbe(—z,—l)/ﬂb):_ff(t)dt

Jee(1,2)/fc)=] f(t)dt

— C— N

y COomo

_f:f(t)dt:j f(t)dt

entonces f(b)=f(c)

47. Enuncia el teorema fundamental del célculo integral. Sabiendo que f f(t)dt=x*-(1+x) con
0

f una funcion continua en todos los puntos de la recta real, calcula f(2)

Solucioén:
Si f es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces la funcién F (x)=[% £ (y)dy es

derivable y ademas F '(x)=f (x)
En este caso

F(x)=j f(t)dt=x*-(1+x)=f(x)=F'(x)=3x*+2x=>f(2)=16

48. Dibuja y calcula el 4rea de la region limitada por la pardbola y=—x"+2x+3 , la recta tangente
en el punto donde la parabola tiene un extremo y la tangente a la parabola en el punto en el que
la tangente es paralela a la recta y=4x. (Nota: para el dibujo de las graficas, indicar los puntos
de corte con los ejes, el vértice de la parabola y la concavidad o convexidad)

Solucion:
Para calcular el vértice de la parabola hacemos y'=—-2x+2=0< x=1, por tanto el vértice es el

punto de coordenadas (1,4). Como y''=—2 la parabola es concava y se trata, por tanto, de un
maximo.
La parabola corta al eje OY en el punto (0,3). Para calcular los cortes con el eje OX hacemos

x=—1

—X’+2x+3=0< por tanto la parabola corta al eje OX en los puntos (-1,0) y (3,0)

La recta tangente a la pardbola en el maximo tiene ecuacién y=4



Para encontrar el punto donde la tangente es paralela a la recta y=4x haremos

y'=—2x+2=4< x=—1 , por tanto el punto es el (-1,0) y la tangente, la recta y=4x+4, que corta
a los ejes en los puntos (0,4) y (-1,0)

Para calcular el area deberemos dividir la region en dos partes:

0 1 0 1
A= [ ax+4—(~x*+2x+3)dx+ [ 4—(—x*+2x+3)dx= [ X +2x+1dx+ [ X’~2x+1dx=
0 -1 0

-1

3 0 3 1
S STV N .S ) [P S
BE 3 T3%373

49. Considera la funcién f (x)={°¢"% si x€[—2m.0)
x"—2x si x€[0,3]
a) Estudia si la funcion f es derivable en x=0.

b) Calcula los puntos de corte con los ejes. Determina los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién f. Dibuja su grafica.

c) Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion f, el eje de abscisas (y=0) y
las rectas verticales x=0 y x=3.

Solucioén:
a)

La funcién es continua en 0 ya que
lim f (x)= lim senx=0

x>0 x>0~

lim f(x)=1Iim x2=2 x=0 = [ continuaenx=0
x=>0" x=>0%

f(0)=0

Una vez comprobada que es continua, para ver si es derivable hacemos

o fx)=£(0)

= lim (senx)'=lim cos x=1

x20° X X0 x0° = f noes derivable enx =0
lim [x)=f(0) lim (x*—2x)'=1im (2x—2)=—2
x>0" X x>0" x20"

b)
Cortes con el eje OX:

senx=0<=x=kmn: keZ> f(_ZTC):O
f(=m)=0



x2—2x:0<:>[xzoz> [f(O):
x=2

Corte con el eje OY: (0,0)

Crecimiento:

f.(x):[cosx si x€[—2m7,0)
2x—2 i x€(0,3]

Si estudiamos el signo de f’:

3 3n g (_1
_2 = = 4L
ol ey e e AL
f’(X) + - +
3n T
Crece : |—2m,—=— |U(—Z&,0]uU(1,3)
2 2
Decrece: —3—75,—& u(0,1)
2 2
(. . 3n
Maximos relativos: (—7,1) y (0,0)

El area pedida vendra dada por la expresion:




r ; I . 8 \_8
A:—! x'=2x dx+{ x*=2x dx:—lg—sz+lg—XZ]ZZ(?+4)+(9—9—§+4):§ u’

50. Dibuja la region limitada por las curvas y=senx , y=cosx ,ylasrectasx=0yx=m.
Calcula el area del recinto.
Solucion:
y=senx cortard al eje OX en los puntos (0,0) y (m,0)
y=cos x cortara al eje OX en el punto (%,0 yalejeOY enel (0,1)

y=senx crece en 0,%) y decrece en (%,n] con un maximo en %, 1)
y=cosx decreceen (0,)
Las dos graficas se cortaran cuando senx=cosx < tanx=1< x:% , es decir, en el punto

m A2
4’ 2
Con todo esto se puede esbozar las gréficas de las dos curvas en el intervalo [0,mx] :

=

/,.-4—-'

0

o
Sem x|
-1

El area, por tanto vendra dada por la expresion:
I
4

T /4 7
A:f COS X—Ssenx dX'|‘J< sen x—Ccos x dx=[senx+cosx}0 +[—Cosx—senx xl4—

51. Determina la funcién f:(0,+0)2 %R sabiendo que f es dos veces derivable, que
f(1)=e+2 , que f’(1)=e+2 y que f”(x):e"_l

2
X

Solucioén:

Como f' es una primitiva de f":

f’(x):f exfi2 dx:ex+%+C; CeR

X
Ahora bien, como f'(1)=e+2 tenemos que

e+1+C=e+2=>C=1=>f '(x):ex+l+1
X
Como f es una primitiva de f":
f (x):f ex+l+1 dx=e'+Inx+x+K; KeR
X

y como f(1)=e+2 , tenemos que:



e+l1+K=e+2=>K=1=f(x)=e"+Inx+x+1

In X
52. I%dx

Solucién:
DX e [ 2 v vwmx2 [ 2 vwmxd [ ——d
< X = 2 Ix X=2'vX'In X- . X=2+vX'In xX- We Xx=

=2-Vx'Inx—4-Vx+K; KeR=2Vx-(Inx=2)+K; KeR

53.
a) Enuncia la regla de Barrow.

X

b) Dibuja el recinto finito, limitado por las gréaficas de las funciones f(x)=e",
g(x)=e™ y h(x)=¢
¢) Calcula el area de dicho recinto.
Solucidn:
a)
Si f es una funcién continua en [a,b] y G es una funciéon primitiva de f, es decir G'(x)=f(x), entonces
[of (x)ax=G(b)-G(a)

b)

+ ¢ esta definida en todo R, es creciente, lim f(x)=0 y lim f(x)=+o

X>—o0 X >+

s ¢ " esta definida en todo R, es decreciente, lim f(x)=+o y lim f(x)=0

X=>—0 X P+

e ¢e2es constante.

* " yeZse cortan en el punto (2,e2)



e ¢ ye2se cortan en el punto (-2,e?)

C)

0 2
Area:f ez—e_xdx+f ez—exdx:[ezx+e_x]22+[e2x—ex]3:(1+2ez—e2)+(2e2—e2+1 =2+2¢ U’
-2 0

54. Calcula las siguientes integrales:

5dx
d
) I 6X+4

b) _fln(x+1)dx

Solucioén:

2 J

5dx2 5 dxz :§f¢22/6dt:5¢2 retgts Lo3V2 ctg 8% ¢
(6x+4)+2 2 (6x+4)+1 27 a0 12 12 v2

:6x+4
V2 B

_6 _32
dt—\/2—dxzd><— 5 dt

b) fln(x+1)dx:x-ln(x+1)—fﬁdx:x-ln(xﬂ)—fl— 1 dx=xIn(x+1)-x+In(x+1)+C=

x+1

u=In(x+1)=>u'=—-

vi=l=>v=x

=(x+1)In(x+1)—x+C

55. Dadas las funciones f(x)=v8x y g(x)=x’

a) Representa graficamente la region del plano limitada por la grafica de las dos
funciones. (0.5 puntos)

b) Calcula el area de la region del apartado a)
Solucioén:
Si calculamos los puntos de interseccién de f y g:

x2=J8—x:>x4=8x:> x'—8x=0=

x(x’-8)=0= x=0
x=2



Asi pues los puntos de corte son el (0,0) y el (2,4)

El area vendra dada por la expresion:

2 2 2 1 e % 3 ’ 5 /o
x)—g(x)dx= [ V8x—x*dx=[ V8" Xz_xzdxz[\/fi_x_x_] =m_§=§ U2
{ng() { { 32 3| 3 3 3
56. Considera la funcion f:R >R definida por f (x):[ sz St ’f<0
X' —x six=0

a) Determina si es derivable en x=0

b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f y dibuja su grafica.

c¢) Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcién f, el eje de abscisas

(y=0) y las rectas verticales x=-3 y x=2
Solucion:

a)
lim W: lim %h:ll,m 2=2
h>0 h=>0" h=>0 = afr(o)
— 2_
i L=L0)_ o B=h e 1= 4
h=>0" h h=>0" h h=0"

b)
f'(X)Z{ 2 six<0

2x—1 six>0

f’(x)>0 sixe(—w,0)
f*(x)<0 sixe 0’% :>fdecrecienteen(O,%)ycrecienteen(—oo,O)U %,+oo)
f’(x)>0 sixe(%ﬁoo
Como Iim f(x)=Iimf( xiz f(0), f es continua en 0 y por tanto hay un maximo relativo cuando

x=20" x>0"
x=0
Hay un minimo relativo cuando x=1/2



/

) 0 12 22 10 FERNNCE B
C) Areaz—fodx—fx —X +fx —X dx:_[x ]73_[___] [2—%]=9
-3 0 1 3 2 0 3 2 1
57. Calcula:
a) lim X—senx
x»0 lgx—senx
b) f(x+1)-e " dx
Solucioén:
a)
, X—senx , senx
Iim ——— =lim > =lim =
x>0 IgX—Senx 0 1+tg°x—cosx x>0 2tgx(1+tg°x)+senx
lim COS X 1 1

iy

b)

f(X+1)'€2XdX— X+1

u=x+1l=u'=1
2x
v':ezxzvz

58.

x+1) 2x

2

w0 2(1+tg°x) +4tg’x-(1+tg° x)+cosx  2-(1407+4-0-(1+0)+1 3

_fl 2x 4

—% e +K; KeR

2



