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Primitiva de una funcion

Definicion:
Dada una funcion [, decimos que F es una primitivade f si F'=f

Ejemplos:

3
. x? es primitiva de >

* —cosx esprimitiva de sen x
-y 1
* In| x| es primitiva de T

Observaciones:

* La primitiva no es una unica funcion, sino un conjunto de funciones que se diferencian en
3

.X , o
una constante. Es decir ?+ k,; k&R serian las primitivas de x>

* No toda funcion tiene una primitiva que se pueda expresar analiticamente. Esto quiere decir
que hay funciones cuya primitiva no se puede escribir utilizando las funciones habituales
(exponenciales, trigonométricas, ...), por ejemplo la funcion ¢~ es de este tipo.

Integral Indefinida

Se conoce como integral indefinida de una funcidn f, al conjunto de todas las primitivas de f. Suele

representarse como | f(x)dv=F (x)+k; keR donde F es una primitiva de f.

El simbolo f se llama integral y la expresion f(x)dx integrando. k€ R se conoce como

constante de integracion.

Propiedades

J(reg)(x)ae=] f(x)dxs [ g(x)ax
[ (k- ) (x)ax=k- | f(x)dx; keR

Calculo de primitivas

Como veréis el calculo de primitivas es bastante mas complejo que el de derivadas, y a diferencia
de este, los métodos que veremos a continuacion no funcionan para cualquier funcion. Como por
ejemplo para aquellas funciones cuya primitiva no se pueda expresar de forma analitica.

Integrales inmediatas

(Consecuencia de la tabla de derivadas)
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Integral de una potencia

f(nh:c-x+k; c, keR

n+ 1

fx"dx:x +k; nz-1,; n, keR

n+

1
f L dx=In [ x|+k ;  keR

Integrales trigonomeétricas

1
fsen ) dx=-cos (x)+k keR j. —— dx-=arcsen x+k ; keR
Jl—x
fcos dx=sen(x)+k ; keR J‘ ; k- keR
Jl—x
, 1
f(1+tan x)dx:f —tan x+k,; keR f T dx=arctan x+k ; keR
cos X 1+x
Integrales exponenciales
[ e dx=e'vk;  kem [ ade=k; kem
Ina

Regla de la cadena y cambio de variable
La regla de la cadena decia que (f ° g) ' (x) =f' (g ( x)) g’ (x) , por tanto si podemos expresar
nuestra integral en estos términos tendriamos:

Jriigx) g (x)ax=f (fog) (x)de=(fog)(x)

Ejemplo:
fcos )-2x dx= Sen(x Jek ; keR

Otra forma de aprovechar la regla de la cadena seria haciendo un cambio de variable. En este caso

introduciriamos una nueva variable que seria funcién de x, ¢ (x ), entonces tendriamos que

dt
dt=t"'(x)dx obien dx_t 15

Ejemplos:

*  Veamos como utilizar el cambio de variable para calcular la primitiva de tan x :

sen x
f tan x dx:f
COS X

dx si hacemos ¢=cos x tendremos dt = —senx dx con lo cual
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sen x -1 1
f dx:f —dt=—) —=—In|t|+k=-In|cos x|+k
COS X t t

2
[ V3xsTdx sihacemos r=3x+ 1, entonces tendremos que x =% y dx =31 dt con

lo que la integral se transforma de la siguiente manera:
2 2 2 2
[ \Bxeldr - fz-gtdz - 3 Jfar = Sk = S Bxe1) 4k keR

9 9

[ W1-xax aqui hacemos x=sen ¢, dx =cosdt y por tanto

f \/l—xzdx:f \/l—senzt -costdt:f cos ¢ dt
Despejando en la formula cos 27 =cos’ ¢t —sen’t =cos’ t—(1 —cos’ ) queda

J' zd_f1+cos2td_t sen2tk‘ feR
CoS tdi= 5 l‘_5+ 4 +K e

deshaciendo el cambio de variable ¢ = arcsen x tenemos

fde:‘mze”%Se”(z'jrcse”x)+k,- keR

que se puede simplificar a

J 12 g aresen L L fr ke

Integracion por partes

El método de integracion por partes se basa en la derivacion del producto

(w-v)'=u"viu-v' = f(u~v)’dx:fu'~vdx+fu~v’

y por tanto

fu’(x)~v(x)dx=u(x)-v(x)—f u(x)-v'(x)dx

La dificultad de este método consiste en elegir adecuadamente las funciones uy v

Ejemplos:

[ x-senxdx aquiharemos y (x)=—cos x >u'(x)=senx y v(x)=x=>v'(x)=1,
entonces:

fx~senxdx:—cosx~x+f—cosxdx:—cosx'x—senx+k; keR

JInxdx enestecaso u’(x)=1y v(x)=Inx conloque u(x)=x y v'(x):%

1
J.lnxdx:x -lnx—f x-;dx:x-lnx—mk; keR

fex-senxdx haremos 4 '(x)=¢" ¥y v(x)=senx:
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f e -senxdx=e -senx _f e - cos x dx haciendo otra vez integracion por partes con

u'(x)=e"y v(x)=cos x tendremos:

e - cos xfja e - (-senx)dx

X X X X
Ie - sen x dx=e -senxffe -cosx dx=e - sen x-
Simplificando:

X X X X
e -senxdx=e -senx-e -cosx—) e -sen xdx entonces
X X
e senx-e "COSX , © keR

fe - sen X dx= 5

Funciones racionales

X
Las funciones racionales son de la forma pEx)) , donde p y q son polinomios, por ejemplo
X ex-1 !
f z+ — dx
X +x-2

El método para integrar una funcidn racional consiste en descomponerla en otras funciones
racionales mas sencillas.

La primera simplificacién que se ha de hacer consiste en asegurarse que el grado de p (x) es
menor que el de ¢ (x) . De no ser asi se divide p ( x) entre ¢ (x) , obteniendose un cociente

r(x)

c(x) yunresto 7 (x), entonces como p=g -c+ r tendremos f{;(i) dx=[ e(x)dx- | q(x)dx

en donde el grado de 7 (x) es menor que el de g (x)

En nuestro ejemplo:

2
[E222l e [t awe [ ——

X +x-2 X +x-2

Una vez nos aseguramos que el grado de p (x) es menor que el de g (x) deberemos factorizar
q (x) . A partir de aqui hay que estudiar varios casos posibles:

Caso1: ¢q (x) tiene todas las raices reales y no tiene raices multiples

En este caso ¢ (x)=(x—a,)...-(x—a,), donde n es el grado de ¢ (x ),y la integral se puede
descomponer en integrales mas sencillas de la siguiente forma:

JRH g f Lo S

Las integrales que aparecen son de tipo 1/x y el unico problema radica en obtener los coeficientes
A, ... A, , para lo cual sera necesario resolver un sistema de ecuaciones.

— dx

n

Ejemplo:
f ! d —f A d f - dx paracalcular 4, y A, tendremos que
[Pt IR P 4 LY & d

1=A,-(x+2)+ Az'(x—l)c»[ A+ 4,=0 @[AF—IB

2A,-4,=1 | 4,=1/3
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y por tanto

f 21 x——f—dx 1.[—dx:—ln|x 1|——1n|x+2|+k keR
X +x-2

Caso2: ¢ (x) tiene todas las raices reales pero tiene raices multiples
Eneste caso ¢ (x)=(x—a,)"...-(x—a,)™, donde m; es la multiplicidad de la raiz @,

en esta ocasion la integral se descompone:

A A, B B
p(X)dx:f 1 dx+ ... +f 'mdx+Jl 1 dx+ . .. +f L
q(x) x-a, (x_al) ' x-a, (x—az)ml
Ejemplo:
2
2x 3xed 2x -3x+4 4, 4, 4
— = | ————— dx= dx+ dx+ dx
e x+3x’ 4 v (x+2)"(x-1) J x-1 J X+2 J (x+2)

en este caso
2=A4,+ A4,
2x* =3 x+ 4=A4, ~(x+ 2)2+ Az(x—1)~(x+ 2)+ Ay(x—l)ﬁ —3=4A,+ A,+ 4,
4=4A,—-2A,— 4,

1 5
Alzg,Azzgy A3:_6
con lo cual
2x 3 x+4 5 6
—_— — dx-6 In|x-1}+=In|x+2[+ +k; keR
I [ ad o Jgpdeg b by b2l 2k ke

Caso 3: ¢ (x) tiene raices complejas.

Como ¢ (x) es un polinomio con coeficientes reales, las raices complejas seran pares conjugados
_ o . _ 2 2, 42
z=a+bi,z=a+bitalque (x—z) - (x—z)=x"—2ax+ (a'+b")

Entonces en la descomposicion de la fraccion, para cada par de raices complejas aparecerd un

Ax+ B _ Ax+ B
sumando de la forma Y —2a x+ (a+ bz)_(x—a)2+ b’

A continuacidén veremos como se integran estas expresiones:

Caso 3.1

1
f >— dx en este caso hay que recordar la derivada (arctg) ' x= I asi pues
X +da X

1
f dx:l _Ye arctg t+ k= Larctgi+k
X+a a (x/x/a)+1 a a Ja
¥ _
con el cambio = \/ \/— = dx=va dx
a a
Caso 3.2



Analisis — Parte II

1

PR dx en este caso habra que buscar dos nimeros m y n tales que
X +dx+
1
f - dx:f 5 —dx para luego hacer cambio de variable, buscando la derivada del arco
X +ax+b (x+m)+n
tangente, como en el caso anterior.
Ejemplo:
1 2 2 1=2m m=1/2
d X+x+1l=(x+m)+ne = :
Pexsl T COMO ( ) [1=m2+n [n=3/4 ast pues
1 1 4 1
dx= dx=— dx
I X+ 1 I (x+172)+34 37 ((2x+1)1V3)+ 1
2x+ 1 2 3
haciendo = (——) , dt=—=dx =>dx= \/— dt tenemos
V3 V3 2
4 1 4 1 V3 2V3 23 2x+ 1
- dx=— | 5— —dt= arctg t+ k= arct +k; keR
37 ((2x+1)1W3)+1 3fﬁ+1 2 3 & SANES ©
Caso 3.3

p(x) cx+d ., )
f DWERY dx:f —  _dx en este caso buscaremos una expresion del tipo
q (x ) x+ax+b

p(x)=k-q’(x)+ r(x) con lo que la integral se descompondria de la siguiente forma
p(x) q'(x) r(x rlx) r(x) :
dx=) k dx+ dx=k1 + dx siendo dx va estudiada en el
fq(x) - q(x) @ fq( =k nlg(x) fq(X) * fq(X) v YA

caso 3.2

x)

Ejemplo:

3x-8
I = [ dx como (x*+ x+1)"=2x+ 1 al dividir 3x—8 entre 2x+ 1 tenemos cociente 3/2 y
X + X+

resto -19/2 con lo cual

3x-8 2x+1 1 2V3 +
f 2x x:é 2x x—EJ‘ > dx:iln|x2+x+1|—£-—arctg 2xel ; ke
X +x+1 2 x +x+1 2 x +x+1 2 2 3 \/T



Analisis — Parte II

Integral Definida

La integral definida surge del problema del calculo de areas limitadas por curvas.

Particion de un intervalo

Llamamos particion de un intervalo [a, ] a un conjunto de puntos P = {xo , Xy, e x,,} de tal
forma que @=x,< x,< ...< x,_, < x,=b (la particion divide el intervalo [a, b] enn
subintervalos [x,_,, x,], k=1, ..n

Definiremos el didmetro o norma de la particion | P | como | P |=mdx {x, —x,_,, n=1,.., n}

Suma de Riemann

Se llama suma de Riemann de la funcion f relativa a la particion P = {xo s Xy s x,,} y alos

puntos intermedios ¥, €[x, ;,x,]; k=1,.., n al nimero: Zf(yk)-(xk—xk_l)
k=1

Graficamente este nimero representa la suma de las areas de los rectangulos, de base (x,—x,) y
altura f ()
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Podemos observar que la suma de Riemann es una aproximacion al area delimitada por el eje OX y
la grafica de la funcion f. Intuitivamente, esta aproximacion sera mejor si afladimos mas puntos a la
particioén de tal manera que su diametro sea mas pequeio.

Sumas superior e inferior

Si f es una funcién acotada en [a,b], se define la suma inferior de f relativa a la particion
P={xy,x,,...,%,] como

L(f’P):zmk'(xk_xk—l) donde m,=infimo { f (x),; x€[x, |, x,]]
k=1

De manera similar se define la suma superior

U(f,P)=> M, (x,—x, ,) donde M,=supremo | f(x);x€[x,_,, x.]}
k=1

Graficamente:

Suma inferior Suma superior
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Como podemos ver, para cualquier particion P, se verifica:

L(f,P)<Area <U(f,P)

Definicion de integral definida
Diremos que la funcion f es integrable en el intervalo [a,b] si se cumple

Iim L(f,P)= lim U(f,P)

|P|=>0 |P| =20

para cualquier sucesion de particiones, P, talque | P | =0

Si f es integrable en [a,b] entonces cualquier suma de Riemann tendré el mismo limite que L(f,P) y
U(f,P). Ademas ese limite coincidira con el valor del area de la region limitada por la grafica de la
funcién en el intervalo [a,b] y el eje OX. Este valor se conoce como integral definida y se representa

como [? f(x)dx

n

[0f(x)dx= lim L(f,P)= lim U(f,P)= lim f () (x=x, )

[P]>0 [ P[>0 [ P|>0 k=

Observacion:

Hay que tener en cuenta que la integral definida, a diferencia del 4rea, tiene signo. Cuando la
grafica esté por encima del eje OX, la integral serd positiva, mientras que si esta por debajo, la
integral es negativa.

A1=f§f(X)dx> 0

A,=[, f(x)dx<0

Funciones integrables

* Toda funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] es integrable.

lz'm* f(x) y

X a

* Sifes continua en (a,b) y existen y son finitos los limites laterales
l’_)”Z F (%) entonces fes integrable en (a,b).
Este resultado sirve para justificar la integrabilidad en funciones definidas a trozos (siempre
que no tengan asintotas verticales)

_|]1 sixeQ

« La funcién de Dirichlet / (x)= 0 sjxcg MOes integrable en ningun intervalo

10
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L1 .
* La funcion , hoes integrable en (0,1)

Propiedades de la integral definida

Sean 'y g una funciones integrables en el intervalo [a,b]
Lo f(x)dx=0
2. [Pkdx=k-(b—a); keR
3. [ f(x)de=—Jq f(x)dx
4. Jo(f+g)(x)ax=[;f(x)dc+ [, g(x)dx
5. 2(k-f)(x)dx=k-["f(x)dx; keR
6. [of(x)dx=],f(x)dc+ ¢ f(x)dx; c€(a,b)
7. [/ (x)=0, ¥ xela,bl]= [ f(x)de=0

8. |/(x)=g(x); Vxela,bl|=[!f(x)dr=’g(x)

Integral y derivada

Teorema del valor medio del calculo integral

Si f es continua en el intervalo [a@, b], entonces existe un valor c€(a, b) tal que

[of (x)dx=f(c)-(b—a)

Demostracién:

Por ser f continua, f tiene maximo y minimo en [a,b]. Sean M =mdx { f (x); x€[a, b]} y
m=min{ f(x);x€la, b]}

entonces como m< f (x)<M ;V x€[a,b] tendremos que
Pmac<[) f(x)dx<["Mdx=m-(b—a)<[’ f(x)dx<M (b—a)

o lo que es lo mismo

1

. [ f(x)dc<M

m=<

ahora bien, como f es continua, f alcanzaré todos los valores entre el minimo y el méximo, incluido

1
% £ (x)dx es decir:
b—a

el valor

Jcela,b]l fle)=p2- Il f (x)dx
y por tanto

[of (x)dx=f(c)-(b—a)

11



Analisis — Parte II

Interpretacién geométrica

Existe algin valor c€[a, b] tal que el area del rectangulo de base (b—a) yaltura f (c)
coincide con el 4rea bajo la curva de la funcion fen el intervalo [a, b]

i f
) |

fle)

b a b a o ]

Una interpretacion alternativa consiste en decir que existe un valor ¢€[a, b] tal que si calculamos
el 4rea de la region limitada por la graficade f y porlarecta y= f (c) enelintervalo [a, b],
obtenemos que el 4rea situada por encima de la recta es igual al area de la region situada por debajo
de esta.

(e)

Teorema fundamental del calculo

Si f es una funcion continua en el intervalo [a,b], entonces la funcion

F(x)=15f(y)dy

es derivable y ademas

F'(x)=f(x) |
Demostracion:
x+ h X
_ dy— d
Fo(x)= lim Flx+h)=F(x)_ . 15" f(y)dv=T0f(y) Y i L 1 () ay
0 h 0 h ns0 M

Al ser f continua, podemos aplicar el teorema del valor medio del calculo integral
|
Fe,€le, x4 h]l fle))=7 17" f(y)dy

Si tenemos en cuenta que ]{Tf) fei)=7(x) entonces

12
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F(x)=lim = 1 f (y) dy=tim £ (e)= £ (x)

Regla de Barrow

Si f es una funcidn continua en [a,b] y G es una funcion primitiva de f, es decir G'(x)=f(x),
entonces

[of(x)dx=G(b)-G(a)
Demostracion:

Sea F (x)=[%f(y)dy, por el teorema fundamental del calculo tenemos que F '(x)=f(x) ,es
decir F es una primitiva de f

Como F y G son dos primitivas de f, entonces F (x)=G(x)+k;ken
Yaque F(a)=[% f(y)dy=0 tendremos que

0=F(a)=G(a)+k © k=—G(a) ® F(x)=G(x)-G(a)

Por otra parte

[of (y)dy=F(b)=G(b)-G(a)

13
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