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Limite de una funcién en un punto:

La idea intuitiva de limite consiste en que cuanto mas cercano sea el valor x al punto a, mas
proxima va a estar la imagen, f(x), al valor limite L. Para formalizar este concepto, en matematicas
se utiliza la siguiente definicion:

Definicién
Sea funa funcidn definida en un intervalo abierto que contenga al punto p, se dice que LENR es el
limite de la funcion en p:

limf(x)=L< {Ve>0,38>0/ |x—al|<d = |f(x)—L|<e}

x=a

Dicho de otra manera, para cualquier entorno de L, £, =(L—¢, L+ &) podemos encontrar un
entornode a, £,=(a—9, a+ §) de tal modo que f (E,)CE,

También es posible formalizar el concepto de limite por la izquierda incorporando en la definicion
la restriccion a valores menores que a:

ll'mf(x)=L<:>[V8>0,E|6>0/ (|x—al|<d Ax<a] = ‘f(x)—L|<8]

y lo mismo por la derecha

lz’mf(x):L©[Vs>0,Elé>0/[|x—a\<6 Ax>al = \f(x)—L|<a]

x=a’

Limite de una funcion el en infinito

Definicién
Decimos que L€R es el limite de la funcion f cuando x tiende a infinito, si se cumple:

ll'mf(x)=L<:>[Vs>O,E|k€§R/ x>k = |f(x)—L|<8]

x>0

es decir, para estar suficientemente cerca del limite solo hay que elegir un x suficientemente grande.

Analogamente se define el limite cuando x tiende a menos infinito:
lim f(x)=L<|Ve>0,3keR/ x<k = |f(x)-L|<e|

xX=>—o0

Funcion Continua en un punto

Definicién
Se dice que la funcion f es continua en el punto X, si se cumplen estas tres condiciones:

31 (), Flim f(x) y lim £(x)=f(x,)

X>x, XX,

En la practica, hay que comprobar | /™M f(x)=1im f (x)=f (x,)

X=X, X>X;
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Discontinuidades
Si 3lim f(x),pero B f(x,)obien lim f(x)#f(x,), se dice que la discontinuidad es

xXx, XX,

evitable.

24 f(x)z x> six+0
2 six=0

' (discontinuidad evitable en x=0)

-1 GT 1

Mientras que si A lim f (x) o este es infinito, decimos que la discontinuidad es inevitable.

X x,

f(x)z X six<?2

X Six>2

(discontinuidad inevitable en x=2)

2 1 0 1 2 3 4
[
X’ =3x+2
. flx)==7
X +x—2
(discontinuidad inevitable en x=-2 y
’ discontinuidad evitable en x=1)
4 2 0 O 2
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Teorema de Bolzano

Si f esuna funcién continua en el intervalo [a, b] y toma valores de distinto signo en los
extremos del intervalo, es decir f (a)- f (b)< 0 entonces existe por lo menos un punto
c€(a,b)talque f(c)=0

f continua en|a , b] ela S
Tla)- f(p)<0 |~ Fecla.b)/ fle)=0]

Interpretacion Geométrica:

Si f esuna funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] talque f(a)y f(b) tengan

distinto signo, entonces la grafica de la funcion corta al eje X al menos en un punto del intervalo
(a.b)

Teorema de los valores intermedios (teorema de Darboux)

Si f escontinuaen [a, b], entonces toma todos los valores intermedios entre f (a) y f(b)

Teorema de Weierstrass

Si f escontinuaen [a, b], entonces f tiene maximo y minimo absolutos en ese intervalo

f continuaenla,bl=>3c,d€la,b] |V x€la,b], f(c)<f(x)<f(d)
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Derivada de una funcién en un punto

Se define la derivada de una funcion en un punto mediante el siguiente limite

f ' (xy)=lim S (xot hh)_f(x()) o equivalentemente f '(x,)= lim —f(xiif(x(’)

Interpretacion geométrica de la derivada

+h)—
/ (xo h) / (XO) coincide con el valor de la pendiente de la recta que corta a la
gréfica en los puntos (x, f (x,)) y (xo+ &, f(xy+ &)).Amedida que h se aproxima a 0, los dos

puntos se juntan y la recta secante se aproxima cada vez mas a la tangente. Asi pues el limite de

El cociente

f(x0+h)—f(x0) , c 7 .
p sera la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto

(xo,f <x0>>

f|:x0+|‘|:|-f|:xu:|

=)

+h
o ' Lo

/ - ' ' ' 4

Continuidad de las funciones derivables

&
— — —

Si 3 f '(x,) entonces f es continuaen x,

El razonamiento consiste en : { f continua en xo} < [ lim f(x)=1(x,)

XX,
y como
S (x)=f(x,)+
entonces

lim f(x):f(xo)"'f’(xo)'():f(xo)

XX,
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Operaciones con derivadas

Sify g son funciones derivables en x,, entonces se cumple:

Lo (f+g) (x)=1"(x)+ g"(x)

2. (f=g)'(x)=1"(x5)—g " (x)

3. (k- f)'(x))=k-f'(x,) keR

4. (f-g)'(x)=1"(x0) g(x)+ f(x;) g (x)

S (x) g (xo) = f(x5) - g (%)
g(x,)

siempre que g (x,) # 0

5. (f/g)’(xo):

Regla de la cadena

Sila funcion f es derivable en x, y lafuncién g loesen f (x,) entonces la composicion de
funciones g o f también es derivable en x, de tal forma que:

(gof) " (xo)=g"(f (%)) f ()

Funcion derivada

Definicién
Se conoce como funcion derivada f ' a la funcion que asocia a cada punto x el valor de la
derivada de la funciéon f en x

Tabla de derivadas

A continuacién se muestran las derivadas para las funciones elementales:

f(x)zx" = f’(x):n'x’kl f(x):\?; = f’(x): \n/l?

f(x):ex = ff(x):ex f(x):lnx = f'(x):é

f(x)=a" = f'(x)=a" -Ina, aeR f(x)=log,x = f’(x):x-ina; a€R

f(x)=senx = f'(x)=cosx f(x)=arcsenx = f'(x):\/ll :
—x

f(x)=cosx = f'(x)=—senx f(x)=arccosx = f’(x):\/l_l -
=%y

f(x)=tanx= f'(x)= 12 =l+tan’x | f(x)=arctanx = f'(x)= 1 -

cos” x 1+ x
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Crecimiento

Definicion
Decimos que una funcion es creciente en un punto x, , si existe un entorno de x, (x,—98, x,+ 8)
en el que se cumplen las siguientes condiciones

VxE(xO—e,x0+8), {X<x0:f(x)<f(xo)]/\{x0<x:f(xo)<f(x)}

(xI:I ’f(xI:I))

f creciente en Xo f decreciente en X

Del mismo modo definimos una funcion decreciente en x,,

VxE(xO—E,x0+8), {X<x0:>f(x)>f(xo)]/\{xo<x:f(x0)>f(x)}

Relacién entre crecimiento y derivada

f creciente enx, = f'(x,)=0

f decrecienteenx, = f'(x,)<0

f'(x0)>0 = f creciente en x,

f'(x0)< 0 = f decreciente en x,

Observacion:

3

Un ejemplo de funcion creciente en un punto cuya derivada vale cero es f (x)=x" ,cuando x=0

Derivada segunda y concavidad

Derivada segunda

La derivada segunda de una funcion f en x, se define como la derivada de la funcion derivada

f "en Xy, CS decir [lim f ()C)—f (xo)

XX, x_xO

Notese que para que exista la derivada segunda en x,,, f debe ser derivable en un entorno de x,
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Concavidad y convexidad

Una funcion se dice que es concava positiva o convexa en un intervalo (a, b) si para todo par de
nimeros x, y€(a, b) el segmento que une los puntos (x, /(x)) e (¥, £ (y)) esta por encima

de la grafica de la funcion.

Funcidn convexa e
Funcign concava

{y, Ty

(5 F15)
0.10) L% TR

-]
*.

o o
A E
E
De la misma manera, una funcién se dice que es edncava negativa o concava en un intervalo
(a,b) siparatodo par de nimeros x, y€(a, b) el segmento que une los puntos (x, f (x)) e

(., f(»)) esta por debajo de la grafica de la funcion.
Diremos que la funciéon f es convexa en X si lo es en un entorno de x,

f convexa en x,: < 38> 0/ f es convexa en (x,—9, xo+ 0)

Del mismo modo se define una funcidon concava en X,

f concava enx,: < 38> 0/ f esconcava en(x,—d, xo+ §)

Puntos de inflexién
Se conocen como puntos de inflexion aquellos donde la funcién cambia de concavidad (de concava

a convexa o viceversa)

Punto Inflexian

Relacién entre derivada segunda y concavidad

Si existe derivada segunda en x,, entonces:

0

"(xy)> 0= f convexa en x,

v

f convexa en x,=> " (x,)

f
f concava enx,= f"(x,)<0 1" (x)< 0= f céncava en x,
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Maximos y minimos relativos

Definicion

f tiene un mdximo relativo en x, :< 38>0/V x€(x,—8, xo+ ), £ (x0)> f (x)

f tiene un minimo relativoen x, :< 38> 0/V x€(x,—9, xo+ 8), f(x,)< f (x)

Relacién entre extremos relativos y derivada

Si f esderivable en x, entonces

f tiene un maximo relativo en x, = [ '(x,)=0

f tiene un minimo relativoen x, = f'(x,)=0

Demostracion

Utilizando el método de reduccidn al absurdo:

Suponemos que f tiene un méaximo relativo en x, pero f '(x,)# 0, entonces o bien
f'(x,)>0 obien f'(x,)< 0, lo cual implicaria, en el primer caso, que f es creciente o que f es
decreciente en el segundo y por tanto no puede haber maximo en x,. Como esto es una
contradiccion, la tnica opcion es que f '(x,)=0

Busqueda de extremos relativos

En una funcion derivable, la busqueda de extremos relativos se basa en el estudio de aquellos
puntos donde la derivada vale cero, conocidos como puntos criticos

(x, punto critico < f '(x,)=0)
Método 1: Estudiar el signo de la derivada

Si f es una funcién continua, entonces en los puntos donde la derivada cambie de signo habra un
maximo o un minimo relativo. Esto se justifica debido a la relacion entre derivada y crecimiento.

1)

i) - |+

Hay que observar que en este método no es necesario que f sea derivable en el extremo, aunque si
es necesario que sea continua, por ejemplo f ( x)=|x| no es derivable en el 0

M¢étodo 2: Ceros de la derivada y signo de la derivada segunda

Este método se basa que en los extremos relativos la derivada (si la hay) vale cero y ademas la
funcion es concava en los maximos y convexa en los minimos, por tanto:

/(3] =0 = f tiene un maximo en x, S ' (x0) =0

£ (x)<0 7 (x0)>0

= f tiene un minimo en x,
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Observacién: si resulta que f “(x,)=0 entonces podemos calcular las derivadas sucesivas en x,,
siendo n el grado de la primera derivada distinta de cero

f'(xo):(),f"(xo)=0a - f"_”(xo)zo,f")(xo)th
Entonces:

* Sinesimpar f tiene un punto de inflexion en x,
« Sinespary f" (x,)>0 entonces f tiene un minimo en x,
* Sinespary f”] (x,)<0 entonces f tiene un méaximo en x,

. . . ., . 4 . , .
Por ejemplo, x” tiene un punto de inflexion en 0, mientras que x* tiene un minimo en 0

Teorema de Rolle

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b], derivableen (a,b)y ademas f(a)= f(b),
entonces existe, al menos, un valor c€(a, b) en el que la derivada vale cero, f '(c)=

f continua en [a , b |
f derivable en (a , b) =>3c€(a,b)! f'(c)=0
fla)=r(b)

Demostracion

Como f es continua en [a , b] , f tiene que alcanzar méximo y un minimo y minimo absoluto para
algtin valor del intervalo [a , b], llamémosles “c” al valor donde alcanza el minimo y “d” al
maximo.

Existen dos opciones:

e ¢ O0destan en el interior del intervalo. En este caso el extremo ademas de ser absoluto
también sera relativo y por tanto su derivada valdra cero.

* cyd estan en los extremos del intervalo, es decir c=a y d=b o viceversa. En este caso, como
f(a)=f(b),tendriamos que f (c)=f(d), es decir el maximo absoluto toma el mismo
valor que el minimo absoluto. Esto s6lo puede ocurrir si la funcion es constante, y por tanto
la derivada valdria cero en todo punto del intervalo (@, b)

Interpretacion Geométrica

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b], derivableen (a,b)y ademas f(a)= f(b),
entonces existe, al menos, un valor c€(a, b) tal que la tangente a la grafica en el punto
(¢, f(c)) seaparalela al eje X

[ ]

[ ]

L
®

[

L
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Teorema del valor medio del calculo diferencial

f continua en[a, b] ' :f(b)—f(a)
f derivableen(a ,b) = Slesl@, Bl ) b—a

Interpretacion geométrica

f(b)=f(a)
b—a

(b, £ (b)) . Por tanto la interpretacion geométrica del valor medio consiste en que si tenemos una

funcion continua en [a , b] y derivable en (a, b ), entonces existird un punto c€(a, b), de tal

forma que la tangente a la grafica en el punto (¢, f(c)) sera paralela al segmento que une los

puntos (@, f (a)) con (b, f (b))

La expresion es la pendiente del segmento que une los puntos (a, f (a)) con

Demostracion

La recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, £ (b)) tendra como ecuacion

r(x)=f(a)+ f(bg% -(x—a) (ecuacién punto pendiente)
Definimos entonces la funcion g (x)= f(x)—r(x) (diferencia entre funcion y recta).
¢(x)= 7 (x) = ()LL) ()

Esta funcion serd continua en [a, b] y derivable en (a,b). Ademas g(a)=g(b)=0
Estamos pues en condiciones de aplicar el teorema de Rolle a la funcién g en el intervalo [a , b].

Por tanto existe al menos un punto c€(a,b) talque g’ (c)=0.

Ahora bien
g (x)=7 (x-S 1)
y por tanto

g'lc)=0ef"(c)-

11
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Teorema del valor medio de Cauchy

[ gcontmas entd -t 1= 3eela.b) 1 £ (e) g (b)-gla)]=g (][ £ (b)-7 (a)

Demostracién:

Este teorema se demuestra aplicando el teorema de Rolle a la funcion:

h(x)=r(x)[g(b)-gla)]-g(x)-[f(b)=rf(a)] yaque:
* hes continua

* hes derivable

« hla)=fla)-g(b)-gla)- f(b)=h(b)
Entonces Ic€(a,b)/h'(c)=f"(c) [g(b)—g(a)l-g'(c)-[f(b)-f(a)] ypor tanto
f'(e)[g(b)=gla)]=g"(c)-[f(b)-f(a)]

Regla de L' Hépital
Sean f y g dos funciones derivables en un entorno de a , E_, tal que:

ll’mf(x)zll'mg(x):() " g(x)#:OV)CeEa y GXISte lim f ((X))
x2a xa e 8 g

limf(x)Zh'mf'(x)
sva g(x) xsa g’ (x)

, entonces se cumple

f y g derivables en E,
lim f (x)=lim g (x)=0 () (x)
xX=2a xX=2a , f X o, f‘li_x
glx)x0Vser,  TNE0) e ()
Elll'mf'(x)
x-)gg’(x)

Demostracion:

La regla de L' Hopital se demuestra por limites laterales, utilizando el teorema del valor medio de
Cauchy en [x, a] y en [a, X] entonces existe un punto ¢ en ese intervalo tal que

fle)[g(x)—gla)]=g '(c)-[f(x)=f(a)]

ycomo g(x)# g(a)y f(x)=g(x)=0 tenemos que

fle) _flx)=f(a) _[f(x)

g'lc) glx)-gla) g(x)

por tanto, si tenemos en cuenta que x = a = ¢ > a hemos demostrado que
jim L) o ()

a8 (x) ssag’'(x)

12
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Observaciones

* Laregla de L' Hopital es una potente herramienta para resolver indeterminaciones del tipo
0/0. No obstante también sirve para resolver otro tipo de indeterminaciones, como oo/ :

1
%—fz_r)na g((i)):fzznu g(lx) 2% entonces
f(x)
1 —g'(x)
L) e glx) g lx) g t(x) )
fim ) = = iy T ) e
S (x) S (x)

e P £
o f(x) (g P (x) +-ag'(x)

Asi pues, la regla de L' Hopital también puede aplicarse a indeterminaciones oo/oo

* Aunque laregla de L' Hopital que hemos visto es valida en limites del tipo x 2 a;a€R,

I

la demostracion puede adaptarse para limites del tipo x = + oo asi como a limites laterales.

13
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