Tema 6 — Derivadas

Tasa de variacion en un intervalo

La tasa de variaciéon media de una funcién en el intervalo [a,b] se define como el aumento del valor
de la funcion, dividido entre la longitud del intervalo.
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Asi pues, la tasa de variacion media en el intervalo [a,b] se calculara:

TVM[a,b]:ii:be):Z(a)

Si al intervalo le llamamos [x,, Xo+h] , la tasa de variaciéon media queda:

Ay _ f(xoth)=f(x,)
Ax h

TVM [x,,x,+h]= (notese que h es la longitud del intervalo).

Derivada de una funcién en un punto

Se define la derivada de la funcién f en el punto x, como:

f (xg+h)—f (x,)
h

f'(x,)=1im
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La derivada viene siendo el limite de la tasa de variacion en un intervalo, cuando la longitud de
dicho intervalo tiende a cero. Asi pues, la derivada se considera una tasa de variacion instantanea.

Geométricamente, la derivada también se puede interpretar como la pendiente de la recta tangente a
la grafica de la funcién en el punto (xo, (X))
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Funcion derivada

La funcién derivada, f’, asigna a cada punto el valor de su derivada.
f:a - f’(d)

Ejemplo:

La funcién derivada de de f(x)=x? es f’(x)=2x (mas adelante veremos como calcular derivadas).
Con lo cual si queremos calcular la derivada de la funcién f en x=3, tan solo tenemos que sustituir
en la funcién derivada: f’(3)=2-3=6.

Notese que el conocer la funcion derivada nos evita tener que calcular el limite en cada caso (lo cual
suele ser bastante laborioso).

A partir de aqui nos centraremos en como calcular funciones derivadas.

Tabla de derivadas

A continuacion se muestran las derivadas para las funciones elementales:

flx)=x = f'(x)=1 f(x)=K;KeER = f'(x)=0

flx)=x" = fr(x)=nx"" Flale = fix)=r

f(x)=senx = f'(x)=cosx f(x)=('/; = f’(x)=ﬁ

f(x)=cosx = f'(x)=—senx f(x)=tanx= f'(x)= 12 =1+ tan’ x
cos” x

flx)=e = frlx)=e fl)=lx = fr(x)=2

f(x)=a* = f'(x)=a"-Ina; aeNR f(x)=log,x = f'(x):x-ina; a€NR

Reglas de derivacion

e Suma:

(f+g)(x)=f"(x)+g"(x)




Ejemplo: f(x)=x’+Jx = f’(x):2x+i

24x

* Resta:

(f—g)'(x)=r"(x)-g"(x)

Ejemplo: f(x)=x’—x = f'(x)=2x-1
* Multiplicacién/divisioén por una constante:

(k- 1) (x)=k-f"(x)

Ejemplos: f(x)=3x" = f'(x)=3-2x=6x ; g(x)== = g'(x)===
e Multiplicacion de funciones:

(fg) ' (x)=1"(x) g(x)+f(x) g (x)]

‘ -

Ejemplo: f(x)=vVx-(3x’+1) = f'(x)= (3x°+1)+V/x-6x
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¢ Divisién de funciones:

(flg)'(x)=

1
—SénX—+y X *COS X
24x
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Ejemplo: f(x)=

* Composicion de funciones (regla de la cadena):

(fog)' (x)=[f(g(x))]'=f"(g(x))-g'(x)]

Ejemplos:
~ f()=VH T > f(x)= 2
2Vx°+1
- f(x)=In(3x+2) = f’(x):3xl+2-3

- f(x):2xz_3x :>f'(x)=(1n2)'2xz_3x-(2 x—3)

- f(X):logz(X2_1> = f'(x):m'Zx

Calculo de la recta tangente

Vamos a ver el procedimiento para calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de una
funcién en un punto determinado



(xnjs f(xo))
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La recta tangente a la grafica en el punto (X, , f(Xo)) tiene como ecuacion
y_f<X0):f '(Xo)'(x_xo)

Ejemplo:

Si queremos calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = 2x3 - 2x + 1
cuando x=1 el procedimiento es el siguiente:

+ Calculamos f(1)=2-1°-2-1+1=2

+  Obtenemos la funcién derivada f'(x)=6x"—2

+ Calculamos f’(1)=6-1"—2=4

*  Construimos la ecuacién de la recta y—2=4-(x—1)

* Simplificamos (opcional) y—2=4x—4 < y=4x—2

Maximos y minimos

En los puntos donde una funcién presenta un maximo relativo o un minimo relativo, la tangente a la
grafica es horizontal. Con lo cual, tanto en maximos como en minimos relativos la derivada ha de
valer cero.

l

Por lo tanto, la derivada nos proporciona un método para encontrar maximos y minimos relativos,
ya que estos han de cumplir la ecuacion f’(x)=0

Ejemplo:

Si queremos obtener el minimo de la funcién f(x)=3x*+12x—2 (parabola convexa) hacemos



f'(x)=0=6x+12=0< x=-2
Con lo que el minimo serd el punto (-2, f(-2)) = (-2,-14)
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