Numeros complejos

Los nameros complejos, historicamente, aparecen al intentar resolver ecuaciones polindmicas (o lo
que es lo mismo, factorizar polinomios).
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Para ilustrar el problema consideremos el polinomio p(x)=x’+1, el cual, en principio, no puede
factorizarse, ya que si buscamos sus raices nos encontramos una ecuacion sin solucion.

X+1=0< x’=—-1

Para poder resolver esta ecuacion (y de paso el resto de ecuaciones polinémicas) se introduce un
nuevo nimero “imaginario” conocido como i=v—1.

Con este nuevo numero, la ecuacién anterior tendria dos soluciones y el polinomio podria
factorizarse:

X+1=0e x’=—1 © x=*+/-1 & x==+i
x*—1=(x—i)-(x+i)

Al incorporar a los numeros reales los nuevos nimeros imaginarios (i y sus multiplos) obtenemos lo
que se conoce como conjunto de nimeros complejos.

Un nuimero complejo puede describirse como un nimero real mas un nimero imaginario, lo cual
puede representarse mediante la forma

z=a+b-i ;a,beR

Numeros complejos en la ecuacién de segundo grado
Sea la ecuacién x*+x+1=0

Si aplicamos la férmula conocida tenemos:
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con lo que la ecuacion tendria dos soluciones complejas 7+71 y >

Obsérvese que las dos raices de la ecuacion son complejos conjugados (el conjugado de a+bi es
a—bi)

En el resto de ecuaciones de segundo grado podemos razonar de manera analoga, con lo que
observamos que una ecuacion de segundo grado siempre va a tener dos soluciones complejas
(aunque esas soluciones puedan ser coincidentes, es decir, la misma solucion).

Este resultado puede generalizarse a una ecuacion polinémica de cualquier grado, en lo que se
conoce como teorema fundamental del algebra, el cual afirma que cualquier ecuacion polinémica
de grado n tiene exactamente n raices complejas. Como consecuencia, al utilizar nimeros
complejos, cualquier polinomio de grado n puede descomponerse en n polinomios de grado 1.



Operaciones con numeros complejos

Suma y resta:

(2+3i)+(5+2i)=7+5i

(243i)—(5+2i)=—3+i

Multiplicacion:
(2+31)+(5+2i)=10+4i+15i+6i°=10+4i+15i—6=4+19i
Division: (conjugado)

2+3i  (2+3i)(5-2i) 10—4i+15i—6i" _ 16+11i 16 11 .

5+2i (5+2i)-(5—-2i)  5*—(2i)*  25—(—-4) 29 29

Representacion de numeros complejos

Si los nimeros reales los podiamos representar en una recta, para los nimeros complejos
necesitamos un plano.

Si tenemos el nimero complejo z=a+b-i, podemos asociar al complejo z el punto (a,b). A ese punto
se le conoce como afijo del complejo.
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Mddulo y argumento de un complejo

Si consideramos el vector que va desde el punto (0,0) al afijo del complejo z, entonces el modulo de
z coincidira con el médulo de dicho vector.

Z=2+3i

u=(2,3)

0 1 2 3 4

Ejemplo: si z=2+3i , entonces lz]=12°+3°=1/13
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En general si z=a+bi, entonces |z|=vVa“+b

Una propiedad interesante del modulo es que los complejos conjugados tienen el mismo maodulo y
que si multiplicamos un complejo por su conjugado, el resultado es el modulo al cuadrado.

_Z:a+bl: = Z'Z:(Cl+bi)'(Cl-bi):az—(bi)z:az—bz'iZ:az+b2:|Z|2
Z=a—bi

El argumento de un vector es el angulo que forma el vector correspondiente (el que une el (0,0)
con su afijo) y el semieje positivo X.
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argumento de z

z=3-3i

410 1 2 3 4 -3

Cabe observar que el argumento de un complejo puede tomar valores entre 0° y 360°.

Forma binémica y forma polar

La forma binémica de un complejo consiste en expresarlo mediante su parte real mas su parte
imaginaria, es decir z=a+bi

Para expresar un complejo en forma polar se utiliza su médulo y su argumento, es decir z=|z|,,
donde |z| eselméduloy 6 suargumento.
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En general, si| z=|z|, |entonces| z=|z|-cos+|z|-senf-i |(se puede comprobar que esta férmula

funciona en los cuatro cuadrantes).

Para pasar de bindémica a polar, simplemente hay que calcular el médulo y el argumento del
complejo.

El m6dulo es sencillo, z=a+b-i=|z|=Va’+b’.

: b :
Para calcular el argumento hay que usar la tangente: z=a+b-i=tanf = ’E ahora bien, a la hora de

utilizar la funcién arco-tangente de la calculadora, hay que comprobar que el cuadrante sea el
correcto.

Ejemplo:

z,=1-i = tanleTz—l z,=—1+i = tanszil:—l

En los dos casos la calculadora (mediante la funcién arco-tangente) nos devuelve un angulo de -45°
(equivalente a 315°), pero esa solucién solo es correcta en uno de los dos casos

Multiplicacion y divisién en forma polar

En forma polar es mas sencillo multiplicar y dividir complejos. Para multiplicar, tan solo hay que
multiplicar los médules y sumar los argumentos. Para dividir, lo contrario, dividir médulos y
restar argumentos.

Z,=3¢9 z,=3

60t =z,:2,=1,5,;.

=2,°2,=6,ps.
2= 2450

Zy= 2450

La justificacion de este resultado estd, en hacer las operaciones en forma bindmica y aplicar las
férmulas de suma y resta de razones trigonométricas

z=lzly, |, z,°2,=(|z,|-cos 6, +|z)|- senB ,i)-(|z,|- cos 6 ,+|z,| - sen 6 i) =
22:|Z292

=|z,|-|z)|-cos 6, cos O, +|z,|-|z,|- cos O, -sen O, -i+|z |-|z,|- sen O - cos O *i—|z,|"|z,|- sen O, - sen O, =
=|z,|*|z,|(cos B, - cos 8,—sen 6, - sen6,)+|z,|-|z.| (sen 6, cos 6 ,+cos b, sen8,)- i=
=|z,|-|z,|(cos (0,+8,))+|z)|"|z;| (sen (6,+6,) ) i=|2," 25 ..

(el razonamiento para la division es similar)

Potencia de nimeros complejos

En forma binémica es complejo hacer una potencia: (1—i)*=(1—i)-(1—i)-(1—i)-(1—i)



Sin embargo en forma polar es mucho mas sencillo: se eleva el modulo y se multiplica el
argumento.

1- i=\/§3150 = (1 _i)4: (\/53150)4: (\/5)215°~4: 412600 =4 150 =—4

Raices de nimeros complejos

Al igual que con las potencias, la manera mas sencilla de hacer raices es en forma polar. Para ello,
al contrario que con la potencia, hacemos la raiz del modulo y dividimos el argumento.

Por ejemplo:
3o —
8180" - (\/5)180" 37 260"
Ahora bien, si nos paramos un momento a reflexionar, 8,,,. es lo mismo que -8, y sabemos que
J—8=-2 , nada que ver con el resultado obtenido.

La respuesta a esta aparente contradiccion es que los nimeros complejos tienen varias raices y
hemos encontrado dos de ellas (cada una por un método diferente). Concretamente un niimero
complejo tiene siempre n raices de grado n. La siguiente pregunta es cémo encontrarlas todas.

La respuesta a esta cuestion esta relacionada con el concepto de angulos equivalentes.

En el ejemplo anterior vemos que 2,. es una raiz ciibica de 8. ya que (2,.)’=8,4-, ahora bien,
si consideramos los complejos 2,40.=2 5504 1200) ¥ 2300°=2(60°+240°) POdEMOS comprobar que:
(2180")3:(2(60°+120°))3:8(180°+360"):8180"

(2300°>3:(2(60"+240"))3:8(180"+720"):8180"

¢Por qué 120° y 240°? La respuesta es que 120°-3=360°, con lo que nos da un angulo equivalente
(con 240° ocurre lo mismo al ser multiplo de 120°)
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Si quisiésemos calcular 1 g, , tomariamos 1,;. e irlamos sumando 90° al argumento, ya que

90°-4=360°. Asi pues, todas las raices serian 1,.., 1,30, 1y:e ¥ 15c0
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