Tema 2 — Algebra

Polinomios

Operaciones

e Suma:

(3x'—2X°+4X —3x+1)+(2x" =4 x’+2x°—x+3)=5x"—6 X’ +6 X’ —4 x+4

* Resta:

(3x*—2x’+4 X —3x+1)—(2x" —4x’+2x*—x+3)=x"+2x’+2x*~2x -2

* Multiplicacion:

(3x*—2x+4)-(x*—2x)=3x"-6x"—2x’+4x’+4 x*—8x

¢ Division:

a) 2x'-3x°+2x*—3x+1 | x’—2x+1

—2x* +4x°—2x 2x—3 < Cociente
—3x’+6x°—5x+1

3x° —6x+3

6x’—11x+4 < Resto

* Division por Ruffini:

(2x*-5x>+2x°+4x-2) : (x+3)

2 5 2 4 2
3 6 33 105 303
\ 2 11 35 101 | 301

Cociente: 2x3>-11x*+35x-101. Resto 301
Factorizaciéon de polinomios

* Una ndmero se dice que es raiz de un polinomio si hace que el valor numérico del polinomio sea

cero (araizde p(x)< p(a)=0):

lesraizde p(x)=x’-2x’—x+2 yaque p(1)=1’-2-1*-1+2=0

Onoesraizde p(x)=x’-2x’—x+2 yaque p(0)=0’-2-0’°-0+2=2

* Si los coeficientes de un polinomio son ntimeros enteros, entonces las raices enteras tienen que
ser divisores del coeficiente de menor grado.

p(x)=x’—2x*—x+2 = Las posibles raices enteras son =1y +2

* Silos coeficientes de un polinomio son niimeros enteros, entonces las raices racionales del
polinomio son de la forma a/b donde a debe ser divisor del coeficiente de menor grado y b

divisor del de mayor.



p(x)=2x>=7x*+9 = las posibles raices racionales son +1, +3, +9, +1/2, +3/2 y +9/2
(a/b, donde a es divisor de 9 y b divisor de 2)

Teorema del factor

Si o es una raiz de p(x) entonces el polinomio se puede factorizar de la forma p(x)=(x-a)-q(x),
(donde q(x) es un polinomio de grado menor que el de p(x)).

p(x)=2x"—-7x*+9
—1raizde p(x)=2x’—7x*+9=(x+1)-(2x*—9 x+9)

Nota 1: cuando encontramos una raiz, el método de Ruffini nos proporciona la factorizacion del

polinomio
2 -7 9
-1 -2 -9
2 9 9 0

Nota 2: frecuentemente se puede seguir factorizando el polinomio q(x) para lograr una factorizacion
completa de p(x)

y 9 9
3 6 9
\ 2 3 0

2x°=7x*+9=(x+1)-(2x*-9x+9)=(x+1):(x—3)-(2x-3)
Estrategia para la busqueda de raices

* Si el polinomio tiene grado mayor que dos, comenzamos la btisqueda de raices enteras mediante
el método de Ruffini. Si no encontramos ninguna, buscamos las racionales.

* Cuando encontramos una raiz a, factorizamos el polinomio en la forma p(x)=(x-a)-q(x) y
seguimos buscando las raices de q(x).

* Si el polinomio tiene grado 2, podemos utilizar la férmula de la ecuacién de segundo grado para
buscar sus raices.

Ejemplo: p(x)=2x"—x’—2x+1

* Las posibles raices enteras son +1

2 -1 0 -2 1
1 2 1 1 1
2 1 1 -1 0

2x =X’ =2x+1=(x—-1)-(2x°+x*+x—1)
+ Ahora buscamos las raices de 2 x’+x’+x—1.
—Las posibles raices enteras son +1 (no vale ninguna)
—Las posibles raices enteras son + %



2 -1 0 -2 1
1 2 1 1 1

2 1 1 -1 0
1/2 1 1 1

2 2 2 0

2x4—x3—2x+1=(x—1)'(2x3+x2+x—1)=(x—1)-(x—%)-(2x2+2x+2)

, , 2 7 . s
* Ahora buscariamos las raices de 2x°+2x+2 con la formula de la ecuacién de segundo grado.
. s 2 . .z . .
Como resultado obtenemos que la ecuaciéon 2 x"+2x+2=0 no tiene solucién. Esto implica que
ya no hay mas raices y hemos finalizado el proceso de factorizacion.

Ecuaciones

Ecuaciones polindmicas

Las ecuaciones polindmicas son de la forma p(x)=0, donde p(x) es un polinomio. Resolver la
ecuacion es equivalente a hallar las raices del polinomio (que es equivalente a factorizarlo). Por lo
tanto usaremos los métodos descritos en el apartado anterior.

Ejemplo:

x—1=0=x=1
2x4—x3—2x+1=0@(x—l)-(x—%)-(2x2+2x+2):0:> x—l:0<:>x=l
2

2 x*+2 x+2=0(no hay solucién)

Ecuaciones bicuadradas
Son ecuaciones de cuarto grado, de la forma ax*+bx*+c=0. Se pueden transformar en ecuaciones
de segundo grado mediante el cambio de variable z=x

Ejemplo:

— 2__ ..
X220 o Foz-2=0 = |ZT 1 & x 1 (eneste casono hay solucién)
=2 & x'=2 o x=#42
Ecuaciones racionales

Son ecuaciones que tienen denominadores. La estrategia consiste en buscar un denominador comin
y multiplicar por dicho denominador.

Ejemplo:
1 +l:§ PN 2x + 2(x+1) :3x(x+l) & 2x+2(x+1)=3x(x+1) <
x+1 x 2 2x(x+1) 2x(x+1) 2x(x+1)
x=1
© 2x+2x+2=3x"+3x © -3x+x+2=0 = X__g

3



Ecuaciones con radicales

En las ecuaciones con radicales la estrategia es elevar la ecuacion a la potencia correspondiente, de
tal modo que se anule el radical. Para ello hay que despejarlo previamente.

Ejemplo:
Vx—1+/2x=3 o Jx—1=3-2x & x—1=(3—V2x) & x—1=9+2x—6-2x <
S 62x=x+10 & 36:2x=(x+10)° < 72x=x’+20x+100 < x’—52x+100=0 =

x=2
x=50

Observacion importante: cuando elevamos una ecuacion al cuadrado (o a una potencia par), la
ecuacion que obtenemos no es equivalente a la anterior, sino que puede tener mas soluciones (por

ejemplo x=2= x’=4). Esto nos obliga a comprobar las soluciones obtenidas.
V2—1+y2-2=V1+/4=1+2=3 = 2 essolucién delaecuacion.

V50—1++/50-2=+/49+/100=7+10+#3 = 50 no essolucién delaecuacién.

Por lo tanto, en el ejemplo anterior, la tnica solucion valida es x=2

Ecuaciones logaritmicas

En este tipo de ecuaciones, hay incognitas dentro de logaritmos.
Los pasos habituales son:

— Utilizar las propiedades de los logaritmos para dejar cada miembro de la ecuacion dentro de un
logaritmo.

—“Simplificar” los logaritmos. Se pueden eliminar los logaritmos ya que no hay dos cantidades que
tengan el mismo logaritmo (si los logaritmos son iguales, las expresiones que hay dentro también
han de serlo).

—Resolver la ecuacién que queda, ya sin logaritmos.

Ejemplo:

2X=3_100 < 2x-3=100x <

log(2x—3)—logx=2 < 10g(?)=10g100 o

& 2x—-100x=3 < —-98x=3 < x:;—éo’ (no es solucion valida)

Observacion: al resolver una ecuacion logaritmica hemos de comprobar que las soluciones tengan
. . . . ] . -3

sentido. En el ejemplo anterior, la ecuacion no tendria solucién ya que log 98 no es una

expresion valida.

Cuando las expresiones dentro del logaritmo sean las mismas podemos utilizar la estrategia del
cambio de variable para resolver la ecuacién.



Ejemplo:

log x+

lo;x =2 hacemos el cambio z=logx , con lo que la ecuacién queda

z+%:2 o 7°+1=2z7 & 72-27+1=0 < z=1

Deshaciendo el cambio de variable

z=1 < logx=1 & 10'=x < x=10

Ecuaciones exponenciales

En este tipo de ecuaciones, la incognita aparece en el exponente de una potencia. No hay un método
general para resolver ecuaciones exponenciales, pero si un conjunto de técnicas que nos pueden
ayudar.

* Tomar logaritmos

_log7
log 2

23X—1

~2.81 <

=7 < log2” '=log7 < (3x—1)-log2=log7 < 3x-—1

x~ 201t g 07

* Igualar exponentes

Aqui necesitamos transformar la ecuacion en una igualdad de dos potencias de la misma base
471220 o 4722 o (277220 o 2¥72=2¢ o 2x—2=x & x=2

* Cambio de variable

4*—-2""'+1=0  (aqui buscamos el cambio z=2")

(22)'—2:2+1=0 & (2'f-2:2'+1=0 & 7'-2z+1=0 & z=1 & 2'=1 & x=0

Sistemas de ecuaciones

Sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas

Para resolver un sistema lineal con dos incognitas disponemos de 3 métodos analiticos ya vistos en
cursos anteriores: igualacion, sustitucion y reduccion.

2x—3y=5
y=3x—4

2x—3(3x—4)=5=2x-9x+12=5=>—-7x=—7=x=1 (método de sustitucion)
y=3-1-4=y=—1
Interpretacion geométrica

Una ecuacion lineal con dos incognitas se corresponde con una recta en el plano, es decir, las
coordenadas de los puntos de la recta seran soluciones de dicha ecuacion.



La solucion del sistema de ecuaciones sera aquella que verifique las dos ecuaciones
simultaneamente, y se correspondera con el punto que pertenezca a las dos rectas, es decir, el punto
de corte

y=3x-4

-3 -2 -1 0 1 3 4

-1
2%~ 3y=5/

Clasificacion de los sistemas lineales

(1.-1)

Al resolver un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas nos podemos encontrar 3 casos:

— Sistema compatible determinado. Hay una unica solucién, geométricamente, las dos rectas se
cortarian.

— Sistema incompatible. No hay ninguna solucion, en este caso las rectas serian paralelas.
— Sistema compatible indeterminado. Hay infinitas soluciones, las dos rectas serian equivalentes

(estarian superpuestas).

Sistemas no lineales (de 2 ecuaciones y 2 incognitas)

En estos sistemas de ecuaciones, al menos una de las ecuaciones no sera lineal. La estrategia a
seguir es utilizar el método de sustitucion para transformar el sistema en una unica ecuacion de las
estudiadas anteriormente.

Ejemplo:

x2+y2=5
xy=2

En la ecuacion de abajo despejamos y=—, si sustituimos en la de arriba, tenemos:
X
2 2 ? 2 4 4 2 4 2
X+[=]=5 & x+==5 & x+4=5x" & X —5x"+4=0
X X
. . 2 4 2
haciendo el cambio x"=z;x =z

2°—5z+4=0 = z=4=x=42

z=1=>x==*1
con lo que tenemos 4 pares de soluciones:
x=1; y=2 x=2; y=1
x=-1; y=-2 x=-2; y=-1



Sistemas lineales de tres ecuaciones con tres incognitas
x+y+z=3
2x—y+z=2
3x—y+2z=4

El método habitual para resolver este tipo de sistemas se conoce como método de Gauss. Consiste
en triangularizar el sistema, esto es, conseguir que una ecuacion tenga 3 incégnitas, otra 2 y la
ultima tan solo 1. Para ello se realizan operaciones con las ecuaciones, de forma similar al método
de reduccion que ya conocemos.

x+y+z=3 x+y+z=3 X+y+z=3
2x—y+z=2 = —-3y—z=—4 ‘=> —3y—z=—-4
3x—y+2z=4 —4y—z=-5 | y=1
F,=F,-2F, F=-F,+F,
F:;:FB_SF]

Una vez triangularizado el sistema, se resuelve sustituyendo de manera recursiva.

—3y—z=—4l, 3 ;= 4=,=1
y=1
X+y+z=3
y=1 >x+1+1=3=>x=1
z=1

Los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en tres tipos:

— Sistema compatible determinado. El sistema tiene una unica solucién (como el ejemplo
anterior).

— Sistema incompatible. El sistema no tiene solucion. Se reconocen porque al triangularizar el
sistema obtenemos una expresion del tipo 0=k (con k nimero real), la cual es imposible de
cumplir para cualquier valor que tomen las incégnitas.

— Sistema compatible indeterminado. Hay un nimero infinito de soluciones. Se reconocen porque
al triangularizar obtenemos una expresion del tipo 0=0.

Ejemplo 1:
x—y+z=1 x+y+z=3 x+y+z=3
2x+y—3z=2 = 5y-5z=0 P {5y—-5z=0 (Sistema incompatible)
3x+6y+12z=4 9y—-9z=1 | 0=1
F,=F,-2F, F,=5F, - F,
F,=F,-3F,
Ejemplo 2:
x—y+z=1 x+y+z=3 x+y+z=3
2x+y—3z=3 ‘: 5y—-5z=1 p 5y-5z=1 (Sistema compatible indeterminado)
3x+6y+12z=4 9y-9z=1 | 0=0
F,=F-2F, F:§=5Fzg- 9F,

F,=F-3F,



En el caso de los sistemas compatibles indeterminados, para expresar el conjunto de soluciones, hay
que utilizar un parametro. En el ejemplo anterior:

Z=t; teR

S5y—5z=1 :>5y—5t=1:>)’:1+5t
z=t >

X+y+z=3

y= 145t :X_,_1"'55t+t:3:5x+1+5t+5t=1535X=14_10t3XZ@
z=t

Inecuaciones con una incognita

Las inecuaciones son desigualdades entre dos expresiones algebraicas. Son similares a las
ecuaciones pero en vez del signo “=" aparece un signo de desigualdad: <, >, <0 >

Inecuaciones lineales

Las inecuaciones lineales se resuelven de manera similar a las ecuaciones, con la unica diferencia
de que al cambiar de signo la inecuacion, también cambia el sentido de la desigualdad.

Ejemplo 1:
(3-2x)7<X22 & 21-14x<X"2 & 84-5S6x<x—2 © —57x<-86 < 57x286
= XZ% por tanto la solucion sera el intervalo [%,ﬂn)

Cabe observar que en las inecuaciones las soluciones suelen ser intervalos o conjuntos formados por
uniones de intervalos.
Ejemplo 2:

3x+1

2x—3> S —8x+12<3x+]1 & —11x<—11 & 11x>11 & x>1

Notese que en el primer paso cambia el sentido de la desigualdad, ya que al multiplicar la
inecuacion por -4 estamos cambiando el signo.

Inecuaciones de segundo grado

. . . .7 2
Las inecuaciones de segundo grado pueden reducirse a una expresion de la forma ax“+bx+c>0 (en
vez del signo “>” puede aparecer “<”, “<” 0 “>”).

o .z 2 e
Geométricamente la expresion y=ax"+bx+c se corresponde con una parabola en el plano.
Ejemplo:

Para resolver la inecuacién —2 x°+2x+4>0 representamos la grafica de la pardbola
y=—2 X +2x+4



.z . . s 2 e
4 La solucion a la inecuacion —2 x“+2x+4>0 seran los puntos del
dominio para los cuales la grafica esté por encima del eje, en este
caso el intervalo (-1,2).

Para obtener la solucion de la ecuacién es fundamental calcular
primero los puntos de corte con el eje x.

Inecuaciones polinémicas

Las inecuaciones polinémicas son una generalizacion de las inecuaciones de segundo grado, la
diferencia es que en vez de trabajar con polinomios de grado 2, tenemos que hacerlo con
polinomios de cualquier grado.

x'+2x°-5x°~6x<0
En este caso lo primero que debemos hacer es factorizar el polinomio.
x4+2x3—5x2—6x:x(x—2)(x+1)(x+3)

Ahora marcamos las raices en la recta real y estudiamos el signo del polinomio en cada intervalo
(bien dando valores al polinomio o bien, estudiando el signo de cada factor y aplicando la regla de
signos).

+ - + - +

o * . * ® >

-6 -8 -4 -3 -2 -1 o] 1 2 3 4

(-00,-3) (-3,-1) (-1,0) 0,2) (2,+00)

X - - - + +
(x-2) - - - - +
(x+1) - - + + +
(x+3) - + + + +

x*+2x°-5x*—6x + - + - B

La solucién de la inecuacién x*+2x°—5x°—~6x<0 sera el conjunto (—oo,—3]U[—1,0]U[2,+)

Notese que en ester caso las raices del polinomio estan incluidas en la solucién. No seria asi en la
inecuacién x*+2x>—5x’—6x<0, donde la solucion seria (—o0,—3]U(—1,0)U(2,+x]

Inecuaciones racionales
Las inecuaciones racionales son aquellas en las que aparece la incognita en el denominador. Lo

. . g X
primero que hemos de hacer es reducirlas a una expresion de la forma M>0 (en vez de “>”

q(x)

puede ser otro signo desigualdad)

1,1 .3  2(x+1)  2x _3x(x+1) _ 2(x+1)+2x—3x(x+1)

> > >0
x x+1 2 2x(x+1) 2x(x+1) 2x(x+1) 2x(x+1) “




—3x%+x+2
2x(x+1)

Lo siguiente es factorizar los polinomios de la fraccion (el de abajo ya esta factorizado)

—1-(x—1)(3x+2)

>0
2x(x+1)

Ahora, al igual que con las inecuaciones polindmicas, marcamos las raices de los polinomios en la
recta real y estudiamos el signo de la expresion

© ® >
0 1 2 3

A
L]
L

-3 -2 -1

u(0,1]

. ] . 2
con lo que obtenemos la solucion seria el conjunto |—1 73

Cabe observar, que en este tipo de inecuaciones, las raices del denominador nunca pueden formar
parte de la solucion.

Sistemas de inecuaciones

Para resolver un sistema de ecuaciones tan solo tenemos que resolver cada inecuacion de manera
independiente. La solucion del sistema sera la interseccion de todas las soluciones.

2x—2>4
x—1<3

2x—2>4 < 2x>6 < x>3  » lasolucién de esta inecuacién es (3,+)
x—1<3 <& x=<4 > lasolucion aqui es (-00,4]

La solucién del sistema serd (3,+o0)N(—o0,4]=(3,4]

Inecuaciones con dos incognitas

Las soluciones de una inecuacién de una incognita era un conjunto de nimeros reales que se podia
representar en la recta.

Las soluciones de una ecuacion con dos incognitas, sera un conjunto de pares de nimeros que habra
que representar en el plano, asociando cada solucion (pareja de nimeros) con las coordenadas de un
punto.

Inecuaciones lineales con 2 incégnitas
2x—3y=4
En una inecuacion lineal de dos incégnitas, las soluciones forman un semiplano. La ecuacién de

recta que limita dicho semiplano se obtiene sustituyendo el signo de la inecuacién por un “=”

En este caso la recta que limita la region serda 2x—3y=4<3y=2x—4< y:% , la cual

representamos en el plano.



La recta separa el plano en dos regiones, para saber cual es la solucion, elegimos un punto de una de
ellas y comprobamos si cumple la inecuacion. En nuestro caso probamos con el (0,0)

2:0—3:0=0<4 con lo que no cumple 2x—3y>4

Asi pues, el (0,0) no forma parte de la solucion y esta ha de ser la otra regién delimitada por la recta
2x-3y=4

Observacion: si la recta frontera forma parte de la solucién, esta se representa con trazo continuo.
En caso contrario se representa con trazo discontinuo.

P
e -2 1

2x-3y =4 37 al 2x-3y >4

Sistemas de inecuaciones lineales con 2 incégnitas

En estos sistemas se procede de forma analoga a los ya estudiados. Para cada una de las
inecuaciones, se representa la region solucién. La interseccion de todas esas regiones sera la
solucion del sistema.

x>2
y=<4
X—y<5

N,



Solucién del sistema

S i
i
I
i
i #
i
i

(2,4) 9.4),”

£

~

Observacion: para la correcta representacion de la solucion es importante representar las rectas con
precision y calcular las coordenadas de los vértices de la region (puntos de corte de cada par de
rectas).
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