Medida de angulos

TEMA 4: TRIGONOMETRIA

Un angulo es la region del plano comprendida entre dos semirrectas con origen comun. A
las semirrectas se las llama lados y al origen comun vértice.

El angulo es positivo si se desplaza en sentido contrario al movimiento de las agujas del

reloj y negativo en caso contrario

Para medir angulos se utilizan las siguientes unidades:

Si se divide la circunferencia en 360 partes iguales, el angulo central correspondiente a cada una de sus partes es un

Grado sexagesimal (°)

angulo de un grado (1°) sexagesimal.

Un grado tiene 60 minutos (') y un minuto tiene 60 segundos (").

Radian (rad)

Es la medida de un angulo cuyo arco mide un radio.
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Razones trigonométricas

Circunferencia goniométrica
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cos B= catt.ato contiguo _ ¢
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= Cosecante
_ 1 _ hipotenusa
cosec B= =
sen B cateto opuesto
= Secante
sec B= 1 _ hlpotenu*.sa
cos B cateto contiguo

sen B cateto opuesto

tg B= -

cos B cateto contiguo
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= Cotangente

_ cos B _ cateto contiguo _

cotg B=

Se llama circunferencia goniométrica a aquélla que tiene su centro en el origen de

coordenadas y su radio es la unidad. En la circunferencia goniométrica los ejes de

coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que se numeran en sentido contrario a

las agujas del reloj.

El seno es la ordenada (y).

El coseno es la abscisa (x).
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Signo de las razones trigonométricas Razones trigonométricas de 02, 902, 1802y 270¢
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Razones trigonométricas de 302, 452 y 602

Seno, coseno y tangente de 302 y 602

Si dibujamos un tridngulo equilatero ABC, cada uno de sus tres angulos mide 602 y, si trazamos una altura del mismo, h, el

angulo del vértice A por el que la hemos trazado queda dividido en dos iguales de 302 cada uno. Recurriendo al Teorema
de Pitagoras, tenemos que la altura es:

d=if|2+|2 = P2F = 12 \_

Razones trigonomeétricas de angulos notables
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Relaciones entre angulos: reducciones al 12 cuadrante.
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gulos suplementarios (Son aquéllos cuya suma es 180° 6 it radianes).

sen 150° = sen (18[]o - 30") = sen 30°=

M| =

cos 150°¢=cos (180°-30°)= -cos 30°=-

I\J‘ﬁﬂ

tg 150°=tg (180°-30°) = -ig 30°= —?

Angulos que se diferencian en 180°

sen (n+a)=-sen & | sen 210°=sen (180°+30°) = —sen 30°--1
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tg 210°=tg (180 +30%) = g 30°= V3
tg [.?I'I-CI):LQCE g =1tg ( + )= g -3

. Angulos opuestos (Son aquéllos cuya suma es 3602 6 2m radianes).

g sch [EH—H’)= —SCI & | sen 330°=sen (360°-30°)= -sen 30“:—%
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. /—I\ﬁgulos negativos (Se desplazan en el sentido del movimiento de las agujas del reloj).
o
sen (-30°)=-sen 3(]0:_1
sen (-a)= —-sen « 2
o_~3
COs (_a,:) = COS & COs (—300) = C0OS 30 = T
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tg (_a):_tg & tg (-30°)=-tg 30°= —%

Angulos complementarios (Son aquéllos cuya suma es 902 6 11/2 radianes).
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®  Mayores de 3602

Angulos que se diferencian en un niimero entero de vueltas.

750% 360°

30° 2
sen (a+2ak)= sen &

sen 750° =sen (360°:2+30° = sen 30°=_

M| =~

Cos (.—:r+27rk)=c05 “ cos 750% =cos (3600-2+30°)= cos 30°=§

tg (a+2ak)=1tg «

tg 750°=1g (360°.:2+30°) = tg 30°=§

= Angulos que difieren en 902 6 /2 rad

Pl @

sen |- +a|= cos a
— ¥ [2 J sen 120°=sen {90°+30°) = cos 30°= g
| P | Vi3
° : Cos [§+a:)=—sen & | cos 120°=cos (90°+30° = -sen 30“:—%
- - tg 120° =tg {90°+30°) = —cotg 30°= —.3
. ya tg (E +a:] =—cotg a

Identidades trigonométricas fundamentales

cos?2 a + sen® a = 1
sec? a = 1 + tg2 a
cosec2 a = 1 + cotg® a

Ejemplos de aplicacion:

1. Sabiendo quetg a =2,y que 1802 < a <270°. Calcular las restantes razones trigonométricas del angulo a.
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2. Sabiendo que sen a =3/5,y que 902 <a <180°. Calcular las restantes razones trigonométricas del angulo a.
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Formulas trigconométricas

SUMA DE ANGULOS

sen(X +Yy) = senx cosy + cosxseny

COS(X +Y) = COSXCOSY —senxseny

tgx+tgy

tg(X+y)=1_tgxtgy

DIFERENCIA DE ANGULOS

ANGULO DOBLE

sen(X —y) =senx cosy —cosxseny

COS(X —Y) = COSXCOSY + senxseny

_ tgx-tgy
tox-y) = 1+tgxtgy
ANGULO MITAD

sen(2x) = 2senxcosx

cos(2X) = cos® X —sen® x

2tgx

90 =1 "7

TRANSFORMACION DE
SUMAS EN PRODUCTOS

sen(x) . [1-cosx
2 B 2
cos(xj = +\/71+COSX
2 B 2
tg(x) . [1-cosx
2/ V1+cosx

X+y X-Yy
senx +seny =2sen———CO0S————
2 2
X+ X—
senx —seny = 2(:osiysen7y
2 2
X+ X—
COSX + COSY = 2c052yc052y
X+ X —
COSX — COSY = —Zsenzysenzy

TRANSFORMACION DE
PRODUCTOS EN SUMAS

Ejemplos de aplicacidn:

* SUMA Y DIFERENCIA DE ANGULOS

senl5®=sen(45°-30°) = sen45°cos30° - cos 45°sen 30°= =

1

senx cosy = > [sen(x + V) +sen(x — y)]
1

COSX seny = > [sen(x +Yy)—sen(x— y)]
1

COSX COSY = > [cos(x +Y) +cos(x — y)]

1
senx seny = ) [cos(x +Yy) —cos(X — y)]

1_2
cos 15°=cos (45°-30°)=cos 45°cos30°+sen 45%en 30°==5"'"5 t5 §=T(V'§+1)

o __ o 1
tg 15° = tg45°-tg30°
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T 1+tg45°.tg30° )

= ANGULO DOBLE

sen 120°=2 sen 60° cos60°= 2.
cos 120° = cos® 60° - sen® 60° =

2tg 60° 23
tg 120° = - - -
g 1-tg?60° 1-3 V3
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=  ANGULO MITAD

sen(22° 30') = sen [

tg (227307 = g (45°J _ fl-cos45°

2 1+cos45°

= TRANSFORMACION DE SUMAS EN PRODUCTOS

sen 40°+sen20°=2 sen 30° cos 10°
sen 40° - sen 20° =2 cos 30° sen 10°
cos 40°+cos 20°=2 cos 30° cos 10°

cos 40°-cos 20°=-2 sen 30° sen 10°

* TRANSFORMACION DE PRODUCTOS EN SUMAS

5en3X -CO5 X = % (sendx +sen2x)
COo53x -Senx = % (sen 4% — sen2x)
CO53xX -COS X = % (cos 4x +C0os 2x)

sen3x -senx = —%(cos 4x —Ccos2x)

Ejercicios de aplicacion de las formulas :
1. Calcula el valor exacto de :

a.sen 75° b. cos 752 c. sen 152 d. cos 152
e.tg 1209 f. tg 135¢ g.cos 2852  h. tg 2852

2. Encuentra una férmula para calcular :

a. cos(3x) b. sen(3x) c. tg(3x) d. sen(4x)

3. Transforma en sumas las siguientes expresiones :
a. sen(Zx - g} cos(y — 4x) b. sen(x — Sy) sen(—x + 3y)
c. cos(—2x+z) cos(2 — 3z) d. cos(x —2p) sen(3p — x)

4. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas :

X X
a. cos’ (Ej - senz(gj =senx b. cos(2X) +senx = 4sen’ x

c. tg(2x) = —tgx




