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Examen 04 (Análisis) 
 
 

1.- Estudia las asíntotas de las siguientes funciones: 
 

a. 𝑓ଵ(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥ଶ − 1) 
Asíntotas verticales de 𝑓ଵ(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥ଶ − 1) Debemos estudiar los puntos de discontinuidad: 𝑥ଶ − 1 = 0 → 𝑥 = ±1 

𝑓ଵ(𝑥) no está definida en [−1,1] por tanto sólo puede tener asíntotas verticales en 𝑥 = −1ି y en 𝑥 = 1ା 
 lim
௫→ିଵష

ln (𝑥ଶ − 1) : ln 0 = −∞ ; y lim
௫→ଵశ

ln (𝑥ଶ − 1) : ln 0 = −∞ 

Por tanto tiene asíntotas verticales hacia −∞ en 𝑥 = −1ି y en 𝑥 = 1ା 
Asíntotas horizontales de 𝑓ଵ(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥ଶ − 1) Debemos estudiar los límites hacia ±∞ 
lim

௫→ିஶ
ln (𝑥ଶ − 1) : ln ∞ = +∞ ; y lim

௫→ஶ
ln (𝑥ଶ − 1) : ln ∞ = ∞ Por tanto no tiene asíntotas horizontales 

 
Tampoco tiene asíntotas oblicuas por su construcción 
 

b. 𝑓ଶ(𝑥) =
௫ିଵ

ଶ௫ାଵ
  

Asíntotas verticales de 𝑓ଶ(𝑥) =
௫ିଵ

ଶ௫ାଵ
 Debemos estudiar los puntos de discontinuidad: 2𝑥 + 1 = 0 → 𝑥 =

ିଵ

ଶ
 

𝑓ଶ(𝑥) no está definida en 𝑥 =
ିଵ

ଶ
 por tanto sólo puede tener asíntotas verticales en 𝑥 =

ିଵ

ଶ
 

lim
௫→

షభ

మ

ష

𝑥−1
2𝑥+1

:
షయ

మ

଴ష = +∞ ; y lim
௫→

షభ

మ

శ

𝑥−1
2𝑥+1

:
షయ

మ

଴శ = −∞ 

Por tanto tiene asíntotas verticales hacia +∞ en 𝑥 =
ିଵ

ଶ

ି
 y hacia −∞ en 𝑥 =

ିଵ

ଶ

ା
 

Asíntotas horizontales de 𝑓ଶ(𝑥) =
௫ିଵ

ଶ௫ାଵ
 Debemos estudiar los límites hacia ±∞ 

lim
௫→ିஶ

௫ିଵ

ଶ௫ାଵ
:

ஶ

ஶ
 ;Indeterminación, como son polinomios del mismo grado se resuelve dividiendo por la variable de mayor 

grado en este caso  𝑥  y nos da lim
௫→ିஶ

௫ିଵ

ଶ௫ାଵ
=

ଵ

ଶ
  Por tanto tiene asíntota horizontal hacia −∞ en 𝑦 =

ଵ

ଶ
 

Del modo análogo se obtiene que lim
௫→ାஶ

௫ିଵ

ଶ௫ାଵ
=

ଵ

ଶ
, Por tanto tiene asíntota horizontal hacia ∞ en 𝑦 =

ଵ

ଶ
 

No tiene asíntotas oblicuas porque tiene 2 asíntotas horizontales 

 
 
2.- Los beneficios (en cientos de miles de euros anuales) estimados de una pequeña empresa durante un 

periodo de 5 años se ajustan a la función 𝐵(𝑥) = 𝑥ଷ − 6𝑥ଶ + 9𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 5, donde 𝐵(𝑥) repre-

senta los beneficios de la empresa después de 𝑥 años. (𝑥 = 0.corresponde al año 2018) 
 

a. ¿Durante algún año la empresa no tuvo beneficios? 
Para responder a eso debemos resolver 𝐵(𝑥) = 0 -> 𝑥ଷ − 6𝑥ଶ + 9𝑥 = 0; 𝑥(𝑥ଶ − 6𝑥 + 9) = 0; 𝑥(𝑥 − 3)ଶ = 0;  
𝑥 = 0, 𝑥 = 3 Es decir no tuvo beneficios los años 2018 y 2021 

 
b. Indica los períodos de tiempo en los que los beneficios aumentaron o disminuyeron. A partir de esos 

datos indica que años se obtuvieron los beneficios máximos y mínimos en esos 5 años y calcula su 
cuantía. 

Estudiamos la monotonía a partir de la derivada de 𝐵(𝑥) ->𝐵ᇱ(𝑥) = 3𝑥ଶ − 2 ∙ 6 ∙ 𝑥 + 9 
 3𝑥ଶ − 12𝑥 + 9 = 0 → 𝑥ଶ − 4𝑥 + 3 = 0 → (𝑥 − 1)(𝑥 − 3) = 0 Por tanto 𝐵ᇱ(𝑥) = 0 para 𝑥 = 1, 𝑥 = 3 

Dibujamos la recta real y distinguimos 3 intervalos; tomamos un valor en cada uno y estudiamos el signo de  𝐵ᇱ(𝑥) 
𝐵ᇱ(0) = 9 > 0 

𝐵ᇱ(2) = 3 ∙ 2ଶ − 12 ∙ 2 + 9 = −3 < 0 
𝐵ᇱ(4) = 3 ∙ 4ଶ − 12 ∙ 4 + 9 > 0 

 
Por tanto 𝐵(𝑥)es creciente en (0,1) ∪ (3,5) y decreciente en (1,5) Aumentaron los beneficios hasta el primer año (2019) 
y a partir del tercero (2021) , y disminuyeron entre el primero (2019) y el tercer año (2021) 
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El punto 𝑥 = 1es un máximo y 𝑥 = 3 es un mínimo 
Calculamos el valor de 𝐵(𝑥) en esos puntos: 𝐵(1) = 1ଷ − 6 ∙ 1ଶ + 9 ∙ 1 = 4 y 𝐵(3) = 3ଷ − 6 ∙ 3ଶ + 9 ∙ 3 = 0 
Pero también debemos calcular el valor de 𝐵(𝑥) en los extremos 𝑥 = 0 y 𝑥 = 5 
𝐵(0) = 0 y 𝐵(5) = 5ଷ − 6 ∙ 5ଶ + 9 ∙ 5 = 125 − 150 + 45 = 20 
Por tanto el mínimo se alcanzó en 2018 y 2021 con un beneficio de 0€ y el máximo en 2023 con 1500000 € 
 

c. Calcula, si lo tiene, su punto de inflexión. Con toda la información anterior esboza una 

gráfica de la función 𝐵(𝑥) 
Buscamos el punto de inflexión a partir de la segunda derivada de 𝐵(𝑥) ->𝐵ᇱᇱ(𝑥) = (3𝑥ଶ − 2 ∙ 6 ∙ 𝑥 +
9)ᇱ = 6𝑥 − 12 
 𝐵ᇱᇱ(𝑥) = 0; 6𝑥 − 12 = 0; 𝑥 = 2  Tiene un punto de inflexión en 𝑥 = 2   
Para esbozar la gráfica calculamos la imagen de todos los puntos que estudiamos: 
 
 𝐵(0) = 0 
 𝐵(1) = 2 
 𝐵(3) = 0 
 𝐵(5) = 15 
 
 
3.- Calcula la derivada de las siguientes funciones: 
 

a. 𝑔ଵ(𝑥) = 250 − |𝑥ଶ − 1|; Para derivar esta función primero debemos expresarla como función definida 

a trozos:  |𝑥ଶ − 1| = 0 → 𝑥 = ±1, 𝑔ଵ(𝑥) = ቐ

250 − (𝑥ଶ − 1) 𝑠𝑖 𝑥 < −1

250 + (𝑥ଶ − 1) 𝑠𝑖 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1

250 − (𝑥ଶ − 1) 𝑠𝑖 𝑥 > 1

 

Por tanto 𝑔ଵ
ᇱ(𝑥) = ൞

൫250 − (𝑥ଶ − 1)൯
ᇱ

𝑠𝑖 𝑥 < −1

൫250 + (𝑥ଶ − 1)൯
ᇱ

𝑠𝑖 − 1 < 𝑥 < 1

൫250 − (𝑥ଶ − 1)൯
ᇱ

𝑠𝑖 𝑥 > 1

 entonces   𝑔ଵ
ᇱ(𝑥) = ൝

−2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 < −1
2𝑥 𝑠𝑖 − 1 < 𝑥 < 1

−2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 > 1
 

 

b. 𝑔ଶ(𝑥) =
ଵ

௫
+ √𝑥ଶ − 1; 𝑔ଶ

ᇱ(𝑥) = ቀ
ଵ

௫
+ √𝑥ଶ − 1ቁ

ᇱ

= ቀ
ଵ

௫
ቁ

ᇱ

+ ൫√𝑥ଶ − 1൯
ᇱ

=
ିଵ

௫మ +
ଵ

ଶඥ௫మିଵ
(𝑥ଶ − 1)ᇱ = 

 =
ିଵ

௫మ +
ଵ

ଶඥ௫మିଵ
2𝑥 =

ିଵ

௫మ +
௫

ඥ௫మିଵ
=

ିଵ

௫మ +
௫ඥ௫మିଵ

௫మିଵ
=

ି൫௫మିଵ൯ା௫మ∙௫∙ඥ௫మିଵ

௫మ(௫మିଵ)
=

௫యඥ௫మିଵି௫మାଵ

௫మ(௫మିଵ)
 

 
 

4.- Dada la función 𝑐(𝑥) = 𝑥ଷ − 𝑎𝑥ଶ + 8𝑥 calcula el valor del parámetro 𝑎 sabiendo que presenta 

un punto de inflexión en 𝑥 = 2. 
Para conocer el valor del parámetro 𝑎 calculamos la segunda derivada de 𝑐(𝑥) -> 
 𝑐ᇱ(𝑥) = (𝑥ଷ − 𝑎𝑥ଶ + 8𝑥)ᇱ = 3𝑥ଶ − 2𝑎𝑥 + 8; 𝑐ᇱᇱ(𝑥) = (3𝑥ଶ − 2𝑎𝑥 + 8)ᇱ = 6𝑥 − 2𝑎 
Como en 𝑥 = 2 tiene un punto de inflexión-> 𝑐ᇱᇱ(2) = 0 por tanto 6 ∙ 2 − 2𝑎 = 0 con lo que  𝑎 = 6 
 

Estudia la monotonía de 𝑐(𝑥)  para 𝑎 = 6 
Estudiamos la monotonía a partir de la derivada de 𝑐(𝑥) ->𝑐ᇱ(𝑥) = 3𝑥ଶ − 2 ∙ 6 ∙ 𝑥 + 8 

 3𝑥ଶ − 12𝑥 + 8 = 0 ->𝑥 =
ଵଶ±ସ√ଷ

଺
= 2 ±

ଶ√ଷ

ଷ
, aproximadamente 𝑥ଵ ≅ 3ᇱ1547 y 𝑥ଶ ≅ 0ᇱ8453 

Dibujamos la recta real y distinguimos 3 intervalos; tomamos un valor en cada uno y estudiamos el signo de  𝑐ᇱ(𝑥) 
𝑐ᇱ(0) = 8 > 0 

𝑐ᇱ(2) = 3 ∙ 2ଶ − 12 ∙ 2 + 8 = −4 < 0 
𝑐ᇱ(4) = 3 ∙ 4ଶ − 12 ∙ 4 + 8 > 0 

 

Por tanto 𝑐(𝑥)es creciente en ቀ−∞, 2 −
ଶ√ଷ

ଷ
ቁ ∪ ቀ2 +

ଶ√ଷ

ଷ
, ∞ቁ y decreciente en ቀ2 −

ଶ√ଷ

ଷ
, 2 +

ଶ√ଷ

ଷ
, ∞ቁ 
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5.- Calcula los siguientes límites: 
 
 

a. lim
௫→ஶ

√5𝑥ଶ − 2𝑥 − 𝑥-> lim
௫→ஶ

√5𝑥ଶ − 2𝑥 − 𝑥 : [∞ − ∞]Indeterminación del tipo ∞ − ∞, Multiplicamos 

y dividimos por el conjugado: 

lim
௫→ஶ

ඥ5𝑥ଶ − 2𝑥 − 𝑥 = lim
௫→ஶ

൫√5𝑥ଶ − 2𝑥 − 𝑥൯൫√5𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑥൯

√5𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑥
= lim

௫→ஶ

(5𝑥ଶ − 2𝑥) − 𝑥ଶ

√5𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑥
= lim

௫→ஶ

4𝑥ଶ − 2𝑥

√5𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑥
:
∞

∞
 

Esta indeterminación se resuelve por el grado de los polinomios (numerador de grado 2 y denominador de grado 1) por 
tanto    lim

௫→ஶ
√5𝑥ଶ − 2𝑥 − 𝑥 = +∞ 

 

b. lim
௫→ଷ

ቂ
௫మ

௫మିଽ
−

௫ାଵ

௫ିଷ
ቃ -> lim

௫→ଷ
ቂ

௫మ

௫మିଽ
−

௫ାଵ

௫ିଷ
ቃ : ቂ

ଽ

଴
−

ସ

଴
ቃIndeterminación del tipo ∞ − ∞, Operamos: 

lim
௫→ଷ

ቈ
𝑥ଶ

𝑥ଶ − 9
−

𝑥 + 1

𝑥 − 3
቉ = lim

௫→ଷ
ቈ
(𝑥ଶ) − (𝑥 + 1)(𝑥 + 3)

𝑥ଶ − 9
቉ = lim

௫→ଷ
ቈ
𝑥ଶ − 𝑥ଶ − 4𝑥 − 3

𝑥ଶ − 9
቉ = lim

௫→ଷ
൤
−4𝑥 − 3

𝑥ଶ − 9
൨ :

−15

0
: ±∞ 

Calculamos límites laterales: lim
௫→ଷష

ቂ
ିସ௫ିଷ

௫మିଽ
ቃ =

ିଵହ

଴ష = +∞ ; lim
௫→ଷశ

ቂ
ିସ௫ିଷ

௫మିଽ
ቃ =

ିଵହ

଴శ = −∞  

No existe límite porque los límites laterales son diferentes 
 


