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CAPITULO/: LIMITES Y CONTINUIDAD

1. IDEA INTUITIVA DE LIMITE

Actividades de introduccion

4 Vamos a estudiar el comportamiento de la funcién f(X) = x? —2X para valores préximos a X = 4.
En la tabla siguiente observamos que, cuando damos a x valores préximos a 4 pero
inferiores que 4, la funcién f(x) se aproxima o tiende a 8:

X 3 | 35|39 | 399 3.999 3.9999
f(x)| 3 |525]|7.41|7.9401 | 7.994001 | 7.99940001

Decimos que cuando x tiende a 4 por la izquierda, f (x) tiende a 8, y escribimos: Si
x—>4 = f(x)>8
En la tabla que figura a continuacion observamos que, cuando damos a x valores
proximos a 4 y superiores a 4, la funcion f(x) se aproxima o tiende a 8:

X 5 4.5 4.1 4.01 4.001 4.0001
f(x) | 15 | 11.25 | 8.61 | 8.0601 | 8.006001 | 8.00060001

Decimos que cuando x tiende a 4 por la derecha, f(x) tiende a 8, y escribimos:
Six—>4" = f(x)>8
En este ejemplo los dos valores que obtenemos al acercarnos a x = 4 por la derecha y por la izquierda coinciden, y podemos
decir que, cuando x tiende a 4, f(x) tiende a 8 y podemos escribir: Si X > 4 = f(x) > 8
4 Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién g(x) = x — E(x) enx =1, donde E(x) es la funcién “parte entera de
X" que devuelve el mayor entero menor o igual que x.
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la izquierda: g00=x-Elx]

X 0| 05 | 09 | 099 07999 079999
gx) | 0| 05 | 09 | 099 0’999 0’9999
Decimos que cuando x tiende a 1 por la izquierda, g(x) tiende a 1 y escribimos: i
Xx— 1" = g(x) > 1. La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la derecha: !

x [19| 15| 11| 101 | 1001 | 1.0001
g(x) | 0.9 | 05 | 0.1 | 0.01 | 0.001 | 0.0001 | ... g)=4 X ° xe[0,1)

Decimos que cuando x tiende a 1 por la derecha, g(x) tiende a 0 y escribimos:
x->1"=g(x)>0

f(x):xz-Zx

Los valores no coinciden, y podemos decir que cuando X tiende a 1, g(x) no tiende a ningun valor.
2. DEFINICION DE LIMITE

En el apartado anterior han aparecido palabras o expresiones tales como tiende a o se aproxima a. Vamos a formalizar
matematicamente el significado de estas expresiones.

2.1. Definicion matematica de limite

Se define entorno de centro a y radio &, y se representa por E(a, 8), al intervalo abierto (a —&,a + 8):

E(a,8)= {XGR; |x—a|<8}
Se define entorno reducido de centro a y radio d, y se representa por E*(a, 8), al entorno E(a, ) excepto el propio punto
a E'(a,8)={xer; 0<|x-a|<5]
Hemos visto que la funcion f(X) = x* —2x tiende a 8 o tiene por limite 8, cuando x tiende a 4. La idea de tendencia o

aproximacion se traduce mediante los entornos como:
“Para cualquier E(8,¢), podemos encontrar un entorno E(4,8), de modo que para cualquier x del entorno reducido

E"(4,8), se cumple que su imagen f (x) estd en el entomo E(8, )"
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Sin embargo, g(x) = X — E(X) no tiene limite en x = 1 porgue no es posible definir un entorno tnico en el que a cualquier x

del entorno reducido E"(1,8), su imagen f (x) esté en un entormo fijo, ya que podriamos definir E(1¢) 0 E(0,¢) a

izquierda y derecha, respectivamente.
Podemos definir el limite de una funcién en un punto de la siguiente forma:

Una funcion f(x) tiene por limite L cuando x tiende a X,, y Se representa COMO  ticge-emememecocmcmeca /

y=flx)

lim f(x) =L si para todo entomo E(L,) existe un entorno E(XO,S), de modo que para

X—Xg L gmmmmmmmmncnan

todo x perteneciente al entorno reducido E*(xo,é‘)) se cumple que f(x) pertenece al

entomo E(L,¢): lim f(x)=L < VE(L,e) 3E(%),8); Vx e E(x,8)= f(x) e E(L,e)
X—?XO

L-e§=--=mmmmamm

.

| @emmmmmana-

otambién: 1im f(x)=L < Ve >0,38>0;si0<|x—x%,[<8=|f(x)-L|<e
X—>Xg

—
»
o
=
P
o

Una funcion f (x) que cumple esta definicion decimos que es convergente en X, .
Observamos que para que una funcion tenga limite en X, o sea convergente, no es necesario que la funcion esté definida
en X, , pues en la definicion se habla de un entorno reducido de X, .

Ejemplo
. . . X% —2x
a) Halla el limite en el origen de la funcién f(x) = 5
X° + 2%
Observamos que la funcion no existe en el origen, pero si podemos hallar:
2
lim X 2X _ lim (x=2)-x _ lim (x 2):—2:—1

x—0 x2 4+ 2% x—0(X+2)-x - x-0(x+2) 2
2.2. Limites laterales

Ejemplos
% En el primer apartado hemos visto que la funcion f(x) = x? —2X tiende a 8 cuando x tiende a 4 por la izquierda.
Podemos escribir: lim (x2 — 2X)= 8

X—4~

%« Asimismo, la funcién g(x) = x—E(x) tiende a 1 cuando x tiende a 1 por la izquierda. Podemos escribir:
lim (x-E(x))=1
X=1"
La idea de tendencia por la izquierda queda recogida mediante los entornos laterales a la izquierda de X;:
E™ (X0, 6) = (X — &, Xg)
Una funcién f (x) tiene por limite L cuando x tiende a X, por la izquierda, y se representa como lim f(x) =L si para

todo entorno E(L, &) existe un entorno lateral a la izquierda de X,, E™(X,, 8) = (X — 8, X;), de modo que para todo x
perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno E(L, £):
lim f(x)=L < VE(L, ), 3E (X, 8); VxeE (x5, 8)= f(x) e E(L, ¢)

X—>Xg
o también: XIIT_ f(X)=LeVe>0,38>0; si0<x,-5d<x<x =|f(x)-L|<e
-

Ejemplos O

% En el mismo epigrafe hemos visto que la funcion f(X) = x? —2x tiende a 8 cuando x tiende a 4 por la derecha.

Podemos escribir: XILT (x*-2x)=8
%« Asimismo, la funcion g(x) = x— E(x) tiende a 0 cuando x tiende a uno por la derecha. Podemos escribir:
lim (x—E(x))=0

La idea de tendencia por la derecha queda recogida mediante los entornos laterales a la derecha de X, :
+
E™(Xg, 8) = (Xg, Xo +9)
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Una funcién f (x) tiene por limite L cuando x tiende a X, por la derecha, y se representa como lim f(x) =L si para

s
X—>Xg

todo entomno E(L, ) existe un entorno lateral a la derecha de X,, E™(Xy, 8) = (X, X +8), de modo que para todo x
perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno E(L, £):

lim f(x)=L < VE(L, ), IE* (X, 8); VxeE*(xy, 8)= f(x) e E(L, ¢)

X—Xg

o también lim f(x)=L<Ve>0,35>0; si0<x, <x<X+3=|f(x)-L|<e

X—>Xg
Es interesante notar que para que una funcion tenga limites laterales en X, no es necesario que la funcion este definida en
ese punto.
La condicion necesaria y suficiente para que una funcion f (x) tenga limite en un punto X, es que tenga limite lateral por la

izquierda y limite lateral por la derecha, siendo ambos coincidentes.
lim f(x)=L=lim f(x)=3lim f(x)=L
X—>Xg X—>Xg

X—=>Xg

Ejemplos

4+ Observamos que la funcién f (x) = x> —2x tiene limite lateral por la izquierda y limite lateral por la derecha cuando x
tiende a 4, siendo ambos iguales a 8, por lo que el limite de la funcién, cuando x tiende a 4, existe y vale 8:

)!l’_r)n4 (x2 —2x)=8

% Sin embargo, la funcion g(x) = x—E(X) no tiene limite cuando x tiende a 1, puesto que aunque existen los
limites laterales cuando x tiende a 1, no son coincidentes.

Iim (x—E(x))=1

x—1" -

lim (x—E(9)=0[ ~° Iim{x~E0)
x—1*

Si una funcion tiene limite en un punto, éste es Unico.
Ejemplo
X?+2x si x<0
+ Dadalafuncion f(x) =4 x*—x si0< x <1 Hallalos limites lateralesenx =-1,enx =0yenx=1.

x2+x si x>1
(1) Analizamos el punto x = -1: Los valores en torno a x = -1 no presentan problema alguno, se evaltan con el primer
trozo de la funcién, y es seguro que: lim (x2 + 2x): lim (X2 + 2)5: -D*+2-(-D)=-1
X—-1" x—-1%

Por tanto, existe el limite en x = ~1: lim f(x)= lim f(x)= lim f (x)=-1
X—>-1" x—>—1* X—>—

(2) Analizamos el origen utilizando en cada caso el trozo de funcion adecuado: lim (x2 +2x)=0 y Iim+ (Xz - x): 0 Por
x—0" x—0

tanto, existe el limite en el origen: Iim f(x)= lim f(x)=0= lim f(x)=0 aunque la funcion no existe en el
x—0~ x—07" x—0
origen.
(3) Analizamos el punto x = 1: lim (x2 - X)= 0 y lim (X2 + X): 2. Por tanto, no existe el limite en x = 1:
X1 x-1"
lim f(x)=0= lim f(x)=2= 3lim f(x)=0 aunque la funcion si existe en el punto x = 1.
X—1~ x—1* x—0

3. OPERACIONES CON LIMITES
Si f(x)y g(x) son dos funciones convergentes en el punto X, , cuyos limites son: 1im f(x)=L y lim g(x) = M

Se tiene: lim [f +g])x)= lim f(x)+ lim g(x)=L+M lim k- fJx)=k- Iim f(x)=k-L VkeR
X—>Xo X—=>Xp X—>Xo X—>Xg X—>Xg
lim f(x) .
lim [f-gJx)= Iim f(x)- lim g(x)=L-M lim | — |(x)=222——=—si lim g(x)=0
X—>Xg X—Xg X—Xg x—>Xo| 9 lim g(X) M X—>Xg
X—>Xg
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lim g(x)
I 7C =" [lim £ = VT i [P i 101

si lim f(x)z0 y lim g(x)#0

X—Xg X—Xg

Estas expresiones son validas también en el caso de limites en el infinito, por tanto:

lim [f £g)x)= Iim f(x)% lim g(x) lim [k-f}x)=k- lim f(x) VkeR
) R lim f)
Jim [f-gJ0= tim t(x)- tim g(x) XL'TOO[E}(X):W i Jim_g(x)=0
lim g(x
lim Vi(x)=p lim f(x) lim [ (x)Je) { lim f(x )}ng !

si lim f(x)=0y lim g(x)=0
X—>too X—>too
En el calculo de limites, es necesario operar con expresiones donde aparece infinito. Estas son algunas expresiones cuyos
resultados son conocidos:

SUMA Y RESTA PRODUCTO COCIENTE POTENCIA
(+00)+k = +o0 () +oo si k>0 Kk g O A si k>1
(-o0)+ k=0 )= si k<0 +too -~ o0 si 0<k<1
(+00) —k = +o0 (Co)=d si k>0 0 _o0 _, e [0 s kel
=00 )= = = —
(-o0)—k=—o0 +oo si k<0 +o0  —o0 +oo si 0<k<l
(+00)+ (+00) = +o0 (+00)- (+ 00) = +o0 kK [+ si k>0 . [+o si k>0
—= (+oo) =

(—oo)+(—oo):—oo (+oo)-(—oo):—oo 0 |-o si k<0 0 si k<0
—(—o0) =+ (-0)-(~0)= %"_m %:—oo (+0)" =+ (+0) " =0

Es importante entender que el algebra del infinito es diferente a la de los nimeros reales y mientras trabajamos con infinitos
las cosas no suelen ser como parecen.

4. LIMITES INFINITOS

4.1. Limites infinitos en un punto finito

Observamos en la figura adjunta que, a medida que nos aproximamos a X, por la izquierda, los
valores correspondientes que toma la funcién son cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la izquierda, f (x) tiende a +o0: lim f(x) = +00

X—=Xg

Una funcion f (x) tiene por limite +co cuando x tiende a X, por la izquierda si para todo nimero real K existe un entorno

lateral a la izquierda de X,, E™(X,, 8) = (X, — 9, X,), de modo que, para todo X que pertenece a este entorno, se verifica
que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VK eR,35>0;Vxe E (x,8)= f(x)>K

X—>Xo

En esta figura observamos que, a medida que nos aproximamos a X, por la derecha, los valores

correspondientes que toma la funcién son cada vez mayores.

Afirmamos que cuando x tiende a X, por la derecha, f(x) tiende a +oo: Iim f(x)= +o0
X*}XO |

Una funcién f (x) tiene por limite +oo cuando x tiende a X, por la derecha si para todo nimero real K existe un entorno

lateral a la derecha de X,, E™(X,, 8) = (X, — 8, X,), de modo que, para todo x que pertenece a este entorno, se verifica
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que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VK eR,38>0; Vxe E*(x), 8)= f(x)>K
X—>X3

En la figura de la derecha vemos que a medida que nos aproximamos a X, los valores

correspondientes que toma la funcién son cada vez mayores.
Afirmamos que cuando x tiende a X, , f (x) tiende a +oo: lim f(x) = +o

X—=Xg |

Una funcion f (x) tiene por limite +oo cuando x tiende a X, si para todo nimero real K existe un entorno reducido de X,
E"(x,,9) , de modo que, para todo x que pertenece a este entorno, se verifica que (x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VKeR,35>0; VxeE (x,8)= f(x)>K

X—>Xg
En el caso de que al aproximarnos a X, la funcion tome valores cada vez menores, tanto si nos aproximamos por la

izquierda, por la derecha o por los dos lados a la vez, decimos que la funcién tiende a —o.

En este caso, las figuras y definiciones correspondientes a estos tres casos son:
[

lim f(x)=-0 o VMeR,35>0; ¥xeE (x,8)= f(x)<M

X=Xy

lim f(x)=-0< VM eR,38>0; VxeE(x),8)= f(x)<M

X—>Xg

‘\f lim f(x)=—0 < VMeR,35>0; VxeE(X),8)= f(x)<M
X—>Xg

Cuando existe alguno de los seis limites que figuran en este apartado, decimos que la funcién f(x) tiene una asintota

vertical de ecuacion X = X; .
Algunas funciones que generan asintotas verticales son:

1. El cociente de funciones: Iim [—}(X):ioo si_ lim g(x)=0 en las que se incluyen las trigonométricas como
X—>Xo| 0 X—>Xp

tg(x), sec(x), cosec(x), Y cotg(x), ya que son cocientes por definicion.
2. Lafuncion logaritmica: Iim In(f(x))=—0 si lim f(x)=0
X—Xg X—Xg

0JO: No existe ni la division entre cero ni el logaritmo de cero. Hablamos de que el limite cuando el denominador o el
argumento tienden a cero es infinito.
Ejemplo
4+ Halla las asintotas verticales de la funcion f (x) = In(2x —1)
Como se explicd, la funcion logaritmica tiene una asintota vertical cuando su argumento es nulo, por tanto:
limIn(2x-1)=—0 si lim(2x-1)=0= x — 1= x, =1 es una asintota vertical
X—=Xg X—=>Xg
4.2. Limites finitos en el infinito
Observamos en la figura de la derecha que, para valores positivos muy grandes de
X, los correspondientes valores que toma la funcion se aproximan cada vez mas
hacia un valor L.

Afirmamos que, cuando x tiende a +o0, f(x) tiendea L. /
Una funcion f(x) tiene por limite un ndmero real L, cuando x tiende a +o, y se escribe lim f(x) =L, si para todo ¢

X—>+00

positivo, existe un numero real K, de modo que, para cualquier valor de x mayor que K, se verifica que f(x) esta en el

entorno E(L, &): lim f(x)=L< Ve>03KeR; six>K= f(x)eE(L, &)

X—>+0
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En la figura de la derecha observamos que, para valores negativos muy grandes en
valor absoluto de x, los correspondientes valores que toma la funcion se aproximan
cada vez mas hacia un valor L.

Afirmamos que, cuando x tiende a —o, f(x) tiende a L.

Una funcion f(x) tiene por limite un ndmero real L, cuando x tiende a —o, y se escribe Iim f(x) =L, si para todo ¢
X—>—00

positivo, existe un nimero real M, de modo que, para cualquier valor de x menor que M, se verifica que f(x) estd en el
entorno E(L,g): lim f(x)=L< Ve>0,IMeR; six<M = f(x)e E(L, ¢)
X—>—00

Cuando existe alguno de los limites anteriores decimos que la funcion f (x) tiene una asintota horizontal de ecuacion

y=L.
Ejemplo
] . . , In(2x-1)
+ Halla las asintotas horizontales, si existen, de la funcién f(x):ﬁ by =za
X_

Sabemos que el dominio de la funcién logaritmica son Unicamente los reales positivos, asi que la )
funcién solo puede tener asintota horizontal en +oo. Ademas, en la gréfica adjunta: Vemos que la
funcion polindmica del denominador (2x — 1) crece mucho mas rapidamente que la logaritmica, de
modo que cuando x tiende a infinito, el cociente tiende a cero:
lim In(2x-1)
X—+0 2X-1
En el aparato siguiente veremos como hallar limites como el anterior de forma més simple.
4.3. Limites infinitos en el infinito
Cuando hablamos de limites infinitos en el infinito nos encontramos con cuatro posibilidades:
e lim f(X) = +o0, la funcion tiende a mas infinito cuando x tiende a méas infinito.

X—>+00

Una funcién f(x) tiende a +oo cuando x tiende a +oo si para todo nimero real K, existe un nimero real M, tal que, para
cualquier x mayor que M, se verifica que f (x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 <= VKeR,IMeR;Vx>M = f(x)>K

X—>+00

e lim f(x) = —o0, lafuncion tiende a menos infinito cuando x tiende a mas infinito.

X—>+00

=0 = Asintotahorizontal y=0

Una funcién f (x) tiende a —o cuando x tiende a +oo si para todo nimero real K, existe un nimero
real M, tal que, para cualquier x mayor que M, se verifica que f (x) es menor que K.

lim f(x)=—0 < VKeR,IMeR; Vx>M = f(x)<K

X—>+o0

e lim f(x) = +oo, lafuncion tiende a mas infinito cuando x tiende a menos infinito.
X—>—00

Una funcién f (x) tiende a +oo cuando x tiende a —oo si para todo nimero real K, existe un nimero
real M, tal que, para cualquier x menor que M, se verifica que f (x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VKeR.IMeR; ¥VxX<M = f(x)>K

X—>—00

e |im f(x)=—, lafuncion tiende a menos infinito cuando x tiende a menos infinito.

X—>—0

Una funcién f (x) tiende a —oo cuando x tiende a —o si para todo nimero real K, existe un nimero
real M, tal que, para cualquier x menor que M, se verifica que f (x) es menor que K.

lim f(x)=—0 < VKeR,IM eR; ¥x<M = f(x)<K

X—>—00

5. CALCULO DE LIMITES

5.1. Limites sencillos
El proceso de célculo de un limite a partir de la definicion es muy complejo, asi que en la practica bastara con sustituir la
variable por el valor al que tiende y operar, obteniendo un resultado que podréa ser un valor finito, infinito o indeterminado.
Ejemplos

+ Calcula los siguientes limites:
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lim

In@2x-1) _In(2:1-1) _In1_ . cosx _ cosO _ 1 _ ..

In(2x-1) _In2-1-1) _In1_,

=0; lim lim

x—>1 2X—1 2.1-1 1 x->02x-1 2-0-1 -1 x—>1 2x—1 2.1-1 1
Sin embargo, existen casos en los que debemos tener cuidado.
5.2. Limites en los que se anula el denominador
Ya vimos anteriormente que este tipo de limite genera un infinito, pero no sabemos si seré positivo 0 negativo. Debemos, por
tanto, estudiar los limites laterales fijAndonos sobre todo en los signos. Si los limites laterales son distintos, diremos que no
existe el limite pedido.
Ejemplos
4 Calcula los siguientes limites:

, o x+2 1+2 3 L, o X+2
lim =——=—= Iim
x—>1x—-1 1-1 0 x—>1x—-1

Debemos hallar los limites laterales para ver si existe el limite de la funcion en ese punto. Limite por la derecha:

Tomamos valores proximos a 2, pero mayores que 2. Jim “i :iozm donde por “+0" representamos un
x—>1tx=4 F

=zt

numero positivo muy cercano a cero (+07000...001).

Limite por la izquierda: Tomamos valores proximos a 2, pero menores que 2.  lim X+2 =iO:_oo donde por “= 0"
x—1" X~ -
representamos un numero negativo muy cercano a cero (—0’000...001).
Como los limites laterales no coinciden, diremos que no existe /im x+2,
x—>1x-1
x+2 0+2 2 . X+2
I =— I[ = iOO
x—0 )(2 02 0 x—1 XZ
Este caso es diferente al anterior, sabemos que x? es una funcion siempre positiva, asi que:
L, X+2 0+2 2 L, X+2
lim = =——= Ilim =+00
x—0 x2 02 +0  x51

5.3. Limites en el infinito
Para resolver limites en el infinito es necesario conocer como se comportan las funciones mas comunes para valores muy

grandes de la variable x. Muchas de ellas ya se explicaron en cursos anteriores al estudiar el comportamiento de estas
funciones.
Funciones potenciales:

Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(x)=x" , siendo n un niimero real. Para ellas:

. +o  si n>0ynpar
+o00 si n>0 ynp
3 . —oo si n<Oynimpar
lim x"={1 si n=0 lim x" = i
X—>+00 . X—>—00 si n=0
0 si n<0 .
0 si n<0

Ejemplos

4+ a) lim x*=+0 porquen=4>0 b) Jim x*=+w porquen=2>0vy par
X—>+00 X—>—00

4 C) lim x3=+0 porquen=3>0 d) Jim x3=—- porque n=3> 0 eimpar
X—>+00 X—>—00

, 1 , -5 — . 1 , -3 —

% €) lim —= lim x> =0 porquen=-5<0 f) im == lim x> =0 porquen=-3<0
X—>+00 x5 X—>+0 X—>—0w0 x3 X—>—00

+ ) Iim xt=0porquen=-1<0 h) 1im x%=1
X—>+o0 X—>—0

Funciones exponenciales:
Llamamos funciones exponenciales a aquellas de la forma f(x) =a*, siendo a un niimero real. Para ellas:

+0o0 si a>1 0 si a>1
lim a*={0 si 0<a<1 lim a* ={+w si 0<a<l1l
X—>+00 . . X—>—00 . .
noexiste si a<0 noexiste si a<0
Ejemplos
+ a) lim 3" =400 porquea=3>1 b) 1im 3*=0 porquea=3>1
X—>+00 X—>—0
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X X
+ C) lim [lj 0 porquea = ; € (0,2) d) im (1] — 0 porqUE a = § € (0,1
x—>+oo\ 4 x——o\ 4
+ e) Jim (-2 noexiste f) lim (-2)* no existe
X—>+00 X—>—0
Funcion logaritmica:
De la funcion logaritmica es imprescindible conocer los siguientes limites:  jim iog,, x =+ lim loggy x = —
X—>+00 x—07T

Funciones trigonométricas: 1 K
Ninguna de las funciones trigonométricas tiene limite definido en el infinito por =~ ) N //
su caracter oscilante. \ / S \\ P
No podemos cometer el error de pensar que todos los infinitos que nos T T
aparecen al calcular un limite son iguales. Si una funcién viene expresada
mediante operaciones elementales de funciones de diferentes tipos, debemos saber cual es el término dominante del limite
planteado, es decir, qué término crece mas rapidamente que los demas y determina el valor del limite:
Exponencial > Polinémica > Logaritmica > Constantes
Esta relacion se aprecia en la gréfica del margen en la que vemos como para valores
grandes de x la exponencial domina frente a la potencial (en este caso, x°).

500000

Ejemplos
= * a) lim (x3 ~2x? +x—3)= +o porque el término dominante en un polinomio es el de
X—>+0
mayor grado: /im x3>> lim x*>>> lim x>> lim 3, es decir, los términos de

X—>+0 X—>+00 X—>+0 X—>+00

menor grado son despreciables y, por tanto:

lim (x3 “2x% 4+ x-3)= lim x® =+

200009

o X—>+0 X—>+00
4 b) Iim (2X—x5)=+oo porque aunque el fim 2¥ =+ y lim x° =—-o , Se verifica
. X—>+00 X—>+o0 X—>+00
’ que: Jim 2> Iim x> y el término potencial es despreciable frente al
X—>+0 X—>+0
exponencial. Entonces:  /im (ZX—XS): lim 2% =+
X—>+0 X—>+0

4 3.2
2x7 —3x" +x"+x-5
+ C) lim al X TX TX

=0 porque los términos dominantes del numerador y denominador son x* y X5,

X—>+00 x> —3x2 -1
respectivamente, y los demas son despreciables frente a ellos. Entonces:
, 2% =33 +x% +x-5 , x4+ , x* ,
lim = lim ————= Ilim —= Iim —=0
X—>+o0 x> —3x2 -1 Xt x° +... X>4o x X—+0 X
5 4 5 5

2x" —x— 11
+ d) tim X 42X X5 lim X lim X = lim ===
x40 2% 1 xP 134 xP x4l x>0 2> . x>H02x°  x>H02 2

+e) im =" _0o porque aunque no existe el limite de la funcion seno, sabemos que es un nimero comprendido entre

X—>+0o X

cero y uno y el término del denominador tiende a infinito:  jim 67X — nUmeroacotado _

X—>+0 X ©

]

15 -10 5 [o 5 10 15 20

En la gréfica se aprecia lo que hemos demostrado algebraicamente. En la
primera gréfica la escala es la misma, y en la segunda, la escala del eje de
ordenadas es el intervalo [-0,2,1] y cuando x > 50 el valor de los

méximos de la funcién es muy préximo a cero, por ejemplo:
_sen (20,575)

20,51)=————==0,01552731...
fo5m)=="
+ d) tim (x3 -e"‘)zo porque reescribiendo el limite como:
X—>+00
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lim (x3e"‘)= lim *~, el término exponencial crece mucho mas rapidamente que el potencial. Entonces:

3 .
lim (xae_x): lim X—:M:
X—>+00 x—>+o X oo fuerte
. X
4+ Alainversa, tendremos que: |jm & _ % fuerte _
x40 x3 oo débil

En otros casos, los resultados que obtenemos no nos permiten determinar si un limite existe y cuél es su resultado, o si no
existe. Estos casos se denominan indeterminaciones.

6. INDETERMINACIONES
© 0

Existen siete indeterminaciones basicas: , ~, 000, 0—00, I, "y 0°
w 0

En esta seccion veremos algunas técnicas de resolucion, pero existen casos para los que necesitaremos herramientas que
estudiaremos en el capitulo siguiente.

o0
6.1. Indeterminaciones del tipo -

Resolveremos estas indeterminaciones analizando los términos dominantes tanto del numerador como del denominador.
Ejemplos

2
+ a) im 2X_-2

X—>+04/3x+1 ©

El numerador tiene grado 2,yel denominador tiene grado 1, por tanto:

X2
5x2 /
Iim ——= IIm ————= Iim —= Iim Ilim —x
X—>+00 \/3X~I— X—>+00 \/3X+ X—>+oo\/_ X—>+00 \/_\/_ X—>+oo\/_ e
3x271
* b) lim

x——c0 4x+2

2 2/ _ -1
\/3 x2—1 \/3 x2 XA XA ! X A 0

Como antes: lim = lim = lim =—= Iim = Iim =—=0
x—>-0 4X+2  xo5-0 4X x50 X x>0 x—-o 4 4

6.2. Indeterminaciones del tipo o0 — 0

Aparecen al calcular limites de funciones con diferencia de cociente de polinomios o diferencia de radicales, y pueden
resolverse desarrollando la resta convenientemente o multiplicando numerador y denominador por la expresion conjugada,
respectivamente.

Ejemplos

2 _ 3
* ) g, (x2o1 x
Xx—>+0| X +4  x2 41

Observamos queé tipo de indeterminacion aparece:

. [x -1 x3 ]

lim | ———— = 00 — 00
X —>4o0| X +4 x2 +1
Desarrollamos la resta:

lim {ﬁ < J_ Iim {(XZ+1)'(X2_1)_X3‘(X+4)}_ iim {X4—1—X4—4x3}_

x| X+4  x241 ) x>t (x+4)-(x2+1) x—+0| x34x+4x+4

) —ax3-1 o —ax3—
= llm #: llm 3—:—4
X—>+00 X7 +4Xx° +x+4  X>+0 X7 4.,

iim [\/2__2_\/2_+3]

X—>+00
Observamos qué tipo de indeterminacion aparece: /im [\/ X2 =2 —4x? +3] p——-
X—>+00
Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

Va2 —2-Vx2+3)- (Va2 —2+Vx? +3
tim (Vx2=2-x2+3) = tim ¢ )-( ) _
xX—+0o0 X—+00 \/2—2+\/x2+3

_ lim (VXZ—Z)Z—(VX2+3)2 _ llm (x —2) (x2+3) |m
N X—+ Vx2-2+Vx2+3 - X—+ \/x2—+\/W X—+ \/x2—+W
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0
6.3. Indeterminaciones del tipo 6

En ese tema solo resolveremos aquellas que aparecen al calcular limites con funciones polindmicas o funciones irracionales.
En ambos casos se intentara simplificar la fraccion, normalmente factorizando el numerador y el denominador mediante la
Regla de Ruffini o usando igualdades notables.

Ejemplos

2_
+ a) Iim X 23x+2
X—2 X —4

x*-3x+2 2°-3.2+2 0

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacion: 1im

x>2 x2-4  22-4 O
Factorizamos los polinomios del numerador y el denominador y simplificamos:
2 —_ —_ . — [—
i X 3% +2 I (x-2)-(x 1):Iim x-1_
x>2  x2_4 52(x=2)-(x+2) x>2x+2
Calculamos el limite de la expresion resultante: = 271 1
2+2 4
. W2 _
) 1im
X—3 4/ X

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacion: lim ——=

MJ— s o

Realizamos las siguientes transformaciones:

lim — i = lim (x+3)-(x-3) Iim(x+3)-(x—3)% = lim(x+3Wx -3 =...

x—3 4/ X X—3 (X _ 3)% a Xx—3 x—3

Calculamos el limite de la expresion resultante: ... = (3+3W3-3=6-0=0
6.4. Indeterminaciones del tipo 0-o0

. .00 0
Se resuelven transformandolas en las del tipo — o en las del tipo 6 .
o0

Ejemplo
2
+ lim (xs-e’x ):oo-o
X—>+00
s o , 5 _XZ X5
Reescribiendo el limite como: lim | x°e = lim — ya vimos que el término exponencial es dominante frente al
X—>+00 X—>+ooeX
5
; : 5 —x2 A X
potencial. Entonces: lim | x’e = lim —=0
X—>+00 x—>+ooeX

6.5. Indeterminaciones del tipo 1”
Aparecen si la funcién es de la forma: y =[f (x)]*® tales que Iim f(x)=1y lim g(x)=co . En este caso, se verifica que:
X—a X—a

lii Jf(x)-1
lim [ (x)]¢®) :ex'j;gm[ ()-1]

X—=a
Demostracion

n
, ' . 1
En efecto, sabemos que el nimero e se define como: e = lim (Hﬁj
n—o0

Se trata de reproducir la forma del limite “e” con nuestro limite original, asi que operamos afiadiendo los términos necesarios:

f(x)-1
909 TR
1 (x)-1
|Im[f(X)]g(X) = I|m[1+ f) -1 = lim{1+————| = lim{1+———
< Mg }ff (9-1]
Ya s6lo nos queda reestructurar el exponente:
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1\l g0)lf (9-1]
f(x)-1

1
foo2 900l 001

lim [ (0)2® = lim | 14— ~| 1im|1+
X—a

1
X—>a }ff (x) _1] X—>a }[/f x) —l]

El limite entre paréntesis es el nimero e, por tanto:

1 Jf(x0)=1
lim [ f ()]0 :exﬂg(X)[ (0-1]
X—a

A la hora de resolver la indeterminacion podemos reproducir estos pasos o utilizar directamente la formula.
Ejemplos

2 2x+1
% a) lim (XZ_SJ

X—>+o| X° 4+ X

2x+1
2
L. . . ‘g . X" =
Observamos que tipo de indeterminacion aparece:  lim [ 3} =1"

X—>+0 )(2 + X

. . lim g()-[f (-
Aplicando la férmula: 1im [ f (x)]°® _gimotlreo
X—a

2 2 2 2 2
Calculamos f(x)-1: f(x)—1=> —3 X ~3-(x +X)=X —3-x"-x_-Xx-3
X% + X x% + X X% + X x% + X
. ~x-3 (2x+1)-(=x-3) —2x®?—6x—x-3 -2x%>-7x-3
Calculamos ()11 90 [1(x)-1)= 2+ 1). =3 = QY x=3)_2C0xoxo3 20D
2x+1 . —2X2—7X—3
2 I|m[2]
De aqui: lim x2 3 =L XX :e‘zzi2
X—>+o| X° + X e
X+1 —x%42
+ b Iim( j
X—>—oo\ X —3

—-X“+2
Observamos qué tipo de indeterminacion aparece:  lim [X—” =1
X—>—o0\ X —3
) 3 , lim g (x)[ f (x)-1]
Aplicando la formula de nuevo: Iim[f (x) P = e
X—a

X+1 X+1-(x-3) x+1-x+3 4
Calculamos f (x)—1: f(x)-1= ~1= (x=3)_ =
X—3 X—3 X—3 X—3
4 A-x+1) —4ax’+4
Calculamos g(x)-[f (x)—1]: g(x)-[f (x)-1]= (- x® +1)- = =
9(x)-[F () -11: 9(0)-[ £ (x) 1] = (- x* +12) =2 = T2 22 = =20
-Xx“+ —4x2+4 _ .
De aqu|': Iim ( X +1) — exﬁlrpm x-3 exL"I]w X — elerl'lw(—Ax) —e™™ = 40
x—>-o| X —3
Sin embargo:
2% —5 X+3
% ¢) lim [ j =2"" =0, no es una indeterminacion.
X—+o\ X+ 7
2x+1
2 _1)x-2 . L
+ d) i [%J =12 =1, no es una indeterminacion.
X—+o|  2x° =1
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/. CONTINUIDAD

Ya aparecid varias veces a lo largo de la ESO la idea intuitiva de continuidad:

La funcion f (X) se puede dibujar, en el entorno de X =1, sin levantar el lapiz del papel. yefn

De manera méas formal, observamos que la funcién existe en el punto x =1, tiene limite

cuando x tiende a 1, y que el valor de este limite coincide con el valor de la funcién en

x=1.

Si se cumplen estas tres condiciones, afirmamos que esta funcion es continuaen x =1. / ‘

Analicemos ahora algunos contraejemplos:

i La funcion g(x) no se puede dibujar en un entorno de X = 2 sin levantar el lapiz
: del papel.

b Esta funcion no tiene limite finito en x = 2 y tampoco esta definida en ese punto.
‘ | Afirmamos que g(x) no es continuaen x = 2.

y=gix)

La funcién h(x) no es continua en X = 3, pues La funcién t(x) no es continua en x = —1, pues, aunque
no existe el limite cuando x tiende a 3, aunque s existen el limite y el valor de la funcién, ambos no coinciden.

esta definidaen x =3. /
\/ _1-/ y=t(x)
y=h(x) /. |

La idea de poder dibujar la gréfica de una funcién en un entorno de un punto sin levantar el lapiz del papel, o la de una funcion
continua en ese punto se matematiza a traves del concepto de limite.

Una funcion y = f(X) es continua en un punto X = X, si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. Existe f(x,),es decir, X, € Dom f (x)
2. Existe lim f(x), es decir, lim f(x)= lim f(x)

) X

3. Los dos valores anteriores coinciden. f(x,)= Xll_m f(x)
7.1. Operaciones con funciones continuas
Si f yg son dos funciones continuas en X = X, , se verifica:

e f +g escontinuaen X,

e f —g escontinuaen X,

e k- fescontinuaen X,, Vk e R

e f .g escontinuaen X,

% es continua en X, , siempre que g(xo) #0

7.2. Continuidad lateral

La funcién Y = f (X) no es continua en X = 0, sin embargo, tiene limite finito cuando

x tiende a O por la izquierda y coincide con el valor que toma la funcionen x =0. f NI
Por esta razon, afirmamos que esta funcion es continua por la izquierdaen x =0.

Una funcion es continua por la izquierda en un punto de abscisa X, si existe limite por la izquierda en ese punto y coincide
con el valor de la funcién en x,: 1im (x)= f(x,)
X—>Xo

De la misma manera, se dice que una funcion es continua por la derecha en un punto de abscisa X, si existe limite por la
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derecha en ese punto y coincide con el valor de la funcién en X,: lim f (x)=f(x,)

X—>Xg
7.3. Continuidad en un intervalo
Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo abierto (a,b) siy sélo si es continua en todos los puntos de dicho
intervalo
Una funcion y = f (X) es continua en un intervalo cerrado [a, b] siy solo si se cumplen las siguientes condiciones:
o f escontinua en el intervalo abierto (a,b)

e f escontinua por laderechaen x=a
e f escontinua por laizquierdaen x=b

Ejemplo /
La funcion a la derecha es continua en el intervalo [0 : 2] (tramo de color azul). /
Vemos que es discontinua en x = 2, que continlia cuando X > 2 (linea negra) y que J
no existe en R~ P L

Las funciones elementales son continuas en sus respectivos dominios de definicion:
- Las funciones polinémicas son continuas en todo R.

- Las funciones racionales no son continuas en los puntos que anulan el denominador.
- Las funciones con radicales con indice par no existen en los valores que hacen el radicando negativo. Si el indice
es impar, son continuas en todo R.

- Las funciones exponenciales son continuas en todo R.

- Las funciones logaritmicas no son continuas en los puntos en los que la expresion de la que queremos hallar el
logaritmo se convierte en cero 0 en un ndmero negativo.
- De las funciones trigonométricas no son continuas aquellas que implican un cociente, es decir:

* Latangente y secante, que no son continuas en los puntos en los que se anula el coseno (oo =% +K -, conk € Z),
e La cosecante y cotangente, que no son continuas en los puntos en los que se anula el seno (o =k - 1, conk € Z).
7.4. Tipos de discontinuidad

Una funcion que no es continua en un punto de abscisa X, , decimos que es discontinua en ese punto.

Dependiendo de la condicién o condiciones de continuidad que fallen, podemos clasificar las discontinuidades en:
1. Discontinuidad evitable

Una funcion presenta una discontinuidad evitable en un punto de abscisa X, cuando se produce una de estas situaciones:
- El'limite de la funcion en xo existe y es finito pero no coincide con el valor de la funcion en X, .
- La funcion no esta definida en X, .

Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funcion en X, haciendo que en este punto tome el valor del limite.

Ejemplo

, , o sen x o . .
% Ya vimos como se comporta la funcién f (x) =——— en el infinito. Analicemos ahora qué ocurre en el punto x =0.
X

Vemos en la gréfica, o bien dando valores cercanos a x = 0, que la funcién tiende
a 1 cuando x tiende a 0.

. P . Senx .. .z
Por tanto, existe el limite: lim ——=1 y podemos redefinir la funcion como:
x—>0 X

sen x Si 0
f)={"x  >*7" para convertirla en continua.

1 six=0

2. Discontinuidad no evitable
Una funcién presenta una discontinuidad no evitable en un punto cuando no existe el limite en ese punto. Podemos
distinguir dos casos:
- Discontinuidad de primera especie: cuando existen los limites laterales pero son distintos, por lo que no existe el
limite de la funcion.
Los limites laterales pueden ser ambos finitos y se tratard de una discontinuidad de primera especie de salto
finito, o puede ser que uno o los dos limites laterales sean infinitos, tratdndose de una discontinuidad de primera
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especie de salto infinito.
- Discontinuidad de segunda especie: se da cuando uno o los dos limites laterales no existen.
Podemos resumir los tipos de discontinuidad con la siguiente tabla:

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

DISCONTINUIDAD EVITABLE 12 ESPECIE

— —— 22 ESPECIE
Salto finito Salto infinito

| V)T ]

7.5. Teoremas de las funciones continuas

De forma intuitiva es facil comprobar que se verifican los siguientes teoremas, pero su demostracion puede ser muy
complicada:
Teorema de la conservacion del signo

Si una funcion 'y = f(X) es continua en x=a y f(a)= 0, entonces existe un entorno de x =a, en el cual la funcion

tiene el mismo signo que f (a)

Teorema de la acotacion

Siuna funcion Yy = f (X) es continua en X = a, entonces existe un entorno de X = a, en el cual la funcién esta acotada.
Teorema de Bolzano

Si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b] y en los extremos del mismo toma valores de signo contrario,

entonces existe un punto en el interior de dicho intervalo en el cual la funcién se anula.
Teorema de Darboux

Si una funcion 'y = f(X) es continua en un intervalo [a,b] y n es un valor comprendido entre f(a) y f(b), entonces

existe un punto ¢ del interior del intervalo en el que f (C) =n.
Teorema de Weierstrass
Si una funcion y = f (X) es continua en un intervalo [a, b] entonces alcanza un maximo y un minimo en dicho intervalo.

Actividades resueltas
4+ - Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

/ ( )/
)
)

VEl.

(-6) f(-3) F(-2) £(0) limg(x)  limg(x)  limg(x)
x—>3 Xx—2" X—>+00
i 1 lim f(x i i i
im0 Mmee) M) ety fmeto  Jmel)  fimo()
im0 Jm G0 Wmit)  Jmie) o mel) - limalx
Respuestas:
f(6)=3 1(-3)=0 f(-2)=-3 f(0)=2  MIK)=—c limgl)=-3 limglx)=—=
lim £(x)=0 lim f(x)=2 M f(x)=11im f(x)=1  lim g(x)=+o lmg(x)=— 3 lim g(x)
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lim f(x)=0 1im f(x)=-3 3 lim £ (x) X'Lfysf(x)ﬂ 3limg(x)  3limg(x)

x—1" x—>1* x—1* X—>2

4 - Utiliza la definicion de limite para demostrar:

. IX
a) lim X—+3=3 b) Iim(x2 —6x+8)=—1 c) lim =3
x—3 2 x—3 x->3 X + 4
Respuestas:

La definicion de limite es: lim f(x)=L < Ve>038>0/si0<|x—X, |[<8 =] f(x)-L|<e, asi que se
X—>Xg

trata de trabajar con desigualdades intentando acotar | f(x)—L | a partir de| X— 3| <9.
x+3-6| |x-3| |x-3 .8
2 2 2 2

) lim* 2 =3 = [ £00-L|=| X223

x—3

por tanto, haciendo € = % se verifica la definicion.
b) lim(x? —6x+8)=—1 = | £ (x)— L |=|(x — 6x+8)— (-1) | = | x* ~6x +9)|

x—3
Es facil ver que el trinomio es un cuadrado perfecto, por tanto: | f(x)-L | < ‘ (x-3)2 ‘: | x—3|2 =§%, por

tanto, haciendo ¢ = 8% se verifica la definicion.
7X

X+4

4x-12
X+4

_4[x-3
| x+4|
Como se trata de acercarse lo mas posible a X =3, & debe ser un valor pequefio. Por simplicidad hagamos que 6 <1. Se
4-|x-3| 4-|x-3| 4:|x-3|
< <

8 | x+4| 6

Buscamos un limite superior para | f(x)- L| , por tanto elegimos la segunda desigualdad:
4:|x-3] 4|x-3| 25
<

| f)-L|= < ~—, por tanto, haciendo € = 2—36 se verifica la definicion.
| x+4| 6 3

X
c) im——=3=|f(X)-L|=
) lim— | f(x)-L|

7x—-3x-12
X+4

verifica que 0 < |Xx —3|<1= 6 <|x+4|<8. De este modo:

(x+3)(x-1)
(x+D)(x-2)
Respuesta: ]
Es una funcidn racional. Los valores que anulan el denominador son: x =1y | '
X = 2, por tanto tiene dos asintotas verticales que son las rectas verticales: \d
x=-1y x=2 L i
Para determinar el comportamiento en el infinito se calcula el limite cuando x = -------- T N e

tiende a oo. Tanto si tiende a —oo como si tiende a +oo el limite es 1. N =
(x+3)(x-1) . x* e

lim £ (x) = lim ~lim> =1 i
X—>00 X—>00 (X +1)(X — 2) X—0 X .'. B |

3- Calcula las asintotas de la funcién: f(x)=

Por tanto tiene una asintota horizontal que es la rectay = 1.
4.- Estudia la continuidad y discontinuidad de: f (x) =sen [3] — = \#\‘“ﬁ—s — —
X

Respuesta:

La funcion seno es una funcién continua en toda la recta real, y — no esta definido en 0, luego hay un Gnico punto de
X

discontinuidad en x = 0. Para analizar el tipo de discontinuidad podriamos ampliar la escala para valores proximos a 0, y
veriamos que, por las fluctuaciones del seno, no existe el limite. Es una discontinuidad de segunda especie.
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RESUMEN

Entorno de centro ay radio 3, E(a,3), es el intervalo abierto (a —&,a +3):
Entorno de un punto
E(a,8)={xeRr;|x-a|<35}

Limite de una funcién X'LTO f(x)=L < VE(L, &), IE(Xy,8); VXxeE(xy, 8)= f(x) e E(L, &)

en un punto 0 tambien: |im f(x) =L < Ve>0,38>0; si0<|x—x,|<d=|f(x)-L|<e

X—>Xo

Limite por la izquierda: jim f(x)=L e ve>0,35>0; sio<xg—8<x<xg=|f(x)-L|<e

Limite lateral de una X—>Xg
funcién en un punto Limite por la derecha: i, f(X)=L<Ve>0,38>0; si0<xg<x<X+3=|f(x)-L|<e
X—>Xg

lim [k-f)x)=k- lim f(x)=k-L VkeR

lim [f +g)x)= lim f(x)+ lim g(x)=L+Mm |77 X=X
X—>Xg X—>Xq X—>Xq lim f(X)
p f X—>Xo L A .
lim {}(X):I':M si lim g(x)=0
Operaciones con lim [f-gx)= lim f(x)- lim g(x)=L-M *7%L9 XL”QOQ(X) X=X
;. X—>Xg X—>Xg X—>Xg )
limites Jim o(x)
im (0P| 1 10 -
lim 8 f(x) =y lim f(x)=+L X=>Xo X—Xo
X—Xg X—Xg

silim f(x)=0 y limg(x)=0

X—Xg

Un limite indeterminado es aquél que implica

: . , 0:00, 00, 1", "y 0°
operaciones cuyo resultado no se puede precisar.

Indeterminaciones

oo

818

Una funcién y = f(x) es continua en un punto X=Xy si:
1. Existe f(Xo), es decir, X € Dom f(x)

Continuidad 2. Existe lim f(X)lesdecir, lim f(X)Z Iim f(X)
X—Xg X=Xy X—>Xg

3. Los dos valores anteriores coinciden. f(Xo)= lim f(x)
X—)XO

Tipos de discontinuidad

DISCONTINUIDAD DISCONTINUIDAD NO EVITABLE
12 ESPECIE
EVITABLE — — 22 ESPECIE
Salto finito Salto infinito

y=Ffi(x)
yF() f
\ l‘] (xo

— L]
_\‘ y=F(x)

EaNaa e s

*a

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.
1. — Calcula los siguientes limites:
Ve -5 . 1 Ve 5 . . 1
a) lim 2 b) lim x ¢) lim = d) lim x e) lim (-7) N lim s
x—0 X—>+00 X—=>-3 X X—>—© X—>—o0 x—>0" X1
. 1 . . 1 ~ i 6 f 3 .1
g) lim — h) Iim —— I — ) limx k) limx ) lim —
X500 510 0~ x13 X -+o0 13 x>-1 x>0 x—0 x®
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2. — Halla los siguientes limites:

a) lim X’ b) lim X’ ¢) lim ¥x d) lim ¥x e) lim i7 f) 1im i7
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+00 X X——0 X
" " 1 1
g Iim 7* ) 1im 7* ) Iim7) ) amW7) K 17 ) lim 7
X—>+00 X—>—00 X—+0 X—>—00 X—>+00 X—>—00
mlimx ) lim X plimiE o lmdE  plimL g lim—
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+00 ¥ x——0 X
1Y 1Y
n lim 5* s) lim 5" t) Iim (—) u) lim (—) v) lim 4* w) lim 4*
X—>+0 X—>—0 x—>+o0| 3 x—-o0\ 3 X—>+0 X—>—00
3. — Halla los siguientes limites:
2 2 2 2
a) 1im X1 b) 1im X1 0 Iim X *1 d) 1im X *1
X400 X — 3 Xx—>—0 X —3 x—>+0  3X x—>-o  3X
1-x° 1-x° 1-x* - 16
e) lim ——— f) lim ———— 9) lim ———— h) lim
x>+ 3X? 42X —1 x>0 3x? 42X —1 xowe — x4 2x% —5 x>t X — 2
, x*—2x+3 , x* —2x+3 1—x* .16
) lim ————— ) lim =——— K lim —————— ) lim
x>+ X3 —3x? —5 x> x% —3x* —5 xowe — x4 4 2x% =5 X0 X — 2
4. — Determina el limite de estas funciones:
a) lim (3x+1) b) lim —— ¢) lim (x* —5x+6) d) lim(3-x+x2 —x°)
X—>+00 x>0 X +1 X—>+00 X—>—00
] X—4 - x 2
) I|m(3——j ) lim 2 Q) lim (Ej h) lim 3%
X—>+00 2 X—>+o0 x—>—o0| § X—>+00
2 _ , ,
) lim(x+3)2x—3) ) lim XX =2 k) lim §/2x® +1 ) XIlm(— X° +8x° — X +8)
X—>—00 X—>+00 X X—>—00 —>+00
, . X — 2 N 2 _ _ 2 3
m limyx2=3x-2  n) Ilmf— i) fjm SX_ —8x+16 0) Iim > 2)2(+3X X
X+ x>0 3X° —TX+1 x>0 35 x>+ 2X° —5x—4
5. — Determina los limites de estas funciones:
VX® o 2xP+x-1 L 2xP+x-1 . 2x7—-12x+9
a) lfim X +3 b) lim =2 —_= o) lim =2 2= d) lim

x>0 22X +1 X—>+00 [X2+3 X—>—00 X2+3 X—>+00 31X5+5X_2
VX + X m7x+«/3x—2 m2x—«/6+x m VX2 +1+2x

e) lim f) Ii ) i hy i
X—>+00 X X—>+00 2X X—>+0 2X + 4 X—>—0 6Xx—3
6. — Calcula los siguientes limites:
. - . . 3 -2 5 4_ 3y _
g limx* b limax o |.m{_3} 0 ..'m{x_} ) '"”H ) 1im 2X =31
X—>+00 X—>—00 x—=0" X x=0| § x—07| 3 X—>—00 X3 +3
c 12 o e o o [2T ] x® . 2 3
g) lim| — h) lim 37" ) lim 37 ) lim| = KM — ) lim| 5—+——
x——of X X—>+00 X—>—o0 x—>+0| 3 X—>+0 X2 ) X—>+0 +1 Xx+2
7. — Resuelve los siguientes limites:
2 2 3 2 2
a) lim 4x 1_ Sx b) lim X +5: 25x ¢ lim 2X +3+6x X
x—+o| X X +1 x—>t+o| 12X X° +12 x>—o{  BY 3x
8. — Halla los siguientes limites de funciones:
. . X . . 3
a) Ilm(x3—12x) b) lim — C) Ilm(x2—4x) d) Ilm[x3——2)
X—>+0 X—>+00 X X—>—00 X—>—0 X
e) lim (x - x2) f lim(2x -3)* g) lim (x3 +5x? —3) h) Iim l(x2 +1)2 +4xJ
X—>+00 X—>+00 X—>—00 X—>—00
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9. — Calcula los siguientes limites:

a) lim[2x® - 7x + 2] b) lim ——>——— 0 lim[ax* —7x +5|
X—>+0 x—>-0 3X* —Bx + 2 X—>—00
2
d) 1im |- 3x® + 2x— 4] &) lim |- x* +3x - 2] f fim X IX+S
X—>—00 X—>400 X—>+00 — 2X2 +4x -3
X 3/ x* —3x2 . X+3
) 1im XX al h) Jim ¥X Z3X" +2 i) lim VX
X—>+00 2X X—>—00 3 4X2 + 5 X—+00 "’ZX — 5
: 3x° —2x+1 — x> —=5x+1 L=
Iim —————- K Iim ———= ) lim
j) X—>—00 7)(4 — 2)(2 ) X—>+0 2)(3 -3 ) Xx—>-0 ] — X3
10. - Calcula los siguientes limites:
2 2
a) |im| X =1 _1+2x b) Iim( x2—2x—x) 0) I|’m(2x—«/1+4x)
X—>+00 X 2x -1 X—>+0 X—>+0
d) lim (\/9x2+3x—3x) e) lim (x— x2—4x) f) Il’m(x+\/x2—4x)
X—>+0 X—>—00 X—>—00
11. - Calcula los siguientes limites:
2x—1 6x+2 _ 3x+2 3x+1
a) mn@+lj b lim[1-> 0 Iim(2- 21 d) lim| —= j
X—>+00 X X—>-+00 X X—>—00 4x x—>-o\ X + 3
1
-1 X+6 . 1-x
21 o (X2 —x+2 o[ x? =12 . 2
e) lim f) lim| ——— lim h) lim|1-—
) X%+oo[ X2 ) X—>+00 X2 +1 g) X—>—0 )(2 +1 )X—)—oo X
12. - Calcula los siguientes limites:

X—>+00 X—>—3| 2

X -9 L
13. — Calcula los siguientes limites:

3x2 5" 2\ 2 _2x12 )\
a) Iir_n(x+4x) b) Il’m( J C) Il'm(1+—) d) lim —]

a) lim [V x? + 2x —x] b) ||'m[x3 +27}

x| 3X2 + X o X x| 2%% +3X -2
e) XILm (x+3’x) f 1im L‘/f g) lim4x* -5 —(2x—3)J
—00 X—>+00 X + X—>+00

14. — Calcula los siguientes limites:

a) lim é G +1} b) lim [V9X +2x—3—3xJ ¢) lim l\/;-(\/x+3—\/§)J

X—>400 X—>+0
XZ
_X2+2 x2 +1 , i 2X2—6X 2 , 4 —3x 3
d) Iim _ e) lim| ———"— f lim
)(—>+oo_ X+1 X x—>+oo_2)( —-x-5 x—+o| 5 3x
15. — Resuelve los siguientes limites:
2
- oX+1 2 . A25-x° . 2x°-18
a) Iim b) IimM C) lim——— d) lim———
x>-13X + 3 x>0 x2 —3x x>5 x—5§ x—3 IXZ -9
16. — Calcula los siguientes limites:
2 2 3 2 3 2
L X"=x=-2 L XT=x=-2 . X® +5x° +6Xx . X® +5Xx° +6X
a) I|m2— b) I|m2— ) lim 3 > d) 1im 3 >
x>2 2X° —3Xx—2 x>-12X° —3X — 2 x>-2 X% 4+ X° —8x—12 x>-3 X° + X —8x —12
17. - Calcula estos limites:
2 2 2 2
XS —=2x+1 X" =2x+1 XS =2x+1 XS =2x+1
a) lim ——= b) lim ———= c) lim d) lim =————=
x—>2~ X—3 x—2+ X—3 Xx—3" X—3 x—»3* X—3
o Xx=3 - x-=3 ) x*+x—6 ) x> +x—6
e) lim - f) lim ——~— 9) lim ———; h) lim ———
x>t (x—l) x>-1 (x—l) x>27 X7 — X" —8Xx+12 x>2" X7 — X® —8x+12
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18. — Calcula los siguientes limites:
x> -3 . x*-3

a) lim b) Iim ¢) lim d) lim——
x>3 X+ 2 x>-2 X + 2 Hg sen X x>0 5en X
19. - Calcula los siguientes limites:
3 2 2 4
Alim—X 1 b)m X gm Y d) lim X~
ol X 42X —3X -0 X3 —2x? + X x->3 5X° —13X -6 x>-1 X% +1
4 _3x? 2 _ . A1-X x> -1
) lim X~ ) lim X =28 g jim h) lim
x>0 X% 4+ X x—2 X2 —4X + 4 x>0 2X x—>l\/_ 1
Iim&_\/g ) lim 3- \/5+ \/ —V2+X \/x+ -2
) x—3 X2 -9 J) x4 9 _ / x»O X + X ) xa2 [2% — 2
m) 1i VX+9-3 ) If \/ +\/x+ 0) lim YX_+5-3 Vx?+5-3
X—>0\/x+1 -4 X—>1\/x+ —/X— x—>2 JJX+7 -3

20. — Calcula los siguientes limites:

3 2 2 2 2
a) Iim{ﬂ} b) Iim{M} 0 ||'m{X 4 X +4} d) lim 2% —2_

x>-3 x> -9 x>t | x> —2X+1 x-2| x+1 x*-—2x x>t X2 —2x+1
21. - Calcula los siguientes limites:
2 . 2+X . X+5 . 3
a) Iim X *1 b) lim == ¢) lim—— d) lim[x —1]x-2
=1 X —1 x—>0 X x—3 |X — 3| X—2

2 _ _ _ 2 _
,‘{x +41X1 f)l ‘{x+2 X 2} Im\/ZX 4 Y X -1

lim— lim———
x-1 X -1 g) =20 X—=2 )X—>1JX+3_2

) tim| 22X 2% ) tim[ 222" K) lim i(—l - j
0l X 3 e 5X 13 D0 2\ x+2 212

22. - Calcula los siguientes limites:

-3

J1—x3 . 2+Inx \x-1
a) lim b) lim ( J
x>l /1 _y2 x—1" \ 3+ In x2

23. — Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

2x-2 si x<3 2,3x-1 si
a) f(x)= 'R enx=3 b) f(x)=1" T3-Lost x<lgy w1
2x si 32X X+2 si 1<x
24. - Halla el valor de los siguientes limites:
3 2 4
3/ 2 . 3%—4x . 4A+3x2+1 . ZA—2x2+3
a) lim b) lim —— ¢) Iim —/—— d lim —————
o K =0 4K ax2 =0 5% 3. o v g 3oy
25. — Calcula el valor de los siguientes limites:
2
X2 +7-4 X _
a) I|mL b) Iim A
x>3 2-x+1 x—2 22X _5.9%X 4 4
3x-1 si x<O0
26.—Dadalafuncion f(x)={ 0 si x=0 calcula:a) lim f(x) b) Iim £(x) ¢ lim f(x) d)
X—2 X—>— x—0~

2Xx+5 si x>0
lim f(x). ¢ Tiene alguna discontinuidad?
x—0"

27. — Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

x2+1 si x<2

2 .
a) f(X)—{X m1oshoxs2 b) f(x)={2x-1 si 2<x<4
X+2 si x>2 c o >4
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28. — Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:

y=Ff(x)
29. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
5 . N si x<0
X“—4 si  x<2 X=5
Q) f(x)={x-2 si 2<x<4 b) g(x)=<v/x+1 si 0<x<3
5 Si X>4 £ Si X>3
X+2
30. — Estudia la continuidad de las funciones:
X+1 1 si xez
a) f(x)= h) f(x)= . ¢) fix)={x-3
) 1K) X% + X ) 1) {O si xgz ) f=|x-3

d) f(X)= 3; si XxXer” e) f X): x*—=1 si x<2
0 si x=0 Xx+1 si x>2

31. - Estudia la continuidad de la funcion f(x) = L enelintervalo (2,5).
X

32. — Estudia la continuidad de las funciones:

. 3x-2 Si x< -1
a) f(x)= Xl xs-d b) f(x)=x*+4x-1 si -1<x<2
x2—-3 si x>-1 ) T
X+11 Sl X>2
X —4 i x<0 -2 i X <=2
) f(x)=9x-1 si 0<x<3 d) f(x)={-x*+4 si -2<x<2
1 . )
— S| X>3 2 si X>2
X—3
x2-9 . |X| .
&) f(x)=1 % 3 si x#3 f f(x)= —5—; si x#0
6 si x=3 5 si x=0
3—x| si x<5
f(x)=|x*-6x+5 h) f(x)= |
9 () ‘ ‘ ) (X) {Ine2 si x>5

33. - Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R:

X+1
f(x)= X
—x’+a si x>-2

si x<-2

. , . 2x-3 si x<3 . .
34. — Determina el valor del parametro b para que la funcion f(x)= { b s sea continua en todo su dominio.
X+ SI X>
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2

X*—4 .
o Si X#-2 i _
35. — Halla el valor de k para que la funcion  f (x) =1 x+2 sea continuaen X = —2.
k si x=-2
36. — Calcula m, ny p para que la siguiente funcién sea continua en todo R:
3 Si X< -8
X
f(x)= —2m1L3 si —8<x<—-4
X—— si —-4<x<2
n
px Si 2<X

37. - Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.

1+|x| si. x<0

kx -3 Si 4 .
a) f(x)={ X Prs b f(x)=9 k si x=0
—X“+10x-13 si x=>4 3 1 s 0
— X+ i x>
2

38. — El espacio recorrido por un mévil en funcion del tiempo viene dado por la siguiente funcidn:
3t? si 0<t<?2
e(t)=¢ 3t+a si 2<t<5
—t>+13t+b si 5<t

Determina los valores de a y b, para que la funcién sea continuaen t =2 y t =5,
39. - Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6 € por cada unidad. No obstante, si se le
encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

6Xx si 0<x<10

C(x) =
) {x/600+ax2 si. x>10

a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que se compran.
b) ¢ A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas” unidades?
40. - Dada la funcion:

2

3a+3* si x<0

f(x)= 4 si 0 <1

2+2%

3 si x>1
b-27%

a) Halla a y b para que la funcién sea continua. b) Calcula: lim (x), lim f(x) y I|'rg15 f(x).c)Sia=0y
X—>—00 X—>+00 x—0,

b= estudia las discontinuidades.

g
41. - La funcién f(x):{ 2X2+3 ° x<0
-x“-1 si x>0
embargo, no tiene ninguna raiz en dicho intervalo. ¢, Contradice esto el teorema de Bolzano?
42. - Comprueba que lafuncion f (x)=—x + x? + 2 tiene al menos una raiz en el intervalo [1,2].
43. - Demuestra que la funcion f (x) = —2x> + 3x —8 corta al eje de abscisas en el intervalo [— 2,2]. ¢ Se podria decir lo
X —2x2 -4 ?
X+1
44. - Si f(x)es continua en el intervalo[-3,2], donde f(-3)<0 y f(2)=5. ;Se puede asegurar que la funcion
g(x) = f(x) — 2 tiene al menos un cero en el intervalo [-3,2]?

toma valores de signo contrario en los extremos del intervalo [—1,2] vy, sin

mismo de la funcion g(x) =
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45. - Dibuja la grafica de una funcion que se ajuste a las sigui
Continuaen R —{-3,1,5,7}

e lim f(x)=+o0, lim f(x)

-2, f(1)=0

e Discontinuidad de salto finito en X =5 y de salto infi

f(-2)=0

46. - Dibuja la grafica de una funcion f (x) tal que:

Dom f(x)={xeR/x>-4}

f(-4)=2, f(0)=1, f(5)=0, f(7)=-5

entes condiciones:

nitoen X =7

Iim f(x)=-3 Ilim f(x)=0 Iimf(x)=4 Ilim f(x)=-1
Xx—>-3~ x—>-3" x—0" x—07"
Iir?_ f(X) =+ Iirg f(x)=-2 Iin; f(x)=0 lim f(x)=-
AUTOEVALUACION
2 _ -
1. Los limites de la funcion f (x) = X3 3X2+ 2 Sf x<0 a laizquierda de 0 y a la derecha de 0 valen:
X*=7x"+3 six>0
a) 0,0 b)3,7 €)2,3 d) No existen pues f(x) no esta definida en 0
oo , 3%-32 )
2. Ellimite xl_ll_noo (W) vale:
a) 0 b) 1/3 C) +oo d) —oo
o [(3x*+x-5
3. Ellimite lim| ————| vale:
xow| X — X 42
a0 b) 3 C) oo d) —5/2
4. Ellimite Iim( X+5—+/X— 2) vale:
a0 b) 3 C) oo d)7
- NA-Xx—-+4
5. Ellimite IIm—\/_ vale:
x—0 X
a0 b) 4 C) oo d) —-1/4
5 x>-3x*+a si x<3 _
6. Para que lafuncion f (X) = » . sea continua a debe valer:
2x° -1 sl x>
a) 3 b) -1 c) 17 d) 1/2
7. Indica cuél de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
x? -4
a) f(x)=Ilog(x—2) b) f(x)= ¢) F(X)=4x-2 d) f(x)=sen(cos(x—2))
X —
8. Indica cudl de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal y = 2.
2x% — 4
a) f(x)=log(x-2) b) f(X)=—; c) F(X)=4x-2 d) f(x)=tg(cos(x—2))
X -
9. Indica cuél de los siguientes limites NO vale 0.
27 1 X
8 lim X2 b Iim > 0 lim XZI=VXHE3 g gy &3
x—>+0 % X—>+0 A/ X —3 + /X + 2 X—>+00 X x—+0 @X _§
10. Los puntos de discontinuidad de la funcion g(x) = ‘xz — 9‘ son:
a)0y3 b)3y -3 ¢) Ninguno d)0,3y9
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Apéndice: Problemas de limites en las P.A.A.U.

1.- Calcula:
p 2" -8 it Vx*+1-1 im VxZ+1-1 Jim NI+ x —4/9—-x
m _— S N
n—oo| 2N+1 x—0 x4 x—0 x2 x—0 9x
2% ~3ax—6 G ye3
2.-Dado a € R, se considera la funcion f(x)= x—3 Determina los valores de a para los que la funcion es
X2 -1 si x>3
continua.
., x+1 si x<£1 N .
3.- Dada la funcién F(x)= S Y responde razonadamente a las siguientes cuestiones.
—ax Sl X

a) ¢Para qué valores de a la funcion F(x) es continuaen x = 1?
b) Si F(x) es continua cuando x — x,, entonces no existe lim F (x) £ €s cierto?
X—>Xo

4.- Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en funcion del tiempo de
entrenamiento de los deportistas (x, en dias), obteniéndose que:

30;)0 si 0<x<30
T(x)=1""*1155
+2 si x>30
(x=5)-(x—15)

a) Justifica que la funcion T es continua en todo su dominio.
b) Por mucho que se entrene un deportista, ¢seré capaz de hacer la prueba en menos de 1 minuto? ¢y en menos de 2?
5.- El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracién viene dado por la siguiente expresion (f (x)
representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante x, medido en horas):
300x(1-x) si 0<x<0,6
f(x)= .
{ 180(1—x) si 06<x<1
a) ¢ Es el rendimiento una funcién continua del tiempo? b) ¢En qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el
rendimiento? ¢ Cuéndo obtiene el mayor rendimiento y cuél es ese rendimiento?

6.- La energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcion del tiempo transcurrido desde que

10x—x%2 si 0<x<8

amanece (f(x) es la energia producida a las x horas de haber amanecido): f(x)=1 1024

X2

si 8<x<12

a) Estudia la continuidad de la funcién f en su dominio.

b) ¢ En qué momento del dia la placa produce mas energia? ¢ Cuanto produce en ese momento?
7.- El tiempo que un empleado tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de contrato segin su
experiencia. Asi, la funcién que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea con la experiencia del operario es (f(x)
representa el tiempo, en horas, que tarda en realizar la tarea un empleado que lleva contratado un tiempo x, medido en
meses): f(x)z{ 12-x*  si 0<x<2, a) Representa gréficamente la funcion f. ¢Es el tiempo necesario para realizar
(x—4y +4 si 2<x<a
la tarea una funcion continua del tiempo de experiencia? b) ¢En qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea
es minimo? ¢ Cuénto tiempo le lleva finalizar la tarea en ese instante? ¢ Consigue el empleado finalizar la tarea en menos
de 3 horas en algin momento durante los primeros cuatro meses de contrato?
8.- Un proveedor cobra el aceite segun el volumen del pedido. Asi, la funcién que relaciona el importe del pedido con el
3x si 0<x<30
2x+30 si 30Z«x

una funcién continua del volumen del pedido? b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y
represéntala gréaficamente.

volumen del mismo es f(x) (en euros), de un pedido de x litros de aceite): f(x)z{ . a) ¢Es el importe

, , o y 110+12x +6x2 si 1<x<3
9.- La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresion: f(x)= 350 450 4 y»3 dondex
X
representa el tiempo, en segundos, y f(x) representa la velocidad del coche, en km/h. a) ¢Es la velocidad una funcion
continua del tiempo? b) ¢Disminuye la velocidad del coche en algln instante?, ¢se podrian alcanzar los 350 km/h de

velocidad con este coche?
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