Unidade 3 — Ecuacions e sistemas de ecuacions.

1 - Introducidn.

1.1.- Igualdade, identidade e ecuacion.

Unha igualdade identifica dous ou
mais obxectos matematicos cuxo
valor numérico é o mesmo

Unha identidade identifica dias ou
mais expresiéns que son sempre
iguais, independentemente do valor
que substitiia & variable.

Unha ecuacioén identifica dias
expresions que sé son iguais para
alguins valores numéricos,
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1.2.- Propiedades e elementos das ecuacions.

1° membro  2° membro

Ja+10=a—10

As expresions separadas polo igual son o 1° membro e o 2° membro. En xeral

non hai mais de 2 membros nunha ecuacién:

Se calculamos o valor numérico en cada membro e coincide, o nimero usado a=15 é solucion porque:

€ unha soluci6n da ecuacion. 15+10=5 e tamén 15—10=5

Dtias ecuacions son equivalentes cando tefien as mesmas solucions:

(E,) x=2 o =22

(E,) 9x°—2=2 = x=+2 3 3

3 Logo E, e E, son equivalentes

Se facemos a mesma operacion (*) en ambos membros dunha ecuacién obtemos ecuaciéns equivalentes, é dicir, as
solucions non varian. A este proceso se lle chama transformacion equivalente.

Por exemplo, sumar e restar; multiplicar; e dividir por unha expresién non nula:

6§:a+756a:5a+35§a:35

(*) Non todas as operaciéns conservan as soluciéns: hai transformaciéns que non son exactamente equivalentes:

- As potencias pares poden crear solucions falsas:
2

1
Va+10=a—10 [x=15/=a+10=a’—20a+100=>a’—21a+90=0=(a=15,a=6/ pero a=6 non é solucién
O correcto é VERIFICAR que as solucions obtidas son solucions da ecuacion inicial.
- Dividir por expresiéns que PODEN SER cero fai perder soluciéns: x*=x x=0,x=1 Sx=1 (perdemos x=0)
O correcto é VERIFICAR se as raices do divisor son solucién.

2

X
- Multiplicando por expresiéns que PODEN SER cero fai aparecer solucions: %:% x=1| = x*=x(x=0;x=1]
X

O correcto é VERIFICAR que as solucions non son raices dos denominadores.

Unha ecuacién pode ter 0, 1, 2, ... infinitas solucions. SE todos os nimeros son soluciéns, chamamoslle igualdade ou
identidade. OLLO!! Pode ter infinitas soluciéns pero non que todos os nimeros sexan solucion:

Ningunha solucién Unha solucién Dtlas solucidns Infinitas soluciéns Calquera ntimero é solucion

x+2=x-2 x+2=-2 xX—2=2 Xx—y=2 X+2=3x—-2x+4—2
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Clasificaremos as ecuacions segundo as operacions que afecten s incognitas, o que tamén nos da o método de

resolucion que debemos usar para resolvela.

2 - Ecuaciéns de unha incégnita.

2.1.- Ecuacions onde a incognita aparece s6 unha vez.

Son ecuaciéns nas que, unha vez
reducidas, a incégnita s6 aparece
unha vez. Poden resolverse usando
unha transformacioén inversa (coas
precaucions mencionadas antes
acerca da perda ou aparicion de

5 ,
3 ‘
%:2:>X2:6;>X:i\/€

1 -2
e =25 t42=In2 = t=—2+In2

X

5

In

e I"(w‘“l) def |x
=1l=e \5:91: g:e:x:S-e2

solucions).

2.2.- Ecuaciodns polinémicas.

Unha vez reducidas son do tipo P(x)=0 onde P é un polinomio. Resélvense atopando as stias raices, se é posible.

Ecuaciéns bicadradas: Son un tipo especial de ecuacion polinémica

que se transforma nunha ecuacién de 2° grao con un cambio de variable.

A forma xeral é a-x“+b-x*+c =0 (ec,)

(1) Facendo x°=t e x*=t* a ecuaci6n pasa a ser de 2° grao na variable t:
a-t’+b-t+c=0 (ec,).

(2) Tras obter as soluciéns da (ec,) desfacemos o cambio con x’=te
atopamos os valores de x.

x4+x2—6:0:{xzzt;x“:tz}@

:>t2+t—6:0zt1:2;t2:—3@
X2=t1:2=>X=i\/§
x2:t2:—3:x:tﬁ[ﬂ]

As solucions son X=— \/§ ex= \/5

2.3.- Ecuacions racionais.

Sé aparecen fraccions alxébricas e polinomios. Resolvense igualando os
denominadores e transformandoa nunha ecuacion polinémica:

P(x)_Q(x)_
A(x) A(x)

Hai que descartar as soluciéns obtidas que sexan raices do denominador.

P(x)=Q(x) se A(x)=O0.

Ui

1 xx 2
—=""sox=1l=>x=+1
X

1
—=X
X X

2.4.- Ecuacions con radicais.

A incognita aparece dentro dalgun radical. Para resolvela

debemos:

(1) illar o radical, para que quede s6 nun dos membros

(2) elevar ambos membros a potencia axeitada

(3) Repetir dende o paso (1) ata que que quede unha (3)
ecuacion polindémica e resolvela.

(4) Hai que comprobar que as soluciéns obtidas verifican a
ecuacion orixinal

1 2)
\/2x2+6x—3:x(:>)\/2x2+6x:x+3(:>)
2
(\/2 x2+6x) =(x+3)*=2x*+6x=x*+6 x+9=
= x2-9=0=>x=+3

2
Se x=3=>V2-3%+46-:3—-3=3=...=3 é solucién

)
Se x=-3 =>\/2-(—3)2+6-(—3)—3£—32...$3 é solucion

2.5.- Ecuacions logaritmicas

A incognita aparece no argumento ou na base dun logaritmo. Usamos as
propiedades dos logaritmos para transformar as ecuaciéns ata chegar a:

log,P(x)=l0g,Q(x)=P(x)=Q(x)

- Tamén poderemos resolver algunha ecuacién coa definicién de logaritmo.
Hai que comprobar que as soluciéns obtidas verifican a ecuacion orixinal.

log(x—2)+log(x+5)=1=
log[(x—2)(x+5)]=log 0=
(x—2)(x+5)=0=

x =2 (solucién vélida) e x=—>5 (non vélida)
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2.6.- Ecuacidéns exponenciais

A incégnita aparece no expofiente dunha potencia. Usamos as propiedades X l_g o193 32 1-3xy=+2
das potencias e dos logaritmos para transformar as ecuaciéns ata chegar a: ) L
A=A P(x)=Q(x) 2701=9.2"- 4522 -9-2+4=0 =

P ) U |

Outras ecuaciéns poden resolverse aplicando un logaritmo en ambos 2.42_9.t+4=0= 5

membros ou facendo un cambio de variable do tipo t =A"

2.7.- Resolucioén grafica de ecuacidéns

Usaremos esta técnica en varias situacions diferentes:

© Para atopar as solucions aproximadas dunha ecuacion

que non podemos resolver doutro xeito.

o Para atopar as coordenadas dos puntos de corte entre P, =\-.0.7
graficas de funciéns ou curvas.

o Para analizar o nimero de soluciéns dunha ecuacioén. i i

o Tamén nos axudard a resolver inecuacions de calquera
tipo

O meétodo consiste en:

(1) Definir ddas funcioéns f e g cuxa expresion analitica se corresponde con cada un dos membros da ecuacion:

L g(x)
= f(x)=x"
X2:§+1[ec]=> X

2 ’ g(x):§+1

Debemos resolver a ecuacién f (x)=g(x) [ec2]. f(x) e g(x) son as alturas (=ordenada) que alcanza cada gréfica no plano

para cada valor de x. Cando as alturas coinciden para un certo valor de X, a ecuaciéon 2 cumprese.
(2) Representamos graficamente cada unha das funciéns e buscamos as coordenadas dos seus puntos de corte.
(3) A abscisa de cada punto de corte é unha solucién da ecuacién (coordenada X de cada punto).

Puntos de corte co eixe OX

Un caso particular do anterior (é dicir, un caso mais D . SPGT |

concreto) ocorre cando o segundo membro da
ecuacion é nulo. Entén a segunda funcién seria

g(x)=0, cuxa gréfica é o eixe das X.

Resolver graficamente unha ecuacién f (x)=0

. R, =(1.46, 0
consiste en atopar a coordenada X dos puntos de 5 : R 19:15,.9) |

corte da funcion f co eixe OX. ! ? ? # ? ¢
Neste exemplo, f é un polinomio de grao 4 con B
coeficientes racionais e as abscisas dos R; son tamén 2
racionais (non podemos atopalas con Ruffini)
0,1x*~0,25 X~ x2+x+1=0=f (x)=0 ?
-4 B=(3,-3.65)
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3 - Sistemas de ecuaciéns

lineais

3.1.- Sistemas de ecuacions lineais

Unha ecuacién lineal con ddas ou tres incégnitas é unha ecuacion polinémica de grado 1.

© Son da forma a-x+b-y=k (2 incdgnitas) ou a-x+b-y+c-z=k (3 incognitas)

© A solucion dunha ecuacion lineal con dudas incognitas é calquera par de niimeros (X,y) que cumpren a igualdade.

o Tefien infinitas soluciéns que se representan nun plano. Se se debuxan todas as soluciéns dunha ecuacién lineal

forman unha recta.

© Resolver un sistema de ecuacions consiste en atopar unha solucién que sirva para todas as ecuaciéns.

o Graficamente, a solucién dun sistema de diias ecuacions lineais con duas incégnitas é o punto de corte das rectas que o
forman. A partir desta caracteristica podemos determinar o niimero de soluciéns dun sistema lineal de 2 incégnitas.

Sistema incompatible:
Ningunha solucién

Sistema compatible determinado:
UNHA ftnica solucion

Sistema compatible indeterminado:
infinitas solucions

As rectas son

As rectas son

As rectas son

X+y=2
X+y=-3

X+y=2
X—y=6

X+y=2
2x+2y=4

3.2.- Métodos de resolucion de sistemas de ecuacidns (lineais e non lineais):

Meétodo de reducion

Meétodo de igualacion

Meétodo de substitucion:

Consiste en sumar ou restar as
ecuacions entre si de forma que se
elimine algunha das incégnitas.

Pode ser necesario multiplicar algunha

ecuacion por un nimero adecuado.

Consiste en despexar a mesma
incognita en cada ecuacion e igualar
as expresions resultantes:

Consiste en despexar unha incognita
nunha ecuacion e substituir a stia

expresién na outra ecuacion.

3.3.- Sistemas de ecuaciéns non lineais de duas incégnitas:

., . , - . 2 —
© Unha ecuaciéon NON lineal ten algtin termo que non é un monomio de grado 1, como: x°; \/;; logx; x

2, x

;€5

© Unha ecuaciéon NON lineal soe ter infinitas soluciéns, pero cando se representan nun plano NON forman unha recta,

sendn curvas do plano:

y:X2_1 X2+y2:2 X2+2y2:2 XZ_yZZ]_
Pardbola Circunferencia de radio V2 Elipse Hipérbola
PX(131,001)

< (1.15,0.83) p

=(1,.0.71)

= (1.27/43)

BNV

T
/

2

S

© Graficamente, a solucion dun sistema NON lineal son os puntos de corte das curvas ou rectas que o forman. A partir
desta caracteristica podemos determinar o niimero de soluciéns dun sistema

lineal de 2 incégnitas.

© Ao resolver un sistema NON lineal poden aparecer soluciéns multiples que se

corresponden cos numerosos puntos de corte que poden formar duas curvas:

2
X*+y°=2
x*—y*=1
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3.4.- Resolucién de sistemas de ecuacidns de 3 incognitas. Método de Gauss

Os métodos estudados con diias incognitas son véalidos con mais incognitas, pero poden ser moi dificiles e labirinticos se
o sistema ten poucos coeficientes nulos. Nese caso 0 mais practico é aplicar o método de Gauss, que é como o método de

reducio6n aplicado varias veces para eliminar ddas incégnitas dunha ecuacién.

Sistema triangular:

As ecuacions son da forma 3 incdgnitas | 2 incognitas | 1 incognita. Pode resolverse despexando as incognitas unha

despois de outra:

X+y+z=18 y+x+z=18 _ _ _
X—-72=6 recolocando X-7z=6 @w.zy+X+Z_18 swﬁizy+X+3_18 subst. x y=6
7 = 7 = Xx—z=6 = x=9 = {x=9
——1=0 —==1 z=13 z=3 z=3
3 3
Sistema Reordenando as incégnitas | Despexamos a Substituimos z nas outras Substituimos x na E; e
triangular vese a forma triangular | incdgnita solitaria z | ecuaciéns e despexamos x na E, | despexamos y

Sistema con moitos coeficientes nulos:

Moitos dos coeficientes das incégnitas son cero, polo que esas incdgnitas non estan presentes na ecuacién. Poden
resolverse combinando os métodos elementais de forma combinada. O sistema triangular é un destes sistemas

x +z=1 2)(222)(:l
1 3 3

X —z=—= = 1
3 X —z=—=
x—2y+z=0 3
x—2y+z=0

1
X==
3
=1 1 __ 2
—— =7 =——
3 3
x—2y+z=0

1
X==
3
= Z:—%
3
1 2 1
——2y——=0>vy=—
3 y 3 y 2

Sumando E; e E,
eliminamos z e obtemos x

Sistema con moitos

ceros

Substituindo x en E; ou E,

obtemos z

Substituindo x e z en E3 obtemos y

Sistema case completo. Método de Gauss

Poucos ou ningtin dos coeficientes das incégnitas son nulos. Aplicando o método de reducion varias veces convertemos o

sistema en triangular.

X +z=1
_ 1
X —z=—=
3
x—2y+z=0
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