Unidade 1 — NUumeros Reais

1 - Conxuntos numéricos

1.1.- NUmeros racionais

Os nimeros racionais @ son calquera que poida pofierse como fraccion (divisién entre dous nimeros enteiros). Logo os
elementos do conxunto @ poden ser:

© os niimeros naturais IN=/0,1,2,3, ...,

© os niimeros enteiros Z =|...—3,—-2,—1,0,1,2,3,... . Notar que calquera n° natural tamén é enteiro; denétase INcZ
© os naimeros decimais limitados ou exactos (nimero limitado ou finito de cifras decimais)

© os numeros decimais ilimitados periédices (ntimero infinito de cifras decimais que se repiten de forma regular)
Como IN e Z estan incluidos en @ , escribimos esta relacién como INcZc<Q

Pofiede exemplos e veremos que sempre son o mesmo que unha fraccién (e viceversa).
1.2.- Nimeros irracionais

Os nimeros irracionais son calquera nimero que non sexa racional. Logo sé poden ser os nimeros decimais ilimitados
NON periodicos (nimero infinito de cifras decimais que NON se repiten de forma regular).

Estes nimeros provefien de:
, . . - . 5
o raices e radicais de niimeros enteiros que non son exactas como 2 ou V400

1

© ou son resultado de infinitas operaciéns, como 7=4- %—%+%—%+ 5" (Férmula de Leibnitz) ou

T=2-=

— N
w N

4456
355

gjo

(Férmula de Wallis)

=

1.3.- Esquema de clasificacion dos numeros reais

O conxunto dos niimeros reais IR estd formado pola unién dos niimeros

racionais @ (fracciéns) e dos niimeros irracionais I (decimais non Q

periddicos). @

Os nuimeros reais represéntanse na recta numerica, e hai unha equivalencia

entre nimeros e puntos da recta:

V2 =1,4142...
<) @ @
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
3/4=0,75
© Calquera punto da recta se corresponde con un nimero enteiro ou decimal
© Calquera nimero enteiro ou decimal se corresponde con un punto da recta
Polo tanto punto da recta ® niimero.
2 - Intervalos e semirrectas
a [a,b) 3 c (c,d) d e
e © ° ° ©
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Son conxuntos de niimeros reais (subconxuntos de IR )que se poden representar como un segmento ou semirrecta (con
ou sen extremos)
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o Intervalo de extremos a e b: é o conxunto de niimeros (ou puntos) comprendidos entre a e b.
© Semirrecta de extremo a: é o conxunto de niimeros maiores (ou menores) que a.

© Se no conxunto incluimos os extremos a e b, diremos que é un intervalo pechado. Den6tase con corchetes e os bordes
representase cun punto sélido (recheo de cor). Como conxunto denétase da forma [a,b]= x€ R/a<x<b

© Se no conxunto NON incluimos os extremos a e b, diremos que é un intervalo aberto. Den6tase con parénteses e 0s
bordes representase cun punto oco. Como conxunto denétase da forma (a,b)=x€ R/a<x<b

© Se o conxunto s6 ten un extremo a, diremos que é unha semirrecta (aberta ou pechada). Como conxunto denétase da

forma (a,+w)=x€ R/a<x ou|-w,a|=/x€ R/a=x]
o Tamén hai intervalos semiabertos ou semipechados con un extremo de cada tipo.

2.1.- Operaciéns con conxuntos

Permite expresar subconxuntos de IR mais complexos.
A unién U de dous conxuntos esta formada por todos os elementos que pertencen a algtin dos dous conxuntos.

A interseccion n de dous conxuntos esta formada polos elementos que pertencen a ambos 0s conxuntos a vez.
Exemplo: Dados os conxuntos A=(—4,3) e B=(—2,4] os conxuntos AU Be A n B son:

AU B=(-43|U [-2,4]=(-4,4] AnB=(-43|n(-2,4]=(-2,3)

3 - Propiedades das potencias

Permiten simplificar operaciéns con potencias se as bases ou os expofientes se repiten.

Propiedade Base Enteira Base racional
Potencia dun produto (a-b)'=a"-b" (%%) :(%) (g)
MESMO
EXPORENTE Potencia dun cociente a ":a_" 2.t ": a ", £ '
b b" b'd bl \d
Produto de potencias coa mon men a '"'( a)"_( a)"”"
a-a=a I e B e
MESMA mesma base b] \b b
BASE Cociente de potencias o men al" [a|"_[a|"™"
a":a"=—=a = =] ==
coa mesma base a" b b b
Potencias de expoiiente 0 al_
a=1 = =1
cero b
Potencia de outra (a")"=a™ al"l"_[a|™"
potencia ar=d b b
a1 _
, 11 =| =—==
} Inverso dun nimero a == b a a
EXPONENTE a b
NEGATIVO
R Sk
Potencia inversa a =—, = ==
a b a
Radical 0
- adica n_n
EXPONENTE a"=Ya
RACIONAL m e
Caso xeral ar =g :(Q/a)
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NON Propiedade Contra-exemplo

2%.5°=8-25=200 pero
(2-5)°"*=10°=100000

Potencia dun producto sen base nin expofiente igual

n m n+m
. . . a"-b"#(a-b)
(en xeral non se poden reducir a unha tinica potencia)

n n n 6+32:92:81 ero
Potencias de sumas ou restas (a+b)'#a"+b 2 .2 (6+3) P
(a formula para o calculo s6 é facil con n=2) i+ b’ 6 +3'=36+9=45 e sen embargo
(a+b)'=a’+b +2ab (6+3)=6>+3*+2-6-3=--=81
4 - Radicais

4.1.- Raices cadradas

A raiz cadrada é a operacién inversa de elevar ao cuadrado: Va=beb’=a

Cualquer niimero real positivo a€R” ten diias raices cadradas que son opostas entre si: +y/9=3y —9=—3 pois 3°=9
e (—3)°=9.A operacién v SEMPRE é positiva

4.2.- Raices n-ésimas

A raiz n-ésima (enésima) é a operacién inversa a elevar 4 n-ésima potencia:

n é o indice da raiz
a é o radicando

Ya=beb"=a
b éaraiz n-ésima

Ya se lle chama radical

O numero de raices que ten un nimero real a€lR depende da paridade do indice n e do signo do radicando a:

Ya con a positivo Ya con a negativo Jo
a>0-|n par: 2 raices a<Q~|n par: non ha} raices a=0-1raiz
n impar: 1 raiz n impar: 1 raiz

4.3.- Propiedades dos radicais

Propiedade Exemplos
Relacion entre potencias e radicais 1 m 1 8
N n M m_ P e 2. 38 3
(converteremos a operacién ao formato mdis Util) Va=a" e Va"=a" 49=V49=49"; 2'=a
Amplificacién e simplificacién de radicais W mid g 515 5505, 13
va"="va™ N77="N777"=V7"=49

(permite aumentar/reducir o indice)

Producto de radicais (do mesmo indice!)
(permite unir ou separar radicais)

Va-{b=Vab V7-93=421; V2-V6=V12

Extraccion de radicais ou introducién de factores
(permite simplificar o radicando ou unir expresions Ja-b=a"Ub=qa b e -y:W-«“/x-y:x -(‘/x.y

en un tnico radical)

Cociente de radicais Ya _na 120 _1a
(permite unir ou separar radicais) Up b 5
Potencia de un radical mon

(Ya)"=Va" (V13)°=V13°

(permite cambiar de orden potencia e raiz)
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Raiz de un radical = mn

N o Ya="Va V2="2
(permite unir ou separar radicais)
Suma ou resta de radicais idénticos
(€ o unico caso no que se poden sumar ou restar p-Va+q-Va=(p+q)Va 3V2-8V2+432=-32
radicais)

NON Propiedade Contraexemplo

Suma ou resta de radicais NON idénticos Va+b#a+b J8+1=V9¢Q
(Non podes facer isto. PUNTO) Yg+ 1=2+1=3€Q

4.4.- Racionalizacion de radicais.

Se un radical aparece no denominador dunha expresion, pode ser ttil obter unha nova expresion igual pero sen radicais
no denominador. A esta transformaci6n se lle chama racionalizar e para isto debemos multiplicar NUM e DEN por unha
expresion axeitada que depende do radical do denominador (amplificar a fraccién multiplicando por 1).

Distinguimos dous casos:

Un tinico termo no denominador 375 3/ 3
.. .. . X X Va a-X a-X
(un unico sumando, non hai mdis sumas nin restas) —=— == =

3 3 3/ 33 a
Amplificamos completando o radical Va VaVa a

Dous termos no denominador (dous sumandos)
Amplificamos co conxugado do denominador.
O conxugado do binomio x+y é x—y (e viceversa)

X X 3+/a_X-3+/d_X-(3+/a

3—\/5_3—\/?1'3%/5_ 32_\/? 9—a

5.45" _5.5 sz 7 7.(V2443) 724743 _

5 _ _
Exemplos: ﬁ_ e ?\)/53—_2— c =

B N T R A
‘5 - Logaritmos

Se lle chama logaritmo (en base b de a) ao expofiente x tal que b*=a . Escribimos entén que x=log, a . Chamamos

logaritmo a x, base a b e argumento a a.

Exemplos: log,8=3 porque 2°=8 log,81=4 porque 3'=81 logZ%:—S porque 273:%:

0 |

O logaritmo é un expoiiente

Poderemos calcular algtins logaritmos de forma exacta, pero a inmensa maioria s6 se poden calcular con maquina.

Os logaritmos mais usados son:
o Logaritmo de base b=10 (en enxefieria e ciencias experimentais), chamado logaritmo decimal: log,, a=loga
o Logaritmo de base b=2 (en ciencias da informacién), chamado logaritmo binario: log, a=Iba

o Logaritmo de base b=e (en matematicas e resto de ciencias), chamado logaritmo neperiano: log, a=lna
5.1.- Inconsistencias no calculo de logaritmos
Non é posible usar bases negativas con expofientes decimais

3 3
Se a base é negativa, a potencia racional é INDEFINIBLE: ~ (=2)*=V(-2)«# pero (—2)°=Y (=2 ~—1,52

Logo non podemos usar bases negativas cando traballemos con logaritmos ou expofientes fraccionarios.
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Non é posible usar argumentos negativos

Partindo de bases positivas, non podemos chegar a resultados negativos: 2"=—4= imposible, logo a=0 .

Non é posible usar bases 0 ou 1

Se a base é 1, o logaritmo NON TEN sentido: 1"=4= imposible, logo b#1 .
Se a base € 0, o logaritmo NON TEN sentido: ~ 0"=4= imposible, logo b0 .
Non podemos usar un argumento nulo

Se o argumento é 0, o logaritmo NON TEN sentido: 2*=0= imposible, logo a#0 .

Enresumen: log, a=x<b"'=a, sendo a>0,b>0 e b#1

5.2.- Propiedades dos logaritmos
Supofiemos que log,a é unha expresién numérica vélida, é dicir, a>0, b>0, b#1 . Enton

a) O logaritmo é unha funcion crecente (para bases grandes): x>y <log,x>log,y se b>1.

En particular, ntimeros distintos tefien logaritmos distintos: x# y <log, x#1log,y .

b) O logaritmo da base é 1: log, b=1 porque b*=b= x=

¢) O logaritmo de 1 é 0: log,1=0 porque b*=1=x=

d) O logaritmo dun produto é igual & suma dos logaritmos log, (x- y|=log, x+log, y porque ...
> Exemplo: log 40+log25=1og|40-25)=log 1000=log 10°=3 (Comprobar!)
> ¢E certo que In 40+In25=1In(40-25|?

> ¢E certo que log(40+25)=1og 40-log 25?

e) O logaritmo dun cociente é igual 4 diferencia dos logaritmos logb(i):logbx—logb y porque ...
y
80
> Exemplo: log80—log8= log? =log 10=1 (Comprobar!)
T _ 1.1 80
> ¢F certo que Ib 80—1b 8=Ib (g)?’

E ' \_log 80
> E certo que log(80—8| =282
¢E certo que log ] log8

> ¢E certo que logL80—8]zlog%?
f) No logaritmo dunha potencia, o expoiiente sae fora do logaritmo: log, a"=n-log, a. Como unha raiz n-ésima é

log,a
unha potencia de expofiente % , enton longFa :l~log pa = &
n

> Exemplo: log32=5-log2 (Comprobar!)
> Exemplo: log \/E:lgzg_Z (Comprobart!)

log, a
log, b

g) Cambio de base: log, a=

log 40 _1,6021
log3 ~ 0,4771

> Exemplo: log;40= =3,3580

MAT CCSS | Unidade 1 - Nimeros Reais



6 - Aproximaciéns e erro

6.1.- Expresiéon decimal dos nimeros reais. Erros e cotas

En moitos contextos nos que se usan nimeros reais con moitas cifras decimais, substituimolos por aproximaciéns, que
son basicamente o resultado de cambiar as cifras de inferior valor por ceros: 520,6666666. ..~0,6600000...=0,66 ou
8520497,57 € ~8500000 €

Enton substituimos o nimero real x por unha aproximacion a. Se a>x a aproximacién é por exceso e se a<x a
aproximacion é por defecto. Redondear é tomar a aproximacion que estd mais cerca de x:

V50~7,07 por defecto (valor redondeado)

7,07 < 50 = 7,07106781... < 7,08=
@N7,08 por exceso

Hai unha diferencia, mais ou menos grande, entre o nimero auténtico x e a aproximacién a. Esa diferencia chdmase erro
absoluto E, : Erro absoluto = |Valor real — Aproximacién| , é dicir: E,=|x—al .

Para calcular E, necesitamos saber todas as cifras de x, pero iso soe ser imposible, asi que se usa unha cota deste erro.

Unha cota do erro k é un niimero maior ou igual que o valor absoluto do erro E,=|x—al<k
E,=|7,07106781...—7,07|=0,00106781...<0,0011 (cota de E,)

Para pofier en perspectiva o erro absoluto traballase mellor co erro relativo (que se soe dar en porcentaxe). Ten o mesmo

problema no calculo que E, , asi que o calculo se adapta con unha cota de x (aproximacién por exceso): E,=|—"|< X"
X c
7 - Notacion cientifica
Un ntimero N en notacion cientifica consta de dous factores: un nimero decimal e unha potencia en base 10:
© nindica a orde de magnitude:
* 0 expofiente é un nimero enteiro.
* Se n é positivo o nimero é grande
N= a,bcd... -10" * Se n é negativo o numero é pequeno
— . . . . .
cifras significativas © O nuimero decimal est4 entre 1 e 10 (s6 ten unha cifra antes

da coma decimal)
* As cifras do n° decimal son as cifras significativas. A
cantidade de cifras expresan a precision da medida.

o A orden de magnitude é 10" ou cen mil milléns
1UA=1,496-10"m © O expoilente é positivo, logo o niimero é grande
© Ten 4 cifras significativas

o A orden de magnitude é 107" ou dez mil millonésima
1A4=110"m © O expoiiente é negativo, logo o niimero é pequeno
©Ten 1 cifra significativa
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