EJERCICIOS DE VECTORES EN EL ESPACIO

1. Determina el valor de t para que los vectores de coordenadas (1, 1, t), (O, t, 1-t) y (1, -2, 1)

sean linealmente dependientes.

Si son linealmente dependientes, uno de ellos, se podra expresar como combinacién lineal de los otros
restantes, por tanto,
(1,1,t)=0,t, 1-t) + A1, -2, 1)

p=1
at=3
De aqui se obtiene: at-23=1 > Sioal-t)=0=a=001-t=0=>t=1 //a=3
a(l-t)=0
a(l-t)+pt=t

La relacién de dependencia es (L11) =3.(0.1.0)+1.(1L-21) / (111)-3.(010)-1.(1-2,1) = (0,0,0)

2. ¢Puede haber dos vectores uy v tales que uv=-3, ||ul=1y ||Vv]=27?

Si a es el angulo que forman, de la definicion de producto escalar, se obtiene:

uv=ul.||v].cosa =@ —3=1.2.cosa = cosa=-15 (imposible porque —1<cosa <1)

3. Halla el valor de a para que los vectores u=(-2,15) y v=(a,2,6), sean perpendiculares.

Para que dos vectores sean perpendiculares, el producto escalar ha de ser nulo, por tanto,
(-215).(a,26)=0= —2a+2+30=0 =» a=16

4. Halla un vector w cuyo médulo sea 4y ademas perpendiculara u=(2,01) y v=(3-12)

Sabemos que el producto vectorial de dos vectores es un vector perpendicular a cada uno de ellos,

01‘12 2 0

Por tanto, uxVv =
(-1 2112 3 3-1

D = (1-1-2)

Lo dividimos por su médulo para obtener un vector de modulo unidad:

uxVv=(1,-1-2) es perpendicularauyav.

luxvl= I + (-7 + (-2)* =6; ﬁ=%(1,_1,_2)=(y£,—%€,—%€j

El vector unitario obtenido lo multiplicamos por 4 y obtenemos el vector buscado:

W_{i—_l—_zJ_(zdé -2V6 —4\/€J
- \We'We've) (37 3 73
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5. Comprueba si los vectores (1,2, 3), (4,5,6) y (7, 8,9) de R’ son linealmente independientes.

Una forma de verlo es formar una matriz y aplicar la reduccién de Gauss. Si se llega a una matriz escalonada,
es decir, que tenga por debajo de la diagonal principal todos ceros pero que ninguna fila de la matriz sea
nula, entonces los vectores dados son linealmente independientes.

1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 6|~0 -3 -6|~0 -3 -6

7 8 9 0 -6 -11) (0 0 1
Ninguna fila es nula y por debajo de la diagonal principal todo son ceros. Los vectores dados son linealmente
independientes.

Podemos también hallar el determinante de la matriz y si es distinto de cero, los vectores son linealmente

independientes.

6. Consideremos el conjunto de los polinomios de grado dos con una indeterminada. Dichos
polinomios pueden ser considerados como vectores. Estudia si los polinomios
A(X) =1-x+4x*; B(Xx)=3+6x+2x* y C(x)=2+10x-4x*son linealmente dependientes o

independientes.

Los polinomios dados podemos expresarlos en la forma siguiente:
A=(1,-1,4),B=(3,6,2)yC=(2, 10, -4)

Si aplicamos el método de Gauss, resulta:

1 -1 4y (1 -1 4) (1 -1 4) (1 -1 10
3 6 2|~0 9 -10|~/0 36 -40|~|0 36 -40
2 10 -4) \0 12 -12 0 36 -36) (0 O 4

Hemos llegado a tres filas, ninguna de ellas nulas, y todos ceros por debajo de la diagonal principal.

Los polinomios dados son linealmente independientes.

7. El vector v =(1,3,-2) esta dado en la base candnica. Halla sus componentes respecto de la

base B={(111),(10,),(0,2,3)}

1,3-2) =a(1,11) +B(1,0,1) + 1(0,2,3)

a+p=1

—B+21=2
oa+2h=3 D3 = A=-lyentonces f=-4// a—-4=1=a=5
a+P+3L=-2 -

2 (1,3-2) =5(111) — 4(1,0,1) —1(0,2,3)
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8. Estudia si los vectores (1, 1,0), (0,1,1) y (2,1, -1) forman una base de R®

= Tres vectores linealmente independientes de R*® forman una base de R®.
En nuestro caso si los vectores dados son linealmente independientes formaran una base:
11 0 1 1 0 1 10

01 1(~0 1 1|~/0 1 1|(Aplicamos Gauss)
21 -1) 0 -1 -1) {0 0 O

Los vectores dados son linealmente dependientes y, por tanto, no forman una base de R®

9. Sean los vectores a=(,0,-1), b=(0,2,-1) y ¢c=(2,0,0). Halla:

a) Valor absoluto del producto mixto de a, b y ¢ y da su significado geométrico.

b) Angulo que forman by c.

c) Razona si {a,b,c} forman una base y, en caso afirmativo, halla las coordenadas del vector

u=(1,-2,0)en dicha base.

10 -1
0 -1
a) [a,b,c]=a(bxc)=|0 2 -1 =2‘2 1‘=2(0—(—2)):4 2 |4|=4
2 0 0

= El valor absoluto del producto mixto es el volumen del paralelepipedo definido por los s tres vectores.

b) Para calcular el angulo que forman b y ¢ aplicamos la definicion de producto escalar:

bc=||b]l.||c|.cosa yde aqui

b.c 0.2+2.0+(-1).0 0

Ibllicl Jor+27 +(-1)° V22 + 0 +0° /5.2

cosa =

Si coso, =0, entonces a = 90°

c) Podemos hacerlo por el método de Gauss o bien por determinantes. Si el determinante es distinto de

cero, los vectores son linealmente independientes.

Lo -1 o
0 2 —1:2‘2 1‘:2(0—(—2)):47&0
2 0 0

=>» Como estamos en R°® los vectores forman una base.
Esto significa que cualquier otro vector se puede expresar como combinacion lineal de ellos. Si queremos

hallar las coordenadas de u = (1,—2,0) respecto de la base, escribimos:
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oa+2h=1
(1,-2,0) = a(1,0,-1) +B(0,2,-1) + A(2,0,0) = 2p=-2 = p=-1, a=1;1=0.
-a—-pB=0

10. Dados los vectores u=(3,25) y v=(416) halla el area del triangulo que determinan.

El &rea del triAngulo determinado por dos vectores viene dada por la férmula siguiente:

o 1,- - u
Areazalluxv” /

\Y
i j k
Uxv=|3 2 5|=7i+2j-5k=(7,2-5) [luxv|=472-2%+(-5)? =78
41 6
Area:%||u><v||:@

11. Dados los vectores u=(3,-2,5), v=(-4.16) y w=(2,0,-1), halla el volumen del tetraedro

gue determinan.

1 .
El volumen del tetraedro es 5 del producto mixto tomado en valor absoluto.

3 -2 5
u(vxw)=[-4 1 6 |=-3-24-10+8=-29 'l.
2 0 -1
1 29 N
VOIumen(tetraedro) = g | _29 |: E UZ

12. Halla un vector unitario que tenga la misma direccién que u = (11-2)

u o
Dado un vector u, entonces el vector —— es unitario.

[ull
Médulo de u:  |[ull=+12 +1° +(-2)* =/6
1 1 1 -2 L . . .
Por tanto, — (1,1,-2) =| ——,—=,—= | sera unitario (modulol) y de la misma direccién que u.
J6 6 V6 6
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13. Prueba que el producto escalar de dos vectores u y v, es igual al médulo de uno de ellos
por la proyeccion del otro sobre él.

uv=ull.||v].cosa

OA = v||.cosa = proy.de vsobreu v
luego u.v =] u|.OA o @ A
<> u >
proy. de v sobre u
En el caso de que el angulo sea obtuso se obtiene:
Los angulos a'y £ son suplementarios
por tanto, coso. = —COsf
uv=ull.||v].cosa N >
|| v|l.cosa =—| v| cosp =—-0A
donde OA es la proyeccion de v sobre u
es decir, uv=—|ul .OA
= Cuando el producto escalar es positivo, el angulo es agudo.
= Cuando el producto es negativo, el angulo es obtuso.
14. Halla la proyeccion ortogonal del vector u=(1,-13) sobre v=(2,2)
uv=11+(-1).2+32=5 u=(1-13)
El &ngulo que forman los vectores es agudo
v=(122)
>

|VI=+v1*+2%+22 =3
uve|v||.x =25=3X = x= % (que es la medida del segmento x)

Dividimos el vector v por su médulo a fin de obtener un vector de la misma direccion y sentido pero de

maoédulo unidad:

IV=~1"+2°+2° =3; L=1(1,2,2)=[1,3,3j
vl 3 3'3'3

Finalmente, el vector unitario obtenido lo multiplicamos por % :
- 5122 510 10
proy.deusobrev=x=—=|=,—, = |=| =,—,—
31333 9 9 9
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Ejercicios propuestos

1. Determinar los valores del parametro a, para los cuales forman base de R’ los vectores
(a; 1; _2)) (11312) y (231110)'

[Sol. Para todo valor de a distinto de % y de 1]

2. En el conjunto R® se consideran los vectores siguientes:

u=(1,2,-1), v=3,-2,0) yw= (-7,10,-2)

Prueba que son linealmente dependientes y encuentra la relacion de dependencia.
[Sol. Basta comprobar que el determinante es nulo  2(1,2,~1) —3(3,-2,0) - (~7,10,-2) = (0,0,0)]

3. Sean los siguientes vectores de R®*:u = (1,2,—-1),v= (1,-1,1) y w = (2,5a,-3a)
Determina el valor numérico del pardmetro a para que sean linealmente dependientes y

encuentra unarelacion de dependencia.
[Sol.a=2  4(1,2,-1)—2(1-11)—2(2,10,-6) = (0,0,0) ]

4. Dados los vectores A = (a,8,4),B = (-1,2,0) yC = (0,1,2). Halla los valores de a para que A

se pueda expresar como combinacion lineal de By de C  [sol.a=-3]

5. Dados los vectores u = (1,2,3) yv = (1,-1,1), se pide:
a) ¢Son linealmente independientes?

b) Escribe un vector w tal que u,vywsean linealmente independientes.

c) Encuentra un vector t, tal que u,vytsean linealmente dependientes.

[Sol.

a) Son linealmente independientes porque sus coordenadas no son proporcionales.
b) Puede ser, por ejemplo, W = (0,0,1). Apliquese primero el método de Gauss

c) Basta tomar una combinacion lineal de los vectores dados.]

6. Prueba que los vectores a = (1,1,—1),b = (1,-1,1) yc = (1,1,1) son una base de R®
Halla las componentes del vector x = (—7,9,15) en esta base.

[Sol. Como son tres vectores, basta probar que son Li. (determinante =0) // X =—11.a—8.b+12c ]

7. Determina la expresiéon general de los vectores de R® que son combinacién lineal de los
vectores (1,2,-1)y ((4,1,1)
[Sol. (au+4B,20+PB,—o+P) 1]
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8. Los vectores a=-i+2k, b=2i+j-k y c=i+2j+2k estan expresados en una base

ortonormal.
Calculaiax b;ax (cxa)y a.(axb)
[Sol. axb=-2i+5j—k; ax(cxa)=8i+10j+4k; a.(axh)=0]

9. Sean u y v tales que ||u|| = 2, ||v]| = 1y que forman un angulo de 45°. Calcula A de modo

que u + Av sea perpendicular a u.

[Sol. A = —2+/2]
10. Dados los vectores v=(25,-1) y u=(0,3), halla la proyeccién ortogonal de v sobre u.

[sol. x = (_—1 0, _—3]]
10 10

11.- Dados los vectores a = (1,2,1), b= (3,1,-2) y c = (4,—1,0), determina:

a) Su producto mixto [sol. [a,b,c]=-25]

b) Volumen del paralelepipedo determinado por ellos.  [so. V=25u?]
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