10.

11.

12.

13.

14.

15.

o 5+1

EJERCICIOS DE INTEGRALES.

6

xodx = X 4 k="_4+k
5+1 6
. 2
(X +/x)dx so1: X4 20Xy
2 3
f( 3 xJ/x 1
B S I Y Sol: 6+/x — — x%./x +k
(& : j =L
* x2dx 2
Sol: £x%./x +k
N 5°
(12+ 4 +2jdx Sol:—l—i+2x+k
X xx X A/x
" dx 4
—= Sol: —4/x3 +k
4/x 3
* 1Y x> 3
X2+~ | dx Sol: =+ " x%3/x* +33/x +k
o) e
ﬁ-dx Sol: lL2x+k
X 2
[ 2 1. .
tg x -sec” x-dx Sol: E-tg X +Kk
¥ sen® x
sen® x-cosx - dx Sol: : +k
. 4
cos® x-sen X - dx Sol: —COZ Xk
X+/x% +1-dx Sol: ;\/(x2+1)3+k
" xdx 1 2
——_— Sol: =+/2x° +3 +k
AJ2x%+3 2
o 2
X“dx Sol: Ex/x3+1+k
x3+1 3
CO‘ZX dx Sol: — ! +k
sen® x sen x
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

X-(x?+1)*dx

* sen x
—_-dx
cos® X

tg X

5 -dx
COS” X

[ cotgx

5 dx
sen®x

¥ 1
cos® X./tgx—1

L(x+1)dx
X+1

-dx

COsSX

" dx
AJ2senx +1

sen2x
(1+cos2x)?

sen2x

AJ1+sen®x
" [tgx+1 dx

cos? X

dx

COS2X
(2+3sen2x)®

" sen3x

%/cos® 3x

dx
" Ln®x dx
X

" arcsen xdx

AJ1-x2

" arc cos®xdx

AJ1— X2

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

2 5
M_Fk
10

1

+k
2c0s* X

2
tg" x
2

Kk

_ cotg’® X
2

2, /tgx-1+k

+k

2
L ()2(+1)+k

AJ2sen x+1+k

o
2(1+c0s2x)

2-/1+sen’x +k

?/(tg x+1)° +k

1 1
- +Kk
12 (2 + 3sen 2x)?

1

+k
3/cos3x

Ln3x

Sol: +k

arcsen® x
2

+k

arccos® x
3

+k
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Y 2
a1, 219X gy Sol: 210Xy
J 1+Xx 2
. 2
32, | ArCCX gy Sol: - AreCtg™ X,
J 1+Xx 2
33 | X dx Sol: LLn(x? +1)+k
J x“+1 2
34. dx Sol: —Ln1-x/+k
J1-x
35. dx Sol: EL\Sx—?\+k
J3x—7 3
3. | & Sol: — S L5 2x|+k
J 5-2x 2
37. z)(;ldx SoI:EL‘x2+2x+3‘+k
J X°+2x+3 2
38. dx Sol: Ln|Lnx|+k
J x-Lnx
39. | tg xdx Sol: —Lncosx|+k
40. | tg2xdx Sol: —;Lc052x+k
41. | ctg xdx Sol: Lnisenx|+k
42. | ctg(5x —7)dx Sol: éLsen(Sx—7)+k
43. dx Sol: —EL\cos3x\+k
J ctg3x 3
44. | ctg X dx Sol: 3L sen > +k
| R 3
45, | (ctge™)e* dx Sol: L‘seneX +k
[ X 1 X
46. (tg4x—ctg4}dx Sol: Sol :—ZLn\cos4x\—4Ln senZ +k
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

COS X
2sen X +3

dx
(1+ x*)arctg x

dx
cos® x(3tg x +1)

dx

AJ1-x?arcsen x

C0S2X
2+3sen2x

e2*dx

sen X

e** cosxdx

5%e*dx
(e"’X +a5x)dx

ex2+4x+3 (X 4 Z)dX

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

;Ln (2sen x+3)+k

Ln|arctgx|+k

;Ln (Btgx+1)+k
Ln\arcsenx\+k

éLn2+3sen2x+k
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62.J. © _dx Sol: 1Ln(3+4e")+k
3+4e* 4
* 1
63. | cosbxdx Sol: gsen 5x +k
64. senidx Sol: —3cos§+k
. 3 3
65. | sec’(7x + 2)dx Sol: ;tg (7x+2)+k
66. | xcos3x?dx Sol: ésen 3x? +k
67. | tg® xdx Sol: tg x —x+k

Por trigonometria sabemos que tg°x+1=sec’ x = tg°x =sec’® x —1, entonces

jtgz xdx=J‘(sec2 x—1)dx=J.sec2 xdx—Idx:tg X —X+k

[ cos(Ln(x
68. de Sol: sen (Ln(x))+k
J X
[ 3 tg* x
69. | tg® xdx Sol: 5 +Lnjcosx|+k
[ 3 _ . 2 _ . 2 _ _ . 2 _ _
tg xdx_ftgx tg xdx_jtgx (sec” x 1)dx_J‘tg\de s.ecf X dx jtg Xdx =
[ fl
2 2 _ 2
_1 X—J-Senxdx=tg X+I SEN Xy - 19 X+Ln\cosx\+k
2 COS X 2 COS X 2
[ dx
70. | cos~/x —= Sol: 2sen-/x +k
. Jx
71 .de Sol: Earcsenx2+k
. L ’\/1—)(4 . 2

X I J' f'(x) {arcsen f(x)+k
J . 1-x* \W \W arccos f(x)+k[
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f(x)dx};arcsen(xz)*k

1 2X
=1 ="  dx=
2I\m {J.\l(f(x))z

Sol: ;arc sen(2x) +k

o [

Sol: 1arc sen (Z—X) +k
2 3

73jdx
) Jo—ae

de
3

dx dx dx 1 dx 13
S

2
—dx
o3 Jf Fijgdx |1 2Xy 1k
.[1 — {J 1—(f(x))2} 2arcsen(3)+
(5)

74, |- Sol: TLn(3+4e")+k
J 3+4e” 4
. e2x 1 2
75. 5 dX Sol: “Ln(2+e“*)+k
J2+e 2
76. ¢ ——dx Sol: arctg(e”)+k
J1l+e
7. | ——— Sol: ——_arctg(~/2x)+k
J1+2x2 et
*  dx 1 X
78. Sol: —arctg(-)+Kk
J4+x® e g(2)
9. [ 9 Sol: arcsen(Ln(x))+k
J x,/1-Ln*(x)
go, | recosx—x,, Sol: — X (arccos(x))® +-/1-x* +k
[ ’\W 2
g1, | X—aretax Sol: LLn(1+x?)— 1 (arctgx)? +k
J 1+x? 2 2
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82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

\1+x&dx Sol: 4 1++/x)® +k
o \/; 3
. ! dx Sol: 4/1+/x +k
I . :
[ 2 5 9 3
Xx—Ldx Sol: L (x=1)7 + (x=1)7 +k
X(5x* —3)" dx Sol: 810(5x2 -3)° +k
[ 12 1
X(2x +5)* dx Sol: 1)1 (2x+5)" 5(2x+5) Lk
v 4 12 11
xe*dx Sol: e*(x—-1)+k
I(X2—3x+5)exdx Sol: e*(x*-5x+10)+k
1, 1
Ian(x)dx Sol: >x (Ln(x)—2j+k

Por el método de integracidn por partes:

u= Ln(x):du:ldx 1 1 1
Ian(x)dx= 1X :szn(x)—Ix2~dx=
dv=xdx:>v:§x2 2 2 x

:1x2Ln(x)—1J‘xdx:1x2Ln(x)—1-1x2+k:1x2(Ln(x)—1)+k
2 2 2 2 2 2 2
Ln(x)dx Sol: x(Ln(x)—1)+k
xsenxdx Sol: senx—xcosx+k
. x> 1 1
% coS? X dx Sol: .+ Xsen2Xx+ - cos2x +k
. 4 4 8
e * cosxdx Sol: ;e‘x(senx—cosx)+k
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94. J.Ln(l—x)dx Sol: —x—(1-x)Ln(1-x)+k

-1
J-Ln(l—x)dx{uLn(l_x):dul_xdx}an(l—X)—IX'lldX
- X
X

dv=dx=v=

1-x-1

= xLn(1-x)- Idx xLn(l-x)- J' dx = xLn(1-x)— j[l+jdx=

= xLn(1—x)—(x+Ln(1-x))+k =xLn(1—x)—x—Ln(1—x) +k =

=—Xx-(1-x)Ln(1-x)+k

95. arcsen x dx Sol: xarcsenx +-/1—x? +k

96. AJ1-x2dx Sol: ;(arcsenx+x\/1—x2 )+k

97. | xarcsenxdx Sol: 411[(2)(2 —1)arcsenX + X /1 — x? ]+k
98. arctg xdx Sol: xarctgx—;Ln(1+ x*)+k
99. arctg/x dx Sol: (x+1)arctg-/x —/x +k
100, | XAresenX g, Sol: x—+/1-x?arcsenx+k
o ’\1—X2
101, [ 21 gy Sol: Ln| <=2 |1k
J (x=1D(x-2) x-1

Tenemos una integral de tipo racional donde el grado del numerador es menor que el grado del

denominador. Vamos a descomponer el integrando en fracciones simples:
x=1,6 . .
(x-1)(x-2)=0=> {x _> (raices reales simples)

Entonces:

2x-1 A N B  A(x-2)+B(x-1)
(x-1)(x-2) x-1 x-2  (x=1)(x-2)
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Vamos a calcular los coeficientes indeterminados. Al ser los denominadores iguales, los
numeradores también lo seran. Por tanto:

Xx=1->1=-A=A=-1

2x—1=A(X—2)+B(X—1):‘{x:2—>3:B =B=3

Por tanto,
J‘zx_ldx:JA(_1+ 3 jdx:— 1dx+3§ L ox=
(x=1)(x-2) x-1 x-2 x-1 X—=2
3
—Ln(x-1)+3 Ln (x=2)+k=Ln @ +k
X_
6
102. I XdX So|: l (X+—3)5
(X+1)(x+3)(x+5) 8 (X+D(x+5)

Tenemos una integral de tipo racional donde el grado del numerador es menor que el grado del

denominador. Vamos a descomponer el integrando en fracciones simples:

x=-1
(X+1)(x+3)(x+5)=0=<x=-3 (raices reales simples)
X=-5
Entonces:
X A B C
+

= —+ =
(X+1)(x+3)(x+5 x+1 x+3 x+5

~AX+3)(X+5)+ B(x+1)(x+5)+C(x+1)(x+3)
- (x+1)(x +3)(x +5)

Para calcular los coeficientes indeterminados, al ser los denominadores iguales, los

numeradores también lo seran. Por tanto:

XxX=-1->-1=8A= A:—El3
X=A(X+3)(x+5)+B(x+1)(x+5)+C(x+1)(x+3)=>{x=-3—>-3=-4B = B:i
x=—5—>—5:8C:>C:—:

Por tanto,
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1 3 5

J. xdx :J‘ 8 v 4 4+ 8 ldx=
(x+1)(x+3)(x+5) x+1 Xx+3 Xx+5

:—1 ! dx+3I ! dx—sj ! dx:—;Ln(x+1)+jLn(x+3)—2Ln(x+5)+k:

8J x+1 4 x+3 81 x+5
6
zl(Ln(x+1)+6Ln(x+3)—5Ln(x+5))+kZELn (x+3) :
° 8 |(x+1)(x+5)°
5 4 , , .
103. IX:Xde sol: X~ 4+ X 4 ax+Ln M
X° —4Xx 3 2 (x+2)

Al ser el grado del numerador mayor que el grado del denominador, antes de aplicar el método

de descomposicion en fracciones simples tendremos que dividir. De esta forma obtenemos:

X¥+x'-8 4Ax* +16x -8
X* —4x X* —4X

En consecuencia:

5, o4 2 _
I—X X 8-dx=I(x2+x+4)dx+I—4X +16x 8-dx=

x® —4x X —4x
x*  x? 4x* +16x—8
:§+?+4X+ de
X" —4X

A la integral que nos queda le aplicamos el método de descomposicion en fracciones simples.
Calculamos las raices del denominador:

Xx=0

X*—4x=0 — x-(x¥*-4)=0 - {
X=22
Entonces:

4x2+16x—8_é+ B | C  A(X—=2)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x—2)
x> —4x X X—=2 X+2 X(X=2)(x+2)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también lo serén; por tanto:
4X* +16X—8 = A(X—2)(X+2) + BX(X+2) + Cx(x —2)
Calculamos los coeficientes indeterminados: le vamos asignando los valores de las raices
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x=0 —> -8=—4A > A=2
x=2 —> 40= 8B —» B=5
Xx=-2 —> -24=8C —» C=-3

Por tanto, la fraccion descompuesta en fracciones simples nos queda:

4% +16X — 8 2 5 3
X—4x X X— 2 X+2

La integral de la funcion pedida seré:

x°+x*-8 X X 4x* +16x -8
——— X=—+—+4X+ | —5——dXx=
X® —4x 3 X® —4x
3 2
:—+—+4x+j[z+i—ij d
X X—2 X+2
3 2
:X—+X—+4x+jg dx+ > dx— 3 dx =
X X—2 X+2
3 2
=X—+X—+4x+2.[ -dx+5 1 dx-3 i-dx:
3 2 X X—2 X+2

3 2

=X?+X?+4x+2-Ln|x|+5-Ln|x—2|—3-Ln|x+2|+k=

3 2 20y _9\5
:X—+—+4x+Ln X (x 23)
(x+2)
4 2
_Xdx sol: X _ox+ L n 16 nix+2]+k
(x*=D(x+2) 2 6 (x 1) 3

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, tenemos que dividir,

obteniendo:

x* Cx_24 5x% —4
(2 =1)(x+2) (X2 =1)(x+2)

Con lo que

I—X4 dx (x—2) dx +I—25X2_4 dx:x—2_2x+'[—25xz_4 dx
(x> =D(x+2) (x*=D)(x+2) 2 (X" =D(x+2)
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y tendremos que integrar la funcién racional que nos queda, donde el grado del numerador es

menor que el grado del denominador.

Descomponemos en fracciones simples:

5x°-4 A . B C  AX+D(x+2)+B(x—1)(x+2)+C(x—1)(x+1)
(2-1)(x+2) x-1 x+1 X+2 (X2 =1)(x+2)

Como los denominadores son iguales, también lo seran los numeradores. Entonces:
5x* —4 = A(X+1)(x+2) + B(x=1)(x+2) + C(x —-1)(x +1)
Calculamos los coeficientes indeterminados:
1
x=1 - 1=6A - A:E
1
x=-1 —» 1=-2B — B:—E

x=-2 — 16=3C — C=%

1 1 16
- < = P
Entonces: 25X 4 ___6 +—2,.3
(x*=D(x+2) x-1 x+1 x+2
Y, por tanto:
1 1 16
4 2 2 _ 2 - - 7
%:X——Zx+ 25)(—4dx:x——2x+ 6 2, 3 |g=
x*=-D(x+2) 2 (X*=D(x+2) 2 Xx=1 x+1 x+2
1 1 16
, + _= =0
=X x| Bk | —2Z x| -3 .dx=
2 x-1 X+1 X+2
2
RSP D SPVI DEE PN DIV
2 6J x-1 2J x+1 3J x+2
2
X o tiinpx—a =L nx+1)+ 2 L x+ 2| +k =
2 6 2 3
2
:%—2x+%-(Ln|x—1|—3-Ln|x+1|)+%-Ln|x+2|+k:
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2 —
=X——2x+1~Ln X—13 +E~Ln|x+2|+k
2 6 3
J‘gx Sol: —1+1n | X221k
(x=-1D°(x-2) x-1 x-1

Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador aplicamos la
descomposicion en fracciones simples directamente:

1 __A B _C _ A(X=1)(x—2)+B(x—2) +C(x~1)?
(x-D%(x-2) (x-1) (x-1)? (x-2) (x=1)%(x—2)

— 1=AXX-1)(x-2)+B(x-2)+C(x-1)°

Calculamos los coeficientes:

x=1: 1=-B —» B=-1
x=2: 1=C
x=0: 1=2A-2B+C — 1=2A+2+1 —» A=-1
Entonces:
I+-dx= —dx+ X+ ! -dx =
(x=D"(x-2) x-1 (x —1) (x=2)
:—J‘i-dx—j(x—l)‘z-dx+J‘L-dx:
x-1 X—2
-1 _
i x—1 =D L x—2)+k = -2+ in| X224k
-1 x—1 -
2
106. Ide sol. 3 41n =Dy
x® —4x? +4x X—2 X

Igual que en el anterior, aplicamos la descomposicion en fracciones simples:

Calculamos las raices del denominador:

x=0
X*—4x*+4x=0 — Xx-(X*—4x+4)=0 — x-(x-2)°=0 —
Xx=2 (doble)

_ X—8 A B C A(x—2)* + Bx(x —2) + Cx
Entonces: > =—+ + 5= 5
X*—4x"+4x x x-2 (x-2) X(x—2)

= X-8=A(X-2)°+Bx(x-2)+Cx =
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Calculamos los coeficientes:

x=0 - -8=4A —> A=-2
Xx=2 —» -6=2C —» C=-3
x=1 —» -7=A-B+C —» B=7+A+C=7-2-3=2 —» B=2

Entonces: 3)(;28 e | P - |-dx =
X* —4Xx° +4x X x=-2 (x=2)

=— J-l dx+2| — dx 3I( dx:—2Ln|x|+2Ln|x—2|—3j(x_2)ZdX:
X X—
—1 LY
— 2Ln|x]+2tn|x-2]-3- 82" o 3 K22y
-1 X—2 X
[ 2
107. 3X_+23 dx Sol: 4X+32+Ln S
) x(x+d) 2+1)7 (x+1)
[ - 2
L sol; LpXFDT_ _4x+9
J x(x+1) X 2(x+1)

Descomponemos el integrando en fracciones simples:

3x-2 —é+ B . C D A(X+1)°+Bx(x+1)* +Cx(x+1)+ Dx
X(x+1°®  x  x+1 (x+1)? (x+1)° x-(x+1)°

— 3x—-2=A(X+1)°+Bx(x+1)* +Cx(x+1)+Dx —
Calculamos los coeficientes:

x=0 > -2=A

X=-1-»> -5=-D —> D=5

x=1 —» 1=8A+4B+2C+D — 1=-16+4B+2C+5 —» 2B+C=6
X=-2—> -8=-A-2B+2C-2D —» -8=2-2B+2C-10 —» -B+C=0

Resolviendo el sistema resultante, obtenemos:

2B+C =6 2B+B=6 —» B=2
_)
-B+C=0 C=B=2

Entonces: I J.— dx + J- X + 5 3 -dx =
X x+1) x+1 (x+1) (x+1)

:—ZJ‘l-dx+2 —d X+ I +SI ! -dx =
X (x+1)? (x+1)°
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=-2-Ln|x|+2-Ln| x+1|+2'.-(x+1)‘2 -dx+SI(x+1)‘3-dx=

(x+D* 5 (x+1)7?

=-2-Ln|x|+2-Ln|x+1]|+2

-1 -2
2 2
=Ln(X+21) 2 5 2+k=Ln(X+21) _4(x+1)+25
X Xx+1 2(x+1) X 2(x+1)
I_n(x+1)2_ 4%x+9
X2 2(x+1)*
. 2 2
109, xax Sol; — X +12 +Ln(x+4j +k
J (x+2)°(x+4) x? +6x+8 X+ 2

Jx dx
J X +1

110.

Sol: g(‘{m— Ln (‘{W+l))+k

/X3 — F 2 2
111. VX Sol: = 4/x® — Z¥x® 4k
J oex 27 13
(° 6
PR PERLEET Sol: —- >+ 2 4 51nx—24Ln (%x+1) +k
J X +4/x° o/x  #x
113. XTJMT dx Sol: 4 147 Lyl 14/7 7«/x2 +11<‘/x75}+k
JUx® +4xt 5
[ dx [ 1-x x/
114. Sol: 6 +81-x-Lnll+%81-x)|+k
Jl-x+31-x .3 ( )}
15, | dx sol: T in| &7tk
Jet+er -2 3 eX +2
[ dx ‘
116. > Sol: x—Ln(e*+1)+k
Je +1
17. |5 dx sol: Ln | &1k
Je+3e*+2 e*+2
[ 1 3
118. | sen’xdx Sol: §cos X —CcOosX+k
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