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1. Introduccioén.

Hay casos en los que el célculo del area es facil como por ejemplo el caso de la funcién

f(x)= x + 1 entre los valores x=0 y x=3

5 Bastaria descomponer la regibn en un
rectangulo y un triangulo y sumar sus areas

correspondientes para obtener el resultado

. final:

. Area encerrada = 7,5 u?

-3
Integral definida entre 0, 3 = 7.5

Sin embargo, en otros casos no es posible realizar el calculo de una forma tan simple
puesto que la funcidon que delimita la regidén correspondiente es curva. Observemos si no

el caso de la funcion f(x)=x3-3x+3 en el intervalo x=0 y x=2.

-3
Integral definida entre 0, 2 = 4.0001

Tendremos que introducir entonces nuevos conceptos para solucionar dicho problema:
“Integral definida”
El concepto de integral definida surge como respuesta al problema del célculo del area de

una determinada region del plano.
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2. Integral definida. Definiciones y propiedades.

Definicién:

Dada una funcién no negativa f(x), y un intervalo [a, b] en el cual la funcidén esté definida,
llamaremos integral definida de f(x) en [a, b] al area encerrada por la curva f entre a'y
b, y el eje OX.

b
Lo denotaremos jf(x)dx,
b
R = Areade f(x)= j f (x)dx = Integral definidade f (x) en[a,b]

Propiedades de la integral definida.

Dada una funcion integrable f en [a, b], entonces:

b
o Sif>0 en [a, b] entonces J'f(x)dx >0. (es decir, si la funcion es positiva, el valor de la

integral también lo serd. Por tanto, cuando la funcion sea negativa, la integral sera
también negativa)

o } f (x)dx =0.

a

b c b
o Sia<c<Db,entonces: j f (x)dx :I f (x)dx +I f (x)dx

o jb‘ f(x)dx=—jl f (x)dx

e f f (x)dx +Tg(x)dx:'b[(f (X) + g(x))dx

a

o kj' f (x)dx:jk-f (x)dx
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3. Teorema del valor medio del célculo integral

Teorema del valor medio del calculo integral:

b
Si f es continua en [a, b], entonces existe ce|[a, b] tal que:J' f(x)dx =f(c)-(b —a)

Demostracion:

Si f(x) es continua entonces alcanza un valor maximo M y uno minimo m en [a,b] luego el
area de la funcién estara comprendida entre la del rectangulo pequefio, de altura my area
m-(b-a), y el &rea del rectangulo grande, de altura M y area M(b-a), es decir:

m(b-a) < Tf(x)dx <M(b-a) ,

gue dividiendo entre (b-a) nos queda:

.Tf(x)dx

m<2i—<M
b-a

Como la funcion f(x) es continua, toma todos los valores comprendidos entre el
maximo y el minimo, ya que se debe cumplir el teorema de Darboux es decir, Yke[m,M],

dce|a, b] tal que f(c)=k

b
j f(x)dx
Concretamente si k=2 ™ (que es un valor comprendido entre m y M) entonces,
b
j f(x)dx b
Jce(a, b] tal que f(c)=2 » 0 equivalentemente, 3ce|[a, b] tal jf(x)dx =f(c)-(b-a)

que

Definicion: Dada la funcion f, definida en [a, b], lamamos funcion area asociada a f(x) a

la funcién F(x) = If(x)dx, V X €[a, b]. Dicha funcion determina el area encerrada por la

funcion f(x) entre a 'y x.
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4. Teorema fundamental del calculo integral.

Teorema fundamental del calculo integral.

Si f(x) es una funcién continua en [a, b], entonces su funcién asociada F(x) = If(x)dx,

con x €[a, b], es derivable y se verifica que F’(x) = f(x).

Demostracion:

Por definicion, tenemos que:

F(x) = lim F(x+h)—-F(x)

h—0

Ademas, por las propiedades 4 y 3 de las integrales definidas:

F(x+h) — F(X) = Xf]f (x)dx - JX.f(x)dx = XJthf (x)dx

X

Y por el teorema del valor medio del calculo integral, 3¢ €[x, x+h] tal que:
X+h

j f (x)dx = f(c)-(x + h — x) = f(c)-h

X

Teniendo en cuenta todo lo anterior:

P = limFOHM=FO) o hf©)

h—o h h-0

:Lirrolf(c)ff(x)

5. Regla de Barrow.

Regla de Barrow: Si f(x) es una funcion continua en [a, b] y F(x) es una primitiva suya,

entonces: T f(x)dx = F(b) — F(a)

6. Aplicaciones de la integral definida. Calculo de areas planas.
La integral definida, y mas concretamente la regla de Barrow, se convierte en una

herramienta fundamental para el calculo de areas. Para ello solo hace falta saber calcular

una primitiva y hacer una pequefia sustitucién.
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Asi pues, en este apartado de aplicacion de la integral definida al calculo de areas, nos

vamos a plantear los siguientes casos:

- Que el &rea a calcular sea positivo (por encima del eje X)
- Que el &rea a calcular sea negativo (por debajo del eje X)
- Que haya una parte positiva y otra negativa

- Area encerrada entre dos curvas.

Calculo de un area plana positiva.

- . . . - e b
En este caso, el area coincide con la integral definida, Area encerrada=j f (x)dx
a

Calcula el area del recinto limitado por la parabola y:x2 y las rectas y=0, x=2, x=6.

Solucioén: Si representamos la funcion y los limites de integracidn correspondientes, tendremos:

Por tanto, el &rea del recinto correspondiente viene dado por:
, 6 2
Area = _[2 x“dx

Para hallar dicha integral definida, aplicamos la Regla de Barrow.

1°. Calculamos primero F(x), una primitiva de f(x)=x? de donde

X3

obtenemos G(X) = I x2dx = 3

2°. Hallamos G(6) y G(2)
3

6
G(6):—:£5=72
3 3
3
8
G@2)=—=2
(2) 3°3
3°. Restamos G(6) y G(2)
3 3
G(6)—G(2)=———=72—§=&3 Por tanto, A'rea:_|'6x2dx:&3u2
3 3 3 3 2 3
5 1 6 2° 208
Al aplicar la Regla de Barrow se expresa de la siguiente forma | 2_[ Xdx=|—| =—-—=—u
2 3], 3 3 3

Calculo de un area plana negativa.

En este caso, el area coincide con el valor absoluto la integral definida, es decir,

Area encerrada= Ub f (x)dx‘
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Calcula el area del recinto limitado por la parabola y:x3 -3x-3y las rectas y=0, x= -1, x=1.

En este caso, como podemos observar después
de realizar la gréfica, el area estd en la parte
negativa, con lo que la integral serd también
negativa. Por eso, para calcular el verdadero
valor del area haremos:

Area = U_ll X3 —3x— 3dx‘

Primero hallaremos la integral y después
consideraremos el valor absoluto.

Integral definida entre -1, 1 = 6

I :r x3 —3x —3dx
-1

= _X—4—£—3x} =(£—£—3-1J—((_1)4 _3CY —3(—1)j=
L 4 4 2

= 1—E—’\:’>j—(1—§+3j:—6 Portanto  Area= U_llxa—3x—3dx‘=|—6|=6

Calculo del area con parte positiva y negativa

En caso de que la curva tenga parte positiva y parte negativa, debemos descomponer la
region en cada una de ellas, considerando, en el caso de la parte negativa, su valor

absoluto.
Si |1 es la parte positiva e |2 la negativa, entonces:

Areatotal = 1, +|I,| o también: l1

Area=[ f(x)dx +‘ [f (x)dx‘ /é Wc/

Calcula el area limitada por la curva y = x3 — 6x? + 8x y el gje x

Primero calculamos los puntos de corte de la curva con el eje X:
x°—-6x°+8x =0

x=0
(x? —6x+8)x:0:>{

X?—6x+8=0=x=2:x=4

Los puntos de corte obtenidos son 0, 2'y 4, por tanto el area pedida se halla resolviendo las integrales:

% /
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2 X
|1:j0 (x® —6x° +8x)dx = Z—2X3+4X2 =4

4
IzzL (x®—6x° +8x)dx=| = —2x3+4x? | =—4
L 12
Avrea total = |1+||2|:4+ |—4| =8u2

Calculo del area encerrada entre dos curvas

Supongamos que nos dan dos funciones f(x) y g(x) que encierran una determinada
area, donde f(x) limita por arriba y g(x) lo hace por abajo, y sean a y b los puntos donde se

cortan ambas funciones. Tendremos entonces una gréfica parecida a la siguiente:

f(x)

Nos preguntamos ¢,como podemos calcular el area encerrada por ambas?

Para contestar esta pregunta basta echar un vistazo a las graficas siguientes y

encontraremos la explicacion.

f(X) —

7

Observemos que el area encerrada entre ambas (rojo) resulta de restar al area encerrada
por f(x) (azul) el &rea encerrada por g(x) (verde). Luego podemos concluir que, dadas dos

funciones f(x) y g(x), donde f(x) limita por arriba y g(x) lo hace por abajo:

Area encerradaentre f(x) y g(x) = J:J f (x)dx —Lb g(x)dx

Area encerradaentre f(X) y g(x) = J: (f(x)—g(x))dx
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Por tanto, los pasos a seguir para resolver este caso son:

- Representar las gréficas y determinar la funcion que limita por arriba y la que limita por
abajo.
- Hallar los puntos de corte de ambas, que seran los limites de integracion, ay b.

- Hallar f(x)-g(x)

b
- Calcular la integral | = L (f(x) —g(x))dx

Halla el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion y:x2 , la recta de ecuacion y=x+2 y el eje OX.

Solucion: Primero representamos las funciones y vemos que la recta y=x+2 esta por encima de la parabola y=x?

= >

Después se calculan los limites de integracion. Estos son los puntos de corte de la parébola y la recta. Para ello,
igualemos ambas y resolvamos:

X2=X4+2=x2-x-2=0

10 143 _[2
2 2 -1

Por otra parte, la funcion a integrar sera f(x)-g(x), siendo f(x) la recta (limita superiormente) y g(x) la parabola (limita
inferiormente). Por tanto, tendremos:

f(x)-g(x)=X +2—X 2 (Diferencia de las dos funciones)

Por altimo, solo nos queda calcular la integral siguiente:

2 372
I:jz(x+2—x2)dx: X iox-X _9
S 2 3|, 2

i . 9
Area encerradaentrelas funciones= Eu 2
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