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DEBUXO TECNICO -l XEOMETRIA PLANA

1 -TRAZADOS BASICOS

POTENCIA

1.1.- Potencia dun punto respecto dunha circunferencia - F-1.1/3

Dado o punto A e a circunferencia de centro O.

Definimos como potencia do punto A con respecto a circun-
ferencia de centro O ao produto dos segmentos en que unha
recta que pase por A e corte a circunferencia, queda dividida
polo punto A e os puntos de corte con ela.

A potencia do punto A con respecto a circunferencia é constante
e independente da recta que collamos. Deste xeito cumprirase:

AB x AC = AD x AE ...= AF x AG

Para noés, en Xeometria Descritiva (manifestacion grafica da
Xeometria Analitica) a expresion grafica da potencia do punto
A respecto a circunferencia de centro O sera o segmento da
recta tanxente a circunferencia pasando por A; ou sexa, o
segmento AF, tendo en conta que € un valor 6 cadrado posto
que en realidade é AF x AG.

A potencia é positiva cando o punto A esta fora da circunfe-
rencia posto que, en calquera sistema de coordenadas, o pro-
duto de AB x AC (F-1.1) sera o produto de duas distancias do
mesmo signo (as duas estan medidas no mesmo sentido) polo
que sera un produto de dous valores positivos (resultado positi-
vo) ou de dous valores negativos (resultado positivo).

A potencia é negativa cando o punto A esta dentro da cir-
cunferencia posto que, en calquera sistema de coordenadas, o
produto de AB x AC (F-1.2) sera o produto de duas distancias
de distinto signo (estan medidas en sentidos opostos) polo que
sera un produto dun valor positivo por outro negativo o que dara,
sempre, un resultado negativo.

A potencia é nula (0) cando o punto A esta na circunferencia
(loxicamente se pasamos de valor positivo fora da circunferencia
a valor negativo dentro da circunferencia € l6xico pensar que ten
que haber un punto de transiciéon no que o valor sexa 0). Se o
punto A esta na circunferencia (F-1.3), cumprirase:

AB x AC =AB xAD...

Como AB vale 0, o produto de calquera medida por 0 dara, sempre, un resultado nulo.

EIXO RADICAL

1.2.- Conceptos e definicidéns

LUGAR XEOMETRICO: En Xeometria chamamos lugar xeométrico ao conxunto dos puntos que cumpren
unha determinada condicién.

Unha circunferencia é o lugar xeométrico dos puntos que equidistan de outro fixo (chamado centro) unha
determinada distancia (chamada radio). Xa temos visto unha morea de lugares xeométricos: Ovalos, ovoides,
conicas, poligonos. En resumo, calquera figura xeométrica pode ser definida coma un lugar xeométrico.

EIXO RADICAL DE DUAS CIRCUNFERENCIAS: E o lugar xeométrico dos puntos que tefien a mesma
potencia con respecto as duas circunferencias (ou sexa, as tanxentes dende calquera punto do eixo as
duas circunferencias mediran o mesmo).

"



XEOMETRIA PLANA B DEBUXO TECNICO - ] J

1.3.- Eixo radical de duas circunferencias - F-1.4/7

Dadas as circunferencias de centros O1 e Oa.

O conxunto dos puntos que tefien a mesma potencia con
respecto a duas circunferencias calquera forman, sempre,
unha recta (isto é asi, € un feito). Outra caracteristica desta rec-
ta é que, sempre, é perpendicular a recta que une os centros
das duas circunferencias.

Para obter o eixo radical de duas circunferencias (F-1.4) debe-
riamos obter as rectas tanxentes exteriores a elas e, nos seus
puntos medios, teriamos dous puntos A e B do eixo radical. Po-
demos comprobar que a recta resultante é perpendicular a que
une os centros O1 e Oz.

Xa coflecemos o'procedemento grafico de obtencion das rectas tanxentes exteriores a duas circunferencias
(Ver DEBUXO TECNICO |, pax. 37) e o trazado leva o0 seu tempo; vexamos se temos outro xeito mais sinxelo

de facelo.

Cando temos duas circunferencias que se cortan (F-1.5) a
obtencién do eixo radical € moi sinxela: Os puntos de corte A
e B das duas circunferencias tefien potencia 0 con respecto a
ambalas duas, polo que os unimos e temos o eixo radical (que,
efectivamente, é perpendicular a recta que une os centros O1 e
0z2).

Como consecuencia léxica do anterior, cando temos duas cir-
cunferencias tanxentes (F-1.6) o eixo radical sera unha recta
perpendicular & que une os centros 01 e Oz, pasando polo punto
de tanxencia A.

Polo tanto, un método sinxelo de obter o eixo radical de duas
circunferencias calquera (F-1.7), consiste en usar unha circun-
ferencia auxiliar que corte as duas e obter os eixos radicais da
circunferencia auxiliar con cada unha das dadas. O punto de
corte A dos dous eixos radicais sera, necesariamente, un punto
do eixo radical das circunferencias dadas de centros O1e Oz (0
punto A ten a mesma potencia con respecto as circunferencias
dadas e a circunferencia auxiliar); se trazamos por A unha rec-
ta perpendicular a que une os centros O1 e Oz teremos o eixo
radical buscado, sen necesidade de obter as rectas tanxentes
comuns a elas tal e como vimos na F-1.4.

12



DEBUXO TECNICO -1l XEOMETRIA PLANA

1.4.- Centro radical de tres circunferencias - F-1.8

Soamente existe un punto que tefia a mesma potencia
con respecto a tres circunferencias e sera, necesaria-
mente, o punto de interseccion dos eixos radicais de
cada duas circunferencias.

Dadas as circunferencias de centros O1, Oz e Os.
Collemos duas circunferencias auxiliares (unha que corte
as de centros O1 e Oz e outra as de centros Oz e O3) e
obtemos os eixos radicais r e s; 0 punto de corte Cr sera
o centro radical buscado.

RECTIFICACION DA CIRCUNFERENCIA

Rectificar unha circunferencia ou un arco de circunferencia é obter o segmento recto cuxa media co-
incida coa lonxitude da circunferencia ou do arco.

Tendo en conta que na lonxitude da circunferencia (21rr) entra 0 numero irracional r, a rectificacion dunha
circunferencia ou dun arco de circunferencia seran, necesariamente, aproximados.

Podemos rectificar calquera arco de circunferencia con soamente dous métodos: O da rectificaciéon da cir-
cunferencia completa e o da rectificacién dun arco menor de 90°. Tendo en conta que a mediatriz do
segmento rectificado da circunferencia completa dara a rectificacion dun arco de 180° e a mediatriz deste
a dun arco de 90°, combinando os dous procedementos que imos explicar poderemos rectificar un arco de
circunferencia de calquera numero de graos.

1.5.- Rectificacion dun arco de circunferencia menor de 90° - F-1.9

Dado o arco AB da circunferencia de centro O.

Dividimos o raio OC en catro partes iguais. Facendo centro en C
e con raio ate a 32 divisién, trazamos unha semicircunferencia
e obtemos o punto D. Unimos D con B e, onde corte a perpendi-
cular trazada por A, teremos o punto E. O segmento AE tera a
mesma lonxitude que o arco AB.

1.6.- Rectificacion dunha circunferencia - F-1.10

Dada a circunferencia de centro O e diametro d.

dividimos o diametro da circunferencia en 7 partes iguais.

O segmento CD, rectificado da circunferencia, tera unha lonxitu-
de de 3 veces o diametro d mais un sétimo do diametro.

. d d d AB
c D
F=1.10

13
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EQUIVALENCIAS

Duas figuras xeométricas son equivalentes cando tefien a mesma superficie, independentemente da forma
de cada unha delas.

1.7.- Debuxar un tridngulo equivalente a outro - F-1.11

Dado o triangulo ABC.

Trazamos polo vértice superior C unha paralela a base. Unindo

calquera punto (D ou E) desta paralela cos extremos A e B da

base teremos un triangulo equivalente 6 dado. Existen infinitas

solucions. F-1.11 A B

1.8.- Dado un poligono, debuxar outro equivalente cun lado menos - F-1.12

Dado o poligono ABCDE. ¢

Unimos un extremo E da base co vértice non consecutivo C e,

polo vértice intermedio D, trazamos unha paralela a esa recta D
que cortara a prolongacion da base no punto F. Unindo C con B

F teremos o poligono ABCF equivalente 6 dado e cun vértice

menos.

F-1.12 A E_Nr

O

1.9.- Dado un cadrado, debuxar un triangulo equivalente - F-1.13

Dado o cadrado ABCD.

Trazamos a mediatriz da base e obtemos o punto medio E. Con
centro en E e raio EB trazamos unha semicircunferencia que
cortara a prolongacion da base nos puntos F e G.

Con centro en D e radio DG trazamos un arco de circunferencia
e obtemos o punto H. Con centro en H e radio HD trazamos
unha semicircunferencia que cortara a prolongacién do lado DC
no punto J. Trazando por J unha recta r paralela a base do ca-
drado teremos o lugar xeométrico dos vértices dos infinitos trian-
gulos que, coa base FD, seran equivalentes a el. Dous exemplos
de triangulos equivalentes 6 cadrado dado son FKD ou FLD.

1.10.- Dado un hexagono, debuxar un triangulo equivalente - F-1.14

Dado o hexagono ABCDEF.

Trazamos unha perpendicular a base AF por un dos puntos in-
termedios (no noso caso o B) e obtemos o punto G.

Con centro no extremo F da base e raio FG trazamos unha semi-
circunferencia, que cortara a prolongacion da base en H. B

GH sera a base dos infinitos triangulos equivalentes 6 hexagono

dado. Os vértices estaran en calquera punto dunha recta r que 114 © A F H
coincida co lado superior CD paralelo a base AF. Dous exem-
plos de solucién son os triangulos GJH e GKH.

C,_J D K T

1.11.- Dado un triangulo, debuxar un rectangulo equivalente - F-1.15
Dado o triangulo ABC.

O rectangulo equivalente 6 triangulo tera por base un dos

lados do triangulo e por altura a metade da altura do trian-

gulo con respecto a ese lado. F E ¢
Tomamos como un dos lados do rectangulo a base AC do trian- >

gulo. Trazamos a altura correspondente a ese lado (Unha per- L

pendicular 6 lado dende o vértice oposto B). Facemos a media- [F-1.15] A D C

triz da altura BD e obtemos o punto medio E. Por E trazamos
unha paralela a base AC e por A e C levantamos perpendiculares para obter os lados laterais do rectangulo
equivalente AFGC.

14
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1.12.- Dado un rectangulo, debuxar un cadrado equivalente - F-1.16

Dado o rectangulo ABCD. J 6
Facendo centro no extremo B da base trazamos un arco con T c
raio o lado BC e cortamos no punto E a prolongacién da base do T
rectangulo dado.

Facemos a mediatriz do segmento AE obtendo o punto F. Con >J<
centro en F trazamos a semicircunferencia de raio AF. Prolon-
gamos o lado BC e cortamos a semicircunferencia en G. BG A H 3
sera o lado do cadrado equivalente 6 rectangulo dado. Aplicando
o0 método de trazado xa visto, obtemos o cadrado equivalente

HBGJ.
F=1.16 K

1.13.- Dado un pentagono, debuxar un rectangulo equivalente - F-1.17

Dado o pentagono ABCDE. D ¢ r
Este método baséase no visto no apartado 1.8. H
Aplicando o visto en 1.8 reducimos un dos vértices do pentago-
no (unimos B con D e tramos unha paralela a ela por C, obtendo
o punto F.

Dado que o tridngulo rectdngulo HFD é o equivalente & metade
do pentagono dado, o duplicamos e obtemos o rectangulo bus-
cado HFGD.

F=1.17 A g T r

1.14.- Debuxar un cadrado cuxa area sexa o dobre, triplo, cuadruplo... de outro dado.
F-1.18

Dado o cadrado ABCD.

Prolongamos o lado da base do cadrado dado e levamos, a con-
tinuacion do vértice, a medida do lado AB. Se queremos trazar L
un cadrado de area dobre levamos o lado duas veces (e obte- ]
mos o punto F), se o queremos de area triplo, tres veces (e obte- D C
mos o punto G), se o queremos de area cuadruplo, catro veces \

(e obtemos o punto H), e asi sucesivamente.

Cadrado de area dobre: Trazamos a semicircunferencia de dia- . . .
metro AF e levantamos unha perpendicular a base polo punto E A B 5 F C H
obtendo o punto de interseccién J. EJ sera o lado do cadrado de

area dobre do dado. F-1.18

Cadrado de area tripla: Trazamos a semicircunferencia de dia-

metro AG e levantamos unha perpendicular & base polo punto F obtendo o punto de interseccion K. FK sera
o lado do cadrado de area tripla do dado.

Cadrado de area cuadrupla: Trazamos a semicircunferencia de diametro AH e levantamos unha perpendi-
cular & base polo punto G obtendo o punto de interseccién L. GL sera o lado do cadrado de area cuadrupla
do dado.

1.15.- Debuxar un cadrado cuxa area sexa o dobre de outro dado - F-1.19
Este € un método mais sinxelo que o anterior.

Dado o cadrado ABCD.

O lado do cadrado cuxa area sexa o dobre de outro sera a

sUa diagonal.

O cadrado BEFD ten por lado a diagonal BD do cadrado dado e D E
por area o dobre da del.

F=119] 5 B

15
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1.16.- Debuxar un cadrado cuxa area sexa a suma da de outros dous dados - F-1.20
J

Dados os cadrados ABCD e EFGB.

O lado do cadrado suma sera a hipotenusa dun triangulo
rectangulo cuxos catetos sexan os lados dos cadrados da-
dos.

Aplicando isto sucesivas veces poderiamos obter un cadrado de
area igual a suma de outros tres, catro, etc.

F=1.20

1.17.- Debuxar un cadrado equivalente a unha circunferencia dada - F-1.21

Este trazado tamén é cofiecido como a cadratura do circulo.
Como xa dixemos en ocasions anteriores, este método é
aproximado.

Dada a circuferencia de centro O e diametro AB.

Dividimos o diametro AB en 7 partes iguais.

Facendo centro en A con raio A3 trazamos unha
semicircunferencia e obtemos o punto C na prolongacion do
diametro.

Con centro no punto 4 e raio C4 trazamos un arco, que cortara
a recta r (perpendicular 6 diametro) trazada por B no punto
D. O segmento BD sera o lado do cadrado equivalente a
circunferencia. dada.

r
D E

C Af1 2304556]B F

F-1.21

1.18.- Debuxar un circulo cuxa area sexa a sima da de outros dous - F-1.22

Este ¢, de novo, un método aproximado.

Dadas as circuferencias de centros O1 e Oa.

O diametro do circulo suma sera a hipotenusa dun triangulo
rectangulo cuxos catetos sexan os diametros dos circulos
dados.

Podemos ver que este método é unha aplicacién directa do ex-
plicado no punto 1.16.

1.19.- Debuxar un circulo cuxa area sexa dobre, tripla, cuadrupla... da de outro dado.

F-1.23

Dado o circulo de diametro AB.

Trazamos unha recta perpendicular 6 diametro AB polo extremo
B. Levamos, a continuacion de B, a mediada do diametro AB
duas, tres, catro veces segundo queiramos trazar un circulo de
area dobre, tripla ou cuadrupla da dada.

Circulo de area dobre: Trazamos a semicircunferencia de dia-
metro BE. Trazamos unha perpendicular a BG por D, que cor-
tara a semicircunferencia anterior en H. DH sera o diametro do
circulo de area dobre da do dado.

Circulo de area tripla: Trazamos a semicircunferencia de dia-
metro BF. Trazamos unha perpendicular a BG por E, que cortara

F-1.23

a semicircunferencia anterior en J. EJ sera o diametro do circulo de area tripla da do dado.
Circulo de area cuadrupla: Trazamos a semicircunferencia de diametro BG. Trazamos unha perpendicular
a BG por F, que cortara a semicircunferencia anterior en K. FK sera o diametro do circulo de area cuadrupla

da do dado.

Podemos ver que este método € unha aplicacién directa do explicado no punto 1.14.
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2 -TRAZADO DE POLIGONOS

Vimos anteriormente (Ver DEBUXO TECNICO |, pax. 26) os métodos xerais do trazado de poligonos regu-
lares. Os métodos xerais son os que nos permiten, con un s6 método, trazar calquera poligono regular, pero
o0 seu trazado leva mais tempo de execucion que os métodos particulares de cada un dos poligonos; imos
ver estes.

2.1.- Trazado do triangulo equilatero dado o raio
da circunferencia na que esta inscrito - F-2.1

Trazamos, co raio dado, unha circunferencia de centro O.
Trazamos un diametro calquera AB e, facendo centro no extre-
mo B e co raio dado, trazamos un arco que pasara polo centro O
e cortara a circunferencia en dous puntos C e D.

O segmento CD sera a base do triangulo equilatero. Unindo C e
D con A teremos o triangulo equilatero completo.

2.2.- Trazado do cadrado dado o raio da circunfe-
rencia na que esta inscrito - F-2.2
Trazamos, co raio dado, unha circunferencia de centro O.

Debuxamos dous diametros AB e CD perpendiculares entre si.
Unimos os catro extremos A, B, C e D e teremos o cadrado.

2.3.- Trazado do pentagono dado o raio da circun-
ferencia na que esta inscrito - F-2.3

Trazamos, co raio dado, unha circunferencia de centro O.
Debuxamos dous diametros AB e CD perpendiculares entre si.
Trazamos a mediatriz de OD e obtemos o punto medio E. Con
centro en E e raio EA trazamos un arco que cortara 6 diametro
CD en F. O segmento AF ¢ o lado do pentagono.

Facendo centro en A con raio AF levamos o lado sobre a circun-
ferencia, obtendo o punto G. Levando o lado co compas sucesi-
vamente obtemos o pentagono.

Como podemos observar, este trazado esta baseado no do rectangulo aureo (Ver DEBUXO TECNICO I, pax.
31) pois entre o lado e a diagonal do pentagono regular existe unha proporcion aurea.

2.4.- Trazado do hexagono dado o raio da circun-
ferencia na que esta inscrito - F-2.4

Trazamos, co raio dado, unha circunferencia de centro O.

O hexagono é un caso moi particular (e moi sinxelo) de trazado
pois:

O raio da circunferencia na que esta inscrito un hexagono
regular é igual 6 lado.

Con raio o da circunferencia levamos a medida sucesivas ve-
ces sobre ela e terémolo hexagono.

17
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2.5.- Trazado do heptagono dado o raio da
circunferencia na que esta inscrito - F-2.5

Trazamos, co raio dado, unha circunferencia de centro O.

O lado dun heptagono inscrito en unha circunferencia é a

metade do lado do triangulo equilatero inscrito na mes-

ma circunferencia. Tendo isto en conta podemos trazar o

heptagono baseandonos no trazado do triangulo equila-

tero.

Facemos o dito no apartado 2.1. O segmento CE (a me-

tade do CD que é o lado do triangulo equilatero) sera o F-2.5
lado do heptagono. Collemos a medida CE co compas e a

levamos sucesivamente sobre a circunferencia para obter o heptagono regular.

2.6.- Trazado do octégono dado o raio da cir-
cunferencia na que esta inscrito - F-2.6

Trazamos, co raio dado, unha circunferencia de centro O.
Para obter o octégono facemos o dito no apartado 2.2
para debuxar o cadrado. Unha vez trazados os dous dia-
metros perpendiculares, teremos os puntos A, B, C e D,
catro dos vértices do octdégono. Trazamos as bisectrices
dos angulos de 90° que forman os diametros e, onde cor-
ten a circunferencia, teremos E, F, G e H, os catro vértices
que nos faltaban. F-2.6

TRAZADO DE POLIGONOS REGULARES DADO O LADO

2.7.- Trazado do triangulo equilatero dado o Ao oB
lado - F-2.7 c

Dado o lado AB.

Con radio AB e centro en A trazamos un arco e, con cen-
tro en B, trazamos outro que cortara 6 anterior no punto C,
vértice superior do triangulo equilatero.

F-27 AY 78

O método de trazado do cadrado dado o lado xa o cofiecemos (Ver DEBUXO TECNICO I, pax. 23, apdo.
2.11)

2.8.- Trazado do pentagono dado o lado - F-2.8 Ao——8

Dado o lado AB.

O método de trazado do pentagono regular dado o lado esta ba-
seado (¢ o mesmo) no trazado do rectangulo aureo (Ver DE-
BUXO TECNICO |, pax. 23, apdo. 2.11) pois o que facemos é
obter, partindo do lado do pentagono, a sua diagonal (como xa
dixemos, o lado do pentagono esta en proporcién aurea coa dia-
gonal do mesmo).

Levantamos unha perpendicular 6 lado AB polo extremo B. Fa-
cendo centro en B, levamos a medida do lado sobre a perpendi-
cular e obtémolo punto C.

Facemos a mediatriz do lado AB e obtemos o punto medio D. Con
centro en D e radio DC trazamos un arco que cortara a prolonga- 78 >]<
cion do lado en E. AE é a medida da diagonal do pentagono.

Con centro en A e radio AE cortamos a mediatriz do lado AB en F (vértice superior do pentagono). Con centro
en F e raio AB trazamos dous arcos que se cortaran con outros dous trazados, co mesmo raio, e centros en A
e B; obtendo asi os vértices G e H do pentagono. Unindo os vértices obtidos teremos o pentagono regular.
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2.9.- Trazado do heptagono dado o lado - F-2.9

Dado o lado AB.

Levantamos unha perpendicular 6 lado AB polo extremo
B. Trazamos, a partir do vértice A, un angulo de 30° que
cortara a perpendicular anterior en C.

Facemos a mediatriz do lado AB e, con centro en A e raio
AC, trazamos un arco que a cortara en O, que € o centro
da circunferencia na que estara inscrito o heptagono re-
gular buscado.

Con centro en O e raio OA trazamos a circunferencia.
Collemos o lado AB co compas e o levamos sucesivas
veces sobre a circunferencia para obter tddolos vértices
do heptagono regular.

2.10.- Trazado do octégono dado o lado - F-2.10

Dado o lado AB.

Trazamos a mediatriz do lado AB e obtémolo punto medio
C. Con centro en C e raio CA trazamos un arco que corta-
ra a mediatriz en D. Con centro en D e raio DA trazamos
outro arco que cortara & mediatriz en O, centro da circun-
ferencia na que esta inscrito o octégono regular.
Collemos o lado AB co compas e o levamos sucesivas
veces sobre a circunferencia para obter tédolos vértices
do octégono regular.
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3 - TRANSFORMACIONS XEOMETRICAS

Unha HOMOLOXIA (F-3.1) é unha transformacién xeométrica 0
(ou sexa que a un punto do plano lle fai corresponder outro baixo
determinadas condiciéns) que cumpre as seguintes regras:

- Un punto e o seu homoélogo estan aliiados con
outro fixo chamado centro (O) de homoloxia.

- Unha recta e a sia homéloga se cortan nunha recta
fixa chamada eixo (e) de homoloxia.

Coma consecuencia da segunda condicién, os puntos do plano
que estan no eixo de homoloxia son puntos dobres: O punto
coincide co seu homologo.

Razon de homoloxia.- Na homoloxia dada (F-3.1), a razén de F-3.1
homoloxia seria:

OA/OR
BA/BA

3.1.- Obter un punto homélogo doutro dado - F-3.2

Dada a homoloxia e o punto B. 0
Temos a homoloxia de centro O, eixo e e dous puntos A
homodlogos A e A.

Trazamos unha recta r calquera que pase por A e corte 6 oB

eixo e. Como a recta homologa de r debera cortarse con
ela no eixo, unimos ese punto (C=C’) con A’ para obter /
Al

r.
Como dous puntos homologos deben estar alifiados co
centro de homoloxia, unimos B con O e, onde corte a r’,
teremos B’, homodlogo de B.

F-32

3.2.- Dados dous puntos homélogos, obter o homoélogo doutro alinado con eles
F'3-3 0

Dada a homoloxia e o punto B.

Temos a homoloxia de centro O, eixo e e dous puntos

homodlogos A e A'. B
Non podemos usar o procedemento explicado no punto
anterior porque, nese caso, a recta e a sua homologa co-
incidirian e non resolveriamos o0 noso problema. '
Collemos un punto C calquera (non alifiado con A e A’) A

e obtemos o seu homdlogo C’ aplicando o explicado no
apartado anterior 3.1.

Unha vez obtido C’, unimos C con B formando a recta s. F-3.3
Unimos o punto de corte de s co eixo (D=D’) con C’ para

obter s’, recta homdloga de s.

Onde OB corte a s’ teremos B’, punto homdlogo de B.
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3.3.- Rectas limite - F-3.4/8

Unha recta limite é o lugar xeométrico dos puntos cuxos homélogos estan no infinito.
En calquera homoloxia temos duas rectas limite, que son paralelas 6 eixo de homoloxia.

Vexamos como calculamos as rectas limite:

Dada unha homoloxia definida polo centro O, o eixo e e dous puntos homodlogos A e A’ (F-3.4).

Trazamos unha recta calquera r pasando por A e, onde corte 6 eixo (C=C’), unimos con A’ para obter r’
(F-3.5). Trazamos unha paralela a r’ pasando por O. Onde se corte con r teremos o punto P. O homdlogo de
P estaria precisamente onde a recta OP cortase a r’, Se intento obter o homologo de P vexo que non se corta
con r’, pois as duas rectas son paralelas. O punto P €&, polo tanto, un punto da recta limite I.

Trazamos unha paralela a r pasando por O (F-3.6). Onde se corte con r’ teremos o punto Q. O homdélogo de
Q estaria precisamente onde a recta OQ cortase a r, Se intento obter o homologo de Q vexo que non se corta
con r, pois as duas rectas son paralelas. O punto Q &, polo tanto, un punto da segunda recta limite I’

Podo comprobar que unha recta limite equidista do centro de homoloxia o mesmo que a outra do eixo
(F-3.7). Pasaria o mesmo cando as duas rectas limite estiveran entre O e e (F3-8).

A
F-34 F-3.5 F-3.6 F-37 F-3.8

3.4.- Trazado de figuras homélogas - F-3.9

Unha homoloxia pode estar ben definida de diferentes Y
xeitos: A
- Dado o eixo de homoloxia, o centro de homoloxia e un
par de puntos homdlogos. B C
- Dado o centro e dous pares de rectas homologas. e
- Dado o centro, o eixo e unha recta limite.
- Dado o centro e as duas rectas limite.
- Dado o centro, o eixo e o coeficiente ou razén de
homoloxia ,
- Dado o centro, unha recta limite e dous puntos homo- A
logos. F=39

- Dado un punto dobre e dous pares de puntos homélogos.
En calquera caso, a partir dunha homoloxia ben definida, podemos obter a figura homéloga de outra dada.

Dada a homoloxia de eixo e, centro O e un par de puntos homélogos (A,A’), obter a figura homdloga da ABC
(F-3.9).

Continuamos a recta AB ate o eixo e, obtendo o punto dobre D=D’. Unindo D con A’ obtemos a recta homo-
loga da AB e, unindo B con O, obtemos B’. Facemos o mesmo coa recta BC e obtemos C’.

Unimos A’, B’ e C’ e temos a figura homdloga da dada.

3.5.- Homoloxia dunha circunferencia - F-3.10

A figura homoéloga dunha circunferencia é unha cénica. Dependendo da posicién da circunferencia con
respecto a unha das rectas limite, sera unha elipse, unha parabola ou unha hipérbole:

- Cando a circunferencia non toca a recta limite a figura homologa € unha elipse.

- Cando a circunferencia é tanxente a recta limite a figura homologa é unha parabola.

- Cando a circunferencia corta a recta limite a figura homologa € unha hipérbole, que sera simétrica cando
o centro da circunferencia estea na propia recta limite.
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Na F-3.10 podemos ver o trazado da elipse
homoéloga:

Dada a homoloxia de centro O, eixo e, recta li-
mite | e a circunferencia que esta entre o eixo
e a recta limite.

Collendo un punto P calquera da recta limite,
trazamos as tanxentes & circunferencia e ob-
temos os puntos de tanxencia A e B. Unindo
A con B obtemos o punto Q na recta limite, e
trazamos dende el as rectas tanxentes & cir-
cunferencia, que nos daran os puntos C e D.
As homologas das rectas AB e CD darannos
A’B’ e C’D’, diametros conxugados da elipse
homodloga da circunferencia. O homodlogo de
E (chamado “polo” da circunferencia) sera E’,
centro da elipse.

Unha vez que temos os diametros conxugados
podemos trazar a elipse homdloga da circun-
ferencia dada aplicando o método xa visto en
DEBUXO TECNICO | (pax.-52. Apdo.- 7.5).
Tamén poderiamos obter a elipse por puntos,
partindo de puntos da circunferencia e obtendo
os seus homologos, pero este método o usare-
mos nos dous casos seguintes.

Na F-3.11 podemos ver o trazado da parabola
homoéloga:
Partindo dun punto P da recta limite trazamos

varias rectas (cantas mais mellor pois daran-
nos mais exactitude no trazado da parabola).
Como o punto P esta na recta limite, cando o
unimos co centro de homoloxia O, daranos a \
traxectoria das rectas homoélogas que seran V \
paralelas a PO. v
Dende os puntos onde as rectas cortan 6 eixo

e trazamos paralelas a PO. Unimos O cos pun- A
tos da circunferencia e obtemos os seus ho- '

Y'
/TN

‘o
N

mologos.
Unimos os puntos a man alzada ou con pran-
tilla de curvas. ¢ D 3

Na F-3.12 podemos ver o trazado da hipérbo-
le homéloga, que sera de duas curvas simé-
tricas porque o centro da circunferencia esta
na recta limite.

Partindo dun punto P da recta limite trazamos
varias rectas, cara a un lado e outro da recta
limite.

Como o punto P esta na recta limite, cando o
unimos co centro de homoloxia O, daranos a
traxectoria das rectas homoélogas que seran
paralelas a PO.

Dende os puntos onde as rectas cortan 6 eixo
e trazamos paralelas a PO. Unimos O cos pun-
tos da circunferencia e obtemos os seus ho-
mologos.

Unimos os puntos a man alzada ou con pran-
tilla de curvas.
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A AFINIDADE (F-3.13) é unha homoloxia de centro im-
propio, ou sexa unha homoloxia na que o centro esta no
infinito .

Unha afinidade é unha transformacién xeométrica que
cumpre as seguintes regras:

- Un punto e o seu afin estan nunha recta para-
lela a direccion de afinidade..
- Unha recta e a sua afin se cortan nunha recta
fixa chamada eixo (e) de afinidade. , A

Tendo isto en conta, todo o devandito para a homoloxia é
de aplicacion na afinidade coas adaptacions correspon-
dentes. F-3.13

Razén de afinidade.- Na afinidade dada (F3.13), a razén de afinidade seria:

Al 1 BN
BA/BA  BA/BA BA

3.6.- Trazado de figuras afins - F-3.14

tos:

Unha afinidade pode estar ben definida de diferentes xei-
B
- Dado o eixo de afinidade e un par de puntos afins. R ; b

- Dada a direccion de afinidade e a razon de afinidade.
- Dadas duas figuras afins.
En calquera caso, a partir dunha afinidade ben definida,
podemos obter a figura afin doutra dada.

Dada a afinidade de eixo e e un par de puntos homodlogos F314
(A,A"), obter a figura homologa da ABC (F-3.14).

Continuamos a recta AB ate o eixo e, obtendo o punto dobre D=D’. Unindo D con A’ obtemos a recta homo-
loga da AB e, trazando por B unha paralela a AA’, obtemos B’. Facemos o mesmo coa recta BC e obtemos
C.

Unimos A’, B’ e C’ e temos a figura afin da dada.

3.7.- Figura afin dunha circunferencia - F-3.15/17

A figura afin dunha circunferencia é unha elipse.
Vexamos os dous casos posibles:

Caso xeral. Eixos da elipse

Cando a circunferencia de partida non corta 6 eixo de afi-
nidade (F-3.15) podemos obter os eixos da elipse coma
afins de dous diametros da circunferencia.

Dada a circunferencia de centro O, eixo de afinidade e, e
O’, punto afin do centro O (e centro da elipse resultante).
Trazamos a mediatriz do segmento OO’ e, facendo cen-
tro no punto B, trazamos unha circunferencia de diametro
BO, que cortara ¢ eixo e en dous puntos dobres C=C’ e
D=D’. Unindo estes puntos co centro O obteremos (nos
puntos de corte coa circunferencia) os extremos de dous
diametros perpendiculares da circunferencia. Trazando
por estes puntos (E, F, G e H) paralelas a direccion de afinidade OO’ obteremos os respectivos puntos afins
(E’. F’. G’ e H’), que seran os extremos dos dous eixos, perpendiculares entre si, da elipse afin a circunferen-
cia dada.

Podemos aplicar o xa visto en DEBUXO TECNICO I (pax.-51. Apdo.- 7.3/4) e debuxar a elipse ou obter pun-
tos da elipse afins a puntos da circunferencia.
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Caso xeral. Diametros conxugados da elipse - F-3.16
No caso do apartado anterior, se en lugar de coller es-
tes dous diametros concretos da circunferencia (obtidos
como quedou explicado) collemos calquera outra parella
de diametros (JK e LM) e obtemos os seus afins (J’K’ e
L’M’), obteremos unha parella de diametros conxugados
da mesma elipse.

Aplicando o indicado en DEBUXO TECNICO | (pax.-52.
Apdo.- 7.5) podemos debuxar a elipse ou mesmo obter
puntos da elipse afins a puntos da circunferencia.

F-3.16

Circunferencia con centro no eixo. Diametros conxugados da elipse
Cando a circunferencia ten o centro no eixo de afinidade
(F-3.17), o diametro que coincide no eixo daranos un dia-
metro conxugado da elipse afin e o diametro perpendicu-
lar a el outro diametro conxugado.

Dada a circunferencia de centro O, eixo de afinidade e, e
A’, punto afin do punto A.

O diametro BC da circunferencia coincidira co diametro
conxugado da elipse B’C’, afin del.

Se collemos o diametro perpendicular DE e obtemos o
seu afin D’E’ teremos xa dous diametros conxugados da
elipse afin a circunferencia dada.

Podemos obter mais puntos da elipse obtendo os puntos
afins de outros da circunferencia de partida.

Isto non é nin mais nin menos que o método xa visto en
DEBUXO TECNICO | (pax.-52. Apdo.- 7.5) para o trazado da elipse dados dous diametros conxugados.

F=3.17 E

HOMOTECIA

A HOMOTECIA (F-3.18) € unha homoloxia de eixo im- 0
propio, ou sexa unha homoloxia na que o eixo esta no
infinito .

Unha homotecia é unha transformacion xeométrica
que cumpre as seguintes regras:

- Un punto e o seu homotético estan alinados con
outro fixo chamado centro (O) de homotecia.
- Unha recta e a sia homotética son paralelas.

Tendo isto en conta, todo o devandito para a homoloxia é
de aplicacion na homotecia coas adaptaciéns correspon- F-3.18
dentes.

Razén de homotecia.- Na homotecia dada (F3.18), a razdn de homotecia seria:

A
0K

A homotecia é exactamente o mesmo que a semellanza, xa vista en DEBUXO TECNICO | (pax.-31. Apdo.-
3.8-10) polo tanto non imos insistir mais no asunto.
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INVERSION

Unha INVERSION (F-3.19) é unha transformacién
xeométrica que cumpre as seguintes regras:

- Un punto e o seu inverso estan alifnados con outro
fixo chamado centro (O) de inversion.

- O produto das distancias de dous puntos inversos
6 centro de inversion é constante.

Potencia de inversion.-
A potencia nunha inversién dada (F-3.19) é o produto das
distancias entre o centro de inversién e dous puntos inver-

SOS. ,
p=0AxO0A

F-3.19

Como se pode observar isto implica que daas parellas de puntos homélogos estan na mesma circunfe-

rencia ( ver POTENCIA, pax. 11).

Unha inversion queda definida se temos:

- O centro de inversion e un par de puntos inversos.
- O centro e a potencia de inversion.
- Duas parellas de puntos inversos.

3.8.- Figura inversa dunha circunferencia que pasa polo centro de inversion - F-3.20

A figura inversa dunha circunferencia que pasa polo
centro de inversion é unha recta que non pasa polo
centro de inversion e que é perpendicular a recta que
une o centro de inversion co centro da circunferen-
cia.

Isto o podemos comprobar na F-3.20.

F-3.20

A’

3.9.- Dado o centro de inversion e dous puntos inversos obter a figura inversa dunha

circunferencia dada (F-3.21)

Xa sabemos que a figura inversa vai ser unha recta que
sera perpendicular & que une o centro de inversion O co
centro da circunferencia dada.

Obtemos o punto inverso dun punto B da circunferencia.
Tendo en conta que A, A’, B e o inverso de B deben estar
na mesma circunferencia, trazamos a circunferencia que
pasa por A, A’ e B.

Unimos B co centro de inversion O e, onde corte a circun-
ferencia que trazamos, obteremos o punto B’ inverso do
B.

Trazamos por B’ a recta solucion, que sera perpendicular
a que une O co centro da circunferencia dada.

F-3.21
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3.10.- Figura inversa dunha circunferencia que non pasa polo centro de inversion

F-3.22

A figura inversa dunha circunferencia que non pasa
polo centro de inversion é outra circunferencia que
tampouco pasa polo centro de inversion, que é homo-
tética da primeira e que tefien os centros alifnados co
centro de inversion. O centro de homotecia sera o centro
O de inversion.

Como podemos ver na F-3.22, a circunferencia de centro
0O: ¢ inversa da de centro O1. O é o centro de inversion
e, tamén, o centro de homotecia.

O punto inverso do A, A’ sera homotético do punto contra-
rio 6 A na mesma circunferencia (o punto B) e, polo tanto,

F-3.22

as rectas que unen os puntos A’ e B cos centros das circunferencias respectivas seran paralelas.

3.11.- Dado o centro de inversion e dous puntos inversos obter a figura inversa dunha

circunferencia dada (F-3.23)

Xa sabemos que a figura inversa vai ser outra circunferen-
cia que tera o centro alifiado con O1 e O.

Obtemos o punto inverso dun punto B da circunferencia.
Tendo en conta que A, A’, B e o inverso de B deben estar
na mesma circunferencia, trazamos a circunferencia que
pasa por A, A’ e B.

Unimos B co centro de inversion O e, onde corte a circun-
ferencia que trazamos, obteremos o punto B’, inverso do
B.

Tendo en conta a relacion de homotecia que imos ter en-
tre a circunferencia dada e a circunferencia inversa, uno o
punto C (oposto do B na sua circunferencia) co centro O1.
Trazando unha paralela a CO1 polo punto B’, onde corte a
recta OO1 sera o centro Oz da circunferencia buscada.
Facendo centro en Oz con raio OzB trazarei a circunferen-
cia solucion, inversa da de centro O1 .
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4 - TANXENCIAS

CONCEPTOS BASICOS

Como xa vimos en DEBUXO TECNICO | (pax.-37. Apdo.-
5.1), temos catro ferramentas basicas para a resolucion
de tanxencias que convén lembrar aqui (F-4.1):

1.- Cando duas circunferencias son tanxentes, o punto
de tanxencia esta na recta que une os centros delas.

2.- Cando unha recta é tanxente a unha circunferencia,
o radio da circunferencia no punto de tanxencia é perpen-
dicular a recta.

3.- Cando unha circunferencia pasa por dous puntos, o
centro dela esta na mediatriz do segmento que os une.
4.- Cando unha circunferencia é tanxente a duas rectas T
gue se cortan, o centro da circunferencia estara na bisec-
triz do angulo que forman as rectas.

T

Ademais dgs ferramentas anteriores, usaremos os conceptos xa vistos de Potencia e Eixo radical (ver TRA-
ZADOS BASICOS, pax.- 11-13). Con isto seremos quen de resolver todolos problemas de tanxencia.

Convén ter en conta que, tal e como recolle o Método Cientifico, para a resoluciéon dun problema complexo
temos dous procedementos axeitados:

- Dividir o problema en varios mais sinxelos que saibamos resolver.

- Reducir o problema a outro que si saibamos resolver.

RESOLUCION DE TANXENCIAS

4.1.- Circunferencias tanxentes a unha recta pasando por dous puntos - F-4.2

Dada a recta r e os puntos A e B.
Como as circunferencias solucion tefien que pasar por A 02
e B, iso quere dicir que:

- Os centros das circunferencias estaran na mediatriz
do segmento AB.

- Arecta AB sera o eixo radical de tédalas circunferen-
cias que pasen por A e B (as duas soluciéns e calquera
outra).

Tendo isto en conta, o punto (Cr) onde a recta AB corte a
dada r sera o centro radical das circunferencias solucion,
de calquera outra que pase por AB e estara no punto me-
dio da distancia existente entre os puntos de tanxencia da
recta r coas circunferencias solucion.

Trazado.-

Obtemos a mediatriz de AB. Facendo centro en un pun-
to calquera dela C, trazamos unha circunferencia auxiliar
que pase por A e B.

Continuamos a recta AB ate cortar a recta r dada en Cr. Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunfe-
rencia auxiliar ( ou sexa, obtemos a tanxente dende Cr), obtendo os puntos de tanxencia E e F.

Como a potencia dende Cr as circunferencias solucién vai ser igual que con respecto a circunferencia auxi-
liar, facendo centro en Cr con raio CrF trazamos un arco que cortara a r en T1 e T2, puntos de tanxencia das
circunferencias solucion coa recta r.

Levantamos perpendiculares a r dente T1 e T2 e, onde corten & mediatriz de AB, teremos os centros O1 e Oz
das circunferencias buscadas.

Con centro en O1 e Oz e raio ate A ou B trazamos as duas circunferencias tanxentes a recta r pasando polos
puntos A e B.
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4.2.- Circunferencias tanxentes a duas rectas pasando por un punto - F-4.3

Dadas as rectas r e s e o punto A.

Como as circunferencias solucion tefien que pasar por A
e seren tanxentes a duas rectas que se cortan, iso quere
dicir que:

- Os centros das circunferencias estaran na bisectriz
do angulo que formanre s.

- As circunferencias solucion pasaran por A e polo
seu simétrico B con respecto a bisectriz.

- Arecta AB sera o eixo radical de tédalas circun-
ferencias que pasen por A e B (as duas solucions e
calquera outra).

Isto nos leva 6 caso anterior (4.1.- Circunferencias
tanxentes a unha recta pasando por dous puntos).
Tendo isto en conta, o punto (Cr) onde a recta AB corte a
dada r sera o centro radical das circunferencias solucién,
de calquera outra que pase por AB e estara no punto me-
dio da distancia existente entre os puntos de tanxencia da
recta r coas circunferencias solucion.

Trazado.-

Obtemos a bisectriz b do angulo que forman r e s. Obtemos o punto B, simétrico do A con respecto a bisec-
triz.

Facendo centro nun punto C calquera de b, trazamos unha circunferencia auxiliar que pase por A e B.
Continuamos a recta AB ate cortar a recta r dada en Cr. Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunfe-
rencia auxiliar ( ou sexa, obtemos a tanxente dende Cr), obtendo o punto de tanxencia E.

Como a potencia dende Cr as circunferencias solucién vai ser igual que con respecto a circunferencia auxi-
liar, facendo centro en Cr con raio CrE trazamos un arco que cortara a r en T1 e T2, puntos de tanxencia das
circunferencias solucion coa recta r.

Levantamos perpendiculares a r dente T1 e T2 e, onde corten a mediatriz de AB, teremos os centros O1 e Oz
das circunferencias buscadas. Levamos perpendiculares a recta s dende estes centros e teremos os puntos
de tanxencia Tz e Ta.

Con centro en O1 e O e raio ate A trazamos as duas circunferencias tanxentes as rectas r e s pasando polo
punto A.

4.3.- Circunferencias tanxentes a duas rectas e a unha circunferencia - F-4.4/5

Dadas as rectas r e s e acircunferencia de centro O.

Este problema o resolveremos reducindoo a outro que xa sabemos resolver. En concreto 6 reducimos 6
caso resolto anteriormente en 4.2.- Circunferencias tanxentes a duas rectas pasando por un punto.

Se reducimos a circunferencia 6 seu centro O (restandolle 6 raio r da circunferencia a medida do raio, quedara
unha circunferencia de raio cero, ou sexa o centro da circunferencia) e trazamos paralelas asrectas s et a
distancia do raio r da circunferencia, as circunferencias solucion (tanxentes a s e t pasando por O) seran cir-
cunferencias que teran os mesmos centros que as que andamos a buscar pero coun raio superior ou inferior
na medida de r.

Ta

Ts

g Th T2
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Trazado 1 (F-4.4).-

Trazamos rectas paralelas a s e t cara ¢ interior & distancia de r e resolvemos, como vimos no apartado an-
terior, as circunferencias tanxentes a esas rectas pasando por O.

Unha vez obtidos os centros O1 e Oz e os puntos de tanxencia, continuamos as rectas que os unen e obtemos
os puntos de tanxencia coas rectas r e s (T+-T4). Unindo O1 € Oz co centro O da circunferencia dada obtere-
mos os puntos de tanxencia con ela, Ts e Te. Estas duas solucidns seran tanxentes interiores a dada.

Trazado 2 (F-4.5).-

Trazamos rectas paralelas a s e t cara 6 exterior a distancia de r e resolvemos de novo o problema. Obtere-
mos outras duas circunferencias (de centros Os e O4) tanxentes exteriores a dada cos respectivos puntos de
tanxencia con ela e coas rectas s e t. (T7-T12).

4.4.- Circunferencias tanxentes a tres rectas que se cortan - F-4.6

Dadas asrectasr, s e t.

As rectas se cortan duas a duas. Cando unha circunfe-
rencia é tanxente a dias rectas que se cortan, o seu
centro estara na bisectriz do angulo que forman.
Unha recta tanxente a tres rectas tera o seu centro no
punto onde se corten as duas bisectrices de cada parella
de rectas.

Trazado.-

Obtemos as bisectrices de cada parella de rectas (nas
catro zonas onde se corten tres rectas) e, nos puntos de
interseccion entre elas, teremos os centros O1, O2, O3 e
04 das circunferencias solucion. Dende estes centros tra-
zamos perpendiculares a cada recta para obter os puntos
de tanxencia (T1-T12).

Trazamos as catro circunferencias soluciéon dende cadan-
seu centro e con raio ate os puntos de tanxencia.

4.5.- Circunferencias tanxentes a outra pasando por dous puntos - F-4.7

Dada a circunferencia de centro O e os puntos A e B.

As circunferencias solucion tefien que pasar por A e B, iso
quere dicir que:

- Os centros das circunferencias estaran na mediatriz
do segmento AB.

- Arecta AB sera o eixo radical de todalas circunferen-
cias que pasen por A e B (as duas solucions e calquera
outra).

Facendo centro nun punto calquera C da mediatriz traza-
mos unha circunferencia que pase por A e B e que corte
a circunferencia dada en dous puntos D e E.

Arecta DE sera o eixo radical da circunferencia auxiliar de
centro C e da dada. Onde a recta DE corte a recta AB teremos Cr, centro radical das circunferencias solucion,
da auxiliar e da dada.

Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunferencia dada (rectas tanxentes a ela pasando por Cr) e ob-
temos T1 e T2, que seran os puntos de tanxencia das circunferencias solucién coa dada. Unimos O con T1 e
T2 e, onde corten @ mediatriz de AB teremos os centros das circunferencias solucién O1 e Oz.

F—47

4.6.- Circunferencias tanxentes a outra e a unha recta pasando por un punto

Este problema pode ter tres posibles casos, dependendo da posicién do punto.
- Cando o punto esta na recta.

- Cando o punto esta na circunferencia.

- Cando o punto esta fora da recta e da circunferencia.
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Circunferencias tanxentes a outra e a unha recta nun punto dado - F-4.8

Dada a recta r, o punto de tanxencia T e a circunferencia de centro O.
As circunferencias solucion tefien que pasar por T que é o
punto de tanxencia coa recta r, iso quere dicir que:

- Os centros das circunferencias solucion estaran
nunha recta s perpendicular a r no punto de tanxencia
T.

- A recta r serad o eixo radical das circunferencias
tanxentes a r en T (as duas solucions e calquera outra).

Trazado.-

Facendo centro nun punto calquera A de s trazamos unha r
circunferencia que pase por T e que corte a circunferencia 8

dada en dous puntos B e C.

Arecta BC sera o eixo radical da circunferencia auxiliar, de centro A, e da dada. Onde a recta BC corte a recta
r teremos Cr, centro radical das duas circunferencias solucion, da auxiliar e da dada.

Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunferencia dada (rectas tanxentes a ela pasando por Cr) e ob-
temos T1 e T2, que seran os puntos de tanxencia das circunferencias solucién coa dada. Unimos O con T1 e
T2 e, onde corten a recta s, teremos os centros das circunferencias solucion O1 e Ox.

Unha circunferencia sera tanxente exterior e outra tanxente interior & dada .

Circunferencias tanxentes a unha recta e a unha circunferencia nun punto dado
F-4.9

Dada a recta r, a circunferencia de centro O e o punto de tanxencia T.
As circunferencias solucion tefien que pasar por T que &
o punto de tanxencia coa circunferencia de centro O, iso
quere dicir que:

- Os centros das circunferencias soluciéon estaran
nunha recta s que une o centro O co punto de tanxen-
ciaT.

- A recta t serda o eixo radical das circunferencias
tanxentes a dada en T (as duas solucions e calquera
outra).

Trazado.-
Onde a recta t corta a recta dada r sera o centro radical F-49

(Cr) das circunferencias solucién tanxentes a r, pois a dis-

tancia TCr é a potencia e o punto medio da distancia existente entre os puntos de tanxencia.

Facendo centro en Cr con radio TCr trazamos un arco que nos dara, nos puntos de corte con r, os puntos
de tanxencia buscados T1 e Tz; levantamos perpendiculares por eles e obtemos (onde se corten con s) os
centros das circunferencias solucion O1 e Oz.

Con centro en O1 e Oz e raios O1T e 02T obtemos as circunferencias tanxentes a recta r e a circunferencia
decentroOenT.

Circunferencias tanxentes a unha recta e a unha circunferencia pasando por un pun-
to - F-4.10/11

Dada a recta r, a circunferencia de centro O e o punto P.
Este problema ten catro solucions pero as debemos obter
duas a duas.

Soluciéons 1e 2 - F-4.10

Trazamos un diametro da circunferencia perpendicular
a recta r e supofiemos unha inversién de centro C que
transforma a circunferencia dada na recta r, de tal xeito
que o inverso de A (na circunferencia) sexa A’ (na recta).
Obtemos o punto inverso de P trazando unha circunfe-
rencia (de centro B) que pase por P, A e A’. Obtemos P’,
inverso de P.

As circunferencias solucion an pasar por P e P’. Con isto o problema queda reducido a outro mais sinxelo que
xa sabemos resolver: Circunferencias que pasan por dous puntos e son tanxentes a unha recta (ver o
apartado 4.1).
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Os centros das duas circunferencias solucion estaran na mediatriz de PP’(a recta s) e PP’ sera o seu eixo
radical. Onde PP’ corte a r sera o centro radical das circunferencias solucion e de tédalas que pasen por P e
por P’.

Obtemos a tanxente dende Cr a circunferencia de centro B que xa temos trazada e levamos a potencia sobre
a recta r para obter T1 e T2, 0os puntos de tanxencias das circunferencias solucién coa recta r. Levantando
perpendiculares por T1 e T2 a recta r, onde corten & mediatriz de PP’ teremos O1 e Oz, centros das circunfe-
rencias buscadas.

Unimos O1 e Oz con O para obter os puntos de tanxencia (T3 e T4) das circunferencias solucién coa dada.
Trazamos as duas circunferencias solucion.

Soluciéons 3 e 4 - F-4.11
O procedemento é igual ao )
visto no apartado anterior.

Trazamos un diametro da cir-

cunferencia perpendicular a

recta r e supofiemos unha in-

version de centro C que trans-

forma a circunferencia dada

na recta r, de tal xeito que o

inverso de A (na circunferen-

cia) sexa A’ (na recta).

Obtemos o punto inverso de P

trazando unha circunferencia —=——r
(non a vemos porque case co-
incide con unha das solucions)
que pase por P, A e A’. Obtemos P’, inverso de P.

As circunferencias solucion an pasar por P e P’. Con isto o problema queda reducido a outro mais sinxelo que
xa sabemos resolver: Circunferencias que pasan por dous puntos e son tanxentes a unha recta (ver o
apartado 4.1).

Os centros das duas circunferencias solucion estaran na mediatriz de PP’ (a recta s) e PP’ sera o seu eixo
radical. Onde PP’ corte a r sera o centro radical das circunferencias solucion e de tédalas que pasen por P e
por P’.

Obtemos a tanxente dende Cr & circunferencia auxiliar que xa temos trazada e levamos a potencia sobre a
recta r para obter Ts e Ts, 0s puntos de tanxencia das circunferencias solucion coa recta r. Levantando per-
pendiculares por Ts e Te a recta r, onde corten a mediatriz de PP’ teremos O4 e Os, centros das circunferencias
buscadas.

Unimos O4 e Os con O para obter os puntos de tanxencia (T7 e Ts) das circunferencias solucion coa dada e
trazamos as duas circunferencias solucion.

Tol
F-4.11

4.7.- Circunferencias tanxentes a outras duas pasando por un punto

Se temos en conta que unha recta é unha circunferencia de radio infinito, este problema é o mesmo que
o visto no apartado 4.6, con tédalas suas variantes. En calquera caso comprobémolo:

Este problema pode ter dous posibles casos, dependendo da posicién do punto.

- Cando o punto esta nunha circunferencia.

- Cando o punto esta fora das circunferen-

cias o

Circunferencias tanxentes a unha L
circunferencia e a outra circunfe-
rencia nun punto dado - F-4.12 0, A T
Dada a circunferencia de centro O, a de centro //

P e o punto de tanxencia T. B1

As circunferencias solucion tefien que pasar 2 AN
por T que é o punto de tanxencia coa circunfe-

rencia de centro P, iso quere dicir que: t

- Os centros das circunferencias solucion 01
estaran nunha recta r que une o centro P co
punto de tanxencia T.

- A recta s sera o eixo radical das circun-

ferencias tanxentes & dada en T (as duas T
solucions e calquera outra). F-4.12
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Facendo centro nun punto calquera Q de r, trazamos unha circunferencia que pase por T e que corte a de
centro O en dous puntos A e B. Arecta t sera o eixo radical das circunferencias de centro Q e O.

Onde arecta t corta a recta dada s sera o centro radical (Cr) das circunferencias solucién e das de centro O, P
e Q. O segmento CrT sera a potencia de todas elas. Facendo centro en Cr con raio CrT obtemos os puntos de
tanxencia T1 e T2 coa circunferencia de centro O. Unindo O con T1 e T2 trazamos cadansua recta que cortaran
aren O1 e Oz, centros das circunferencias solucion.

Circunferencias tanxentes a duas circunferencias pasando por un punto exterior a
elas - F-4.13/14

Dadas as circunferencias de centros P e Q e o punto R.
Este problema ten catro solucions pero as debemos obter duas a duas.

Solucions 1e 2 - F-4.13

Aplicando o visto en DEBUXO TECNICO | (pax.-
37. Apdo.- 5.4), trazamos a recta tanxente exte-
rior as circunferencias dadas, obtendo os puntos
de tanxencia A e A’. Unimos os centros das cir-
cunferencias dadas P e Q. A tanxente e a recta
anterior cortaranse no punto O.

Temos unha inversién de centro O que transfor-
ma a circunferencia de centro P na de centro Q,
de tal xeito que A’ é o punto inverso de A.
Obtemos o punto inverso de R (mediante unha
circunferencia que pase por R, Ae A’), R’.

As duas circunferencias solucién pasaran por R
e R’. Con isto o problema queda reducido a outro  |F-4.13

mais sinxelo que xa sabemos resolver: Circun-

ferencias que pasan por dous puntos e son tanxentes a unha circunferencia (ver o apartado 4.5).

A circunferencia auxiliar que xa temos trazada (que pasa por R, R’, Ae A’) corta dde centroQen A’e B. A
recta A’B sera o eixo radical de ambalas duas. Onde esta recta corte a recta RR’ (eixo radical das circunfe-
rencias solucioén) sera o punto Cr, centro radical de todas elas.

Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunferencia de centro Q e obtemos os puntos de tanxencia T1 e
T2; unindo estes puntos con Q obteremos O1 e O2 onde corten a recta r (mediatriz de RR’). O1 € O2 seran os
centros das duas circunferencias solucion. Unindo O1 e Oz con P obtemos os puntos de tanxencia Tz e Ta.
Con centro en Os e Os trazamos as duas circunferencias solucion.

Soluciéons 3 e 4 -F-4.14

Aplicando o visto en DEBUXO TECNICO | (pax.-

38. Apdo.- 5.5), trazamos a recta tanxente inte-

rior as circunferencias dadas, obtendo os puntos

de tanxencia A e A’. Unimos os centros das cir-
cunferencias dadas P e Q. A tanxente e a recta

anterior cortaranse no punto O.

Temos unha inversion de centro O que transfor-

ma a circunferencia de centro P na de centro Q,

de tal xeito que A’ é o punto inverso de A.

Obtemos o punto inverso de R (mediante unha
circunferencia que pase por R, A e A’), R’. F-4.14
As duas circunferencias solucién pasaran por R

e R’. Con isto o problema queda reducido a outro mais sinxelo que xa sabemos resolver: Circunferencias
que pasan por dous puntos e son tanxentes a unha circunferencia (ver o apartado 4.5).

A circunferencia auxiliar que xa temos trazada (que pasa por R, R’, Ae A’) corta dde centroQen A’e B. A
recta A’B sera o eixo radical de ambalas duas. Onde esta recta corte a recta RR’ (eixo radical das circunfe-
rencias solucién) sera o punto Cr, centro radical de todas elas.

Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunferencia de centro Q e obtemos os puntos de tanxencia Ts e
Te; unindo estes puntos con Q obteremos Os e Os onde corten a recta s (mediatriz de RR’). O3 e Os seran os
centros das duas circunferencias solucion. Unindo Os e Os con P obtemos os puntos de tanxencia Tz e Ts.
Con centro en Os e O4 trazamos as duas circunferencias solucion.

34



DEBUXO TECNICO -l XEOMETRIA PLANA

4.8.- Circunferencias tanxentes a unha circunferencia, pasando por un punto e tendo
os centros nunha recta dada - F-4.15

Dada a circunferencia de centro O, o punto P e a
rectar. (F-4.15).

Como as circunferencias solucién van ter os cen-
tros na recta r, tamén pasaran polo punto P’, si-
métrico de P con respecto a recta r; isto implica
que a recta que une P con P’ vai ser o eixo radical
das circunferencias solucién e de calquera outra
que pase por eles.

Usando una circunferencia auxiliar, con centro en

r 02 A 01
r, que pase por P e P’ e que corte a circunferencia !
dada en dous puntos B e C, obteremos a recta CB,
eixo radical da circunferencia dada e da auxiliar.
Unindo o segmento BC co segmento PP’ teremos
o centro radical Cr. Aplicando potencia obteremos
os puntos de tanxencia T1 e Tz das circunferencias
solucion coa dada. P

TRAZADO.-

Obtemos P’, simétrico de P con respecto a recta r dada.

Con centro nun punto calquera A da recta r, trazamos unha circunferencia que pase por P e P’ e que corte a
dada en dous puntos B e C.

Unimos o segmento BC co PP’ e, onde se corten, teremos o centro radical Cr.

Obtemos a potencia de Cr con respecto a circunferencia dada: Unindo Cr con O e trazando a circunferencia
de diametro OCr obtemos, onde se corte coa circunferencia dada, os puntos T1 e Tz, que seran os puntos de
tanxencia das duas circunferencias solucion coa dada.

Para obter os centros das circunferencias soluciéon unimos T1 e T2 con O e, onde os dous segmentos corten a
r teremos os puntos O1 € Oz, centros das circunferencias solucion.

4.9.- Circunferencias tanxentes a tres circunferencias (problema de Apolonio)
F-4.16/19

Dadas as circunferencias de centros P, Q e R. (F-

4.16). 7
Este problema o resolveremos reducindoo a ou-

tro que xa sabemos resolver. En concreto o re-
ducimos 6 caso resolto anteriormente en 4.7.- Cir-
cunferencias tanxentes a duas circunferencias
pasando por un punto exterior a elas.

Se reducimos a circunferencia de centro P 6 seu

centro (o punto P) restandolle 6 raio r da circunfe-

rencia, quedara unha circunferencia de raio cero, ou

sexa o centro P da circunferencia. [F=4.16]

Trazamos circunferencias con centro en Q e R e
raios iguais 6s delas mais o radio r. Se resolvemos o problema, obteremos as circunferencias tanxentes as
de centros R e Q (co raio incrementado na medida de r) e pasando polo punto P. As circunferencias solucién
que nés buscamos teran os mesmos centros pero co raio reducido na distancia de r e seran asi tanxentes a
circunferencia orixinal de centro P e raio r.

Na F-4.17 temos as duas soluciéns que obteriamos
por este procedemento (non estan debuxados tédo-
los pasos por seren iguais 0s vistos anteriormente).
Se facemos o mesmo pero en lugar de engadir o
raio r o restamos dos raios das circunferencias de
centros Q e R, repetindo o proceso anterior teriamos
outras duas soluciéns 6 noso problema.

As outras catros solucions sairian de restarlle o
raio r a unha e engadirllo a outra e viceversa.
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Na F-4.17 temos un dos casos: Sumamoslle o raio a de
centro Q e restamosllo a de centro R. Na F-4.18 pode-
mos ver as duas soluciéns 6 problema deste caso.

Obviamente, cando resolvamos este problema, debere-
mos facelo en catro exercicios diferentes pois seria vir-
tualmente imposible facelo no mesmo e, ademais, non
se entenderia nada.
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5 - CURVAS CICLICAS E TECNICAS

Unha CURVA CICLICA ¢ aquela xerada polo movemento dun punto dunha circunferencia (ou dunha recta)
que roda sobre unha recta ou sobre outra circunferencia. Chamanse curvas ciclicas porque se van repetindo
unha e outra vez por ciclos (cando o punto que as xera volve a sua posicion inicial)

Existen moitas e moi fermosas curvas ciclicas. Nos veremos as mais salientables (a xuizo do autor), que son:
A cicloide, a epicicloide, a hipocicloide e a cardioide.

Existen moitas outras curvas técnicas (algunhas delas xa as vimos en DEBUXO TECNICO I, no capitulo 6).
Estudaremos aqui o trazado da que eu considero mais salientable: A evolvente dunha circunferencia.

CICLOIDE

A CICLOIDE ¢é unha curva xerada por un punto dunha circunferencia no movemento da circunferencia
sobre unha lifa recta.

A curva remata cando o punto volve a sua posicién primitiva despois de que a circunferencia dea unha volta
completa (se seguimos teremos outro ciclo da curva igual 6 anterior).

Aqui veremos o trazado da cicloide normal (cando o punto esta na circunferencia); poderiamos trazar unha
cicloide acurtada ou alongada cando o punto € interior ou exterior a circunferencia. Os trazados destas duas
cicloides son similares 6s da cicloide normal.

A cicloide, igual que o resto das ciclicas, € unha curva que teremos que obter por puntos (que logo uniremos a
man alzada ou con plantilla de curvas). Canta mais exactitude queiramos maior nimero de puntos deberemos
coller.

5.1.- Trazado da CICLOIDE - F-5.1

Dada a circunferencia de centro O, o punto P e a recta PP12

A lonxitude da recta PP12 ten que ser igual a lonxitude da circunferencia polo que deberemos rectificar a cir-
cunferencia de centro O para obter a sua lonxitude equivalente (ver apartado 1.6, pax. 13).

Como temos que obter puntos da cicloide colleremos 12 posicidons do punto P de partida, polo que teremos
que dividir a circunferencia en 12 partes iguais (coa lonxitude do radio dividimola circunferencia en seis partes
e, coa mediatriz dunha delas, en doce). Temos as divisiéns do 1 ao 12.

Dividimola recta PP12 en doce partes iguais (teorema de Thales). Cada unha destas partes sera a rectificacion
de cada un dos doce arcos nos que temos dividida a circunferencia de centro O. Temos as divisiéns do 1° 6
12’

Levantando perpendiculares polos puntos 1°-12’ teremos, onde se corten coa recta horizontal trazada polo
centro O, os sucesivos centros (01-012) das doce posicidns da circunferencia no seu movemento sobre a recta
PP12.

As sucesivas posicidons do punto P (de P1 a P12) obterémolas nas interseccions das sucesivas circunferencias
coas rectas horizontais trazadas polas divisions respectivas. P1 estara onde o arco de circunferencia de centro
01 e radio 011’ corte a recta horizontal trazada polo punto 1 da circunferencia... E asi sucesivamente.

Unha vez obtidas as sucesivas posicions do punto P (P1.P12) as uniremos a man alzada ou con plantilla de
curvas.

Se queremos aforrar traballo no trazado, podemos ter en conta que a cicloide é simétrica con respecto ao eixo
Pe6’ e podemos polo tanto obter os puntos da dereita do eixo coma simétricos dos da esquerda.

[=;]

B
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EPICICLOIDE

A EPICICLOIDE ¢ unha curva xerada por un punto dunha circunferencia no movemento da circunferen-
cia sobre o exterior de outra circunferencia.

A curva remata cando o punto volve & sua posicién primitiva despois de que a circunferencia dea unha volta
completa.

Aqui veremos o trazado da epicicloide normal (cando o punto estd na circunferencia); poderiamos trazar
unha epicicloide acurtada ou alongada cando o punto é interior ou exterior a circunferencia. Os trazados
destas duas epicicloides son similares 6s da epicicloide normal.

Como xa quedou dito, a epicicloide & unha curva que teremos que obter por puntos (que logo uniremos a
man alzada ou con plantilla de curvas). Canta mais exactitude queiramos maior nimero de puntos deberemos
coller.

5.2.- Trazado da EPICICLOIDE - F-5.2

Dada a circunferencia de centro O, o punto P e o arco de circunferencia PP12 de centro O’.

A lonxitude do arco PP12 ten que ser igual a lonxitude da circunferencia polo que (dado que o arco € unha
semicircunferencia) o radio do arco PP12 sera o dobre do da circunferencia de centro O.

Como temos que obter puntos da epicicloide colleremos 12 posicions do punto P de partida, polo que teremos
que dividir a circunferencia en 12 partes iguais (coa lonxitude do radio dividimola circunferencia en seis partes
e, coa mediatriz dunha delas, en doce). Temos as divisiéns do 1 6 12.

Dividimos igualmente o arco PP12 en doce partes iguais de xeito similar. Cada unha das partes do arco PP12
sera a rectificacion (tera a mesma lonxitude) de cada unha das partes nas que dividimos a circunferencia de
centro O. Temos as divisions do 1° 6 12°.

Unindo os puntos 1’-12’ co centro O’ teremos, onde se corten coa circunferencia de centro O’ e radio O’0, 0s
centros (01-012) das doce posiciéns da circunferencia no seu movemento sobre a semicircunferencia PP12.
As sucesivas posiciéns do punto P (de P1 a P12) obterémolas nas interseccions das sucesivas circunferencias
coas circunferencias de centro O’ e radio ate cada unha das divisions da circunferencia de centro O. P1 estara
onde o arco de circunferencia de centro O+ e radio 011’ corte a circunferencia de centro O’ e radio O’1... E
asi sucesivamente.

Unha vez obtidas as sucesivas posiciéns do punto P (P1- P12) as uniremos a man alzada ou con plantilla de
curvas.

Se queremos aforrar traballo no trazado, podemos ter en conta que a cicloide é simétrica con respecto ao eixo
060’ e podemos polo tanto obter os puntos da dereita do eixo coma simétricos dos da esquerda.
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HIPOCICLOIDE

A HIPOCICLOIDE ¢ unha curva xerada por un punto dunha circunferencia no movemento da circunfe-
rencia sobre o interior de outra circunferencia.

A curva remata cando o punto volve & sua posicién primitiva despois de que a circunferencia dea unha volta
completa.

Aqui veremos o trazado da hipocicloide normal (cando o punto esta na circunferencia); poderiamos trazar
unha hipocicloide acurtada ou alongada cando o punto € interior ou exterior & circunferencia. Os trazados
destas duas hipocicloides son similares 6s da hipocicloide normal.

Como xa quedou dito, a hipocicloide é unha curva que teremos que obter por puntos (que logo uniremos a
man alzada ou con plantilla de curvas). Canta mais exactitude queiramos maior nimero de puntos deberemos
coller.

5.3.- Trazado da HIPOCICLOIDE - F-5.3

Dada a circunferencia de centro O, o punto P e o arco de circunferencia PP12 de centro O’.

A lonxitude do arco PP12 ten que ser igual & lonxitude da circunferencia polo que (dado que o arco é un cuarto
de circunferencia) o radio do arco PP12 sera catro veces maior que o da circunferencia de centro O.

Como temos que obter puntos da hipocicloide colleremos 12 posicions do punto P de partida, polo que tere-
mos que dividir a circunferencia en 12 partes iguais. Temos as divisions do 1 6 12.

Dividimos igualmente o arco PP12 en doce partes iguais de xeito similar. Cada unha das partes do arco PP12
sera a rectificacion (tera a mesma lonxitude) de cada unha das partes nas que dividimos a circunferencia de
centro O. Temos as divisions do 1’ ao 12’.

Unindo os puntos 1’-12’ co centro O’ teremos, onde se corten coa circunferencia de centro O’ e radio O’0, os
centros (01-012) das doce posiciéns da circunferencia no seu movemento sobre a semicircunferencia PP12.
As sucesivas posiciéns do punto P (de P1 a P12) obterémolas nas interseccions das sucesivas circunferencias
coas circunferencias de centro O’ e radio ate cada unha das divisions da circunferencia de centro O. P1 estara
onde o arco de circunferencia de centro O+ e radio 011’ corte a circunferencia de centro O’ e radio O’1... E
asi sucesivamente.

Unha vez obtidas as sucesivas posiciéns do punto P (P1- P12) as uniremos a man alzada ou con plantilla de
curvas.

Se queremos aforrar traballo no trazado, podemos ter en conta que a hipocicloide é simétrica con respecto ao
eixo 6’0’ e podemos polo tanto obter os puntos da dereita do eixo coma simétricos dos da esquerda.
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CARDIOIDE OU CARACOL DE PASCAL

A CARDIOIDE ou CARACOL DE PASCAL ¢ unha curva xerada por un punto dunha circunferencia no
movemento da circunferencia sobre o exterior doutra circunferencia igual ca ela.

A curva remata cando o punto volve & sua posicién primitiva despois de que a circunferencia dea unha volta
completa.

O cardioide é en realidade un caso particular de epicicloide e, polo tanto, o trazado coincide co xa visto no
apartado 5.2.

5.4.- Trazado da CARDIOIDE - F-5.4

Dada a circunferencia de centro O, o punto P e a circunferencia de centro O’.

As duas circunferencias son iguais, razén pola que as divisions dunha e doutra seran as mesmas e mediran
0 mesmo.

O procedemento de trazado € o mesmo que o visto no caso da epicicloide e podemos, coma en ela, usar a
simetria para obter a mitade dos puntos.

EVOLVENTE DUNHA CIRCUNFERENCIA

A EVOLVENTE dunha circunferencia é a curva xerada por un punto dunha recta tanxente a circunferen-
cia que se move, rodando, sobre ela.

5.5.- Trazado da EVOLVENTE - F-5.5

Dada a circunferencia de centro O e o punto P.

Temos que facer a curva por puntos, razén pola que dividiremos a circunferencia en 12 partes iguais (xa sa-
bemos, cantas mais partes mais exactitude).

A recta que roda pola circunferencia ten que ser tanxente a ela en cada un dos puntos. Trazamos, por cada
punto da circunferencia (1-12) un radio da circunferencia. As sucesivas posicidons da recta tanxente seran
perpendiculares 6 radio respectivo da circunferencia.

En primeiro lugar rectificaremos o arco dunha das doce partes nas que temos dividida a circunferencia. Ob-
temos a lonxitude a.

Polo punto 1 trazamos unha perpendicular ¢ radio 10. A partir de 1 levamos sobre a recta a distancia a, o que
nos dara o punto P1.

40




DEBUXO TECNICO -1l XEOMETRIA PLANA

Polo punto 2 trazamos unha perpendicular 6 radio 20. A partir de 2 levamos sobre a recta a distancia a duas
veces, 0 que nos dara o punto P2, e asi sucesivamente.
Unha vez obtidos tédolos puntos, unimos a man alzada ou con plantilla de curvas.
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6 - CURVAS CONICAS

CONCEPTOS E CURIOSIDADES

Como xa quedou dito (DEBUXO TECNICO |, capitulo 7),
tédalas conicas, tamén a circunferencia, son no fondo a
mesma curva e, polo tanto, todas elas responden ao mes-
mo trazado. Outro tanto pasa con calquera outro aspecto
da suia xeometria e o caso das tanxencias ou da intersec-
cion con rectas non é unha excepcion.

Circunferencia focal: A circunferencia que ten por centro
un dos focos e por radio o eixo maior

Circunferencia principal.- A circunferencia que ten por
centro o centro da coénica e por diametro o eixo maior.

Dada a particular xeometria das conicas, podemos com-
probar que, en determinados casos, pasan determinadas
cousas:

- Se temos unha recta tanxente t a unha conica (F-6.1/3)
tera un punto T (o de tanxencia) comun coa conica.

- O punto P (ou Q) de corte da recta tanxente coa circun-
ferencia principal estara, sempre, no punto medio entre
o foco que non é centro da circunferencia focal e o seu
simétrico con respecto a recta tanxente. Na F-6.1 (recta
tanxente a elipse) vemos como o punto P de corte da rec-
ta coa circunferencia principal esta a mesma distancia de
F e de F1, que esta na circunferencia focal de centro F’.
Do mesmo xeito, o punto Q de corte da recta coa circun-
ferencia principal esta a mesma distancia de F’ e de F’4,
que esta na circunferencia focal de centro F. Outro tanto
pasa no caso da hipérbole (F-6.2).

- No caso da parabola (F-6.3) teremos que a directriz d
€ a circunferencia focal e a recta ¢ paralela a ela pasando
polo vértice V sera a circunferencia principal. Igual que
no caso da elipse e da hipérbole, o punto P de tanxencia
entre a recta e a parabola esta 8 mesma distancia de F e
de F1, o seu simétrico con respecto a recta tanxente.

- En calquera das tres cénicas, unindo o punto simétrico
do foco con respecto a recta tanxente co centro da cir-
cunferencia focal, esa recta cortara a conica no punto de
tanxencia T.

Tendo en conta estas propiedades, poderemos obter os
puntos de tanxencia e as rectas tanxentes a unha conica
sen necesidade de ter debuxada a conica. F-6.3

RECTAS TANXENTES AS CONICAS

6.1.- Rectas tanxentes a elipse dende un punto exterior (F-6.4)

Dados os eixos AB e CD da elipse e o punto X.

Obtemos os focos da elipse: Con centro en C e radio AO trazamos un arco que cortara 6 eixo maior AB nos
focos F e F’.

Trazamos unha circunferencia focal das duas posibles. Facendo centro en F con radio AB trazamos a circun-
ferencia focal.
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Tendo en conta o que vimos no apartado anterior e dado
que X vai ser un punto das rectas tanxentes, sabemos
que facendo centro en X con radio ata F’ (o foco que non é
centro da circunferencia focal), os puntos de corte coa fo-
cal seran simétricos de F’ con respecto as rectas tanxen-
tes. Deste xeito, unindo os puntos P e Q con F’ e facendo
as mediatrices dos segmentos PF’ e QF’ obteremos te t’,
rectas tanxentes a elipse.

Unindo os puntos P e Q con F (centro da circunferencia
focal) obteremos, onde se corten con t e t’, os puntos de
tanxenciaTe T.

Como podedes ver non tivemos necesidade de trazar a
elipse.

6.2.- Rectas tanxentes a elipse paralelas a unha direccion (F-6.5)

Dados os eixos AB e CD da elipse e a direccion d.

O procedemento de resolucion € o mesmo que o do punto
anterior:

Obtemos os focos da elipse: Con centro en C e radio AO
trazamos un arco que cortara 6 eixo maior AB nos focos
F e F’. Con centro en F e radio AB trazamos a circunfe-
rencia focal Cr.

As rectas tanxentes seran paralelas a d e iso quere dicir
que, como todas as paralelas, se cortaran no infinito nun
hipotético punto X. Se facemos centro nese punto X con
radio ata F’ (o foco que non é centro da circunferencia fo-
cal), dado que o radio € infinito, a circunferencia sera unha
recta que pasa por F’ e é perpendicular a d.

Os puntos de corte coa focal seran simétricos de F’ con
respecto as rectas tanxentes. Deste xeito, unindo os pun-
tos P e Q con F’ e facendo as mediatrices dos segmentos
PF’ e QF’ obteremos t e t’, rectas tanxentes a elipse.
Unindo os puntos P e Q con F (centro da circunferencia

focal) obteremos, onde se corten con t e t’, os puntos de tanxencia Te T.

6.3.- Rectas tanxentes a hipérbole dende un punto exterior (F-6.6)

Dado os eixo AB, os focos F e F’ e o punto X.

De novo facemos o mesmo que o indicado no apartado
6.1.

Con centro en F e radio AB trazamos a circunferencia fo-
cal Cr.

Con centro en X e radio XF’ trazamos un arco de circunfe-
rencia que cortara a Cren P e Q.

Os puntos de corte coa focal seran simétricos de F’ con
respecto as rectas tanxentes. Deste xeito, unindo os pun-
tos P e Q con F’ e facendo as mediatrices dos segmentos
PF’ e QF’ obteremos t e t’, rectas tanxentes a hipérbole.
Unindo os puntos P e Q con F (centro da circunferencia
focal) obteremos, onde se corten con t e t’, os puntos de
tanxenciaTe T.

6.4.- Rectas tanxentes a hipérbole paralelas a unha direccion (F-6.7)

Dado o eixo AB, os focos F e F’ e a direccion d.

De novo facemos o0 mesmo que o indicado no apartado 6.2.
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As rectas tanxentes seran paralelas a d e iso quere dicir
que, como todas as paralelas, se cortaran no infinito nun
hipotético punto X. Se facemos centro nese punto X con
radio ata F’ (o foco que non é centro da circunferencia fo-
cal), dado que o radio ¢ infinito, a circunferencia sera unha
recta que pasa por F’ e é perpendicular a d.

Trazamos unha perpendicular & direccién d pasando por
F’que cortarda a Cren P e Q.

Os puntos de corte coa focal seran simétricos de F’ con
respecto as rectas tanxentes. Deste xeito, unindo os pun-
tos P e Q con F’ e facendo as mediatrices dos segmentos PF’ e QF’ obteremos t e t’, rectas tanxentes a
hipérbole.

Unindo os puntos P e Q con F (centro da circunferencia focal) obteremos, onde se corten con t e t’, os
puntos de tanxencia Te T’.

6.5.- Rectas tanxentes a parabola dende un punto exterior (F-6.8)

Dada a directriz d, o eixo OF e o punto X.

De novo facemos o mesmo que o indicado no apartado
6.1.

Facendo a mediatriz de OF obtemos o vértice V da para-
bola.

Con centro en X e radio XF (que non é centro da circunfe-
rencia focal d) trazamos un arco que cortara a d en dous
puntos P e Q.

Os puntos de corte coa focal (neste caso a directriz d)
seran simétricos de F con respecto as rectas tanxentes.
Deste xeito, unindo os puntos P e Q con F e facendo as
mediatrices dos segmentos PF e QF obteremos t e t’, rec-
tas tanxentes a hipérbole.

Unindo os puntos P e Q con F’ (centro da circunferencia
focal que esta no infinito) ou sexa, trazando perpendicu-
lares a d obteremos, onde se corten con t e t’, os puntos
de tanxenciaTe T'.

6.6.- Rectas tanxentes a parabola paralelas a unha direccion (F-6.9)

Dada a directriz d, o eixo OF e a direccion e.

Facendo a mediatriz de OF obtemos o vértice V da para-
bola.

Trazamos unha perpendicular & direccion e pasando por
F,que cortara a directriz d no punto P.

O punto de corte coa focal (d) sera simétrico de F con
respecto a recta tanxente. Deste xeito, unindo o punto P
con F e facendo a mediatriz do segmento PF obteremos t,
recta tanxente a parabola.

Unindo o punto P con F’ (centro da circunferencia focal
que esta no infinito) ou sexa, trazando unha perpendicular
a d obteremos, onde se corte con t o punto de tanxencia
T.

F-6.9

INTERSECCION DUNHA RECTA COAS CONICAS

Xa vimos as curiosidades das cénicas e que, como no fondo todas elas son a mesma curva, o final facemos
sempre 0 mesmo para resolver calquera problema. Non ia pasar menos cando se cortan cunha recta.
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Dada a marabillosa xeometria da superficie cénica, cando
unha recta se corta cunha cénica (por exemplo cunha
elipse) podemos comprobar (F-6.10) que os puntos de
interseccion P e Q da elipse coa recta r son, 6 mesmo
tempo, os centros de cadansua circunferencia que pasando
polo foco F’ (que non é centro da circunferencia focal) son
tanxentes a circunferencia focal Cr. Como consecuencia,
os puntos de tanxencia destas circunferencias coa focal
estaran na recta que une os puntos de interseccion P e Q
co centro F da circunferencia focal Cr.

Tendo isto en conta e aplicando o que xa sabemos de
xeometria plana seremos quen de resolver a interseccion
dunha recta con calquera das cénicas.

6.7.- Interseccion dunha recta coa elipse (F-6.11)

Dados os eixos AB e CD da elipse e arectar.

Obtemos os focos da elipse e, con centro en F e radio AB
trazamos a circunferencia focal Cr.

Tendo en conta que os puntos de interseccion da recta
coa elipse son os centros de duas circunferencias que
pasan por F’ (o foco que non é centro da circunferencia
focal), podemos deducir o seguinte:

- As circunferencias cuxos centros estamos a buscar
pasaran por F’ e, ademais, polo simétrico de F’ con
respecto a rectar.

- Arecta F’F’1serao eixoradical de tédalas circunferencias
que pasen por F’ e por F’1.

Obtemos, en primeiro lugar, F’1, simétrico de F’ con
respecto ar.

Con centro en E (un punto calquera de r) e radio EF’
trazamos unha circunferencia que corte ademais a Cr en

dous puntos H e G. Arecta F’F’1 sera o eixo radical das circunferencias buscadas e da auxiliar de centro E; a
recta HG sera o eixo radical da circunferencia auxiliar e da Cr. Como consecuencia, onde se corten os dous

eixos radicais sera Cr, centro radical de todas elas.

Aplicando o concepto de potencia (ver apartado 1.2 e seguintes), obtemos a recta tanxente a circunferencia
auxiliar dende Cr. Obtemos o punto de tanxencia J. CrJ sera a potencia de Cr con respecto a tédalas
circunferencias (incluidas as que tefien o seu centro nos puntos de interseccion). Con centro en Cr e radio
CrJ cortamos a circunferencia focal nos puntos de tanxencia T1 e T.

Unindo T1 e Tz con F (centro da circunferencia focal Cr) obteremos os puntos de interseccion P e Q da recta

r coa elipse, sen necesidade de debuxar a curva.

6.8.- Interseccion dunha recta coa hipérbole (F-6.12)

Dado o eixo AB, os focos Fe F’ e arectar.

Facemos o0 mesmo que o indicado no apartado 6.7.

con centro en F e radio AB trazamos a circunferencia fo-
cal Cr.

Dende un punto calquera E da recta r e radio EF’ trazamos
unha circunferencia (que pasara tamén por F’1, simétrico
de F’ con respecto ar) e cortara a Cr nos puntos G e H.
Onde a recta GH (eixo radical da circunferencia de centro
E e afocal) se corte coa recta F’F’1 (eixo radical da circun-
ferencia de centro E e de tédalas que pasan por F’ e F’1)
teremos o centro radical Cr.

Obtemos os puntos de tanxencia dende Cr & circunferen-
cia focal Cr. Temos Ti1 e Ta.

Unindo T1 e T2 con F (centro da circunferencia focal Cr) obteremos os puntos de interseccion P e Q da recta

r coa hipérbole.
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6.9.- Interseccion dunha recta coa parabola (F-6.13)

Dada a directriz d, o eixo OF e a rectarr. d
Facendo a mediatriz de OF obtemos o vértice V da para-

bola.

Facemos 0 mesmo que o indicado no apartado 6.7.

Xa temos a circunferencia focal que, neste caso é a di-

rectriz d.

Dende un punto calquera E da recta r e radio EF trazamos

unha circunferencia que pasara tamén por F1, simétrico

de F con respecto ar.

Onde a recta FF1 (eixo radical da circunferencia de centro

E e de tédalas que pasan por F e F1) corta a directiz d F-6.13
teremos o centro radical Cr.

Obtemos o punto de tanxencia dende Cr a circunferencia de centro E. Temos H.

Con centro en Cr e radio CrH obtemos os puntos T1 e T2 (puntos de tanxencia coa circunferencia focal). Tra-
zando perpendiculares a d por T1 e T2 obteremos os puntos de interseccion P e Q da recta r coa parabola.
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1 - FERRAMENTAS DE TRABALLO (2)

No libro anterior (DEBUXO TECNICO | — 2-FERRAMENTAS DE TRABALLO, pax. 69 e seguintes) vimos
varias ferramentas de traballo que nos serven para resolver calquera tipo de problemas en Sistema Diédri-
co.

Unha das mais salientables era o ABATEMENTO. Temos, xunto con ela, outras duas que tamén nos poden
axudar a resolver os mesmos ou outros problemas: Os xiros e os cambios de plano.

Nun momento dado necesitaremos pofier unha recta en verdadeira magnitude (con unha das proxecciéns
paralelas a algun dos planos de proxeccion) ou transformar un plano en outro mais sinxelo (un plano oblicuo
nun plano proxectante); para estas cousas temos os xiros ou os cambios de plano.

1.1.- Xiro dun punto - F-1.1

Para facer un xiro necesitamos un eixo de xiro. Temos €2

duas opcidns, xirar ao redor dun eixo vertical ou xirar ao ho——A, B b B,
redor dun eixo de punta. : : i
Cando xiramos ao redor dun eixo vertical “e” podemos I

ver o xiro na proxeccion horizontal. Facendo centro en es,
con radio ate a proxeccion horizontal do punto As, traza- A A‘1 Bot B,
mos un arco (no sentido e co angulo que nos pidan ou

necesitemos) e obtemos a nova posicion de A1 despois
do xiro: A

Cando un punto xira ao redor dun eixo vertical mantén a
sUa cota, o que implica que A’z estara nunha paralela a LT na vertical de A’1.

er fi
F-1.1

Cando xiramos ao redor dun eixo de punta f podemos ver o xiro na proxeccion vertical. Facendo centro en
f2, con radio ate a proxeccion vertical do punto Bz, trazamos un arco (no sentido e co angulo que nos pidan ou
necesitemos) e obtemos a nova posicion de B2 despois do xiro: B’2.

Cando un punto xira ao redor dun eixo de punta mantén o seu alonxamento, o que implica que B’1 estara
nunha paralela a LT na vertical de B’2.

1.2.- Xiro dunha recta - F-1.2/3
Temos duas posibles situacions: Que a recta se corte co eixo ou que non se corte.

Xiro dunha recta entorno a un eixo co que se corta.

F-1.2

Podemos ver os dous posibles casos. Xiro en torno a un

eixo vertical e ou en torno a un eixo de punta f.

Para obter a nova posicion da recta despois do xiro non

temos mais que obter as novas posicions de dous puntos =
dela. Neste caso, dado que a recta se corta co eixo e ou

f de xiro, o punto de interseccion non varia e xa temos un

punto da nova posicién da recta despois do xiro.

Collemos outro punto calquera da recta (A ou B, segundo 12
0 xiro sexa ao redor de e ou de f) e obtemos a sua posi-

cion (A’ ou B’) despois do xiro tal e como quedou explicado no punto anterior. Unindo A’ ou B’ co punto de
interseccion da recta co eixo teremos r’ ou f que son as novas posicidéns de cada unha das rectas despois
de cadanseu xiro.

Xiro dunha recta entorno a un eixo co que non se cor-
ta. F-1.3

Podemos ver os dous posibles casos. Xiro en torno a un
eixo vertical e ou en torno a un eixo de punta f.

Para obter a nova posicion da recta despois do xiro non
temos mais que obter as novas posicions de dous puntos
dela. Collemos dous puntos calquera da recta (A e B no
caso darectar e C e D no caso da recta s) e 0s xiramos,
obtendo A’e B’ ou C’ e D’.

Unindo os puntos teremos a nova posicion de cada recta
despois do xiro: r’ ou s’.
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1.3.- Xiro dun plano - F-1.4

De novo, cando xiramos un plano, o podemos facer en
torno a un eixo vertical ou de punta.

Cando xiramos un plano a en torno a un eixo vertical e
podemos xirar directamente a traza horizontal. Trazamos
dende e1 unha perpendicular a ha obtendo A1. Con centro
en e1 e radio e1A1 trazamos o arco de xiro (no sentido e co
angulo que necesitemos ou nos pidan) e obtemos A’1. Por
A’1 trazamos unha perpendicular a A’1e1 e temos h’a que
sera a traza horizontal do plano a xirado.

V’a saira do punto onde h’a corta a LT, pero necesitamos
outro punto mais dela.

Collemos unha recta horizontal h de a que se corte co
eixo e e a xiramos 0 mesmo angulo (h’+ debera quedar
paralela a h’a). Obtemos Vh’, traza vertical de h’, e por ela debera pasar a traza vertical de o’.

Cando xiramos un plano  en torno a un eixo de punta x facemos 0 mesmo pero na traza vertical do plano e
usamos como recta auxiliar unha recta frontal f. A resolucion é semellante.

CAMBIOS DE PLANO

Facer un cambio de plano consiste en mover un dos planos de proxeccién e pofelo noutra posicion. Soa-
mente podemos mover un dos dous planos de proxeccion de cada vez; se queremos facer dous cambios de
plano deberemos facer primeiro un e despois o outro.

Cando movemos un dos planos de proxecciéon LT cambia de posicion e a diferenciamos da orixinal ponendo
dous trazos grosos nos extremos (en lugar de un so) e indicando que plano movemos (0 que denominaremos
con un ou mais apostrofos segundo sexa o primeiro cambio de plano, o segundo, etc.).

As novas proxeccions as denominamos igual que as orixinais pero co apéstrofo *, “, etc. segundo sexa o pri-
meiro, segundo... cambio de plano.

1.4.- O punto no cambio de plano - F-1.5/6

Cambio de plano vertical (F-1.5)

Cando movemos o plano vertical, o punto (que non se
move) mantén a sua proxeccion horizontal (A1=A’1) e a
sUa cota (a distancia do punto 6 plano horizontal).

Dende a proxeccion horizontal A’+ levamos unha
perpendicular & nova lifia de terra e, a partir dela, levamos
a cota para obter A’2.

Cambio de plano horizontal (F-1.6)

Cando movemos o plano horizontal, o punto mantén a
sUa proxeccion vertical (A2=A’2) e 0 seu alonxamento (a S _
distancia do punto 6 plano vertical). = =
Dende aproxeccion vertical A’z2levamos unhaperpendicular A o
anova lina de terra e, a partir dela, levamos o alonxamento !
para obter A’1.

F-16
1.5.- Arecta no cambio de plano — F-1.7/8

Para obter a nova posicidn dunha recta r non temos mais que obter as novas posicions de dous dos seus
puntos (tal e como vimos no apartado anterior) e unilas.

Cambio de plano vertical (F-1.7)

Collemos dous puntos A e B. Como movemos o plano vertical mantéfiense as proxeccions horizontais (A1=A’
e B1=B’1); dende elas levamos perpendiculares a nova LT e levamos, a partir dela, a cota de cada punto
obtendo A’2e B’2. A proxeccion horizontal da recta mantense ri1=r’+. Unindo A’2con B’2 obtemos r’2.

Cambio de plano horizontal (F-1.8)

Facemos o mesmo que antes pero tendo en conta que se mantén a proxeccion vertical dos puntos e da recta
(rz=r’2). A proxeccioén horizontal dos dous puntos a obteremos como xa vimos no apartado 1.4 e obtemos
r'.
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1.6.- O plano no cambio de plano — F-1.9/10

Cambio de plano vertical — F-1.9

Cando movemos o plano vertical a traza horizontal do plano ha non varia e coincide con h’a. v’a saira do
punto onde ha=h’a corta & nova LT, pero necesitaremos outro punto de v’a para poder trazala.

Se collemos o punto de va onde se cortan as duas lifias de terra (A), este punto vai seguir sendo un punto de
v’a posto que, en ambolos dous casos, ten a proxeccion horizontal na lifia de terra (A1=A’1); levantando unha
perpendicular a nova LT e levando a sua cota obteremos A’z por onde pasara v’a.

Cambio de plano horizontal — F-1.10

Fariamos o mesmo que no caso anterior pero tendo en conta que se mantén a traza vertical.

De tédolos xeitos imos usar outro método que non implique que as duas linas de terra se corten.No caso do
cambio de plano vertical se faria de xeito similar.

va=v’a. h’a saira do punto onde v’a corta a LT.

Collemos unha recta frontal f de a e obtemos a stia nova posicién despois do cambio de plano: f2=f"2. Obtemos
as novas proxeccions de dous puntos (un deles é a propia traza horizontal Hf) de f e obtemos f’. A traza
horizontal h’a tera que pasar por H’f e teremos asi o’.
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2 - ANGULOS

2.1.- Angulo dunha recta cos planos de proxeccion - F-2.1/2

Temos duas posibilidades: O angulo que forma a recta co PH ou co PV.
Cando falamos do angulo referimonos, sempre, ao angulo menor. O angulo que forma unha recta con un dos
planos de proxeccion é o que forma a recta coa sua proxeccién sobre ese plano.

Angulo dunha recta co PH - F-2/1
Dada arectar

Concepto.- Para obter o
angulo que forma a recta
co PH deberemos ob-
ter o que forma coa sua
proxeccion  horizontal;
para obtelo usaremos

2 VO(
\ Vr

un plano proxectante
horizontal que contefa
a recta, o abatemos e o
angulo sera o que forme
a recta abatida coa traza F-2.1
horizontal do plano aba-

tido.

@ (vr) “Hr=(Hr)

Solucidén.- Collemos un plano a que contefia a recta r. Abatemos o plano sobre o PH (as trazas abatidas
formaran 90°) e o angulo pedido sera o que forman (r) e (ha).

Angulo dunha recta co PV - F-2/2
Dada arectar

Concepto.- Para obter
o angulo que forma a
recta co PV deberemos
obter o que forma coa
sUa proxeccion vertical;
para obtelo usaremos un

plano proxectante verti-
cal que contefa a recta,
0 abatemos e o angulo
sera o que forme a recta
abatida coa traza vertical F-22
do plano abatido.

Solucidén.- Collemos un plano a que contefia a recta r. Abatemos o plano sobre o PV (as trazas abatidas
formaran 90°) e o angulo pedido sera o que forman (r) e (va).
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2.2.- Angulo dun plano cos planos de proxeccién — F-2.3/4

O mesmo que coa recta, o angulo que forma un plano con un dos planos de proxeccién sera o angulo menor;
tendo isto en conta, o angulo que forma un plano co PH coincidira co que forma unha das suas rectas de
maxima pendente co PH. Do mesmo xeito, o angulo dun plano co PV sera o que forme unha das suas rectas
de maxima inclinacién co PV

Angulo dun planocoPH-F-23 e
Dado o plano a V8

Concepto.- A solucion do problema se reduce ao xa visto
no apartado anterior.

Solucidén.- Collemos unha recta p de maxima pendente
do plano. Collemos un plano B, que contefia a p e o abate-
mos sobre o PH (ver apdo. 2.1). O angulo de (p) con (hB)
sera o angulo de a co PH. F73

Angulo dun plano co PV - F-2.4
Dado o plano a

Concepto.- A solucion do problema se reduce ao xa visto
no apartado 2.1.

Solucion.- Collemos unha recta i de maxima inclinacion’
do plano. Collemos un plano (3, que contefia a i e 0 abate-
mos sobre o PV (ver apdo. 2.1). O angulo de (i) con (vB)
sera o angulo de a co PV.

F-24

2.3.- Angulo entre duas rectas que se cortan — F-2.5
Dadas asrectasre s.

Concepto.- Para obter o angulo que forman as rectas s6
temos que abater o plano que forman e teremos o angulo
que forman as duas rectas abatidas.

Solucioén.- A partir das trazas das rectas obtemos as tra-
zas do plano a que forman. Abatemos o plano (neste caso
sobre o PH) e tamén as duas rectas. O angulo buscado é

o menor do que forman (r) e (s). <
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2.4.- Angulo entre recta e plano — F-2.6
Dada a recta r e o plano a.

Concepto.- Tal e como vemos no esquema
adxunto, o angulo entre a recta e o plano sera
o angulo entre dita recta e a recta interseccion
dun plano que a contefia e sexa perpendicular
ao plano dado.

Solucidén.-Debemos trazar un plano 8, que con-
tefa a r e sexa perpendicular a a; para obter
este plano trazamos, dende un punto P de r,
unha recta s perpendicular a a (as proxeccions
da recta son perpendiculares as trazas respec-
tivas do plano). Arecta r e a recta s cértanse no
punto P polo que forman un plano; obtemos o
plano unindo as trazas respectivas das rectas.
Xa temos o plano B.

Obtemos a recta interseccion entre a e B (onde
se corten as trazas respectivas teremos as tra-
zas da recta) a que chamamos t. O angulo bus-
cado sera o que forman as rectas r e t que es-
tan, ambalas duas contidas en .

Para obter o angulo en verdadeira magnitude
abatemos o plano B (na imaxe esta abatido so-
bre o PH), e abatemos r e t polo procedemento
xa cofiecido (ver DEBUXO TECNICO |, apdo.
2.20). Cando temos (r) e (t) o angulo buscado é
o que forman.

2.5.- Angulo entre dous planos — F-2.7
Dados os planos a e B.

Concepto.- O angulo que forman dous planos que se cortan sera o que formen as duas rectas de interseccion
entre eses planos e outro que sexa perpendicular a eles.

Solucidén.-Obtemos a recta r de interseccion entre a e . Agora trazamos un plano w perpendicular a esta
recta (hw perpendicular a r1 e vw perpendicular a rz2) e teremos o plano perpendicular a a e 8.

Obtemos a interseccion de w con a (a recta s). Obtemos a interseccion de w con B (a recta t).

Abatemos o plano w sobre o PH e abatemos as rectas s e t, obtendo (s) e (t).

O angulo entre (s) e (t) € o angulo buscado.
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3 - VOLUMES

3.0.- Téodolos volumes son o mesmo

Xa vimos no libro anterior (DEBUXO TECNICO | — 3 - REPRESENTACION DE VOLUMES, pax. 81 e ss.)
0 que eran os volumes mais salientables: Prisma, piramide, cilindro e cono. Tamén vimos as ferramentas
de traballo do Sistema Diédrico (interseccions, abatementos, xiros, cambios de plano...), agora aplicaremos
estas ferramentas 6 traballo cos volumes.

Se somos quen de demostrar que tédolos volumes son, no fondo, o mesmo, poderemos simplificar e entender
mellor os procedementos de resolucion de calquera problema.

Unha piramide é un volume formado por unha base poligonal da que saen arestas que se xuntan no vértice.
Se imaxinamos que, mantendo fixa a base, estiramos polo vértice (supofiendo arestas laterais elasticas) ata o
infinito; chegados a ese punto as arestas laterais serian rectas paralelas que, cortadas por un plano paralelo
a base, nos darian un prisma. Isto quere dicir que un prisma seria o mesmo que unha piramide de altura
infinita.

Un cono tamén o poderiamos definir como unha piramide regular cuxa base é un poligono de infinitos
lados.

Un cilindro tamén o poderiamos definir como un prisma regular cuxas bases son poligonos regulares de
infinitos lados.

Vemos entdon como os catro volumes son, no fondo, o mesmo e polo tanto responderan 8 mesma xeo-
metria.

INTERSECCION DUN VOLUME CUN PLANQ

3.1.- Interseccién dunha piramide cun plano
proxectante - F-3.1

Dada a piramide e o plano a.

O plano a é un plano proxectante vertical, o que implica
que a proxeccion vertical da interseccion coincidira na tra-
za vertical va. Unha vez obtidos os puntos de corte coas
arestas laterais na proxeccién vertical non temos mais
que baixar os puntos a proxeccion horizontal de cada
unha delas.

Para obter a verdadeira magnitude da secciéon abatemos
a sobre o plano horizontal.

3.2.- Interseccion dun prisma cun plano
proxectante - F-3.2

Dado o prisma oblicuo € o plano a.

Un prisma é unha piramide de altura infinita polo
que a resoluciéon da interseccion coincide coa do
punto anterior.

O plano a é un plano proxectante vertical, o que implica
que a proxeccion vertical da interseccion coincidira coa

traza vertical ha. Unha vez obtidos os puntos de corte
coas arestas laterais na proxeccion vertical non temos
mais que baixar os puntos a proxeccion horizontal de
cada unha delas.

Para obter a verdadeira magnitude da seccion abate-
mos a sobre o plano horizontal.
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3.3.- Interseccion dun cono cun plano proxectante

Dado o cono recto e o plano a.

Un cono é unha piramide cuxa base é un poligono regular de infinitos lados polo que a resolucién da
interseccion coincide coa vista no apartado 1.1.

O corte dun cono por un plano oblicuo dara unha elipse e temos duas maneiras de resolver o problema.

Método 1 (F-3.3).- Transformamos o cono nunha piramide (cantos mais lados tefia o poligono da base mais
exactitude teremos 6 trazar a elipse) e resolvemos a interseccion coma no apartado 2.1. Se queremos obter
a verdadeira magnitude non temos mais que abater o plano a sobre o horizontal de proxeccion.

Método 2 (F-3.4).- Imos obter os eixos da elipse interseccion. AzB2 é a proxeccion vertical do eixo maior da
elipse interseccion e esta en verdadeira magnitude posto que é unha recta frontal; baixando a proxeccion
horizontal obtemos A1B..

Facendo a mediatriz de A2B2 obtemos o punto medio M2 que sera onde estea o eixo menor da elipse que é
unha recta de punta (polo que estara en verdadeira magnitude na proxeccion horizontal). Para obter este eixo
usaremos un plano horizontal B (vB sera a traza vertical) que corte 6 cono no punto M. A interseccién de
co cono sera unha circunferencia horizontal cuxo radio sera V1C1. Trazando a circunferencia na proxeccion
horizontal obtemos o eixo menor (MN) da elipse onde a circunferencia corte & proxeccion horizontal da recta
de punta. MiN1 sera a sua proxeccion horizontal.

AB e MN son os eixos da elipse interseccién. A proxeccion horizontal da elipse interseccion a obteremos a
partir dos seus eixos A1B1 e MiN1, aplicando o trazado visto en DEBUXO TECNICO | (pax. 51).

Para obter a verdadeira magnitude da secciéon abatemos a sobre o plano horizontal e obtemos (A)(B), eixo
maior da elipse e (M)(N), eixo menor da elipse; a partir deles facemos o trazado da elipse en verdadeira
magnitude.

ya Va

VI Qe
Az: \
Vﬁ C2 ST

F-3.3 ha= (ho)

3.4.- Interseccion dun cilindro cun plano proxectante - F-3.5

Dado o cilindro recto e o plano a.

Un cilindro é un prisma cuxas bases son poligonos regulares de infinitos lados polo que a resolucion
da interseccién coincide coa vista no apartado 1.2; non temos mais que transformar as duas circunferencias
das bases en poligonos (cantos mais lados tefian mais exactitude teremos 6 trazar a elipse interseccion nas
suas proxeccions).

No caso do cilindro recto cortado por un plano proxectante vertical € mais aconsellable obter a elipse
interseccion de xeito directo ( a partir dos seus eixos).

A elipse interseccioén tera un eixo maior AC (que temos en verdadeira magnitude na sua proxeccion vertical
posto que é unha recta frontal) e un eixo menor BD (que teremos en verdadeira magnitude na sta proxeccion
horizontal posto que é unha recta de punta).

A proxeccién horizontal da elipse interseccion coincidira coas circunferencias das bases.

Para obter a verdadeira magnitude da elipse interseccion abatemos os dous eixos AC e BD, obtendo (A)(C)
e (B)(D); a partir deles trazamos a elipse interseccion en verdadeira magnitude.
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3.5.- Interseccion dunha piramide cun plano calquera - F-3.6/7
Dada a piramide e o plano a.

Concepto: Obter a interseccion entre o plano e a piramide é algo tan sinxelo como
obter a interseccion de a con cada unha das rectas laterais da piramide (ou sexa, in-
terseccién entre recta e plano: DEBUXO TECNICO | (pax. 70 — apdo. 2.3). De tédolos
xeitos, facer a interseccion de a con cada unha das rectas da piramide levaria consigo
facer moitas lifas que ensuciarian o debuxo final.

Solucién: Facemos a interseccion de a con unha das arestas laterais da piramide (no noso caso coa VD que
€ a que queda mais a dereita). Collemos un plano auxiliar B (proxectante vertical) que contén a recta VD. A
interseccion entre a e B é a recta r. Obtemos na proxeccién horizontal o punto de interseccion entre r1 e V1D1.
Aplicamos homoloxia e obtemos a proxeccion horizontal dos puntos de interseccion co resto das arestas
laterais da piramide. Para aplicar homoloxia deberemos ter en conta que ha é o eixo de homoloxia, V1 é o
centro de homoloxia e o segmento B1C1 (aresta da base da piramide ) € homdlogo do G1H1 (recta de corte
da cara respectiva da piramide co plano a) e, polo tanto, ambolos dous se cortan no eixo de homoloxia ha.
Obtemos as proxeccions verticais respectivas.
Unha vez obtida a interseccion, se queremos obter a verdadeira magnitude da mesma (F-3.7):

- Abatemos o plano a sobre o horizontal de proxeccion.

- Collemos rectas horizontais (r,s,t,u,v) que contefian 6s puntos de interseccion.

- Abatemos as rectas e obtemos (r), (s), (t), (u), (v).

- Levando perpendiculares a (ha) dende F1, G1, H1, J1, K1 obtemos os puntos abatidos (F), (G), (H), (J),

(K). Unimos e obtemos a verdadeira magnitude da seccion.
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3.6.- Interseccion dun prisma cun plano calquera - F-3.8/9

Dado o prisma oblicuo e o plano a.
Un prisma é unha piramide de altura infinita polo que a reso-
lucién da interseccion coincide coa do punto anterior.

Concepto: Do mesmo xeito que no caso da piramide, debe-
remos obter os puntos de interseccion das arestas laterais do
prisma co plano a. Obtemos a interseccién de a con unha delas
e aplicamos afinidade (o0 que era a homoloxia no caso da pira-
mide, que ten un vértice, é agora afinidade: Unha homoloxia de
centro impropio xa que o prisma € unha piramide de altura infinita, ou sexa co vértice no infinito).

Solucidén: Facemos a interseccion de a con unha das arestas laterais do prisma (no noso caso coa corres-
pondente co punto D da base apoiada no PH). Collemos un plano auxiliar B (proxectante vertical) que contén
a aresta. A interseccion entre a e B € a recta x. Obtemos na proxeccion horizontal o punto de interseccion
entre x1 e a proxeccion horizontal da aresta que pasa por D1. Aplicamos afinidade e obtemos a proxeccién ho-
rizontal dos puntos de interseccion co resto das arestas laterais do prisma. O que era homoloxia na piramide
do apartado anterior é afinidade neste (do mesmo xeito que un prisma é unha piramide de altura infinita, unha
afinidade &, como dixemos no seu momento, unha homoloxia de centro impropio ou co centro no infinito).
Para aplicar afinidade deberemos ter en conta que ha é o eixo de afinidade, calquera das arestas do prisma
en proxeccion horizontal son a direccion de afinidade e o segmento B1C1 (aresta da base do prisma ) é afin
do G1H1 (recta de corte da cara respectiva do prisma co plano a) e, polo tanto, ambolos dous se cortan no
eixo de afinidade ha.
Obtemos as proxeccions verticais respectivas.
Unha vez obtida a interseccidn, se queremos obter a verdadeira magnitude da mesma (F-3.9):

- Abatemos o plano a sobre o horizontal de proxeccion.

- Collemos rectas horizontais (r,s,t,u,v) que contefian és puntos de interseccion.

- Abatemos as rectas e obtemos (r), (s), (t), (u), (v).

- Levando perpendiculares a (ha) dende F1, G1, H1, J1, K1 obtemos os puntos abatidos (F), (G), (H), (J),

(K). Unimos e obtemos a verdadeira magnitude da seccion.
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INTERSECCION DUN VOLUME CUNHA RECTA

3.7.- Interseccion dunha piramide cunha recta - F-3.10/11
Dada a piramide e a rectar.

Concepto.- Temos dous métodos para resolver este problema. Podemos coller un plano sinxelo que contefa
arecta, obter a sua interseccion coa piramide e, onde a interseccion corte a recta, teremos os dous puntos de
interseccion buscados. O outro método consiste en obter un plano que contefa a recta e pase polo vértice da
piramide; deste xeito o plano cortara a piramide nun triangulo (a base sera onde a traza horizontal do plano
corte a base da piramide e os lados laterais seran rectas que uniran estes puntos co vértice) e onde este
triangulo corte a recta seran os puntos de interseccién buscados.

Solucién polo METODO DO PLANO PROXECTANTE - F-3.10

Collemos un plano proxectante vertical a que contefia a recta r. Obtemos a interseccién de a coa piramide
(ver apdo. 3.1) e, onde a proxeccion horizontal corte a r1, teremos a proxeccion horizontal (A1 € B1) dos pun-
tos de interseccion; os levamos en perpendicular a LT e obtemos Az e B2 en rz.

Solucién polo METODO DA RECTA AUXILIAR - F-3.11

Collemos un punto P calquera da recta e trazamos outra recta s que pase por P e polo vértice V da piramide.
Arecta s e a recta r se cortan en P e forman un plano que contén a recta dada r e pasa polo vértice da pira-
mide.

Obtemos a traza horizontal, Ha, do plano (unindo Hr e Hs). Ha corta @ base da piramide en dous puntos,
unindo estes puntos con V1 obteremos a proxeccién horizontal da interseccion de a coas caras laterais da
piramide; onde estas rectas corten a r1 obteremos A1 e B1, proxeccion horizontal dos puntos de interseccion.
Obtemos a proxeccion vertical Az e B2 e temos o problema resolto.

Vol

F=3.10 ho F=3.11

3.8.- Interseccion dun prisma cunha recta n=va
F-3.12/13

Dado o prisma e arectar. / /

Concepto.- Tendo en conta que un prisma € igual a unha 1' /
piramide, temos os mesmos dous métodos de resolucion B2
que xa vimos no apartado anterior. Un prisma € unha pira- ! /
mide de altura infinita (polo que as arestas laterais unidas / ﬂ;"

co vértice pasan a ser paralelas); non temos mais que ter :
isto en conta e seguir os procesos descritos para a inter-
seccion de piramide e recta.

Solucién polo METODO DO PLANO PROXECTANTE
F-3.12

Collemos un plano proxectante vertical a que conteia a
recta r. Obtemos a interseccién de a co prisma (ver apdo.
2.2) e, onde a proxeccion horizontal corte a r1 teremos a
proxeccion horizontal (A1 e B1) dos puntos de intersec-
cion; os levamos en perpendicular & LT e obtemos Az e
B2 enra.
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Solucién polo METODO DA RECTA AUXILIAR

F-3.13

Collemos un punto P calquera da recta e trazamos outra
recta s que pase por P e sexa paralela as arestas laterais
do prisma.

Obtemos a traza horizontal, Ha, do plano (unindo Hr e
Hs). Ha corta & base do prisma en dous puntos, trazan-
do paralelas as arestas laterais do prisma obteremos a
proxeccion horizontal da interseccién de a coas caras la-
terais do prisma; onde estas rectas corten a r1 obteremos
A1 e B1, proxeccion horizontal dos puntos de interseccion.
Obtemos a proxeccion vertical Az e B2 e temos o problema
resolto.

3.9.- Interseccion dun cono cunha recta - F-3.

Dado o cono e arectar.

Concepto.- Aqui tamén podemos ter os dous métodos
pero sO é aconsellable usar o segundo. Se collemos un
plano proxectante que contefa a recta teremos unha elip-
se en proxeccién horizontal o que faria que a resolucion
do problema con este método nos levara moito mais tem-

po.

Solucién polo METODO DA RECTA AUXILIAR - F-3.14
Collemos un punto P calquera da recta e trazamos outra
recta s que pase por P e polo vértice V do cono. Arecta s
e arecta r se cortan en P e forman un plano que contén a
recta dada r e pasa polo vértice da piramide.

Obtemos a traza horizontal, Ha, do plano (unindo Hr e
Hs). Ha corta & base do cono en dous puntos, unindo es-
tes puntos con V1 obteremos a proxeccién horizontal da
interseccion de a co cono; onde estas rectas corten a r1
obteremos A1 e B1, proxeccion horizontal dos puntos de
interseccion. Obtemos a proxeccioén vertical Az e Bz e te-
mos o problema resolto.

3.10.- Interseccion dun cilindro cunha recta -
Dado o cilindro e arectar.

Concepto.- Neste caso, igual que no do cono, convén
usar o método da recta auxiliar para aforrar tempo na re-
solucién do exercicio.

Solucién polo METODO DA RECTA AUXILIAR - F-3.15
Collemos un punto P calquera da recta e trazamos outra
recta s que pase por P e sexa paralela a xeratriz do cilin-
dro.

Obtemos a traza horizontal, Ha, do plano (unindo Hr e
Hs). Ha corta a circunferencia da base do cilindro en dous
puntos, trazando paralelas a xeratriz do cilindro obtere-
mos a proxeccion horizontal da interseccién; onde estas
rectas corten a r1 obteremos A1 e B1, proxeccion horizon-
tal dos puntos de interseccion. Obtemos a proxeccion ver-
tical A2 e B2 e temos o problema resolto.

14

F-3.15

F-3.15
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AESFERA |
3.11.- Interseccion dunha esfera cun plano proxectante - F-3.16

Dada a esfera e a rectar.

. Vot
Concepto.- Unha esfera ten as proxeccions (calquera

delas) en forma de circunferencia. A interseccion dunha
esfera cun plano sera sempre unha circunferencia; se o
plano é proxectante a interseccion sera recta en unha das
proxecciéons e unha elipse na outra.

Solucidon.- Como o plano é proxectante horizontal a
proxeccion horizontal da interseccion sera o segmento
A1B1. R
A proxeccion vertical da interseccion sera a proxeccion AN DR
vertical da circunferencia real (cuxo diametro mide A1B»). 5P1zc1f
A elipse tera dous eixos: O eixo horizontal sera o seg- 01 i N,
mento A2B: (proxeccion vertical do diametro horizontal da Tish
circunferencia interseccion) e o eixo vertical (perpendi-
cular ao anterior no seu punto medio P) medira igual que
A1B1 pois sera a proxeccion vertical do diametro vertical
da circunferencia interseccion (AzBz mide o mesmo que A1B»).

A elipse da proxeccion vertical da interseccién sera tanxente a circunferencia en Tz e T’2.

F-3.16 hox

3.12.- Interseccion dunha esfera cunha recta - F-3.17
Dada a esfera e a rectar.

Concepto.- Para resolver a interseccion poderiamos usar
un plano proxectante auxiliar que contefa a recta pero te-
riamos que debuxar unha elipse en unha das proxeccions.
Temos outro método mais rapido.

Dado que a esfera mantén as proxeccions se a xiramos
con respecto a un eixo vertical que pase polo centro, xi-
ramos o conxunto (a esfera e a recta) transformando a
recta en frontal. Collemos un plano vertical que contefa
a recta e debuxamos a interseccion coa esfera (qQue sera =
unha circunferencia concéntrica coa da esfera) e, como
consecuencia, coa recta. Desfacemos o xiro e temos o
problema resolto.

Solucidn.- Collemos un eixo vertical que pase polo centro rizha
da esfera (non o debuxamos para manter a limpeza do

debuxo) e transformamos r en frontal: Trazamos dende  [f=3.17

O+ unha perpendicular a r1 en A1 e xiramos r1 ate transfor-

mala en r’1, paralela a LT. A’z estara na horizontal de Az

(mantén a cota). Como necesitamos outro punto, collemos un punto B e o xiramos 0 mesmo angulo. Unimos
A’z e B’2 € obtemos r’2.

Collemos un plano vertical a que conteia a r’ (ha coincidira con r’1) e debuxamos, en proxeccion vertical, a
circunferencia interseccion deste plano coa esfera, que sera a circunferencia de centro Oz e radio O2Cz; esta
circunferencia cortara a recta r’ nos punto P’2 e Q’2. Desfacemos o xiro e obtemos os puntos P e Q de inter-
seccion da esfera conr.
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PLANO TANXENTE A UN VOLUME

3.13.- Plano tanxente a un cono - F-3.18
Dado o punto A e o cono recto.

O problema teria a mesma solucion, independentemente de que
0 CONo sexa ou non recto.

Concepto: O plano resultante ten que conter 6 punto A e ser
tanxente 6 cono. Calquera plano tanxente 6 cono cumprira daas
condicions:

- O plano contera 6 vértice V do cono.

- A traza horizontal do plano sera tanxente a circunferencia da
base, que esta apoiada no PH.

Soluciéon: Como o plano contén 6s puntos A e V, trazamos a
recta r que forman. Obtemos as trazas de r: Hr e Vr. Como a
traza horizontal do plano ten que pasar por Hr e ser tanxente a
circunferencia da base, trazamos a recta tanxente a ela dende

Hr (temos duas posibles solucions, os puntos P e Q. Eliximos Q) e obtemos Ha unindo Q e Hr. Onde Ha corte

a lina de terra unimos con Vr e obtemos Va.

3.14.- Plano tanxente a un cilindro - F-3.19
Dado o punto A e o cilindro oblicuoo.

O problema teria a mesma solucién, independentemente de que
o cilindro sexa ou non recto.

Concepto: O plano resultante ten que conter 6 punto A e ser
tanxente ¢ cilindro. Calquera plano tanxente 6 cilindro cumprira
duas condicions:

- O plano contera a unha recta paralela a xeratriz do cilindro
pasando polo ‘punto A.

- A traza horizontal do plano sera tanxente a circunferencia da
base, que esta apoiada no PH.

Solucidén: Trazamos por A a recta r, paralela a xeratriz do cilin-
dro. Obtemos as trazas de r: Hr e Vr. Como a traza horizontal
do plano ten que pasar por Hr e ser tanxente a circunferencia
da base, trazamos a recta tanxente a ela dende Hr (temos duas
posibles solucions, os puntos P e Q. Eliximos Q) e obtemos Ha

F-3.19

unindo Q e Hr. Onde Ha corte & lifia de terra unimos con Vr e obtemos Va.
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DEBUXO DUN VOLUME EN CALQUERA POSICION

3.15.- Volume apoiado nun plano calquera - F-3.20

Dado o plano a, debuxar unha piramide regular recta de base cadrada de lado a e altura h, tendo en conta
que un dos vértices da base € o punto A.

Concepto.- Primeiro debuxaremos a cara apoiada no
plano (abatemos o plano, debuxamos o cadrado da base
apoiada en a e desabatemos para obter as suas proxec-
cions) e despois levamos, a partir do centro da base, a
altura da piramide. Cando tefiamos o vértice superior da
piramide unimos cos da base e debuxamos as proxec-
cions da piramide coas arestas vistas e ocultas.

Solucidén.- Collemos unha recta r auxiliar (neste caso
horizontal) que contefia 6 punto A. Abatemos o plano «a
sobre o PH (ha coincide con (ha)) e obtemos va polo mé-
todo xa visto en DEBUXO TECNICO | — pax. 77 ) e abate-
mos r obtendo (r). Dende A1 levamos unha perpendicular
a ha e obtemos (A) en (r). Levamos a medida a sobre (r)
e debuxamos o cadrado de lado a.

Para obter as proxeccions do cadrado collemos outra rec-
ta horizontal abatida (s) que contefa os vértices (C) e (D).
Desabatemos (s) e levamos perpendiculares a (ha) para
obter C1, D1 e B1. Levantamos perpendiculares a LT ata as
respectivas proxeccions verticais de r e s e obtemos C2, D2 e B2. Unimos e xa temos as proxeccions diédricas
da base cadrada.

Trazamos (nas duas proxecciéns) unha diagonal da base e, a partir do seu punto medio M, trazamos unha
recta t perpendicular a a (t2 sera perpendicular a va e t1 perpendicular a ha).

A partir do punto M deberemos medir a altura h na recta t. A recta t € unha recta oblicua polo que non ten
ningunha proxeccién en verdadeira magnitude; deberemos resolver o problema.

Temos diferentes procedementos para pofier a recta t de xeito que podamos medir a distancia h sobre ela
(abatemento, xiro e cambio de plano. Ver DEBUXO TECNICO | — pax.77 e os apdos. 1.1 e seguintes deste
libro). Eu persoalmente nestes casos prefiro usar o xiro pois € o que menos lifias de debuxo require, e iso vai
en favor da claridade do debuxo.

Vou coller (inda que non o debuxo) un eixo vertical que corte a recta t no punto M.

Collo un punto calquera N de t e, facendo centro en M1 co compas e con radio MiN1, obtefio N’1 en t’1(que
debera ser paralela & LT). Cando xiro en torno a un eixo vertical os puntos mantefien a sua cota, razén pola
cal N’z estara na vertical de N’1 e na horizontal de N2. Unindo M2 (que coincide con M’2) con N’z obtefio t’2 e
tefio xa a recta t transformada nunha recta frontal que tera a proxeccion vertical en verdadeira magnitude.
Mido a distancia h en t’2 a partir de M2 e obtefio o punto O. Eu necesito a altura na recta t orixinal polo que
desfago o xiro trazando unha lifia horizontal dende O ate t2, obtendo a proxeccion vertical do vértice da pira-
mide V2. Baixo unha perpendicular & LT e obtefio Vien t1.

Uno V con A, B, C e D (nas duas proxeccions) e obtefio as proxeccions diédricas da piramide.

Para saber as partes vistas e ocultas das rectas soamente deberemos imaxinar como esta colocada a pira-
mide no plano e ollala de fronte (na proxeccion vertical) e dende arriba (na horizontal). Con un pouquifio de
practica non teremos problemas para ver as arestas vistas e ocultas en cadansua proxeccion e, ademais, me-
llorara a nosa vision espacial, cousa ben importante en sistema diédrico en particular e na Xeometria en xeral.
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DESENVOLVEMENTO DE VOLUMES

Cando falamos de “desenvolvemento” de volumes estamos a falar de obter a verdadeira magnitude de
tédalas caras ou superficies deles.

Utilizando as ferramentas xa cofiecidas (abatementos, xiros e cambios de plano) podemos obter facilmente a
verdadeira magnitude e o desenvolvemento de calquera volume, tendo en conta ademais como xa dixemos,
que tédolos volumes son 0 mesmo.

Veremos a continuacion o desenvolvemento dunha piramide oblicua e dun prisma oblicuo (os desenvolve-
mentos dos mesmos volumes na sua version recta seria mais sinxelo pero o procedemento seria similar).
Se queremos desenvolver un cono ou un cilindro, deberemos transformalos nunha pirdmide ou nun prisma
respectivamente con suficientes lados na base ou bases para, despois, transformar a lifia quebrada nunha
curva continua a man alzada ou con plantilla de curvas.

3.16.- Desenvolvemento dunha piramide oblicua - F-3.21
Dada a piramide oblicua de base pentagonal.

Concepto.- A base xa esta en verdadeira magnitude. Teremos que desenvolver as caras laterais que son
triangulos, dos que cofiecemos a medida dun dos lados (o lado da base); o Unico que temos que obter é a
verdadeira magnitude das arestas laterais e o faremos mediante xiros.

Solucién.- Collemos un eixo vertical (que non debuxamos por limpeza do debuxo) que pase polo vértice V.
Facendo centro en V1 xiramos as proxeccions horizontais das arestas laterais (ai-e1) de xeito que queden
transformadas en rectas frontais. As proxeccions verticais delas (a’2-e’2) estaran en verdadeira magnitude.
Desenvolvemento:

Trazamos a aresta a coa medida de a’>. Facendo centro en A con radio A1B1 trazamos un arco e facendo
centro en V con radio b’2 0 cortamos obtendo o punto B. Xa temos unha cara lateral da piramide.

Con centro en B e radio B1C1 trazamos un arco e facendo centro en V con radio ¢’2 o cortamos... Asi
sucesivamente ata rematar tédalas caras laterais e xa teremos o desenvolvemento da piramide completa.

- R e

3.17.- Desenvolvemento dun prisma oblicuo - F-3.22
Dado o prisma oblicuo de bases pentagonais.

Concepto.- As bases xa estan en verdadeira magnitude. Teremos que desenvolver as caras laterais que son
cadrilateros, dos que cofilecemos a medida de dous lados (os lados das bases); o Unico que temos que obter
€ a verdadeira magnitude das arestas laterais.

Se cortamos as caras laterais do prisma por un plano perpendicular a elas e abatemos a seccion producida
teremos os alicerces para facer o desenvolvemento buscado.

Solucidén: Collemos un plano a perpendicular as arestas laterais do prisma (va sera perpendicular a proxec-
cion vertical das arestas laterais e ha a horizontal).

Tal e como quedou explicado no apartado 2.6 obtemos a interseccion de a co prisma e obtemos a verdadei-
ra magnitude da seccion mediante o abatemento da mesma.

Desenvolvemento:

Collemos os lados da seccién en verdadeira magnitude e os pofiemos, ordenadamente, na mesma lifa
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(A-B-C-D-E-A); as arestas laterais do prisma seran perpendiculares a eles. Por cada un dos puntos levanta-
mos rectas perpendiculares.

Necesitamos obter a verdadeira magnitude dunha das arestas laterais (son todas da mesma medida). Colle-
mos a aresta que contén 6 punto de corte D e a xiramos con respecto 6 eixo n para transformala en frontal.
Na proxeccion vertical teremos L’2D’2H’2 en verdadeira magnitude.

Na lifa da seccién desenvolvida levamos, a partir do punto D a distancia D’2L’2 cara a arriba e a distancia
D’2H’2 cara a abaixo e temos a aresta correspondente no desenvolvemento.

Collemos co compas a distancia H1J1, facemos centro en H e trazamos un arco cara a esquerda. Este arco
cortara a lina que pasa por C en dous puntos. Na proxeccion vertical do prisma seccionado podemos ver que
a distancia de D2 a Hz € mais pequena que a de Cz a Jz2, 0 que nos indica que deberemos tomar o punto de
corte de abaixo, que sera o punto J. Unimos H con J e temos o lado inferior desa cara do prisma. Polo punto
L trazamos unha paralela a HJ e temos a primeira cara do prisma desenvolta.

Collemos co compas a distancia J1K1, facemos centro en J e trazamos un arco cara a esquerda. Este arco
cortara a lina que pasa por B en dous puntos. Na proxeccion vertical do prisma seccionado podemos ver que
a distancia de C2 a J2 € mais pequena que a de Bz a Kz, 0 que nos indica que deberemos tomar o punto de
corte de abaixo, que sera o punto K. Unimos J con K e temos o lado inferior desa cara do prisma. Trazamos
unha paralela a JK pola parte superior e temos a segunda cara do prisma desenvolta.

Repetimos 0 mesmo (cara a esquerda e cara a dereita) e rematamos o desenvolvemento.

~——_

3.18.- Desenvolvemento dun cono recto - F-3.23
Dado o cono recto.

Concepto.- Como xa vimos anteriormente, un cono € unha pi-
ramide polo que resolvemos o desenvolvemento transforman-
do a circunferencia da base nun poligono (cantos mais lados
tefia teremos mais exactitude no desenvolvemento) e facendo
o desenvolvemento tal e como quedou explicado no apdo. 3.16.
Debemos ter en conta que este trazado (coma sempre que trata-
mos coa rectificacién da circunferencia) é aproximado

Solucién.- Dividimos a base nun octégono regular e trazamos a
piramide correspondente. Como o cono é recto podemos facer o
desenvolvemento directamente.

Desenvolvemento:

O segmento A2V é a xeratriz do cono en verdadeira magnitude,
polo que debuxamos o segmento AV coa sua dimension. Con
centro en V e radio VA trazamos un arco de circunferencia. Con
radio o lado do octégono (A1B1) e, partindo de A, levamos esta
medida oito veces sobre o arco anterior. Unindo de novo con V teremos o desenvolvemento do cono.
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3.19.- Desenvolvemento dun cono oblicuo - F-3.24
Dado o cono oblicuo.

Concepto.- O concepto € 0 mesmo que no caso anterior pero agora a resolucion € un pouco mais traballosa
por seren o cono oblicuo. Transformamos a circunferencia da base nun poligono (cantos mais lados tefa
teremos mais exactitude no desenvolvemento) e facemos o desenvolvemento tal e como quedou explicado
no apdo. 3.16.

Solucidn.- Dividimos a base nun octégono e trazamos a piramide correspondente. Obtemos (mediante un
Xiro en torno a un eixo vertical que pasa por V e que non debuxamos) a verdadeira magnitude de tdédalas
arestas laterais da piramide.

Desenvolvemento:

Debuxamos un segmento EV coa medida de E’2V’2. Con centro en E e radio E1D1 trazamos un arco, e o cor-
tamos con outro de centro V e radio V’2D’2. Xa temos a primeira cara lateral da piramide.

Con centro en D e radio D1C1 trazamos un arco, e o cortamos con outro de centro V e radio V’2C’2. Temos a se-
gunda cara da piramide. Seguimos asi ata o final, coma se fose o desenvolvemento dunha piramide oblicua.
Como a base é unha circunferencia e non un poligono, trazamos (a man alzada ou con plantilla de curvas)
unha curva que una toédolos puntos da poligonal e teremos o desenvolvemento do cono oblicuo rematado.

3.20.- Desenvolvemento dun cilindro oblicuo - F-3.25

Non estudaremos o desenvolvemento do cilindro recto por razéns obvias: O desenvolvemento do cilindro recto
€ un rectangulo de lado maior igual a rectificacion da circunferencia e lado menor igual a altura do cilindro.

Dado o cilindro oblicuo.

Concepto.- Para o desenvolvemento dun cilindro oblicuo o transformamos nun prisma. Transformamos as
circunferencias das bases en poligonos (cantos mais lados tefian teremos mais exactitude no desenvolvemento)
e facemos o desenvolvemento tal e como quedou explicado no apdo. 3.17.

Solucidn.- Dividimos as bases en oito partes e trazamos as arestas do prisma correspondente.

Facemos a interseccion do cilindro con un plano a perpendicular a xeratriz (ou sexa perpendicular as arestas
laterais do prisma) e obtemos a sua verdadeira magnitude por abatemento.

Obtemos (mediante un xiro en torno a un eixo vertical que pasa polo punto de interseccion 2) a verdadeira
magnitude dunha aresta lateral do prisma.
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Desenvolvemento:

Sobre unha lifa horizontal levamos as medidas 1-2, 2-3... 8-1 (as levamos como se fosen rectas, xa
rectificaremos despois). Por cada un dos puntos levantamos perpendiculares. A partir do punto 2 levamos,
cara a abaixo a medida 22B’2 (obtendo o punto B) e, cara a arriba, a correspondente ata completar a medida
a.

Seguimos como se estiveramos a desenvolver o prisma: Con centro en B e radio B1C1 trazamos un arco que
cortara a lifia vertical trazada por 3 en dous puntos e collemos o que corresponde, neste caso o de arriba,
obtendo o punto C. Seguimos cos demais puntos, tal e como quedou explicado no apdo. 3.17.

Para rematar e dado que temos un cilindro, unimos os puntos A, B... H, A, e os seus correspondentes da parte
superior, mediante unha curva a man alzada e teremos rematado o desenvolvemento do cilindro oblicuo.

71



SISTEMA DIEDRICO

B DEBUXO) TECNICO - ][

72



DEBUXO TECNICO -l SISTEMA DIEDRICO

4 - POLIEDROS

O POLIEDRO ¢ un volume limitado por caras poligonais planas.
O POLIEDRO REGULAR ¢ un volume cuxas caras son poligonos regulares iguais.

TETRAEDRO

O TETRAEDRO ¢ un poliedro regular formado por 4 triangulos equilateros.

4.1.- TETRAEDRO cunha cara apoiada no plano horizontal — F-3.1

Partindo do lado do tetraedro debuxamos un tridngulo equilatero
ABC (Az, Bz e C:z estaran na LT). Dende cada vértice trazamos
unha perpendicular 6 lado oposto e teremos V1 (proxeccion hori-
zontal do vértice V) onde se corten.

Para obter a altura do tetraedro o cortamos por un plano proxec-
tante horizontal a que contefia a unha das arestas laterais do
tetraedro. Abatemos a.

Con centro en A1 e radio A1B1 trazamos un arco que cortara a
perpendicular & ha trazada por V1 no punto (V). A distancia V1(V)
sera h, a altura do tetraedro.

Levamos h sobre LT e debuxamos a proxeccion vertical do te-
traedro.

4.2.- TETRAEDRO cunha cara paralela ao PH e un vértice no PH — F-3.2

Este trazado é moi similar ao anterior.

Debuxamos a proxeccion horizontal do tetraedro (tendo en con-
ta que as arestas laterais quedaran ocultas e deberemos de-
buxalas con lifia de trazos.

Dende V1 levamos unha perpendicular & LT e obtemos Va.
Obtemos, coma no apartado anterior, a altura do tetraedro e a
levamos en perpendicular & LT a partir de V2. Trazamos unha
paralela a LT e levantamos perpendiculares a LT dende A1, B1 e
C1 para obter as suas proxeccions verticais Az, B2 e Ca.

4.3.- TETRAEDRO cunha aresta paralela ao PH e outra no PH - F-3.3

A aresta apoiada no PH e a paralela 6 PH son, pola morfoloxia
do tetraedro, perpendiculares entre si e estdn en verdadeira
magnitude na proxeccion horizontal.

A proxeccion horizontal do tetraedro sera un cadrado cuxas dia-
gonais son a aresta contida no PH e a paralela ao PH.

A altura h da proxeccion vertical seria a dun triangulo isésceles
que tefa por base o lado do tetraedro e por lados iguais a altura
do triangulo equilatero dunha cara. Se abatemos sobre o PH un
plano proxectante horizontal (que non debuxamos) que corte o
tetraedro por D1B1 podemos obter h como se ve na F-3.3.

F~43
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HEXAEDRO OU CUBO

O HEXAEDRO ou CUBO ¢ un poliedro regular formado por 6 cadrados.

4.4.- CUBO cunha cara apoiada no plano horizontal — F-4.4

O hexaedro ou cubo apoiado cunha cara no PH tera a proxec-
cion horizontal formando un cadrado, en verdadeira magnitude,
con lado o lado do cubo.

A proxeccion vertical a obteremos levando perpendiculares a LT
e tendo en conta que a proxeccion vertical das arestas laterais
esta en verdadeira magnitude.

4.5.- CUBO cunha aresta no PH - F-4.5

Concepto.- Imos supofier que, ademais da aresta no PH, as
caras laterais forman o mesmo angulo co PH; isto significa que a
altura do cubo, nesta posicién, sera a diagonal dunha cara.

O cubo tera duas das caras formando 90° co plano horizontal
0 que, ademais do indicado no paragrafo anterior, significa que
en proxeccion horizontal o ancho tamén sera a lonxitude da
diagonal dunha cara.

Solucidén.- Debuxamos un lado AB en proxeccion horizontal
(A1B1). Partindo deste lado obtemos a medida d da diagonal
da cara (a cara é un cadrado) e a levamos en perpendicular
a A1B1, obtendo Hi1e Gi1. Trazamos unha paralela a A1B1 polo
punto medio de A1G1 e temos a proxeccién horizontal do cubo
nesta posicion.

Agora non temos mais que levar perpendiculares a LT dende as
proxeccions horizontais dos vértices, tendo en conta que Ez e F2
teran cota d e Az, B2, Gz e Hz teran cota d/2.

4.6.- CUBO cunha diagonal vertical — F-4.6

Concepto.- Cando temos o cubo cunha diagonal vertical, o pe-
rimetro da proxeccién horizontal € un hexagono. Na proxeccion
vertical teremos os vértices situados de tal xeito que as cotas
seran a medida da diagonal ou distancias de 1/3 dela.

Para obter a medida da diagonal do cubo teremos en conta que
€ a hipotenusa dun triangulo rectangulo que ten por catetos a
diagonal dunha cara e o lado do cubo. A altura (con respecto
a hipotenusa) no triangulo rectangulo anterior sera o radio da
circunferencia na que esta inscrito o hexagono da proxeccion
horizontal.

Solucidn.- Debuxamos un triangulo rectangulo a partir de dous catetos (que forman 90°) que tefia por medida
o lado do cubo a e a diagonal dunha cara d. A hipotenusa D do triangulo rectangulo sera a diagonal do cubo.
A altura r sera o radio da circunferencia necesaria para facer a proxeccion horizontal do cubo.

Co radio r trazamos unha circunferencia e debuxamos o hexagono inscrito. Unimos os vértices co centro (ollo
as arestas vistas e ocultas) e teremos a proxeccion horizontal do cubo.

Levamos perpendiculares a LT dende tédolos vértices do cubo en proxeccion horizontal. As cotas das proxec-
cions verticais dos diferentes vértices estaran en fraccions de D/3.
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OCTAEDRO

O OCTAEDRO ¢ un poliedro regular formado por 8 triangulos equilateros.

4.7.- OCTAEDRO cunha diagonal vertical — F-4.7

Concepto.- Cando o octaedro ten unha diagonal vertical, a proxeccion horizontal é un cadrado de lados iguais
a medida do lado do octaedro (son rectas horizontais). Pola stia morfoloxia, as proxeccions verticais dos vér-
tices teran cotas iguais a propia diagonal do cadrado da proxeccion horizontal (que € o que mide a diagonal
do octaedro) ou a metade dela.

Solucion.- Partindo do lado do octaedro debuxamos un cadrado e trazamos as diagonais; esta sera a proxec-
cion horizontal do octaedro. Segundo a posicion no que o coloquemos variara a proxeccion vertical que, de
calquera xeito tera a altura h igual & diagonal do cadrado da base.

Aqui vedes duas posicions do octaedro cunha diagonal vertical.

4.8.- OCTAEDRO cunha cara apoiada no PH — F-4.8

Concepto: Para facer o octaedro cunha cara apoiada no
PH utilizaremos un recurso basico para debuxar calquera
volume nunha posicién rara: O debuxamos nunha posi-
cion sinxela e logo, mediante xiros ou cambios de plano, o
colocamos como ten que quedar.

Neste caso debuxaremos o octaedro cunha diagonal ver-
tical e, mediante un xiro, porémolo cunha cara no PH.
Solucidén.- Co lado dado debuxamos as proxecciéns do
octaedro cunha diagonal vertical. Collemos un eixo de
punta (non esta debuxado) que contefia ao punto A (o
vértice inferior que esta no PH). Xiramos na proxeccion
vertical de xeito que os puntos B e C queden no plano
horizontal (con centro en Az levamos B2=C: ata LT onde
teremos B’2=C’2). Como a proxeccion vertical do octae-
dro son dous tridngulos, obtemos por triangulacién a nova
proxeccion vertical (ver DEBUXO TECNICO | — pax. 21.
Apdo. 2.3).

Trazando por cada proxeccion vertical dos vértices rectas perpendiculares a LT e, polas proxeccions horizon-
tais paralelas a LT, obteremos a proxeccion horizontal do octaedro cunha cara (a cara ABC) apoiada no PH.
E importante ter en conta que a proxeccion horizontal do octaedro cunha cara no PH ten un perimetro con
forma de hexagono regular.
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DEBUXAR UN POLIEDRO EN CALQUERA POSICION

Co xa visto nos puntos anteriores podemos debuxar un poliedro en calquera posicion.

Concepto.- O procedemento sera sempre o mesmo: O debuxamos nunha das posicions cofiecidas (a que
mellor se adapte a que nos piden) e, mediante xiros e/ou cambios de plano o levamos a posicion pedida.
Isto pode chegar a ser un problema complexo (non polo concepto senén polos multiples pasos do trazado)
en alguns casos. Veremos, a continuacion, un deles.

4.9.- Debuxar un CUBO dada a sua diagonal — F-4.9/13

Concepto.- A diagonal AB ¢ unha recta oblicua. Nos sabemos debuxar o cubo cunha diagonal vertical (ver
o apdo. 4.6). Transformaremos a diagonal dada en unha recta vertical mediante un xiro (para transformala
nunha recta frontal) e un cambio de plano (para transformar a recta frontal nunha vertical).

Unha vez que temos a diagonal vertical debuxaremos as proxecciéns do cubo como xa sabemos. Desface-
mos o cambio de plano e, despois, desfacemos o xiro co que teremos o cubo na posicidon pedida.

Solucion.-

F-4.9.- Para facer o xiro (ver apdo. 1.2) collemos un eixo vertical que pase polo punto B (non o debuxamos).
Facendo centro en B1 pofiemos A’1B’1 paralela & LT. En proxeccién vertical teremos A’2B’2 e 0 segmento AB
transformado en recta frontal.

Para facer o cambio de plano horizontal (ver apdo. 1.5) pofiemos a nova LT’ perpendicular a A’2B’2, que agora
coincidira con A”2B”2. Na proxeccion horizontal A”1=B”1 teran a cota de A’1 e B’1. Temos a nosa diagonal do
cubo transformada nunha recta vertical A”B”.

Partindo da medida da diagonal (A”2B”2 esta en verdadeira magnitude) e, como vimos no apdo. 3.6, obtemos
o lado do cubo L, a diagonal dunha cara Dc e o radio r da circunferencia na que esta inscrito o hexagono da
proxeccidon horizontal do cubo coa diagonal vertical.

BzEBéEBi’

%

Az=

76



DEBUXO TECNICO -l SISTEMA DIEDRICO

F-4.10.- Aplicando o visto no apdo.
3.6 debuxamos as proxeccions do
cubo de diagonal A”B”.

F-4.11.- Desfacemos o cambio de
plano (ver apdo. 1.6): Dende cada un
dos vértices do cubo na proxeccién
vertical levamos perpendiculares a
primeira LT e, con respecto a ela,
levamos o alonxamento de tddalas
proxecciéns horizontais dos vértices
e obtemos a proxeccién horizontal do
cubo despois de desfacer o cambio
de plano feito.
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F-4.12.- Desfacemos o xiro: Fa-
cendo centro en B1 facemos un
xiro (coa proxeccion horizontal de
cada vértice) co mesmo angulo do
primeiro pero en sentido oposto.
Obtemos a proxeccion horizontal
do cubo coa diagonal dada.

F-4.13.- Dende a proxeccion hori-
zontal de cada un dos vértices le-
vamos perpendiculares & LT; onde
se corten con cadansua paralela a
LT trazada dende as proxecciéns
verticais dos vértices, teremos a
proxeccion vertical dos vértices do
cubo na posicion pedida. Unindo
os vértices temos rematadas as
proxeccions do cubo de diago-
nal a recta oblicua AB.

Como vedes isto esta feito en
diferentes debuxos. Se o fixera-
mos (como seria de rigor) todo no
mesmo debuxo, o resultado seria
absolutamente confuso e ininte-
lixible.
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DODECAEDRO

O DODECAEDRO ¢ un poliedro regular formado por 12 pentagonos.

4.10.- DODECAEDRO cunha cara apoiada no plano horizontal - F-4.14

Concepto.- O dodecaedro cunha cara apoiada no plano
horizontal terd, en proxeccion horizontal, dous pentagonos
(xirados un con respecto ao outro) en verdadeira magnitu-
de. Estes dous pentagonos estan unidos por duas ringlei-
ras de pentagonos contrapeados, o que fai que o contorno
da proxeccién horizontal sexa un decagono regular; unha
vez obtido este decagono sera sinxelo debuxar a proxec-
cion horizontal.

Solucion.- Partindo do lado a do dodecaedro debuxamos
dous pentagonos concéntricos e inversos por debaixo da
LT. O pentagono que esta no PH estara debuxado con
lifa de trazos.

A partir do pentagono do PH debuxamos outros dous que
tefian como base dous lados adxacentes; estes pentago-
nos seran duas das caras laterais abatidas sobre o PH.
O lado de cada pentagono abatido comun co pentagono
da base sera o eixo de xiro ou a traza horizontal do plano
abatido, que non debuxamos, e que contén a cada cara.
O punto (A) de ambas as duas caras abatidas mévese (no
proceso de abatemento) nunha perpendicular 6 eixo de
xiro (traza horizontal do plano) de cada unha delas; onde
se atopen sera a proxeccion horizontal A1 do punto. F4 14
Con radio OA1 trazamos a circunferencia na que esta ins-
crito o decagono que € o contorno da proxeccién horizon-
tal do dodecaedro. Unindo os vértices do decagono co centro e entre si, obteremos as proxeccions horizontais
de todos os lados do dodecaedro (ollo coas arestas vistas e ocultas).

Para obter as cotas dos vértices do dodecaedro:

O punto B (vértice superior dunha das caras abatidas) o obteremos tendo en conta que a sua cota H sera un
cateto do triangulo rectangulo que ten por base o segmento PB1 (outro cateto) e por hipotenusa a altura do
pentagono (o segmento P(B)). Facendo centro en P e con radio P(B) trazamos un arco que cortara a perpen-
dicular a PB1 trazada por B1 no punto Q. B1Q sera a cota do punto B, ou sexa H.

Para obter a cota h dos puntos intermedios dos pentagonos abatemos o tridngulo rectéangulo que ten por
cateto base unha das lifias de trazos da proxeccion horizontal e por hipotenusa o lado a do pentagono. Esta
cota h a teremos igualmente por riba da H para obter a cota da base superior

ICOSAEDRO

O ICOSAEDRO ¢ un poliedro regular formado por 20 triAngulos equilateros.

4.11.- ICOSAEDRO cunha diagonal vertical — F-4.15

Concepto.- O icosaedro cunha diagonal vertical estara formado por duas piramides de base pentagonal e
caras laterais triangulos equilateros (unha piramide invertida e co vértice apoiado no PH e outra co vértice no
extremo contrario da diagonal vertical) unidas, a sua vez, por triangulos equilateros contrapeados.

En proxeccion horizontal teremos dous pentagonos (as hipotéticas bases desas duas piramides) en verda-
deira magnitude e xirados un con respecto ao outro, o que fai que o perimetro ou contorno da proxeccion
horizontal sexa, igual que no caso do dodecaedro, un decagono regular.

Solucién.- Co lado do icosaedro debuxamos dous pentagonos regulares (na proxeccion horizontal) contra-
peados; un deles o pofieremos con lifas de trazos (o correspondente a piramide inferior). Unindo os vértices
de ambos os dous debuxaremos o decagono regular, que é o perimetro da proxeccion horizontal que xa
teremos rematada.

Para obter as alturas h das duas piramides de base pentagonal abateremos a aresta OA dun dos triangulos
da base: A partir da proxeccién horizontal A101 da aresta levantamos unha perpendicular a ela por A1 e, fa-
cendo centro en 01, a cortamos cun arco de radio a (o lado do icosaedro).

Para obter a altura H do elemento intermedio abatemos a aresta BC: Trazamos unha perpendicular a B1C1
polo extremo B1. Con centro en C1 e radio o lado a cortamos a perpendicular no punto (B). B1(B) sera a altura
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H buscada.

Coas duas alturas h e H poderemos obter a proxeccion
vertical de todos os vértices do icosaedro.

Teremos que fixarnos nas vistas e aplicar a I6xica para
trazar as proxecciéns das arestas con lifias continuas (vis-
tas) ou descontinuas (ocultas).

INTERSECCION DE POLIEDROS

As intersecciéns dos poliedros con planos ou rectas as resolvemos do mesmo xeito que faciamos cos volu-
mes xa vistos.

4.12.- Interseccién dun poliedro cun plano — F-4.16

Dado o octaedro e o plano a.

Concepto.- Para resolver a interseccion reduciremos o
problema a outro mais sinxelo.

Transformamos, mediante un cambio de plano vertical, o

plano a en outro proxectante vertical. A planta mantense

e deberemos obter a nova proxeccion vertical do octaedro
despois do cambio de plano.

Na proxeccion vertical teremos os puntos de interseccién

onde a traza vertical corte as arestas do octaedro. Obte- -
mos a proxeccion horizontal da seccion e desfacemos o
cambio de plano.

Solucién.- Collemos a nova lina de terra perpendicular a
ha=h’a para transformar o plano a en proxectante verti-
cal. Seguindo o explicado no apdo.1.6, obtemos v’a.
Como movemos o plano vertical, a proxeccion horizontal
do octaedro mantense. Obtemos a nova proxeccion ver-
tical levando perpendiculares & LT’ dende os vértices da
proxeccion horizontal e collendo cadansua cota (a cota
non varia cando movemos o PV).

Onde va’ corta a proxeccion vertical das arestas, baixamos en perpendicular a LT’ e obtemos a proxeccion
horizontal da interseccion A1B1C1.

Agora temos que desfacer o cambio de plano: Levantamos dende A1, B1 e C1 perpendiculares & LT e obte-
mos, na proxeccion vertical de partida, Az, B2 e Ca.

F-4.16
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4.13.- Interseccion dun poliedro cunha recta — F-4.17

Dado o octaedro e a rectra r.

Concepto.- De novo estamos ante un caso xa cofecido.
Collemos un plano proxectante que contefia a recta. Ob-
temos a interseccién do plano co poliedro e, onde se corte
coa recta, teremos os dous puntos de interseccion.
Solucidn.- Collemos un plano a, proxectante vertical, que
contefia a recta r (va coincide con rz e ha é perpendicular
a LT). Dende onde va corte a proxeccion vertical do polie-
dro baixamos perpendiculares a LT e obtemos a proxec-
cion horizontal da interseccion co plano a; onde esta in-
terseccion corte a r1 seran as proxeccions horizontais dos
puntos de interseccion, A1 e B1. Levantando perpendicu-
lares a LT obtemos en r2 Az e Bz, proxeccions verticais
dos puntos de interseccion de r co poliedro.

M =va

417 hot
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SISTEMA AXONOMETRICO

1 -VOLUMES

PERSPECTIVA AXONOMETRICA DE VOLUMES

1.1.- Como ler as vistas dunha peza ou volume - F-1.1/12

En DEBUXO TECNICO |, pax. 84-85 (VISTAS DE PEZAS) xa vimos a representacién dunha peza ou volume
polas suas vistas e o tipo de planos cos que nos podiamos atopar (horizontal ou vertical, inclinado e chafran);
tendo isto en conta podemos facer o traballo contrario: Dadas as vistas da peza entender e debuxar o

volume.

Dadas as tres vistas (F-1.1) dunha peza deberemos ter en conta
o lugar que ocupan para saber que vistas da peza son: Cando nos
dan tres vistas sempre son dous alzados e unha planta. Temos
duas vistas na parte superior o que indica que son os alzados;
a vista da parte inferior ten que ser a planta. Loxicamente como
a planta esta debaixo ten que ser a PLANTA SUPERIOR (PS)
da peza e, a vista que esta sobre ela, o ALZADO FRONTAL
(AF). A vista da dereita do alzado frontal ten que ser o ALZADO
LATERAL ESQUERDO (ALE).

Faremos un debuxo a man alzada a medida que lemos as
vistas da peza:

Podemos ver que o volume ten 3x3x3 unidades (ancho, alto e
profundidade) polo que o volume de partida € un cubo (F-1.2), e
o AF sera o que marca a frecha.

Tendo en conta o ALE (F-1.3), a lifia remarcada indica que, vista
dende a esquerda, a peza lle sobra toda esa parte, polo que

quedaria como aparece na F-1.4.

Tendo en conta o AF (F-1.5), a lifia remarcada indica que,
vista de fronte, a peza lle sobra toda esa parte, polo que
quedaria como aparece na F-1.6.

g H\I

F-1.5
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Fixémonos agora no plano remarcado na F-1.7. Este plano o vemos no AF e na PS coma un rectangulo e no
ALE como unha lifia, o que indica que ten que ser un plano inclinado cara a fronte. O plano remarcado nas
tres vistas da F-1.8 ten que ser un plano vertical visto de fronte e o remarcado nas tres vistas da F-1.9 ten que
ser, necesariamente, outro plano vertical que vemos dende o ALE. Conxugando todo o anterior temos que
deducir que nos quedaria a nosa peza tal e como vemos na F-1.10.

S A

F-1.7 F-1.8

O que nos quedaria por resolver € o plano remarcado da F-1.11 que, dado que o vemos nas tres vistas,
soamente pode ser un chafran, o que deixaria a peza como aparece na F-1.12.

5

F-1.11

Con un pouquifio de practica e aplicando a loxica,
poderemos visualizar calquera volume, paso previo o seu
debuxo en calquera axonometria.

1.2.- Debuxo dun volume en ISOMETRIA - F-1.13/14

Dadas as vistas da F-1.1.
No apdo. 1.1 vimos como chegar a ler o volume a partir das vistas en diédrico. Para debuxar a perspectiva
isométrica ou ISOMETRIA da peza (F-1.13):

- situamos os eixos axonomeétricos xX’, y’ e 2’ formando angulos de 120° entre eles.

- Debuxamos (coas medidas reais pois non temos coeficientes de reducion) a PLANTA SUPERIOR da peza
no plano X'y’ na posicién axeitada para que, unha vez debuxado o volume, as vistas que vexamos sexan as
de partida.

- A partir da planta debuxamos o volume (F-1.14), xa cofiecido, tendo en conta que en sistema axonométrico
non se debuxan as lifas ocultas ( a trazos) agas que no lo pidan expresamente.
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F-1.13 F-1.14

1.3.- Debuxo dun volume en PERSPECTIVA CABALEIRA - F-1.15/16

Dadas as vistas da F-1.1.
No apdo. 1.1 vimos como chegar a ler o volume a partir das vistas en diédrico. Para debuxar a perspectiva
CABALEIRA da peza (F-1.15):

- situamos os eixos axonométricos x’e z’ formando un angulo de 90° entre eles. O eixo y’ formara 135° con
cada un dos anteriores.

- Debuxamos a PLANTA SUPERIOR da peza no plano x’y’ (deberemos ter en conta que no eixo y’ temos
un coeficiente de reducién de 1/2) na posicion axeitada para que, unha vez debuxado o volume, as vistas que
vexamos sexan as de partida.

- A partir da planta debuxamos o volume (F-1.16).

z z

|><
>

v/ y

F-1.15 F-1.16

1.4.- Debuxo dun volume en PERSPECTIVA MILITAR - F-1.17/18

Dadas as vistas da F-1.1.
Para debuxar a perspectiva MILITAR da
peza (F-1.17):
- situamos os eixos axonométricos x’e y’ z
formando un angulo de 90° entre eles. O eixo
2’ formara 135° con cada un dos anteriores.
- Debuxamos a PLANTA SUPERIOR da
peza no plano x’y’. Normalmente sen coefi-
ciente de reducion.
- A partir da planta debuxamos o volume
(F-1.18). ’ )

F-1.17
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1.5.- Debuxo dun volume calquera nunha AXONOMETRIA - F-1.19/22

Dadas as vistas da F-1.19.
Na F-1.19 temos o ALZADO FRONTAL, a PLANTA SUPERIOR e o0 ALZADO LATERAL DEREITO dunha

peza. Temos marcada a orixe O e os eixos X e Y, para saber como temos que colocar a peza na axonome-
tria e temos tamén as proxeccions axonométricas dos eixos: x’, y’ e Z’. Imos supofier que non temos que
aplicar coeficientes de reducion.

O

O

F-1.19

Soamente podemos tomar medidas reais nos eixos x’, y’ € z’ ou en rectas paralelas a eles.

Deberemos empezar por debuxar a planta da peza, que nos servira de referencia para obter, a partir dela, o
volume.

Como se pode ver na planta diédrica da peza (F-1.20) os dous cadrados remarcados os podemos debuxar
coas suas medidas reais pois tefien os lados paralelos 6s eixos X’ e y’. Para debuxar o resto da planta o
faremos por puntos, mediante medidas tomadas en lifias paralelas 6s eixos X’ e y’ ou sobre eles.

oM

0

F-1.20
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Os puntos H e G os levamos, collendo co compas, as medidas AH e O1G directamente na planta. Os puntos
N, J, K, L e M obtémolos trazando por eles rectas paralelas a y’ e, collendo respectivamente co compas,
as medidas correspondentes; deste xeito poderemos debuxar a planta na nosa axonometria como se ve na
F-1.21.

A partir da planta levantamos lifias paralelas a z’ e levamos, co compas, as alturas que podemos coller dos
alzados. Como xa sabemos ler o volume a partir das vistas en diédrico non deberiamos ter problemas en
debuxar o volume final, tal e como se ve na F-1.22.

z

oT

F=121 y oL
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1 - PERSPECTIVA CONICA OU LINAL

1.0.- Conceptos - F-1.1/12
O sistema CONICO de representacién, como xa dixemos en DEBUXO TECNICO | — pax. 57:

“... Non permite representar o obxecto de xeito que podamos ter as sias medidas reais pero a
representacion del é igual (ou case que igual) a como nos o vemos na realidade.”

A finalidade dunha representacion cénica é a de ver a aparencia do obxecto, representalo tal e como o
veriamos nés na realidade. Debemos empezar por decatarnos de como vemos o mundo e descubrir a
xeometria inherente a nosa vision.

Os edificios que vemos en calquera vila ou cidade, mesmo no interior da nosa casa, sabemos que estan
compostos por paredes verticais e teitos e chans horizontais. Se eu collo un metro e mido a altura do teito ao
chan na mifa vivenda ou na mifia aula, poderei comprobar que € a mesma en calquera punto dela (supofiendo
que o chan e o teito sexan horizontais) porén eu non as vexo iguais en calquera punto.

Se eu me pofio nun extremo dun corredor poderei comprobar que, no fondo del, a altura entre o chan e o teito
a vexo menor que a carén de min (e como puiden comprobar cando medin, a altura € a mesma). As lifias de
interseccion entre os planos das paredes e o teito ou o chan e calquera outras paralelas a elas, eu sei que son
paralelas entre si, pero non as vexo paralelas sendn concorrentes (tenden a unirse nun punto).

Cando eu estou a mirar (F-1.1) de xeito que o meu raio visual sexa paralelo a unha serie de lifas horizontais,
podo comprobar que o punto no que concorren as lifias horizontais € o punto ao que eu estou mirando; a este
punto o chamarei punto de vista (PV) e este punto esta sempre nunha hipotética lifia horizontal (perpendicular
ao meu raio visual) situada & altura dos meus ollos, & que chamarei lifia do horizonte (LH).

Se eu me agacho, sen moverme do sitio no que estou (F-1.2), podo comprobar que o PV e a LH baixan
a altura dos meus ollos e as lifias paralelas ao meu raio visual concorren, de novo, no PV; isto quere dicir
que, na realidade, as lifas paralelas non as vexo paralelas senén que “foxen” a un punto que chamamos
xenericamente “punto de fuga”’ (PF), agas cando coincide co punto onde miramos nos na lifia do horizonte;
neste caso o chamamos “punto de vista” (PV).
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Cando estou en calquera rua dunha vila pasame o mesmo.

. w Lifia do horizont
Na F-1.3 podo ver o PV e un PF na LH. O PV é o da esquerda B
porque é o punto onde eu (co meu raio visual paralelo a rua w= Lifas de fuga

na que estou) miro. O punto amarelo da dereita é o punto Puiieittipn
de fuga onde conflien as lifias horizontais da casa do fondo
cuxa fachada non segue a alifiacion da rua pola que vamos.
Podemos ver algo similar na F-1.4.

Sempre temos un sé punto de vista (PV) pero podemos ter
moitos puntos fe fuga (PF). Na F-1.5 temos a LH moi abaixo
pois se trata dunha rua moi empinada. Aparte do PV temos
outros dous PF e haberia, ademais, outro PF a esquerda
e fora da foto, que seria onde fuxirian as lifas mestras da
igrexa.

- Lifia do horizonte
@ Puntodevista
«= Lifias de fuga

Punto de fuga
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1.1.- Trazado da perspectiva cénica - F-1.6/7

Facer unha perspectiva conica é coma se debuxaramos, sen movernos, nun vidro vertical que esta diante de
nos. Podemos facer a proba do seguinte xeito: Pofiémonos diante dunha fiestra e, sen movernos, debuxamos
no vidro cun rotulador o que vemos a través del. O resultado sera unha perspectiva cénica da ria ou o que
sexa que vexamos dende a nosa venta.

Fagamos isto mesmo por procedementos xeométricos.

Dada a peza (en planta e alzado na sua repre-
sentacion diédrica) en forma de “L” da F-1.6.

Noés estamos de pe diante do obxecto. O debuxo
o faremos nun plano vertical 1 (equivalente 6 vi-
dro do que falabamos antes). Para facer o traza- o ®

do, unirei cada un dos vértices ou esquinas da ﬂ

PV,

d/

peza dada (en planta e alzado) co punto onde

estan os meus ollos; onde ese raio visual corte p—
ao plano 1T sera onde eu o vexa no meu debuxo.

Para facer a perspectiva cénica do que vexo non

tefio mais que levar os puntos (dadas as suas
coordenadas en diédrico) 6 meu debuxo.

A

Na F-1.7 podemos ver a nosa perspectiva conica ESCALA 2/1

da peza da F-1.6 vista dende onde estamos nos. LH.
O que vemos na F-1.7 é o que veriamos no plano

.

Temos duas lifias horizontais, a LH e a LT (lifa de

terra). A distancia a que hai entre elas é a altura

dos nosos ollos con respecto 6 chan. O rectangu-

lo raiado € a parte da peza que esta en contacto o
co plano T, por iso o teremos en verdadeira mag- B
nitude e levamos as medidas x e y. o \
Debemos ter moi en conta que eu soamente podo A
levar mediadas en verdadeira magnitude sobre o
plano 1 de debuxo, as profundidades ou os pun- LT.
tos que estan por detras de 1 debo obtelos por
procedementos xeométricos.

O punto A esta no plano 1 e o podo situar coas F-1.7
suas medidas, que obtefio da planta e do alzado

(A1-A2).0 punto B non esta no plano 1r €, para situalo no meu debuxo, trazo (ver F-1.6) un raio visual e mido
as coordenadas (en planta e alzado) ¢ e b da sua interseccién co plano de debuxo 1. Estas medidas as levo
na mifa perspectiva (ver F-1.7) e terei a lina AB tal e como eu a vexo na mifia perspectiva cénica. Do mesmo
xeito podo obter tédolos demais puntos.

Con este mecanismo tan sinxelo poderiamos facer calquera perspectiva coénica pero teriamos moitos pro-
blemas de exactitude no debuxo final da perspectiva.

-

PV L.H.

Podemos comprobar, se fixemos o debuxo con

total precision, (ver F-1.8) que as lifias horizontais

paralelas ao meu raio visual “foxen” ou confluen

no punto PV que é onde o raio coincide co plano £ A
T e que esta situado na lifia do horizonte LH; ten-
do isto en conta podemos atopar outros procede-
mentos mais axeitados e xeometricamente mais
exactos que o anterior.

LT.
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1.2.- Perspectiva cénica cun punto de fuga- F-1.9/10

Dada a peza (en planta e alzado na sua represen- ™
tacion diédrica) da F-1.9. PMa=PV-
Noés estamos de xeito que os nosos ollos estan a

unha distancia a do chan e a unha distancia b do

plano de debuxo Tr. o
Na F-1.10 (a nosa perspectiva conica) imos repre-
sentar o que estamos a ver no esquema da F-1.9.
Situamos a LH e, a unha distancia a dela, situa-
mos a lifa de terra LT. Situamos na LH o punto
de vista PV que, como xa quedou dito, € o punto
onde o meu raio visual principal se atopa co plano » PMi
.

Debuxo (a zona raiada no debuxo da F-1.10) a #’[
parte da peza que esta en verdadeira magnitude - c

por estar en contacto co plano . Collo as suas At Bi
medidas directamente das vistas en diédrico da F PV,

F-1.9 e, dende as esquinas, trazo as lifias horizon- -

tais paralelas ao meu raio visual principal e que, J(+
como vimos no apartado anterior, foxen ao punto

de vista PV. C1 D1
Aqui aparece o meu problema: Obter as profundi-
dades desas lifias que non se atopan no plano Tr.

ESCALA 2/1
PM PV L.H.

7

F-1.10

Fagamos unha pequena reflexion:

Como puiden comprobar no funcionamento da perspectiva, calquera feixe de lifas paralelas foxe ou conflie
no punto onde un raio visual meu, paralelo a elas, se atopa co plano 1r. Tendo isto en conta, eu podo axudar-
me dun punto de fuga novo que me dea, por interseccién, a profundidade das lifas que foxen ao PV. A ese
punto o chamarei punto de mediciéon ou PM.

Na F-1.9 trazo (en planta e alzado) un raio visual dende os meus ollos que forme 45° co principal. En este caso
trazo o raio cara a esquerda, poderia facelo cara a dereita e teria 0 mesmo efecto. Onde o novo raio visual
se atopa co plano 1 terei o punto de medicion PM (PM1 en planta e PM:z en alzado). Toédalas lifias paralelas
a este raio visual foxen ao PM.

Na F-1.10 levo a medida b cara a esquerda de PV e terei PM na lifia do horizonte.

Para obter o punto B (despois de unir o punto A con PV), levo cara a dereita de A a medida ¢ obtendo o punto
P. Unindo P con PM, onde me corte a lifia A-PV terei o punto B que estaba a buscar; deste xeito podo obter
calquera punto que non esta no plano 1 por medio da interseccion de duas lifias que parten de 1 onde si que
podo tomar mediadas en verdadeira magnitude.

Repetimos o proceso anterior para obter calquera outro punto, por exemplo o D: Uno C con PV. Tomo co com-
pas a medida d da F-1.9 e a levo a dereita de C na F-1.10 e obtefio o punto Q. Uno Q con PM e, onde corte
a lina C-PV terei o punto D buscado.

Repetimos o procedemento cos puntos restantes e rematamos a nosa perspectiva conica. Debemos ter espe-
cial coidado en medir, sempre, no plano T de debuxo, tanto as profundidades como as alturas.
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1.3.- Perspectiva cénica con varios puntos de fuga- F-1.11/12

Dada a peza (en planta e alzado na sua represen- ™
tacion diédrica) da F-1.11. PM2=PV=2=PF12=PF22
Neste caso temos situada a peza dada de xeito By
que soamente ten unha aresta coincidente co

Az

noso plano 1 de debuxo. =
Debemos obter os puntos de fuga corresponden-
tes as lifias principais da peza e, para obtelos, tra-
zamos cadanseu raio visual horizontal paralelo a
elas. Obtemos PF1 e PF2 (puntos de fuga 1 e 2)
que estaran situados na LH. PF1,
Na F-1.12 (a nosa perspectiva conica) situamos

a LH e a LT separadas pola distancia correspon-

dente a. Situamos o PV na LH e, ademais, situa-

mos o PF1 e o PF2 a unha distancia c e b respec- o
tivamente del.

Situamos, en verdadeira magnitude, a aresta de

altura h2 que é a unica da peza en contacto co v,
plano . A partir de aqui faremos a perspectiva
conica da peza.

h2

h

e

b
o _® oV

A— PR

F-1.1

c , b ESCALA 2/1
PF1 PV PF2 LH.

h?2 7

hi

LT.

F-1.12 1 d d d 1

Levamos as fugas a PF1 e PF2 dende a aresta do plano . Para obter as profundidades delas usamos o PV
como se fose un punto de medicion:

Na F-1.11, baixamos dende A1=B1 unha perpendicular a r e medimos a distancia (1) ate PV1. Na perspectiva
conica da F-1.12 levamos esa medida na LT e a unimos co PV; onde esta lifia corte a trazada previamente ate
PF2 teremos situada a profundidade dos puntos A e B (soamente a profundidade, ou sexa teremos situados
A1 e B1 no plano horizontal pero faltara pofier as suas alturas).

Coas alturas pasa o0 mesmo que coas profundidades. Soamente as podemos medir en verdadeira magnitude
no plano 1 de debuxo.

Medimos h1 e h2 (esta xa a tiiamos) no plano 1T e as unimos con PF2. Levantando unha vertical dende A1=B1
teremos os puntos A e B onde se corten coas duas lifias anteriores.

Facendo isto mesmo con todos os demais puntos remataremos a perspectiva conica da peza dada.

Sempre debemos usar as fugas para obter novos puntos a partir dos que xa temos. Un exceso de
medidas non redunda nunha maior exactitude senén no contrario.
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