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Triangulos infinitos

De forma similar al triangulo de Sierpinski,
los siguientes triangulos forman un patron
anidado en el que las figuras se repiten
infinitas veces.

;Cuantas veces es mas grande la zona verde
que la zona blanca?

Suponemos que el area del triangulo grande
mide 1.

Escribimos, entonces, la siguiente ecuacion.
1T = Awerde T Ablanca
Calculamos primero el area verde.

3 3 1 3 1 1
Ao = e T 6 e T

=3l Ly )=
4 16 16

_3._ 1 _3.1%_4
4 1_i 4 15 5
16
4 1
Abvlanca = 1 7€:€

Por tanto, el &rea verde es 4 veces mayor que
el area blanca.

PAG. 227. Si el limite de la sucesion a, es 3,
(cudl sera el limite de la sucesion a, + 5?
iYde2-a,?

como n//'m a, = 3, entonces:
nlim(an+5):3+5:8
n//'m(z'an)=2~3=6

( ACTIVIDADES )
Obtén el término general y calcula as y ao.
31 —1 —3
1 7, ... = =, — ...
3) 335 '11 A 14" 9" 16"
E' E E d) 0,2 6,12,20, ...
a) a,=2n—1
dg = 15 di = 19
an — 1
b) a,= T
5 — 31 o — 39
5.3 Y 5.3
C) a=nmn-—1
dg = 56 dip = 90
—2n+5
d) a, = o
Po— P
Y 100

Piensa y escribe.

a) Una sucesion decreciente y acotada
inferiormente.

b) Una sucesién acotada superior
e inferiormente.

€) Una sucesion no acotada.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

V2T T e T
— Sucesion decreciente y acotada
inferiormente por 0.
T 1 1 1

b) = — = =~

o
2" 4" 8" 16’
— Sucesion acotada superiormente
por 0,5 e inferiormente por 0.

c 1,—23 —4,5 —6,... >
— Sucesion no acotada.

Usando la calculadora, halla el limite
de las sucesiones.

a) a, = (—1t d) a,=0.2"

b) a, = n? e)a;n='7+3
n
1 n

Q) ay=n>—n’ f) an—(z -7
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a) lima, =1 d lima,=0
b) n//'m a, = +oo e) n//'m a, =1
c) lima,=—cx f)y lima,=—7

n—co n—co

Escribe el término general de sucesiones
con estos valores como limites.

a0 d 4 g) Sin limite
b) +co e) —3 h) Unnlimero a
) —co f) 0,5 i) a?
Respuesta abierta. Por ejemplo:
A n-+>5
&) an 50 + 1 f an 2n
b) a,=3n°—7 g a,=(—1"
an?
p=4— h n=
C) a n ) a 0 — 17
an — 1 ) an
D =170 e =S
1—23n
e) a4, = ———
n

© calcula los siguientes limites.

a) lim vn

b) lim <f%n2 —2n+ 7)

n—-oo
C) n//'m n+1°3

d) lim n?®

n-co

_(3Y
o im3)

i+ 1?2
0 lim (—m - 1)2)

a) limvn =+

n— oo

b) fim <f%n2 —2n + 7) = —co

n— oo

c) lim @+ 1)°% =+

n—co

d) limn3® = 4o

3 n
e) n//£n<2> = +oo

[+
f) lim (701 — 1)2> =

(© Halla los limites de las sucesiones cuyos
términos generales son los siguientes.

8n (n—1)°
a ————— C) ————
20 +3n —1 (n+2)°

(n—172 2n — 1
b) (n+ 172 d n

8n

a Im——=0
n—e 20?430 — 1

(n—17?
b) n/’fl (n+12

)
n . 'I)‘\O
O MM T 2m

2n—1

d) lim

n—co

@ Halla los siguientes limites.

_[4n>—n?  3n*—1
a) lim —
n=e\ 2n° 41 n*+1

2 __ 4
b) Jim (3” 1. )

n—es n® 2n*+ 3
e 2n -n—1 n

) [ 3n*+1
d) lim St
nee Von?4n 42

. n-+1 n—1
e) lim —
n—e\ N — 1 n—+1

n*+7

f) limin

n—oo

_ (4n®*—n?  3n*—1
a) lim — =—-3
e\ 2n® 41 n?+1

2 __ 4
0 Mn<3” 1 4n >:

nd 2n*+3
n*(1—n 4 1
¥+i> 1

) N2+ 1
A fim 4/ — V3
e Non? 4+ 2

& //m(”+1,”*1>20

ree\n—1 41

2
7:+oo

f) fiminZ

n-oo



© calcula estos limites.

) n*+ 1 —n?
a) lim +
e\ 20t 1 34+ 1

c) limln

n— oo

3_ n+NHn-—1
n (n+ 1)?

2n*—1

d) n”fn 9y

n+1

e) lim0,1
n—-oo

ik
22+ 1\"
n?

) n*+1 —n®
a) lim + =
2n*+1  3n*+n+1

f) lim (

n- oo

<£> . N0 =1 — No existe

¢) lim In
n—e\ N (n+ 172
porqgue el logaritmo no esta definido en 0.

) 2n’—1
d) lim 971 = 9?2 = 81

. n+1
e) Iim0,17w =0,1°=1
e

n+1
2 7
2n +1>n _ 0

ﬂ/m( =

n— oo

© calcula los siguientes limites.

2 /im( n+1  2n? )
—n—5 n+2

- [—2n+1 n?
K /'m< m—5 n+2>

—n-3
d)n/’ﬁ’l 0,3"
nse\—n—5 n+2
) 2n?
= lim — Iim =
noe —N —5  noen 42
=—1—00 = —o0

n—eo ihe 30— 2
= +o0 - 0 — Indeterminacion.
n im—n —3
o fim =3 _ an= =
n—-e - (0,3)" n//m 0,3)"

oo

{5\
= lim (=) - lim
/(2> i

= — = — OO0

(@ calcula los siguientes limites.

. n
a) lim
) noe ¥ N —2

2

) 3n
b) lim lo
) n—oco g 3n?

. n . n
a) lim = \/// =
) n— oo n—2 noown —2
1

P =

C) //'m( ! )n—(/im ! )JW—
n-e\ N —+5 n-e N+ 5

=0 =0

_(1—nY _1—np\me
d) lim = lim =
)nw(n72> (nwn72>

= (=" -

— NO existe.

= log fim 3”3; 6 _ log1 =0

@) calcula los siguientes limites.

a lim vn*—2n*+6
n—co n—3
3 2

b) lim _n+3n

n— oo n3_n2_5
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N =2n*+6 +oo
a) lim -

n—co n—3 +oo

3
El mayor grado de n es >

VNt —=2n’+6
im ———— =
nme N —3
Vvni—2n’+6
3
= Jim nz -
noeo n—3
3
nz
_nt=2n*+56
lim 3
o n— oo n _
- n—3
lim —;
n—oo =2
n2
= — = 4o
) n®+ 3n? +oo
b) lim 3 -

n-co /73 _ nZ —5 —+ oo
El mayor grado de n es 3.

) n®+ 3n?
im —— =
n-— oo n3 _ nZ _ 5
nd+ 3n?
3
= lim N [ S—
n—co n3 . n2 . 5
nS
_n*+3n?
lim ————

nN— oo n3

p-p-s5 0
lim ~———
N 0o n

@ calcula los siguientes limites.

) v3 8n* +3n — 1

a) im ———s——7—
e 307 — 1
b) fim nts

e Y37 + 507 — 1
Vsn'+3n—1 4o
a) lim -
noe 302 —1 +oo
El mayor grado de n es 2.
V8n* +3n — 1

m ———=
n-e 3n*—1
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Vant +3n — 1
2
= im—1  _9
n=e 3”7 —1

nZ

. n+3 +oo
b) lim — -
N3 s+ -1 T
El mayor grado de n es 1.

. n+3

lim = =

1= M =303 + 502 4+ 7n — 1
n+3

= lim n -

e N 3n® + 5n? + 7n — 1
n

—

N

@ Calcula los siguientes limites.
n”"+1 )

n n+1
1-2n*  —3n? )
3n—2 n—4a

) n+2n+1
¢ lim —
n=e\ 4n? —n — 1 n+1
(N4 n?
a) Iim — — 0 —
n—eo n n-+1
) <n2+1 n? )
lim — =
n=eo n n+1
n*+n+1
= lim > =1
noe  nN24n
_[1=2n? 3n2>
b) lim — —o00 4 o
)n~<x(3n72 n—a
/,m<172n2_73n2>:
n—eo\ 3N — 2 n—4a

mn*+2n’+n—4

= lim oo
n—e 307 —14n + 8

) n®+2 n®+2n+1

¢ lim > — > -
n—e\ 4N —n — 1 ne+1
— 00 — O
) nd+2 n+2n+1
lim — =
noe\ 4n? —n — 1 n?+1

=3+ nt—6n*+3n+3
= lim =
n—e ANt —nP+3n>—n—1



@ Halla los siguientes limites.

a lim (WVn—2—+n)

//m n — - )

o lim (v3n+1-n)

n—- oo

0 (
(

d) fim (V2 + an —1—Vn? + 1)
(Vn—2

n—co

a) im(Wn—2—+vn) > o — o
L
n/li’ﬂ(ﬂ 2 — x/ﬁ)=
:/im—:0
n=e a/n —2 4+ vn
b)n//m(zn— V2= 1) > 00 — oo
/Im<2n— )
3n? + 1
= |m —— =+
= 2n +4n?—

©) ,{iﬁrgo(V3n+1—n>—>m—m
/m(v3n+1—n):

— i —misnt1
e BN+ AN

d) ,{iﬁn(\/n2+4nf1f\/n2+1)—>

— O — OO

/im(x/n2+4nf1f\/n2+1):
= lim -2 =2
= afn2 440 — 1+ vVn? + 1

@ calcula los siguientes limites.

n )

1 +i>5 c) lim (1 —i>3
n n—co n

3V ( 1)3
H—n) d) im {1 o

n—co

d

n—1 i
//m(1+§) — fim |1+ Y
n— oo n n-— oo n
3
=3
on
) 3
i (1-2) v
n— co
2n _2
) 3 1\ 3
lim (1 ——) =i l<1 +—> =
n— oo n n— oo —nN
_2
=€ 3

infi- 1)
- -
2n

n— oo

. 11 3
im{1—— =
nw( 2n>

1 —2n|"2n "3
T+ ——
(=)

= lim

n— oo

@ Halla estos limites.

a)

n
lim (1 + E)
n—oco n

__2n
n+1 n+1
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@) calcula estos limites.
32+ 2x — 1
a) Iim ———
Xotoo X — 2 — 6X?
2
b fim X1

X=deo D — X2

3 lim 3X2+2X—1:_l
xoteo X — 2 — 6X? 2
X2 —1
2—x2
33X -3
22X

b) lim

X— +oo

@ Halla los siguientes limites.

a lim (Vx—1—x)

Xﬁ\oo<

m (3]
>H+o<> 2+ 3
a) XQTOO(\/X 1— ) —co

(3 =1\
? xﬁrﬁn<2+3x> B

62

(@ Halla los limites laterales de las siguientes

funciones en los puntos indicados.

—2X +1
a)ﬁenx71 b) |X|

358

X
—Fenx =20

o =2x+1
a) lim———=—c
x=1" X —1
i —2 4 o
X1 X —1
X
b) lim-+— =1
=0 x|
X
lim =—1
X—0 |X‘

Indica cuéles son los limites laterales
en x = —2 de la siguiente funcion.
p 3X+4 six<-—2
()_{ —x2 six=-2

lim fx) =

X =2

lim f(x) =
x— =2

/ian Bx+4)=-2
im (1 —x?) =-3

Halla los limites de las funciones en
los puntos indicados.

3x — 1

a) fx) =———enx=1
) X>—2x+3
2—X

b) fx) = P enx = —1
8) limfl) = //ng’Xi”—

x=1 x=>1 x4 —2X + 3
b) //m f(X 1

lim =

x=>=1 X+’|

fim =

x=>=1 X+ 1

— NO existe //m f(x).

Razona si existe o no el limite de la funcién

X—2 +3
fx) = T3 + — en los puntos:
a) X = d x=14
b) x =3 e) X = —2
c) x=—3 fy x=—4
a) limfx) - —

X-2 .

/m; fX) = + — No existe /im f(x)
o) fim fo) = >

X3 6



. -5
C) X/Lnj3 fx) = o
im f(x) = —co

x——=3"

im f(x) = 4+oo

X——3"

— No existe //'m3 f(x).
Rt

. 53
d) Qﬂ f(x) = 7

17

4

e) X/L'njz fX) = + =

37

-4, 1

-
. —6 -1 1
f fim fo)=—+—=6+—="

@) calcula el limite de f(x)enx = 0yenx = 3.

3—X sSix<O0
fix) =X —

i x>
X1 six>0
//'ngf fx) = //'ngf B—x)=3

X—2 -
=2

im fx) = lim
X0 x-0" X + 1

— No existe l/'n% f(X).
X—2 1

LICRY A i

Halla el valor de los limites que aparecen
a continuacion.
X3 —2x2+ x oxt—=16

a) Im———— b) lim
x=>1 X2 —3X + 2

X3 =2x2+x
a) im————
x=>1 X5 —3x + 2

X3 —2x2+ x
lim ————
x>1 X2 —3x + 2

) XX —1)?
= lim—— =
=1 X=X —2)

Xt =16 0
b) lim—— > —
)x~72x3+8 70

Xt —16
im —— =
x>=2 x3+8
X2+ Hx+ X — 2 8

i
x>=2 (X + 2> — 2X + 4) 3

olo

Pon un ejemplo de una funcién que cumpla
que:

a) Tiene una asintota horizontaleny = 1.
b) Tiene una asintota horizontaleny = 2.

x>=2 X348

) Tiene una asintota horizontaleny = —1.

d) No tiene asintotas horizontales.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

B ) = s
b) ) = wzfnz
2 __
0 i =
§ 0= >

¢Una funcion puede tener dos asintotas

horizontales diferentes? ;Y tres?

e Si, basta con que el limite cuando
X — +ooycuandox — —oo sean
distintos de +oo 0 — oo y distintos
entre si.

© No puede tener tres asintotas.

Halla las asintotas horizontales de las
funciones que aparecen a continuacion.

3x*—1
flx) =
AW = e
1—2x°
f _— "
b 1% 4x% — 2x
X+ 2
fl) = ———=
0 fx X>—3x+5
d)f()()=2X71
X
X2 —2x—3
5—X
f)y fx) = ———
) 10 2X — X4+ 1
2 __
a) lim A 1—3»f()<)tiene

o 2 — 1 2 ;
una asintota horizontalen y = >

1—2x° 1 .
b) lim ——— = —— — f(x) tiene
) i, 4x* — 2x 2 ¥ ]
una asintota horizontalen y = — X
c) lim Xtz 0 — f(x) tiene

x> X2 —3X + 5
una asintota horizontal en y = 0.
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2x —1

d) lim = 2 — f(x) tiene una
asintota horizontal en y = 2.
2
e) lim S 1 — f(x) tiene

o X2 — X — 3
una asintota horizontaleny = 1.
. 5—X )
f) lim ————— =0 — f(x) tiene
) oo 2X — X441 ¥
una asintota horizontal en y = 0.

5 Halla las asintotas verticales de
las siguientes funciones.

2
a) fX) = ——
)10 = e
33X —1
b) 760 = X+ 2
xX2—9
flx) =
C) ) pEp
a) bom f = R — f(x) no tiene asintotas
verticales.

b) Domf=R—{—2}

X//'njz f(X) = +oo
lim f(x) = —cof
X——2"
— f(x) tiene una asintota vertical

enx = —2.

) bomf=R—{-1,1}
lim 60 = OOJ
X/l@w fx) = +oo

— f(x) tiene una asintota vertical en x = —1.

fim ) = +-o0
lim f(x) = —oo

xX—>1"

-

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 1.

%) Halla, si es que tienen, las asintotas
oblicuas de estas funciones.

2
a o) = —
X—1
2%
Fl) = —<2%
b) 0 = =
3¢+ 2x
fo) = 2 <44
0 ) == —
2
o) fim 0 — m X
X+ X x> +oo X2 — X

im [fx) —x] = lim ————— =

X— 4+ X— 400 X—1

f(x) tiene la asintota oblicuay = x + 1.

o) gim T = m 2 _
x>+ X X—>Foo X — X

— f(x) tiene una asintota horizontal en
y = 0. Por tanto, no tiene asintota oblicua.

3
x>+ X X—+4e X3 — Qx
//'ng [fx) — 3x] =
32X — 3+ 9%
= lim 5 =0
x= e X2 =9

f(x) tiene la asintota oblicua y = 3x.

Estudia la continuidad de las funciones
que aparecen a continuacion.
a) fx) = x7?
b) fx) =vx—4
C) f(X) = In(1 — x?)
) bomf=R — {0} =

— f(x) es continuaen R — {0}.
b) bomf = [4, +o0) —

— f(x) es continua en [4, + o).
c) bomf=(—1,1 —

— f(x) es continua en (—1, 1).

a

Estudia la continuidad de las siguientes
funciones.

21
3 = X+ 3
b) f(X):exH

C) f(X) =senx®>—1
a) bomf=R —{—3} —»
— f(x)escontinuaen R — {—3}.
b) bom f = R — f(x) es continua en R.
c) bomf =R — f(x) es continua en R.

Estudia la continuidad de estas funciones.

X+1
a) f(X)—X_2
X Six <1
b) fx) =3 X -
X S x>1



a) bomf=R — {2) Vonr+3n—1 oo
-

) - a) lim —_—
X/m = No existe /im f(x) o e o
. g
X/@; flx) = +oo x-2 El mayor grado de n es 1.
y fix) no es continua en x = 2. jim Yo2n® +3n—1 B
La discontinuidad es inevitable de salto e 1y
infinito. La funcion tiene una asintota P
verticalen x = 2. N +3n—1
. n
b) Domf=R — {0 = lm ————=
) D o 1t o
//rgi f(x) = —o0 T
" B — No existe /im f(x)
Jim 100 = e o 3 21+ 30 — 1
y fix) no es continua en x = 0. I n’ _
La discontinuidad es inevitable de salto 1+ 2n?
o S ] lim
infinito. La funcion tiene una asintota n—e 2
\;grtf;l)%): = 0. - 90 R
im = ===
o - imfx) = 1 V2. V2
lim f0) =1 X1
o o) fim vn?—o6n+1 e
como f(1) = Q’rq f(x), la funcion es noe N3 —7 +oo
continuaenx = 1. El mayor grado de n es 3.
€8 Indica los tipos de discontinuidad que i Y —ent 1
presenta f(x). noe TN =7
Six<2 n>—én+1
f) =1 x—1 — i n®
. = lim
2X—3 six =2 n-eo mn*—7
bomf =R n?
lim f(x) = —co _n?*—én+1
o — No existe lim f(x) n”ﬂl né 0
//m f(X) =—1 X—=1 = =—=0
=T I’ — 7
y f(x) no es continua en x = 1. Jim PE
La discontinui [to infinito. L
a dls,co .t uidad es,de salto . to ai B a——— oo
funcion tiene una asintota vertical en x = 1. c) lim -
n—co 8n —1 +oo
El mayor grado de nes 1.
PRACTICA o+ n+7
im —— =
. L n—ce 8n —1
@ Calcula los siguientes limites. 3
. Voni+n+7
a) lim V2n®+43n—1 im n
_— — / —————————————
mee s W+ 2n? noe 8N — 1
—_— n
b) lim M P
N—oco 7/73*7 3 /Im 2/7 +n+7
_ Voo n® _9_,
o+ n+7 8n —1 8
o Iim ———— fim
o 81— 1 n=eo
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€D Halla el valor de los siguientes limites.

. X2—16
a) lim———
=4 x2 4 16
. 5 — 9
lm ———
x=>-3 2X% 4+ 6x

) l/'m2 V3xt+ x

b)

. X2—16
im——=
x4 X2+ 16
5 —9
im ———— = —
x=>=3 2x% 4 6X N
5 —9
im ———— =
x=>=3" QX%+ 6X
) ) X — 9
— No existe /im 57.
x=-3 2X% + 6X

Q) lim V3¢ +x = V14

€5 Determina los siguientes limites.

NX+H11
a) lim————
Xx—0 X
N X*+5-—3
b) lim
X=2 X—2
. X2+ 1—1 0
a) Iim - —
x—0 X 0
im X+ 1—1
x—0 X o
. X

= lm————=0
X204 X2 4+ 141
Vx _

b) im¥X+s5-3 0
X2 X—2 0
VX —

im Y +5 -3
X=2 X—2
— =tz 2

@ Representa la grafica de una funcion
que corta a los ejes en el origen de
coordenadas, siempre es creciente,
tiene asintotas verticalesen x = —1
y x = 3y una asintota horizontal eny = 0.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X
f)=———
® X>—2x—3

€0 Halla las ramas infinitas de las siguientes
funciones.
8 100 — 3x4 — 2x2 + 5x — 1
1—X
X+ x—=3
4+ 3x

X = 2X2 4 5x — 1
a) Iim = —

X foo 1T—X

4 __ 2 —
3x 2x° + 5 1:+OO

fim
X 1—x
im 5 +x*—3
x4 43X
X+ x2—3
lim ————— =
o 4+ 3X

C2XM+ 3x
) lim —— =—
xode 1 — X2
2+ 3%
o 1 =X
o 5=2x—x°
d) lim T:Jroo

X— +oo '|

b) +oo

€5 Halla las asintotas horizontales y oblicuas
de estas funciones.

4
a) fp) = 2X +§X
1—X
x> —3
b) fix) = -
2X — X8
C) f()()—ﬁ



X —1

1—x°

3x
d) fx) = ——— im|———| =
) () e C) xﬁnjw<f)(2+2> —
4 22X 3 o 2\g ¥
&) Jim f) = fim === = —o0 - Xl/m<<1+xz12> ) e
— f(x) no tiene asintotas horizontales
ni oblicuas. @) Estudia la continuidad de estas funciones
0 . x2—=3 1 y determina los tipos de discontinuidad
b) Iim — = Ilim =——
il ) 3 que presentan.
2 — X2—3 six<2
/im[f(x)+%x —m 2 2x =0 1
) I &) i) =|—— s2<x<3
f(x) tiene la asintota oblicua y = —3x 2%—5 six>3
__y3 .
0 X/im%=xlim2x)27);=f1 VX six<0
o o - 3X Sio<x<2
2X — Xx° by 10 = 1
i =i = ix=2
X/m[f(x)+x] X/m 1 +x=0 X1 SI X
f(x) tiene la asintota oblicuay = —x. a) Domf=R
@ Jim i) = Jim =g =0 - IO o exite im0
X X //‘n; f) = +o0 0 existe fim
st

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.

@0 calcula estos limites.

3x
a) lim <1+ 2x

x=+ X2 —1
o f2x—1Y“"
b) lim
) i (£550)
) 1—x2 \
o Im |\ ———= b)
oo\ —x2 2
Todos son limites con la indeterminacion 1.

) -

a) Iim <1 + 2x

X— +oo X2 —
=jm 1+X21_1 N =e°
2X
o f2x— 1Y\
b) xwoo<5+2x> -
5+2x *ﬁ‘wfe’)
= /im( 1+ ! B =
xeo 5+ 2X
6
—e =0

y f(x) no es continuaenx = 2.

La discontinuidad en x = 2 es de salto
infinito. La funcion tiene una asintota
verticalen x = 2.

f3) =1

im fx) =1
X—3

im fx) =1
X—3

pom f = [0, +o0) — {4}

lim f(x) — No existe.

X“'O N

fim f(x) = 0

X—0

— f(X) noes continuaenx = 0.

im fx) = 6

X—2

. 11 — Noexiste limf(x)
im fx) = —— X=2
x—2" 2
y f(X) no es continua en x = 2.

La discontinuidad en x = 2 es de salto finito.
//'nZ fix) = —o0

X//-m ) = 400 | No existe i/'njl fx)
X—4

y f(x) no es continuaenx = 4.

La discontinuidad en x = 4 es de salto infinito.
La funcion tiene una asintota vertical en x = 4.

] — f(X) es continuaenx = 3.
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P Halla el valor de k para que estas
funciones sean continuas.

a) ) = 2x—3 six <1
Tk +2x—1 six =1
_ .
0 0 = | x 2 Ssix<0

X2—1 six=0

a) f(x) escontinuaenx = 1sif(1) = Qm f(x).

f1) = —k +1
lim 700 = —

fim f0) = —K + 1
> —k+1=—-1->k=2

S}

> ——F—=—1->k=1

(ACTIVIDADES FINALES )

1. Comprende el concepto
de limite y resuelve
indeterminaciones

Sucesiones. Limites

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Halla el término general de las
e00 SuUcCesiones.

a 1,-11-1,.
12 3 4
b) >3 1 5
G111
24" 816"
d) 1,2,4,8, ...
3"9"27" 81
4 9 16
i, = =, =
) YT

364

f(x) es continuaenx = 0 si f(0) = //'n% f(X).

a) a, = (—N"""o también
an = (=1)""
b) a, = n
a1
(=
C) a, o
d) a,=2""1
2 n
& a (3)
n2
f a 2n —1

@ Con ayuda de la calculadora, halla el

limite de esta sucesion definida de forma
recurrente.

3a,.1+2

a, =1 a, =
! " 4a,_,+3

a, = 1
a, = g = 0,71428...

9

a;=——=20,70731...
41
169

a, = 239 0,70711...
985

as = @ = 0,707106...

Los términos de la sucesion se

aproximan a: \/g = 0,7071...

Copia y completa la siguiente tabla

siendo a, = 12—

Ten+5
n 1 10 100 | 1000 | 10000
an

¢cuales limay?
n-—co

n 1 10 100 | 1000 | 10000

a, 0,1818 | 0,4462 | 0,4942 | 0,4994 | 0,4999

im a, = —

n-oo



@ Realiza los siguientes limites de

b) fim

c) Iim

d) fim

f) lim

a) lim

b) lim

c) lim

e) lim

f) lim

sucesiones.

3n° + 1

lim
) n—eo 5n* + 30+ 2n — 1

1—n*+2n—5n°
n=ea 2% — 307 + 6n — 1
4n*—5n*+2n — 1

noee 30 —2n°+5—n'

3n°*+n®—n*
noee 1 —4n —n®
n@n?—1)

e) lim

n=e 4+ n®—2n°
(n* +4n° + 2)n?

n~e N+ 30+ 4
. 3n® + 1
a) lim = o0
n—-e 50 4+ 3n°+2n — 1
1 —=n%+2n—5n? 1
b) lim =——
)nam2n3—3n2+6n—1 2
AN —5n*+2n — 1
c) lim =5
noe 30 —2n*+5—n'
. n°+n3—nt
d) //m37:—3
noe 1 —4n —n°
. nén? — 1
o fim 14— _

n=e 4+ 0% —2n

n*+4An®+ 2)n?
im ——————— =+
n>e n®+ 30t 44

Obtén los resultados de los siguientes
limites.

Va0 3
n—co 3n+1
8n*+3n+2
n=ee And 4 2nt
v5 —2n + 6nd
L ——
2n +3n” +1
e 3Nt +n+1)

2n + V1 +n?

n—oco 3n+5

vni—3n+2

noe 245

d) lim

Van®+n—3 4o
—

n—eo 3n+1 +co
im Van’+n—3 2
n—oo 3n +1 3

8n*+3n+2 N +co
n—o A/n3 4 2nt +oo
8n?+3n+2
Atz _y,y,
n— oo n3+2n4
V5 —2n+ 6n® +oco
-

nme nt—n—6 +o0
— 3
jim V5 —2n+6n 9

nee nP—n—6
2n +3n? + 1 +oo

im -

e A3t +n+ 1) +oo
2

jim 2n + 3n°+1 — V3

e A3t +n+ 1)

n+V1+n? | oo

e) lim

) n-—co 3n+5 +oo
20+ N1+ n?
im ———— =1
nme 30+ 5
. Nn*—=3n+2 +oco

f) lim -
N +o0

vn:—3n+2

im¥Yr—snt+2 _
nee 745

Halla los siguientes limites de estas

sucesiones.
n2 +n 507
a) lim
n-—oo n-+1
_n2
b) //m< 430 )
0 //m< an’ _2”3>
n—co n+3
0 //m< S44n  4n? )
n—eo e
< 6n2+4n  4nd )
e) Iim
N o
< 5n3 +n >
lim 3 Z
n—oo —-n 3—n
n>+n 5n2
a) N//LT)]O — 1 — 00 — O



2 2 1
//.m<n +n  5n ): a)a,,:FJrS

noe\ N n+1
o —=An*+2n +1 2n
= - = = b) 9, = —
H/IIIZO n 41 o ) én 3n
_(n*—=n  3—n? c)a:_an
b) lim + — 00 — 00 n on
e\ N+ 1 n
2 _ N2
iim <” +? 3N ): @ Determina el valor de estos limites.
now\ N n
> gim(n—ViEran—1
oy 2P A48 ) Jim (n—¥n*+an —1)
ree o nt4n b) fim (V4n2+n+3173n)
. 3n? —2n®
lim + — C //m an —N16n* + 2
C)nw<nfs n+3>_>oo . ) ( )
//'m< 3n? N —2/73): a) //m( Vit an—1) > o —
pwe\n—5 ' n+3
2 — —
R G im0 — Vi +an 1)
noe n?—2n0—15 _n//m JAZHL -2
O lim 3n°+4n  4n? o AN =
n—oo 2n 7n® b) n//'m (V4n2+n+31—3n> — 00 —
_(3n*+4n  4n? )
n//m <T_W>: lim (V4n2+n+31—3n>:
—5n? 4+ n + 31
://mm lim 4/72: _n/aooQ/A 2+ +31+3 -
n-—>oo 2n n—e 703 n n I
=400 =0 =+ C) /im(An—v16n2+2)—>OO—oo
2 3
o) fim (A0 AT im (4n—x/16n2 2) =
n—eo 3n 2n?
2 3 = [im ——
i (G40 A\ 4 4 SA— Tnz
nee\ 30 on?) =3 3

@ Calcula los siguientes limites.

>_) 0 — ©© ee0 1 n—1
im(1+ )
<7n2+4 5n3+n>: n=e

f) lim

n—co

—7n°+4  5n°+n
2—n° 3—n*

lim
2—n° 3—n*

o =7n*+4 . 5n®+n
= lim ————+ Iim =

n—e 2 —pn3 n—e 3 —nt

=0+0=0 c) fim

«e0 tenga este limite.
a) lima, =5 a) lim
2

b) Jimby =3

c) limc, = -

n-oo

@) wvEnTA. Escribe una sucesion que A lim (2 __n )”

Respuesta abierta. Por ejemplo: 11 oo
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INVESTIGA. Resuelve el siguiente
limite.

lim%(z + 44 ...+ 2n)
n—e f

2+4+ . +2n=201+2+..+n =

=2w:n(nf1)—>

—>//m%(2+4+...+2n)=
n—e N

= jm 20D g

n—oo n

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Calcula.

( Jele)

a) X””f x®—3x9)
b) //'m 253 + X2 — 17x)

C) lim (—2x*+ 8x® — 3x*> + 27x — 42)

X— +o00

d) Jlim (1 —3x®+ 5x* — 6X)

X— +oo
e) X//nj 6x° + x?)

f) X//'nj X A+ 7xF— 12x + 1)
g) X//'nj (5x3 — 3x2 — 16x + 3)

h) X//'nj (7 — 12x + 3x* + 99

a) lim x® =+co

X +oo

b) lim x* =+ oo
X=+o0

) Iim (—2x% =(—2)- lim x* =
X— +o0 X Foo
= (=2 :(+>o) = —

©

9 1,65 = (=8 i 5 =
= (=3 (+o0) = —o0

e) lim (6x°) =6- lim x*=
=6 (—00) = —0o0

f) Xﬁnjm(x“) = +o0

g [lim 5x°) =5- lim (°) =
=5.(—00) = —0o0

h)y fim ©9x°) =9 - lim () =
=9.(—00) = —co

Determina el valor de estos limites.
a) lim (—x*+x —|x[)
b) im x —2x* +|x°))
c) im0+ X3 —|x*))
X—+oo
d) //'m (2)(2 +x—3]X))
e) //m —Ix|+3)
f) X//r[z X —|x|+3)

a) Im (=|x[}) = —oo

D) i (~2x%) = (~2) (+o0) = o0
o lm (=[x = - (+00) = —o0
d) fim (=x%) = (—1) - (+o0) = —c0

X 400

e) Xﬁnjm(—x—|x\+3):3

f) Xﬁmm(x—|x|+3):2-(—

Calcula los limites y comprueba
el resultado con la calculadora.

2x>—6x + 3
a) lim————
x>t X2 —3X + 5
2x2 —6x3 — X+ 1
b = e
xoroo AX7 45X — 2
5x% 4+ 3x — 1
¢ Ilim ———
xoeo X% — 3x° 4 X
A X 12

x=teo X2 — X342
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22X —6x+3
a lim —————=2
Xx=ote X4 —3X + 5

26— 6 —Xx+1

b) lim —
x=de  AX? 4 BX — 2

- 54+3%—1 5
x=teo 6x2 — 3x3 + x 3
AP+ X— 12

d) lim =0

x>+ X2 —x34+2

Calcula los limites siguientes.

X>—5x+3
im ———————
Xt 2 — X3+ X2

) X0C — 4+ X
b) fim XAt
xo oo —7 + Ax* + X°

(7 + 7x + 7x3)x?
x——o0 X?(x? — 4x%) — 2X°
o X2—5Bx+
a) lim L ) =0
xoteo 2 — x3 4 x?

) X — 44 Xx) 1
by Iim —/———m—— = —
LN —7+4x*+ x> 4

7+ 7x+ 7%
x= e X2(x% — 4X3) — 2X°
—7

6

a)

c)

o)

Determina el valor de los siguientes

limites.
. N2X*+3
a) Iim ———
x>deo BX — 1
2 __ —
b) lim 4)(—2)(1
e 3 — 3+ 1

2
c) lim o 2

e 43K 42

2
Q) lim =2

xoteo 4 xS — 7x + 1
V2x?+3 2

a) lim ———=—
)XHWO 5 — 1 5

) 4?2 — 2x — 1 4
b) IIm ——— = —

CHe 3 -3¢+ V3

) X2 — 2
c) lim 6—:4—00

Kot Af3x2 + 2

@ Obtén los resultados de estos limites.

O N=3X+6x?
am, X+ 2
by fim V2x* 4 5x3 — 2x?
X— —00 33X — 1
o N=3x+ et
a fm —;> =0
x Xc+ 2
o fm Y2EEEC 2
X— 0o 3X —1

Calcula el valor de los siguientes limites.

) X%+ 1 — X2
b) lim (5 3 )
X= —o0 X X+2
) X3 2X2 41
C J—
) xﬂmw<x2—2)( 2x—4>
p 2x2 X3
a) lim - oo —
)x~+oo<2x+1 x2+1> co
T s ZE, P
o\ 22X+ 1 X241 2
) X2 4 1 .
b) lim > +3 — 00 — o
xoe\ X X+ 2
2 2
i (1 3=
xo—e\ X X'+ 2
o lim X 2+ o o
oo\ X2 — 26 2X—4
X3 2%+ 1
lim — =0
x*w()(z—zx 2x74>

a) lim < X )
x=+eo\ 3X + 2
3x—2
b) lim <X+2>
X— +o0o X
x—1\°
a) Ilim =0
) Jm (373)
3x—2
o) lim <X+2> S
X— +oo X
3x—2
lim <X+2> =e°
X— +oo X



©

Escribe, en cada caso,
un polinomio, P(x), para obtener los
resultados indicados para este limite.

C8X 4 6x— 1

lim —————

e P(X)
a4 b0 ¢ +o d) —o e 1
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) PX) = 2x?
b) P(x) = X°
C) PX) = 2x
d) Px) =—x
e) P(x) = 8x?

Calcula el valor de los siguientes limites.
a) Xﬁrpw(x — VX + 4x)

b) iim (V' +6 —x)

o lim (x—vx*—x)

d) XQ@@(VXZ +4 — VX — 3)

e lim (VX2 —2x+1—vx2—2x + 4)

Todos son limites con la indeterminacion

0O — 00,

3 lim X2—= 0+ 4x)
X2t x + A X2+ AX
. —4x
= lim =2

il

= lim

X
xode x LA x4 2
7

d) lim =
oo X+ 4+ VX —3

e) lim -3 =
o a3t _ox + 14+ X2 —2x + 4

=0

0

RETO. {Cual es el resultado de esta

see OpeEracion?

2

2 — .

Se trata de resolver esta ecuacion
de segundo grado.

2 =X->—X+2x—2=0>
2—X
X2:‘|7l

Sean fy g dos funciones
continuas que cumplen
/irIl f(x) = +oo, /in_1 flx) =2
Y Jim g0 = —eo, lim g =+

a) Calcula X/l‘rpm(fo ) (X).

b) Escribe dos posibles ecuaciones
parafyg.
¢) Calcula fim (f > 8)(X).

a) f(xﬁ@wg(x)> = f(—o0) =2

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
2X —1

Six <0
X Six =0
gh) = —x
0) f( lim g(x)) = f(400) = +oo

X— —oo

o) =

MATEMATICAS Y... ECOLOGIA.

El estudio de las poblaciones de animales
y plantas es fundamental para el anélisis
de los ecosistemas. Para estudiar

la distribucion de estas poblaciones

se establecen modelos que simulan su
evolucion.

En una finca se ha estimado que
la poblacién de conejos se puede calcular
6t + 3
2 + t?
donde t es el tiempo transcurrido, en
meses, desde el inicio de las
observaciones.

mediante la férmula z = 100
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]
- @

INTERNET

&

¢ Cuantos conejos habia al inicio?

=)

;cuantos habia a los 2 meses?
LY alos 6 meses?

()
-~

¢El crecimiento de la poblacion sera
indefinido, tendera a disminuir
0 a estabilizarse?

a) Sit=0-2z= 150

Alinicio habia 150 conejos.
b) Parat = 2— z = 450

Habra 450 conejos a los dos meses.

Parat = 6 >z = 576

Habra 576 conejos a los seis meses.
o) lim (100 o+ 3) = 600

2+

t—oco t2

Pasado un tiempo la poblacion se
estabilizara en alrededor 600 conejos,
aproximadamente.

MATEMATICAS E... HISTORIA.
Escribe un nimero en tu calculadora

y calcula su coseno. Calcula el coseno
del nimero que obtienes, y asi
sucesivamente. Hazlo muchas veces

y anota le nimero que obtienes. Después
introduce otro nimero y repite la
operacion. ¢El tltimo numero que
obtienes se parece al anterior? Hazlo para
varios numeros mas, positivos, negativos,
racionales o irracionales.

Con este resultado halla lim s,

Si S, = COS(Sp_s). o

A este nimero se le conoce como el
numero de Dottie. Se le conoce asi
porque una catedrética de francés
llamada Dottie se dio cuenta de que
pulsando sucesivamente la tecla del cos
en una calculadora llegaba siempre al
mismo numero. Preguntd el motivo a su
marido, matematico, y fue él quien
demostro que es la Unica raiz real de la
ecuacién x = cos x. Comprueba este
resultado.

Sn = C0S(Sy—1) = lim S, = 0,739085...

La solucion grafica de x = cos x es la
siguiente.

YA

739...)

N N N N X
Y

NG

Limite de una funcién en un punto

(ACTIVIDADES FLASH )

4

X

f(x)

©

Usa la calculadora y completa la tabla
2

para comprobar que si f(x) = XX_
entonces /inz f(x)=—0,5.

3

0/ 09 |09 0999 1001 101 | 11

0/—0,38/—0,48 —0,49 —0,501—0,51/—0,63

Utiliza la calculadora y haz una tabla
para calcular el limite cuando x tiende

X2+ 2x —
a2def(x) = 24_78
X—x—2
x 0 1,9 1,99 1,999
f(x) 4 2,03448 2,00334 2,00033
X 2,001 2,01 2,1
f)  1,99966 1,99667 1,96774
X2+ 2x—
Por tanto, //mzi8 =2
x=2 X2 —x—2

Determina los limites indicados para
esta funcion.

X—1 six=<1
f(X)_{x2+1 si x> 1

a) limfe) c) lim 7t
b) X//gg fx) d) i@zf(x)

a) i/ng(xfﬂ ==1
b) XI@O(— =0
C) //n30<2+1)=2

d) /Ir772()(2+ =5



@ Observa la gréfica de esta funcién

«co Yy calcula los limites.
limfeg — lim f(x)
Y

lim f(x)

iiinz f(x)

a) Q'Q%f(x) =1
b) X/@? fix) = +o0

C) limfx) =+

x—=1

d) i/’g’izf(X) =1

@ INVENTA. Dibuja una funcion f(x) que
eec cumpla las siguientes condiciones.

Iin_7 f(x) = —o0

lim f(x) = 2
X— +oo

lim f(x) = — lim f(x) = +oo
Xx—2" X—2"
f(2) =3
Respuesta abierta. Por ejemplo:

1%

l |
! Z
X

(ACTIVIDADES FLASH )

e Dada la funcion

—x? si x<0

f) ={vx si 0 < x < 4, calcula.
3 si x> 4

a) lim f(x)

X-0"
b) X/@g fX)
C) X//nZ f(x)

d) fim ()

xX—>4"

( Jole)

[ Jole)

a)
b)
0

d)

l/'mif(x) = //'m (=x) =0
Jim £0) = Jim, VX =0
l/m fx) = //m Vx =2
Jim f() = Jim 3 =3

Observa la gréfica y halla
los siguientes limites.

Y
I
AN
N\ yARR
AN / \
N ] \
// X
/
¢
a) Xﬁfﬁz,f %) C) X@fo(X)
b) Xﬁrﬁzf(x) d) X/Ig ()
a) /imff(x) =1 C) X/iﬁnsz(x) =5
b) Xﬁmz fx) = d) X//[q f) =5

Teniendo en cuenta la gréfica, calcula
estos limites.

a)

b)

a)
b)
0

d)

RUSLY ©
im0 d

lim f(x)

X— +oo
lim
lim £0) = 1
lim fx) =——

x— =2
lim fx) =0

X— 400

lim fx) =+

X— —oo

371



372

@ Dada la funcion f(x) encuentra

los siguientes limites.

2X +1 Six<—2
9
— -2 <
o =157 2<x<3
X°+6x—32 six=3
a) lim fx) e) lim f(x)
X——co X—>=2
by Iim fXx) f) lim ()
X— +oo X—-3"
) //'m fx) g X//[rsi fx)
d) //m f(x) h) limfX)
- 2" X-3

a) lim f) = —
b} i, b9 = o
0 lim fo) = —
A fim fo) =3

e) Iim fx) =

X—> =2

f) Iimfx) = %

Xx—-3

9 limfx) = —

x—3"

h) ﬁ’ﬁ@ f(x) = No existe.

Escribe la ecuacion de
una funcién definida a trozos, definida
en todos los numeros reales, tal que:

Iim f(X) =—

lim fx) =

X— +oo

limf(x) = —

X—=>1"

Iin117f(x) = 400
linz fx) =4

Six <1
X —1
12 )
= +8 si1=<x=<4
fx) T x
—X + .
XT20  Gixsa
X
Y

@ Determina los limites, calculando

eco previamente los limites laterales
correspondientes.
X+ 2

X2 —
im—— d) |
a) X’Tz x—% ) lim

b) //'m3 (1 + 2x)*

XA —=3x+2
a) Iim—————=20
)xez 2X —5

b) //'m3 (1+2x)" = 343

. [ X*—2x +
c) lim 73:«%
x=0 X+ 1

4 — 2x

DI T2

e) lim |n<X+ 1>: 0
X—2 3

f) > =5
4+ X

@ Halla estos limites.
o 33X +1

a) lim
) x>0 X2+ 2%

b) im———
)x~oxz+2x

o 2x+1
) lim—;
x=0 X2 — 1

X214
d) lim ———
xo=2 X2+ 2%
. X+ 4
im ————
xo=2 X2 42X + 1
X244
x==2 X2 42X

e)

f)

o3+ 1

a) Im—— > —
x>0 X2 4 2X 0
3X + 1

x=0" X2 4 2X
3X + 1
2 ¥ ox
x-0" X% + 2X

. X 0
b) Im———— - —
)X*0X2+2X 0

x—>—1 X2 —

e) lim |n< X+
X—2

C) //m\/w f) lim >
X0 X+ 1 AT X




[ 1 ]e)

1

lim = lim =— =
=0 X34 2x o XK+2) 2 9 £/£n5 X3 —5x2+2x —10
22X+ X+ N —57
= — = —— =0
© ﬁ”ﬂ) X2 —1 x=5 (X2 + 2)(x — 5)
X2 —4 0 . 5x° — 3x?
d Iim——->— — = -

) xo>=2 X2+ 2X 0 ® ng) 2Xx3 — X2 + 3x
X2 — ) — . X2(5x — 3)
//mizl': i w:2 ://mzizo

o2 X2+ 2x a2 XX+ 2) x=0 X(2X* — X + 3)
e) ,mX—H_ f) ,,-mw:
x>=2 X2+ 2X + 1 =21 X3 —=2x2 =X+ 2
X2 +4 8 . X —=1Nk—=2
° = lim =
b Jim o 2% o= DX — 20+ 1)
2
m # = +o0 @ Calcula estos limites.
x>=2 X% 42X bt
X+4 g m X2 V2 — V2
AT SN
x=-2" X2 42X X0 X
o by fimYX 31
Resuelve los siguientes limites. x=4 o x2—16
2 — x4+ 1-1
a) //'mZX—1 c) lim—————
o1 X2+ X —2 x>0 X
) X—23 . VX?+5-3
> d) lim————
R =
I+ 126 —x— 4 o) flim—2X—]
O e e+ ax 1 8 TV2x =2
d) fim 22X i y2x+1—3
x=5 X3 —5x*+2x — 10
s ) _Wx+2-v2 0
) 5x% — 3x a) lim - —
O M =+ e 0
Wx+2-42
) X2 —3x+2 lim =
f) Iim———— x=0 X
o1 X3 —=2x2 =X+ 2 . , V2
Todos son limites con la indeterminacion % R BV S S
8) lim—2 1 = XKD o) /"mﬁ_’g
X =2 e (= DX+ 2) o1 0
2 mYX =31 _
) =i X2 — 16
fim—— = oo = lim !
Y K= =t x4+ 4)(Vx—3 +1)
lim = +oo VX +1—1 0
x=3" X — 3 C) Qggix v
I+ 12X —x—4 WX+ 1—1
0 lim — 2 = lim =
x——4 x> 4 7xc + 14X+8 x—0 X

. B—Nx+4 47
ot XN+ +F4) 6

X3 —9x?+ 15x + 25

1

. 1
= lim——=
SO VX 1H1 2
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_ N¥Xx*4+5-3 0
d) lim - —
x>2 X2 —4 0
_ AXx*+5-3
lim P =
X2 X-—4
= lim ! 1
224543 6
X2 4/2x — 2 0
. 2X — 1
lim ———— = +o0
12X — 2
. 2X — 1 )
lim ———== — No existe.
T N2x =2
) fim =40
=t y2x+1-3 0
im X =3 —4
>4 42X +1-3
Aﬁmu+nWm+1+@
x4 2

Halla los siguientes limites.
a) lim cos x

X

b) lim tg x
X
2
C) /ingn sen x

2
COS X

m
x> Sen X

a) limcos x = —1

X

b) //‘mﬂtgx —>%

2
lim tg x = +oo

C) //'rg senx = —1

X

2

COS X 1
-

d) lim ——
x=m Sen X 0
CoS X
im = —co
x-m Sen X
; COSX
x-m Sen X

=15

@ INVESTIGA. Calcula el valor de

see lOs siguientes limites.

Wx—+va
a) lim———
x>a X —a
_Wx+b—+b
b) Im————
X—-b X
3 _ 3
o fim x4+ 2x) — (c® + 2a)
X-C X—C
X+ d—4x—4d
d) |/
), X+ d—1x—d
a) e Sia+0:
_Wx—+va o0
im——— - —
x»a X —a 0
Wx—+a
im——— =
x~a X—a
= Jim x—a _Ya
“rx—a)(vx +va)  2a
® Sig=0:
WX 0
im——- —
x>0 X 0
A S, S B
x-0 X x>0 XX x>0 4/ x 0
WX o
){lfl(l X _x//ﬂ)’]*\/;_Jr
lim ﬂ — No existe.
x-0" X
b) e Sib + 0:
_Wx+b—+vb V2o —+b
fim = =
X—b X D
_(yz_ )b
b
e Sih=0:
//m£:+oo
x—-0" X
c)eSic+ayc=+0:
3 _ 3 _
im X3+ 2x) — (c®+ 2a) . 2(c —a)
x—>c X—C 0
3 _ 3
im X°+ 2x) — (c° + 2a) _
X=c X—cC
eSic+ayc=0:
3 _ —
//'m(X +2X) — 2a N 2a
x-0 X 0



3 .
im X°+ 2x) — 2a _
X0 X _

JmtUes g
eSic=ayc+0:

jim 20— +2) 0 @ Halla estos limites.
X—=c X—C 0 YY) X
a) limvcos x — 3sen x
jim G+ 2x) — (3 + 20) _ xom
Xoc X—c b) fim tg* x - cos’x
_//m(X*C)(X2+CX+2+CZ) _ =7
X*Z X—C o lim vsecix — 1
=3¢ +2 X0 SC X - Sen X
eSic=ayc=0 sen’x - tg?x + sen’x
d) iim £
im X2 0 =0 gx
Xx—0 X 0 i .
. a) limvcos x — 3 senx — No existe.
X+ 2x -~ o
i’fﬁ, X *i’ﬁ’%(x“)* b) lim tg* x - cos® x — -0
. . XHE
d) e Sid+0: lim tg® x - cos® x =
| x2+(d—4)x—4d_)g ey ,
xo=d X2+ (d—1x—d 0 = lim sen3x - C0S° X =
X cos® x
X2+ (d—4x—4d :
Jim o d—Dx—d :/irrisen3x:1
_ o XK =4 dt4 ’
x=>=d (X +d)x —1) d+1 Ny vsec?x —1 L0
°Sid=o0 x>0 SEC X - Sen X 0
X2 —Ax 0 _Asectx —1
im-—- - — im-————=
Xo0 X2 — x 0 X=0 Sec X - sen x

fim Xy XK= \/—1 —1
0 XE—x a0 X(X— 1) C0s? X

. = /m’é— =
X — x=
— — -senx
i’ﬁ% X — 1 4 cos X
V1 — cos? x
@ Calcula el limite que aparece — im COS X o
eee g continuacion. X=0 sen x
cos X
. AX+3—2x
M= —1 _m V1 —cos’x _ im SENX _
X0 senx x=0 Sen x
imYX+t3—2x 0 0 fim SEM X g xsen’x O
x=1 ‘/} —1 0 X—0 th X 0
im¥YX 3= 2x _ i SET° X 18 X+ sen” x
=1 X = um tg? x =
(VX )+ 3= 4x) 2
= lim = sen? x - 22X | sen2 x
=16 — (VX + 3+ 2x) _ COS% X
. VX +1 X+ 34X 7957/()) sen? x B
= [lim - lim = == 2
I X+3+2x o X cos? x
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sen* x + cos? x - sen® x

2
— Jim COSZX
X=0 sen? x
cos? x

= //'rr(z) (sen? x + cos? x) = 1
X—

@ RETO. Calcula el siguiente limite.

00 ) %/7_3/5
lim———=
x>2 X —2
lim X2 0
x=2 X —2 0
VX =32
im =
=2 X—2
Ve ¥z
= lim . . =
2w —2(¥x + V2)
. X—2 2
= [lim —

! > =
Tu-o¥x+¥2) B
@ Halla el valor de estos limites.

[ ] Je) ) X+2 2X+1
a) //m< - 3)

X—5
. X
by im <3X 4)
x=>+e\ 6X + 5
C) //'m< X4 )HJX
x>\ 2X + 5

4, 1 =
3 X — 2X+1
d Ilim

) x4+w< A+ 2 )

X+2 2X+1 711
2w

o X
o) lim (3X 4)=o
e\ 6x + 5
(5)(—4
2%+5

lim
x—1

1-6x
) = 7°= 16807

3x*
. 4X — 1 \2x+1
d) lim =1t
) X%M( 4x + 2>

3%

) ( AX — 1 \2x+1
fim =
x>+ \ AX + 2

—33x%)

1 (2x+1)Ex+2)

= Iim [1+

X—> o0

Ix + 2
—3
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2. Determina la tendencia
de una funcion a partir del
calculo de limites

Ramas infinitas. Asintotas

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Cierta funcion f(x) cumple que:
e lim (f) —2x) =1

° Xgrwa(x) =3

° X/mf(X) = +oo

° imflx) =2

Indica tres asintotas de f(x).

La funcion dada tiene la asintota
horizontal y = 3, la asintota vertical
X = 1Yy la asintota oblicua
y=2x+1.

Encuentra el limite de la funcién cuando x
«co tiende a 0y cuando x tiende a 3.
XA

f = X3 —3x?

Especifica el valor de los limites laterales
si resulta necesario.

x=0 x3 — 3x? 0
) x* ) 2
Im X3 — 3x? = x—3 ©
x* 81

im-——— - —
x-3 x3 — 3x? 0
4
lim———— = —
x=3 X3 — 3x?
A
im ———— = +
xo3 X3 — 32

— NO existe i/'m3 f(x).

@ Observa las tablas de valores de la funcion.

eeo 4x% — 5%
f)=—5—>
2x*+7
X 1 10 100 1000 | 10000 ‘
fx) —0,11 | 169 | 1974 | 1,9975 1,99975\




X

f(x)

X

f(x) —2,6666 —3,5556 —3,0505 —3,0050 —3,0005

—1 —10 | —100 | —1000  —10000

1 217 | 2,024 | 2,0025 | 2,00025

¢Es cierto que y = 2 es una asintota?
Cuando x tiende a + oo, ;esta la funcion
por encima o por debajo de la asintota?
¢ Qué sucede cuando x tiende a —o?
Si, es cierto que y = 2 es una asintota
horizontal.

Cuando x tiende a + oo, la funcion esta
por debajo de la asintota.

Cuando x tiende a — oo, la funcion esta
por encima de la asintota.

INVESTIGA. Sea

X, Si x es racional

f) = {0, si x es irracional

Calcula Iin?) f(x).

X—
//'ngx = 0, six es racional.
Yo

f(x) = 0, si x es irracional.
Por tanto, iln% fix) = 0.

Realiza una tabla como la de la actividad
anterior y decide silarectay = —3 es
asintota horizontal de la funcién

2 —3x
fix) = .

00 X+1

¢La funcion esta por encima o por debajo
de la asintota?

1 10 100 1000 10000

—0,5

—2 —10 —100

Si, es cierto que y = —3 es una asintota
horizontal.

Cuando x tiende a + oo, la funcion esta
por encima de la asintota.

Cuando x tiende a — oo, la funcion esta
por debajo de la asintota.

Decide si estas funciones estan acotadas
en el intervalo [6, 40).

—2,5455 —2,9505 —2,9950 —2,9995

—1000 —10000

a) f(x) = xsenx

— x4
b) £ = x+ -

a) La funcion no esta acotada.

b) La funcion esta acotada inferiormente
en el extremo x = 6.

) La funcion esta acotada superiormente
en el extremo x = 6.

d) La funcion esta acotada superiormente
en el extremo x = 6.

Escribe una funcion tal que
su dominio seaR — {3}y tal que
lin;lf(x) =—ooy /in;f(x) = 400,

Respuesta abierta. Por ejemplo:

1
fo) = Y —3

Halla las asintotas horizontales
y verticales de las siguientes funciones.

) ) = —— & o) = > —

b) ) = —— & X = 2
— 2

0 =—L2 =2

a) bomf=R—{—3}
xﬁmTf(X) = e
lim fp) = —oof

x——3"
— f(x) tiene una asintota vertical
enx = —3.

. ) X
imfx) = lim =1-
X— oo (X) x-oo X + 3

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 1.

b) Domf =R —{—1,1}
//‘@f(x) = 4o
//‘/pwf(x) = —o0

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = —1.

//'nlf(x) = —o0
fraty
im f(x) = +oo
x—1
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— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 1.

lim ) = lim —
X Koo X2 — 1

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.

=0 -

Domf = R — f(x) no tiene asintotas
verticales.

im ) = lim —1> ¢

X— o X— o 74 — X2
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.

Domf:R—{—\/g,\/g}

0= o
.

lim f(x) = +o0
x— V3"
— f(x) tiene una asintota vertical

enx =—+v3.

lim f(x) = —oo
X—>¥3

lim f(x) = +oo
x—-v3"

— f(x) tiene una asintota vertical

enx = V3.

. 3x—1
imfx) = lim =
m %) v
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.

0 -

pomf=R—{—-2, 2}
lim f(x) = —oo}

X—>—=2"
lim f(X) = 400
X—>—2
— f(x) tiene una asintota vertical
enx = —2.

LICEES
fim F) = +o0

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 2.

. . X+ 1
mfx) = lim ———=0 -
X— o )(HOGX—A

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.

Domf = R — f(x) no tiene asintotas
verticales.

) ) 2X?
X/’ﬂlf(x)_xllﬂl X2 4+ 1 =2-

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 2.

@ Determina las asintotas oblicuas de
eec las siguientes funciones.

X? + 5x
3 1) = X+ 2
2
b) f(X):2X 4
X—1
X?+5
0T =53
5%+ 1
d) fx) =
) () "
5—3x°
flx) =
&0 = s
x> — 6x°
fy f) = ———
) 10 X+ x—1

Calculamos en cada caso el valor de la
pendiente y de la ordenada en el origen.

a)

b)

2
fim T i XS
X X o X2 42X
. . 3x
Iimf(x) — x1 = lim =3
XM[ ) —x m=—
f(x) tiene la asintota oblicua y = x + 3.
2 __
im T — jm 264
X X xme x2— X
im0 — 24 = fim 2% — 5
Koo X X — 1

f(x) tiene la asintota oblicua y = 2x + 2.

2
R Ry e B
A T e m T 2
| 1
X/m) f(x) — X =
410 3
= lim =

e UX — 6 4
! ] : X 3
f(x) tiene la asintota oblicua y = > + T

3
im 1 — gy TS
M T e T
| 51 1
X/m[f(x)fzx —X/mﬁfo

f(x) tiene la asintota oblicua y = %x.



_ 3
& fim 1 23 3
xoe X xme 23 48X 2

12X —5
= lim——-=

. 3
im|f(x) + —x =
¥ 2 xoe 2x7 4+ 8

X— 0

f(x) tiene la asintota oblicua y = *%X.

. f ) x> — 6x°
f) //mﬂ =lm———m——=-6

X X xmo X34 X2 — x

. O IXE—6X

Iimifx) + 6x] = lim ——=7
Im ) ] xmeo X2 4 X — 1
f(x) tiene la asintota oblicua
y=—6x-+7.

@ Determina las asintotas de las siguientes
«ec funcionesy la posicion de la funcion
respecto de ellas.

2x — 1
f e
a) 10 X>—5x+6
2
b) f) = X+ 8

X+ 2x2—11x — 12
a) bomf=R— {2 3}
lim f(x) = +oo]
X2
N

im f(x) = —oo

x—2"

— f(x) tiene una asintota vertical

enx = 2.

Por la izquierda de x = 2, la rama infinita
tiende a +oo y por la derecha tiende

a — o,
fim f) = —co
fim £ = +eo

— f(x) tiene una asintota vertical

enx = 3.

Por la izquierda de x = 3, la rama infinita
tiende a —oo y por la derecha tiende

a +oo,
. . 2X — 1
Iimfx) = lim———=0 —
Jmreo = jm X —5+6
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.
2X — 1
X—> 40 5> ————>0->
X2 —5x+6
— f(x) queda por encima de la asintota
y=0.
2X — 1
X—>—0 > —mM8M—— 0 -
X2—5x+6

a)

— f(x) queda por debajo de la asintota
y=0.
bomf=R—{—4,—1,3}

lim f(x) = —oo

x> —4

fim f9) = +-o0

— f(x) tiene una asintota vertical

enx = —4.
Por la izquierda de x = —4, larama
infinita tiende a —co y por la derecha
tiende a +oo.
X/i@ f(x) = 4o

fim f() = —eof 7
— f(x) tiene una asintota vertical
enx =—1.
Por la izquierdade x = —1, larama
infinita tiende a +co y por la derecha
tiende @ —oo.

lim f(x) = —oo
X—3

//'rrsrif(x) = 4o

— f(x) tiene una asintota vertical

enx = 3.

Por la izquierda de x = 3, la rama infinita
tiende a —oo y por la derecha tiende

a +oo.
2

lim 00 = lim X re -

Ko xoe X34 2x2 — 11X — 12

= 0 — f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.
x>+ 8
X+ 2x2—11x — 12

X > +o0 > >0 -
— f(x) queda por encima de la asintota
y =0.
x>+ 8
X3+ 2x2—1x — 12
— f(x) queda por debajo de la asintota
y =0.

<0 -

X > —oo >

@ Halla las asintotas de estas funciones
eeo Yy la posicion de las ramas infinitas.

X—6xX°+12x— 8

fo) = X+3
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b)

a)

O
=

X —6xX2+12x— 8
flx) =
® X*+Xx—6
Domf=R — {—3}

l/'m3 f(X) = +co

Pl

im f(x) = —co

X—>—3'

— f(x) tiene una asintota vertical en

X = —3. Por la izquierda la rama infinita
tiende a +oo, y por la derecha tiende

a — oo,

//'ngef(x) =
X —6+12x—8
= [lim = oo
x=eo xX+3
f(x) no tiene asintotas horizontales.
jim 10—
x—>+00 X
X =6+ 12x—8
= lim =400 >
X2 oo X*+ 3x

— f(x) no tiene asintotas oblicuas.
pomf=R — {—3,2}
im f(x) = —oo

X—> =3

lim f(x) = 4o
X—>—3'

— f(x) tiene una asintota vertical en
X = —3. Por la izquierda la rama infinita
tiende a —oo y por la derecha tiende
a +oo.

o XP—6x*+12x— 8
im P -
X=2 X>+Xx—6

X—=6C+12x—8
=2 X+ Xx—6
X — 20— 4x + 4)

= oxry 07

0
0

— f(X) no tiene asintota vertical en x = 2.

X—6x>+12x— 8 _

lim f(x) = lim
i) l X+x—56

X—00 X—00

= +o00 >

— f(x) no tiene asintotas horizontales.

o f )
lim 0 lim TR
x—00 X X—00 X° + X°— 6X

im[fx) — x] =
o =7X*+18x —38
= //m 2— -
xooo X2 4 X — 6
fix) tiene la asintota oblicua y = x — 7.

—7

X3 —6x*+12x — 8 _1

fx) —x—7) =
X =6+ 12x—8

= : X+7=
X +X—6
25x — 50
X>+Xx—6
s e L 2K =50
X+x—56

— f(x) queda por encima de la asintota
y=x—17.
X—)—oo—)M<O—>

X +Xx—6
— fix) queda por debajo de la asintota
y=x—17.

Encuentra las asintotas de las siguientes

see fuUnciones.

a fog = 1221
X
X

b) fix) = m

Escribimos f(x) como una funcion definida
a trozos.

3—2x 3
X Sl x < E
AM=1o_3 3
Six =—
X 2
im fo0 = fim >—2 = o
x=0 x—0 X
3—2x -
im f(x) = lim = o0
x—=0 x—0'
— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 0.
im fo) = im ~—2 = 5

X— —oo X— —oo
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = —2.

im fo) = fim X3 =
X— +oo X— +oo X
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 2.

—

T—x Six <1
b) fix) =

— six=1



lim 00 = lim —>— = +oo
x=1 x=>1 1 — X

im f(x) = lim = 400

x=1" x=1" X —
— La funcion tiene una asintota vertical
enx = 1.
im0 = gmML -1
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = —

lim o) = lim —>— =1 -

X hee xotee X — 1
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 1.

@ INVESTIGA. Sean fy g dos funciones

definidas parax >0, silarectay = —x
€s una asintota oblicua de fy g, ;cuanto

vale X””ﬂ ) g(x)
y=-—-Xx->m= —1 n=20

El limite de un producto o division de
funciones es igual al producto o division
de los limites de cada funcion, es decir:

qu X— +oo

g e

im ——=—
X— + oo

= m-xﬁfpwg(x) = (=1

n=0= lim (X —mx) =

X +oo
= //'n] (800 +x) = lim g + //'n+7 X=0-
- lim gx) =— lim x = —oo

X+ oo X oo

Sean fy g dos funciones definidas para
X >0, se sabe que y = 3 es una asintota
horizontal de fy que f no corta al eje X.
e*—3
fx) -
Indica una asintota horizontal de g.
lim f(x) = 3, ya que f(x) tiene una asintota
horizontaleny = 3.

Ademas, se tiene que gx) =

. e *—3
X/lrpwg(x) o X/lrﬂx> f(X) -
T 4

Jmie s

Por tanto, una asintota horizontal de g(x)
esy = —1.

®

o2

INVESTIGA. Se sabe que las funciones
f(x) y £(x) tienen una asintota oblicua.
Calcula la pendiente de las asintotas
oblicuas en cada caso, conociendo estos
limites.

a lim Inx + f(x) _
ot 3X
by fim 8T X +Xe -

X— —oo

2 lim Inx + f(x) _

I

Determina las asintotas de las siguientes
funciones.

X3+ 1
X2 —2x
X2 —5x+4
b) 09 = X3 —3x2—13x+ 15
a) bomf=R—{0,2
Jim 1) = e
lim fx) = — }*

X—0

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 0.

lim fo) = —
i
lim fx) = +oof
X—>2

a) fx) =

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 2.

. X341
Imfx) = lim ———— = o -
x> x—eo X2 — DX
— f(x) no tiene asintotas horizontales.
f X3+ 1
fim 0 _ =Im-—-—-==1
X X x=e x3— 2x
2
im o) — 1 = im 2L~ 5
x> x—e X2 — 92X

381
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f(x) tiene una asintota oblicua
eny =x+ 2.
X—Nx—4)
X =N —=5K+3)
pomf=R—{-3,1,5}
im f(x) = —oo

X—=>—=3"

//‘njyf(x) = +o0

fo0 =

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = —3.

lim f(x) = 3

x=1 16
—

) 3

M =3g

— f(x) tiene una discontinuidad evitable
enx = 1.

//ngﬁf(x) = —o0

fim 1) = +eof
— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 5.

) ) X2 —5x+4

im fx) = lim =
Jmreo = jim X3 —3*—13x + 15

= 0 — f(x) tiene una asintota
horizontaleny = 0.

@ Halla las asintotas de las siguientes

eeo funciones.

a)

b)

a)

- X _ V2x-3
fx) = Y3 C) f(x)f—X72

_ X+3 VX T
f()()f—m d) f(X)fiXJr3
Dom f = (—oo, 0] U (3, +0)

X/@g f(x) = No existe.
fim £ = e -

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 3.

im0 = fim 4/ —— =1 -
il N X3

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 1.

pDom f = (—oo, —3) U (3, +0)
. 0
Jim f00 =

v
o x+ 3V —9)

= lim =0
x=>=3 (X + 3 —3)

— f(x) no tiene asintota vertical

enx = —3.

X//'ng f(x) = No existe.
//n;f(x) = 4o

-

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 3.
X+ 3

im fx) = Im ——=1 -
X— +oo X— +oo XZ . 9

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 1.

im fo = fim —E3
X— —oo x> gfy2 g

=—1 >

— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = —1.

Dom f = B 2) U (2, +0)
lim o) = —co
Ao = oo

— f(x) tiene una asintota vertical

enx = 2.
lim o) — lim Y23

x=00 X=eo X — 2
— f(x) tiene una asintota horizontal
eny = 0.

:O—)

bomf=R —{—3}
X/iry3 f(x) = —co
/iryyf(x) = 4o

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = —3.

) ) X+ 1

IR = m =g = 2

— f(x) no tiene asintotas horizontales.
. f . X+ 1

i 190 _ g YT

X—oo X X—oo X +3X

imlfx) — x] = lim

X—> 00 X— 00
=-3

f(x) tiene una asintota oblicua

eny = x —3.

X+ 3

X1 =X =3



@ Calcula las ramas infinitas y asintotas

de las funciones.
a) f(X) =x°+5x — 1

b) f(x) =2x — 1

) f(x) = logx

d) fix) =tgx

a) bomf= R — La funcion no tiene

asintotas verticales.

fim (¢ + 5x — 1) = o0 —

X—00

— f(x) no tiene asintotas horizontales.
f X2+ 5x—1

fim 10— g XX

X—ooo X X— o0 X

— f(x) no tiene asintotas oblicuas.

b) La grafica de la funcion es una recta, asi

que no tiene asintotas.
lim f(x) =

X— + oo
lim fx) = —

X— —oo

¢) bomf = (0, +o0)
Jim (Iog x) = —co —f(x) tiene una

asintota vertical en x = 0.

La rama infinita tiende a —oo.

Xgmm (log X) = 4+ — f(x) no tiene

asintotas horizontales.

tim =0 = Jim X

— f(x) no tiene asintotas oblicuas.

:O—)

d) Domf=R—{%+/<n,/<ez}

im tg x — l

XA»E O
2

lim tg x = o0

X——=

2
lim tg x = —oeo

— f(x) tiene una asintota vertical

_r
enx = >
Por la izquierda la rama infinita tiende a
+ o0,y por la derecha, a —oo
Al ser una funcion periodica, de
periodo =, todos los puntos que no

pertenecen al dominio son asintotas
del mismo tipo. Por tanto, la funcion no
tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

INVESTIGA. Dada la funcién

f(x) = ¥x2+ 2x — 1, calcula

los siguientes limites y contesta.

. Xg@w% o lim (fo0 + x)
- fx) .
. U o Jlim (fo0 —x)

a) (Tiene asintota oblicua por la izquierda?
;Y por la derecha? ¢Cual es?

b) ¢Puede una funcion tener dos asintotas
oblicuas diferentes?

f(x) N X+2x—1
X

o im —= Ilim =—1
X>—0o X X— —oo
f NXE+2x —1

° //mﬂ: im ——— =1
Xt X X— +oo X

o lim [f00+x] =

=X//'nj (\/X2+2X*’I+X)=
. 2X —1
= lim

Koo X2 4 OX —1—X

o im[fx) —x] =

X— Foco
— i (VAT 2x—1-x) =

X oo
= Iim 2 =

EEANXT 22X =1+ X

a) m = //m@:%

X— —oo

=1

ny=lim [fe) +x = —

La asintota oblicua por la izquierda es
y=—x—1
f(x)

m, = Ilim — =1
x> +oo X

n, =X//T [fx) —x1 =1
La asintota oblicua por la derecha es
y=Xx+1.

b) Como se muestra en este ejemplo, hay

funciones con dos asintotas oblicuas
distintas.
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Halla las asintotas oblicuas de estas

eee funciones.

a)
b)
C)
d)

a)

X2 —1
VX2 +4x+5
AX* — Ax + 2
Vix?—5
) X2 —1
my= lim ——— = —1
X— —oo X
n,= lim («/XZ— 1 +X) =
Ko oo
— im —— =
XKoo gx2— 1 —x
La asintota oblicua por la izquierda
def(x)esy = —x.
) X2 —1
my, = lim ——— =1
X— +oo X
n, = //'n+7 (VX2*1*X):
X5 too
im ——— —
Kot afx? — 14 x

La asintota oblicua por la derecha de f(x)
esy = x.

lim =—1

X— —oo

X//'ry (VX2 +4x+5 +X) =
. 4x + 5
= lim
oAl A+ 5 — X
La asintota oblicua por la izquierda
def(x)esy = —x — 2.
N X?P+ 4 +5
lim ———

X 400 X

m— Jim (V¥ ax+ 5 —x) -

. 4x + 5
= lim =2
ot X2 AN+ 5 + X

La asintota oblicua por la derecha de f(x)
esy =x+ 2.

m, =

VX2 4+ 4x +5
X

M

=-2

my, = =1

L NAXP—Ax+ 2
m,= lim —————=-2
X— —oo X
ny=_lim (\/4X2*4X+2+2X>=
. —4X + 2
= lim =1

X2 oo Al AX? — AX 4+ 2 — 2X

La asintota oblicua por la izquierda
def(x)esy = —2x + 1.

VAP — A+ 2
m,= lim —————~1 % =2
X— oo X
n, = lim (Vaxe —ax + 2 —2x) =
PLULS
_ )
= lim + =—1

X2t N QX — AX + 2 + 2X

La asintota oblicua por la derecha de f(x)
esy =2x — 1.

2 __
m, = 1lim VTS =2
X——co X
ny = lim (\/4)(2 —5+ 2x> =
—5

fim =0

X2 oo A 42— 5 — 2X
La asintota oblicua por la izquierda
def(x)esy = —2x.

) 4x* — 5
lim ———

X— Fco X

n, = Xmo(m - 2X> =

m, = =2

= lim

—1
( Vaxt — 5 + 2x )
La asintota oblicua por la derecha de f(x)
esy = 2x.

@ Estudia qué tipo de asintotas tienen las
eee siguientes funciones y calculalas.

a)

b)

a)

Vx*+5x+5 X+ 2

- - - Q - -
X 3—x

X+

L2 L N o s
X2+ Xx—2

X—1
pomf =R — {0}
im f(x) = —oo

Xx—0

fim ) = +oo

d)

— f(x) tiene una asintota vertical
enx = 0.

lim ) = lim

X— o X— o

— X = oo —

VX' +5x+5
X

— f(x) no tiene asintotas horizontales.

Vxt+5x+5

m = lim 2 =1

X— oo



d

. <VX4+SX+5 )
n=Ilm———x|=
X— 00 X
. 5x +5
= lim =0

e N e

f(x) tiene la asintota oblicua y = x.

pomf=R — {1}
X/’mf(X) = —o

lim f(x) = +oo

x—=1

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 1.

. . X441
Imfx) = lim ——— = o0 =
X— 0 X—oeo X4 — X

— f(x) no tiene asintotas horizontales.

) X 41
m=lim——>—=1

X— 00 X—X

. ( X1 )
n=Ilm\— ——x|=

xoe\ X — 1

VX1 =X+ X
ey

f(x) tiene la asintota oblicuay = x + 1.
Domf=R — {3}

lim f0) = +oo]

X/@g fX) = —oo

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 3.

. , X+ 2
lim f(x) = fim —————= = oo >
X— o X— o 3X*X

— f(X) no tiene asintotas horizontales.

) X'+ 2
m=lim——=—1
xmeo 3X — X
4
n= /jm<X7+2+)():
=\ 3— X
VX243 — X
= lim 3 x =—-3

f(x) tiene la asintota oblicua
y=—Xx—3.

Domf=R—{—2,1}
lim () = +oo] lim f() = —OO}

X =2 x—=1"
lim f(x) = —oo X//rq f(X) = +oo

x—> =27

f(x) tiene una asintota vertical en
X = —2yotraenx = 1.

//'m fx) = lim

»00

X2+ x—2 -

X+ 1

o —

— f(X) no tiene asintotas horizontales.

m.= i ﬂ:—‘]
Teme P X2 — 2x
. X+ 1
m= lim | >——=+x
xo e\ X7 X — 2

VXe+ 1+ x4+ x2—2x

= lim

X— —oo

X2+ Xx—2

=1

f(x) tiene la asintota oblicuay = —x + 1.

m, = lim

x=de x3 4 X2 — 2x

n,

im | ———F—
Xﬂw<x2+x—2

X+ 1
=1

X0+ 1 )
X

_ //.m<\/)< +1—=x3—=Xx>+2x

X 400

= —1

f(x) tiene asintota oblicuay = x — 1.

X+ x—2

3. Determina la continuidad
de una funcién en un punto

Continuidad en un punto

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Estudia la continuidad de la siguiente
eco funcién en los puntos x =2, x = 0

yx = —2.
Y
I
1
|
1 /
I/,
/ x
/
[
?
mi =4] im0 ==
mfea =5] im0 =~

>_
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La funcidn no es continua en x = 2 nien
X = —2.

En ambos casos se trata de un punto de
discontinuidad de salto finito.

lim f(x) = 0

X—0 —

lim f(x) = 0

X—0

— La funcion es continua en x = 0.

Determina los puntos de discontinuidad
de cada una de las siguientes
funciones e indica de qué tipo son.

a Yy
i
P
] 1’4
(} X
A
b) Y
4 N
/
N X
C) Y
|
|
J0
— X
\
d) Y
ko) /)77
X

a) La funcion esta definida de la forma:

1
f()():x+5n,x€[n,n+1),nez

Cada x € Z es un punto
de discontinuidad de salto finito.

Los puntos de discontinuidad son
X = 0yx = 3,enambos casos se
trata de puntos de discontinuidad
de salto finito.

El Unico punto de discontinuidad es
X = 2, que es un punto de
discontinuidad de salto infinito.

Los puntos de discontinuidad son
X = 1yXx = 2,en ambos casos se
trata de puntos de discontinuidad
evitable.

g

o
~

S

@ Determina si las siguientes funciones son

e0o continuas en el punto que se indica.
a) f)=1—x*enx= —1

b) f(x) = —Xz+3X8ﬂX:%

c) fx) =vx—2enx=1

2X
f) = ——"——enx= —2
d) fx) Y — enx
Xllmrf(x) =0 f=1) =0
D i foo =of  Jimfe) = o[ 7

— f(X) escontinuaenx = —1.

S 1 5
Iim fx) = — )
X 4 f( 2) 4
b) 5 - 5
lim fo) = — lim fx) = T
XH%’ 4 X2

. 1
— f(x) es continuaenx = X

C) f(x)no esta definidaenx =1 —
— f(x) no es continuaen x = 1.

d) f(x)no estadefinidaenx = —2—
— f(x) no es continuaenx = —2.

@ Dibuja una funcién continua,

eec salvo en x = —1, que tenga un salto
infinito y un salto finito en x = 3.

Respuesta abierta. Por ejemplo:



INVENTA. Dibuja una funcién cuyo

e0o dominio sea [0, +o0), y con un punto

de discontinuidad evitable en x = 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

EN

X

Determina los puntos de discontinuidad
en cada caso.

a) f()():#t(zﬂi
b) f(X)Z#fZ)
2 __
) ) = —
2 —
0 fix) = 22—

a) bom f = R — f(x) es continua en R.
b) Domf =R —{—4,5}
lim ) = oo] Jim £ = —eo
X//;ngj(x) = +oo

//'m[rf(x) = +o0
No existe X/L'rrjaf(x) ni @75 f(x).
f(x) no es continua en x = —4nien

X = 5. En ambos casos la discontinuidad
es inevitable de salto infinito.

¢) bomf=R—{—3, 3}

l/'msff(x) = +oo

X — . .

l/m3 fx) = —oof No existe X/i”jgf(X)'
X —

lim f(x) = —co

X3 : i
””2 fX) = oo — No existe ilgvg f(X).
e

fix) no es continuaenx = —3nien

X = 3. Enambos casos la
discontinuidad es inevitable de salto
infinito.

d) bom f = R — {—v3,-1,1,v3}
lim_ f(x) = —co
X—>—v3
lim_ fx) = +oo
X—>—v3

— No existe l/'rrb f(x).

X——v3

i 10 = +w] .

lim f) = —co| ~ No existe fim f(x).
x->—=1"

fm 0 = +°°] -

Jim ) = —oof — NO€Xiste fim ).
X—>1"

=)
Xﬁ%f(x) — oo [ > NOexiste Xlin]3f0().
f(x) No es continuaenx = —v3,nien
X= —1,nienx=1nienx=+3.

En todos los casos la discontinuidad es
inevitable de salto infinito.

@ Determina los puntos de discontinuidad

de estas funciones.

a) fX) =vx2+3x+2

b) ) = InX?> + x — 6)

Q) =Vvx2+x—2

d) fx) = log(x? + 4x — 5)

a) bomf = (—co, =2] U [—1, +0)
La funcion es continua en todo
su dominio.

b) Dom f = (—oo, —3) U (2, +o0)
La funcion es continua en todo
su dominio.

¢) bomf = (—oo, —=2] U [1, +o0)
La funcion es continua en todo
su dominio.

d) Dom f = (—oo, —5) U (1, +o0)
La funcion es continua en todo
su dominio.
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000

o

INVENTA. Escribe la expresion
algebraica de una funcién radical con
discontinuidadenx =2y x = —4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

1
) = ———
® X2 +2x—38

INVESTIGA. Estudia la continuidad
de las funciones.

a) fx) =[x 0 fx) =[x* =1
X 1
b) f(X)*m d) f()()*m

a) Lafuncion es continua salvo en
l0s nUmeros enteros.
imfx) =a—1
ige 7 - x=a —
sia imf(x) = a

x—a*

— No existe Q’rr; f(x).

Todos los nimeros enteros son puntos
de discontinuidad inevitable de salto
finito.

Y
J
1 X
Bas
-1 six<O0
b) f(X)_{1 six>0
No existe f(0).
//rgﬁf(x) =—1

lim ) = 1 ] — No existe fim f(x)

y la funcion no es continua en x = 0.
Se trata de un punto de discontinuidad
inevitable de salto finito.
La funcion es continua en R — {0}.

Y4

—o—

11 X

—+—d

Q) f(X):{

X2 —1 Six<—108sx>1
—Xx2+1 si—1<x<1
Six=—1->f(—-1=0
//'nj1 f(x) = l/'/p1 x=1=0
lim f0) = fim (—x>+1) =0
X—>—=1 X—>—=1"
- //'m1f(x) =0
comof(—1) = X//'nj1f(x), la funcion es
continuaenx = —1.
Six=1->f(1)=0
lim fX) = lim (—x* + 1) = o]
x=1 x=1

N

lim f(x) = //’nl(x2 -1 =0

X—1"

- limf(x) =0

x—1

como f(1) = //@ f(x), la funcion es
Yo

continuaenx = 1.

La funcion es continua en R.

\%
\ 5 /
NI/
X
5 Six <—1osix>1
X
fx) =
— Si—1<x<1
No existe f(—1).
. . 1
lim fx)= lim — =400
Xx——1 x—>=1 X*—1
N
lim fx)= lim ————=+co
X— =1 x->—=1" —x%+1
— La funcién no es continuaen x = —1.

Es un punto de discontinuidad inevitable
de salto infinito.

No existe f(1).

lim f(x) = lim % = +o0
x—1 x-1 — X%+ 1
N
lim ) = lim — = +oo
X1 x=1" X4 — 1
— La funcién no es continuaen x = —1.

Es un punto de discontinuidad inevitable
de salto infinito.
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La funcion es continuaen R — {—1, 1}.

@ Estudia la continuidad de estas funciones

en el punto x = —2y, si son discontinuas,
indica el tipo de discontinuidad.
Represéntalas en un entorno de —2.

X+ Sl x <—2
3 f(X)_{—1 Si X = —2
X2 —=5x+2 s x+-2
) f(X)*{z si x =2
a) f(—=2) = —1
Jim 19 = =
fim fog = —] 7,100 =1

La funcion es continua en R.
Y

b) f(—2) =2

im x*—5x+2) = 16

X—> =2

"y

La funcion tiene

una discontinuidad

evitableenx = —2. \

Estudia la continuidad de las funciones
en x = 3,y si presentan discontinuidad,
decide de qué tipo de discontinuidad
se trata y represéntalas.

X+ 3 Six <3
a) f(x) =16 Six =3
X2 —2x+3six>3
x1—21 Six <3
b) fx) = )
) 100 6 Six=3
X—2 Six >3

a) f3) =6 Y
lim o) = 6 ,/
limfo) = 6] v
X—3" //
- imfx) =6 // b%
Xx-3 rg

La funcion es
continua en R.

b) f(3) =6
lim f) = 6
//'n;f(x) -1 — No existe Qing f(x).

La funcion no esta definidaen x = 1,
luego no existe f(1).

//n17 f(x) = —o0
et
lim f(x) = —co

x—1"

La funcion tiene una discontinuidad

de salto finito en x = 3y una
discontinuidad de salto infinito en x = 1.

Y

/

Z-E-EE

+

% @ Define de otra manera las siguientes

funciones para que sean continuas
en todos los nimeros reales.

2 )
" Si x <1
a)f(x)=1 si x =1
3X —1 Six >1

x> —16 )
i X+4

b) f) =1 x4 s
6 Si x=14

a) f(x) no se puede redefinir para que sea
continua en todos los nimeros reales,
ya que en x = 0 tiene
una discontinuidad de salto infinito.

X2 —16 0

O Im= = "0
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2

. 6 .

lim =Ilmx-+4) =38

x-4 X — 4 X—4

Para que f(x) sea continua en todos los
numeros reales, redefinimos la funcion
enfd) = 8.

@ Estudia la continuidad de esta funcion.

000

1—CcosX .
— six#0
fxX) =

0 six=0
Como cosx es una funcion continua

en todo R, el Unico punto de discontinuidad
que puede tener f(x) es x = 0.

f0 =0
fmiw=c]

i ) = O] - Im () = f(0) -
— f(x) es continua en todo R.

INVESTIGA. Estudia la continuidad.
5 +1

m Six <1
A ) =13 4y .
—_— Si x > 1
X—05
_ Jlogx — 1) si x <5
b) f) = 3 Si x =5
o oo = |1 s x<0
W1 —x si x>0
a) e Six<1:
5x +1
fly) = —> 1~
W X>—x—6
Domf = (—=o0,1) —{—2}
9
f(—2 —-=
(—=2) —» 0
X//ryzf(x)=foo

fim fg) = +o0

X = —2 es un punto de discontinuidad
de salto infinito.

o Six="1
1) = —1
X//'nzf(x)=—1
fim fog = —1| 7 M0 =

como f(1) = //@ f(x), la funciéon es
continuaenx = 1.

— No existe //‘me()<).

® Six>1:

oo = 1
X—5

Dom f = (1, +o0) — {5}
i =~

i ) = +oo — No existe /im ).

X = 5 es un punto de discontinuidad
de salto infinito.

La funcion es continuaen R — {—2, 5}.
® Six <5:
fx) = loglx — 1)

Dom f = (1,5)
No hay puntos de discontinuidad.

® Six =05

f(5) =3
//ngﬁf(x) = log 4
lim ) = 3 — No existe /im f(x).

La funcion no es continua en x = 5.
® Six>5:

fx) =3

Dom f = (5, +0)

No hay puntos de discontinuidad.
La funcion es continua en
(1, +00) — {5}.
e Six<O0:

fix) = 3x + 1

Dom f = (—c0,0) —

— No hay puntos de discontinuidad.
e Six=0:

f(0) = 1

X//pgif(x) =1 '

lim fog =1 B0 =1

como f(0) = i/gg) f(x), la funcion es

continuaen x = 0.
e Six>0:

) = vV1—x

Dom f = (0, 1]
No hay puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en (—oo, 1].



4. Determina los parametros
para que se verifiquen
las condiciones de continuidad

@ Halla el valor que debe tomar a para que
ee0 las siguientes funciones sean continuas.

X —4 Six <1
a)f(x):a Six =1
X3 Si X > 1
2
x4 Si X+ —2
b) fX) =1 x + 2
a Si X =—-2
a) f(1) =a
im f(x) = —1
o - lim f(x) = —1

lim fix) = —1 x=1

x—1"

La funcion es continua Si
f(1) = //'m1 fx) - a=-—1
s

) 0
b) lim f(x) — o

X— =2
) ) 2 __
x/Lnj2f(X) - X/LrUZ X+ 2 -

= Jim x—2) =—4
La funcion es continua si
f(—2) = /ianf(x) - a=—4.

@ Encuentra el valor de a para que estas
«e0 funciones sean continuas.

2 f(X)7{3x2 Six <2
3x+a Si x> 2
X+xP+x—2 six<—1
b) f(X)f{ax2+x+a si x> —1
a) f2) =12
im f(x) = 12
X2
imfx) =6 +a
x—2'

—»6+ta=12->a=56
b) f(—1) = —3

im f) = —3

Xﬁ@—f(x) =23 — 1J ”

->2—1=-3->a=-1

@ ¢Qué valor debe tomar a para que

las funciones sean continuas?

201 Six<—2
a) f(X)f{axfz si X >—2
—T
_ <
b)f(x):tg or Six<—2
log (ax + 7) Si X >—2
a) f(=2)=2"= 1
8
im f) = lim 2 =
X——2 X——2 8

im f(x) =—2a — 2

X—>—2"
La funcion es continua si % =-28—2—
R4
16
b) f(—2) =1
. . —T
Jm, f00 = fim, 1§ == =1

im fx) = lim = log(—2a +7)

La funciénes continuasi1 = log(—2a + 7) —
3

—> 44 =——

2

Encuentra los valores de los nimeros a
y b para que las siguientes funciones sean
continuas en todos los nimeros reales.

|2 — x| Six <2
a)f(x):% si2<x<4
a Si x> 4
X2+ 2bx + 4 Si X <1
ax+5 SI1<x<2
b) 700 = X —1
Si X > 2
X
a 2)=0
X//n;zf(x):O
. 21>
X/KTZH‘(X)*E

— El limite existe si % =0.

No se puede resolver para ningln valor
de b, por lo que la funcidn no es
continua para ningln valor de b,
independientemente del valor de a.
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b) (1) =a+5
X/@? fix) =2b+5
X//mf(x) =a-+5
— Ellimite existe si2b —a = 0.
f2) =28 + 5
X/@g fx) =2a+5
N

- _2
im f(x) = >

x—2"
- . . 5
— Ellimite existe si2a + 5 = X

La funcion es continua Si
5 5
a=——yb=——.
2V 8

@ Halla el valor de a para que estas
ee0 funciones sean continuas.

X+5 Six<a
a) f = X2 —2x+1 Si x> a
X—2 Six<a
b) 1) = log, X si x> a
X+xX—x—2 six<-—a
C) fX) =ix>—2 Si—a<x<a
X+xX2—x—2 six>a
a) f@=a+5
X/@;}f(x):a+5 . @
lim f(x) = a> — 2a + 1 eeo
x—a'
—~at+5=a"—2a+1~>
—»a’—3—-4=0-
_)81:*1 62:4
La funcion es continua sia = —1
0a=A4.
b) f@) =a—2

//'n; fx) =a—2
lim f(x) = log, a
X—a
—~a—2=log,a »>a=4
La funcion es continua sia = 4.
c) f(—a)=a>—2

im fx) =—a*+a’+a—2

X—>—a N YY)
lim fix) = a?>—2

X——a

- —a'+ta=0-

—>a1:—’| 62:0 33:0

fla)y=a*— 2

Xﬁ@a fx)=a*+a>—a—2
Jim f) = a* =2

> —a*—a=0—-a=0

La funcion es continua sia = 0.

@ Halla m y n para que la funcion f(x) sea

continua para todos los nlimeros reales.

2 Si X <1
fX) =imx+n si1<x<3
4 Si x>3
f(1) =2
X/@f(X)ZZ
X/@+fo<)=m+n

— Ellimite existe sim +n = 2.
f3) =3m+n

//rg) fX) =3m+n

o

lim f(x) = 4 -

x-3"

— Ellimite existe si3m +n = 4.

}—wn: n="1

La funcion es continuasim = 1yn= 1.

Considera la funcién:
X2+4 six<1

fx) _{ax+b si x> 1

Calcula a 'y b para que sea continua
yf(2) =7.
f(1) =5

//”3, fx) =5

mf) =a+b[ "~
— Ellimite existe sia + b = 5.
fQ=2a+b=7

a+b=5
2a+b=7
La funcion es continuasia = 2y b= 3.

}ea:2b:3

Estudia la continuidad segun los valores
deayb.

x+a
f) =11 +ex
b Ssix=0

six+0




f0=>b
im f(x) =

X0

0
X@gf(x):% —-a=b=0

=a

INVESTIGA. Calcula a para que el limite
sea finito.
. 2X*+3
lim ————

ax
x>+ X — 1

Con ese valor de a, halla b para que se
verifiqgue que:
2
im 23 b =0
xodeo X —1
¢ Qué relacioén existe entre la funcion
2x2+ 3
flx) =

————ylarectay = ax + b?
X—1 y y

x>t X —
22X+ 3 —ax*+ ax
= lim =
x> e xX—1
2—ax*+ax+3

X—1

= lim
X— +oo

Para que tenga limite finito, el grado

del numerador y del denominador debe ser

el mismo, por o que:

2-a=0-a=2- lImZ*3_,
Y
2

x>t X —

— i ZE _p—
x=deo X — 1
_2X+3—bx+b

= Im —mMm =
X oo X—1

_ i 2= DX+ @+ D)

X oo X—1

Para que este limite sea 0, el grado
del numerador debe ser menor que
el del denominador, por lo que:

2 bh=0>b=2— lm ——=0
Xt X — 1

La relacion que hay entre ambas funciones
es que y = ax + b en una asintota oblicua
X—1

5.

Resuelve problemas
calculando limites

@ MATEMATICAS Y... PRECIOS.

En el mundo del comercio es frecuente
que se hagan descuentos cuando se
compran varios productos iguales a la
vez. Estos descuentos intentan equilibrar
la reduccién del precio del producto con
el aumento en los beneficios.

Esta funcién da el precio de x unidades
de un producto en una tienda.

5X 0<x =10

€0 =\yax + 500 10<x
a) ¢Cuanto vale 1 unidad de producto?
eY 2?70Y 37
b) ¢Cuanto vale cada unidad de producto
si compran menos de 10 unidades?
¢) ¢Cuéanto valen 10 unidades? ;Y 11?

d) ¢El precio varia de forma continua?
;cuanto tiene que valer a para que sea
continuo?

e) Sise compran muchas unidades,
jcual es aproximadamente el precio

por unidad?
a) c(1) =5€

c(2) = 10€

c@) = 15€

b) Si compran menos de 10 unidades, cada
unidad vale 5 €.
c) c(10) =50€
c(11) = ¥121a + 500
El precio de 11 unidades depende
del valor de a.
d) c(10) = 50

fim c(x) = 50

X—10

/iqzrc(x) = ¥100a + 500
— 50 = ¥100a + 500 — @ = 20

La funcion es continua sia = 20.

2
o) Jim ¥ — //mi‘ax;m:@

x—oo X X—> o

El precio aproximado es va €.
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Una atleta tiene que recorrer una
distancia de 100 km. El primer dia recorre
la mitad, el segundo la mitad de lo que

le falta, el tercero la mitad de lo que

se ha dejado el segundo dia, y asi
sucesivamente, ¢ cuantos dias tardara

en recorrer los 100 km? Justifica

la respuesta.

Nunca llegara a recorrer l0s 100 km, ya que
necesitaria un nimero «infinito» de dias

para lograrlo.
100 1
=——=100-— = 50.
2 2

El primer dia ha recorrido 50 km.

ai

100 300 3
8, =~ +50 = - =100 =
=75

El segundo dia ha recorrido 75 km.

100 700 7
8y = H75 =5 =100 =
=875

El tercer dia ha recorrido 87,5 km.

El término general de la sucesion es:

2" — 1 1
% =1oo~<1f§>

donde n representa el dia n-ésimo.
1

2"

a, = 100 -

lima, = lim 100 - (1 — >: 100

Cuando n se hace muy grande, la sucesion
tiende a 100.

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 5, igualdad de género.

@ MATEMATICAS Y... FILOSOFIA.

Las paradojas de Zenon
son unos problemas
filosoficos atribuidos

a Zenon, un pensador
griego del siglo v a.C.
En una de estas
paradojas Aquiles y una
tortuga disputan una carrera.

Como Aquiles es mas rapido que la
tortuga, le da una ventaja de 100 m.
Aquiles corre a 4 m/s mientras que

la tortuga avanza diez veces mas lenta.
Cuando Aquiles alcanza la posicion inicial
de la tortuga, esta habra avanzado

a un segundo punto.

Aquiles tardara un poco
mas en recorrer el
intervalo que haya
recorrido la
tortuga, pero
cuando llegue al
segundo punto, la tortuga habra vuelto
a avanzar a un tercer punto.

Por lo tanto, cada vez que Aquiles llega al
punto donde ha estado la tortuga, tendra
todavia que recorrer cierta distancia
hasta poder alcanzarla. Visto asi, Aquiles
nunca alcanzar a la tortuga.

a) (A qué distancia esta la tortuga de
Aquiles en el primer paso?

b) ¢A qué distancia estara en el siguiente
paso? ¢Y en el enésimo?

c) Sirepite el proceso infinitas veces,
;qué distancia les separa en el infinito?

d) ¢Pasara Aquiles por encima de la
tortuga? Si es asi, calcula dénde.

a) a,=10m

b) a,=1m
a;=01=10"3=10"m
a,1=10""=10"m
a,=10""m

Q) lima,= lim10* " =0
n—eo p—oo

En el infinito se juntaran.



d) Aquiles pasara por encima de la tortuga
cuando el espacio recorrido por ambos
sea el mismo.

100 + 0,4t = 4t, siendo t el tiempo
transcurrido en segundos.

©

Aquiles pasara por encima de la tortuga
alos27,78s.

@ MATEMATICAS Y... FISICA. Esta
«ec fOrmula, que se debe a Albert Einstein,
expresa la masa, M, de un cuerpo en
funcién de su velocidad, v, siendo ¢
la velocidad de la luz (300000 km/s).
mc
vo-v
a) Calcula el limite de
la masa, M, cuando
vtiende ac.

M =

b) Analiza si un cuerpo
puede alcanzar
la velocidad de la luz.

a) lim———— =+
Ve CZ _ V2

b) Para que alcance la velocidad de la luz,
el cuerpo deberia tener masa infinita.

@ MATEMATICAS Y... MEDICINA.
«co El servicio de traumatologia de
4, Un hospital va a implantar un nuevo
£ 3 sistema que pretende reducir a corto
plazo las listas de espera.

Se prevé que a partir de ahora la siguiente
funcion, P(t), indicara en cada momento t,
en meses, el porcentaje de pacientes que
podra ser operado sin necesidad de
entrar en lista de espera.

t?—8t+50 si0o<t<10

P(t) = | 38t — 100

sit >10
0,4t @
Pasado mucho tiempo, ;cual sera este voo
porcentaje?
jm 8L =100 38 o

the 04 04
— El 95% sera atendido.

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 3, salud y bienestar.

RETO. Demuestra que la serie
geométrica infinita

4 4 4
de las siguientes ilustraciones.

_|:E

2 3
l+<l) +<i> + . :%con ayuda

. , 1
El cuadrado naranja mas grande es 7
del cuadrado original, el segundo cuadrado
. , 1 1
naranja mas grande es n de 7 del

cuadrado original, y asi sucesivamente.

Por tanto, podemos expresar el area naranja
como:

]
L I S O I
474 44 a4
11 1 N 1
=t — 4 —4 .. = =—
4 42 13

En el tridangulo pasa lo mismo si tenemos
en cuenta el area pintada de blanco.

Un comercial de cierto producto recibe,
como sueldo mensual, una cantidad fija
de 600 € mas una comision que depende
de la expresion x2 — x + 1, donde x
representa el niumero de articulos que
vende.

El comercial tiene que correr con sus
propios gastos, que son de 50 € mas 3 €
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por cada producto vendido. Obtén la
funcién que recoge el sueldo mensual
del vendedor. ;Es una funcion continua?
fX) =600+ x> —x + 1) — (50 + 3x) =
= Xx?—4x + 551 —

— No, es una funcion discreta definida
parax >0, con x € N.

[_] El camino incomenzable

INTERNET

Para completar el camino de Santiago primero
hay que recorrer la mitad de todo el trayecto.

Antes de llegar a ese punto se camina un cuarto

de todo el camino. Y antes de ello habra que
recorrer un octavo del camino. Pero si
continuamos asi, jnunca empezaremos!

Y ti, (qué opinas?

La sucesion de numeros generada es la siguiente:

11

24" 8"

El limite de esta sucesion es 0, ya que cada vez
se hacen mas pequenos los términos. Por eso
dice que, si continuamos asi, nunca
empezaremos.

(PROBLEMAS APARENTEMENTE>

DISTINTOS

@ Sea la sucesion
1
an:an_1+10'<5 ,ag=0.

a) Calcula a,.
b) Halla lim a,.
o

a) 8020

>

SEERI
—4%%+%+%>

a4:10<%+%+%>+12_?:

1 1 1 1
10(;4‘?4’?4’?):

_ 150 75
16 8
10 10 10
by an=prt g Tt o =
1 1 1
= 1o<?+?+... +?>

. . 1 1 1
n/li?zoan—,!wzo10(?+§+...+?>—

:mwﬂi+i+J%%:
n- oo 21 22

1O~/im<1721n>:10

n—co

@ Helena quiere realizar una ruta de 10 km.

En la primera etapa recorre la mitad del
camino, en la segunda, un cuarto del
camino, luego un octavo y asi
sucesivamente.

a) ¢Qué distancia recorrera Helena tras
4 etapas?

b) ¢Addnde llegara tras infinitas etapas?

La sucesion generada es:

10 10 10 10
T BT g @ =
a) Ladistancia que recorrera Helena sera:

n

S = Z a;

a, =

10 10 10 10
= — +—f — =
=1 2 2? 28 2¢

:m¢+—+—+_%



b) Tras infinitas etapas cubrira todo

el recorrido.
n
imS(n) = > a; =
1= i=1
10 1 10 10 10
=—+—+—=+—=—+ .. +—==
2 22 28 24 2"

@ Dada la siguiente funcion, calcula:

8x* + 1
f =
) 2(100 + x)> + 4
a) f(100)
b) //rp f(x)
. 2
2 fi0g) — 81008+
2(100 + 100)? + 4
80001
= 20000 0,9999625
) ) 8x%* 41
b)) limfx) = lim ———————— =
>t =i, 2(100 + x)? + 4
2
— im &y
X oo Dx2

Los millones de toneladas de una cierta

sustancia en la Tierra a lo largo del tiempo
se pueden medir con la funcion:

fx)

8x2+1

= ——  con x medido
2(100 + x)> + 4

en miles de afnos.

a)

=

(cuantos millones de toneladas de esta
sustancia habra pasados cien mil afos?
Indica en qué cantidad de toneladas
se estabilizara esa sustancia con el paso
de los afnos.
8-100°+1
2(100 + 100)? + 4
_ 80001
80004

Habra 0,9999625 millones de toneladas.

f(100) =

= 0,9999625

. , 8x% + 1
imfx) = IIm —————— =
x> Foo = +2(100 4 %)% + 4
_8x?
= //nj y =4
Se estabilizara en 4 millones de
toneladas.

@ Calcula a y b para que la siguiente funcién

®

sea continua.

10x X <5
fo) = 50 5<x<40
" |ax*+ bx + 56 40 < x < 640
4 X = 640
e f(5) = 50

lim ) = 50
lim f9 = 50

f(x) es continua en x = 5.
e f(40) = 1600a + 40b + 56
lim f(x) = 50
X—40
//‘%f(x) = 160048 + 40b + 56
e

f(x) es continua en x = 40, si:
1600a + 40b + 56 = 50 —

— 16008 + 40b = —6 —
— 800a + 20b = —3

o f(640) = 40
lim f(x) = 640%a + 640b + 56}

X— 640"

im fx) =4

X— 640"

flx) es continua en x = 640, si:

640%a + 640b + 56 = 4 —

— 4096004 + 640b = —52 —

— 1024008 + 1600 = —13
f(x) es continua para los valores a 'y b que
son solucion del siguiente sistema.

800a + 20b = —3
N
1024004 + 160b = —13
11 —47
— g = =
96 000

240

Nasib salta en caida libre desde un avion.

Su velocidad, con t medido en segundos,
va variando de la siguiente manera.

e En el primer tramo su velocidad
esv = 10t.

e Tras 5 s alcanza la velocidad méaxima
y se mantiene.

e 35 s mas tarde abre el paracaidas
y su velocidad desciende
av =at’ + bt + 56.
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e Finalmente, tras otros 600 s llega
al sueloy corre a4 m/s.

Indica la funcioén de la velocidad que lleva
al descender para que los cambios sean
lo menos bruscos posible.

Sea v(t) la funcion que describe la velocidad.

10t t<5
5 _ 190 5<t<40
VO =V a2 4 bt + 56 40 < t < 640
4 t = 640
La funcion debe ser continua.
e v(5) = 50
//'ng v(t) = 50
//n;v(t) =50

v(t) es continuaent = 5.

® v(40) = 50
im v(t) = 50
X—40
//% v(t) = 40% - a + 40b + 56
R

V(t) es continuaent = 35 si:
402 - a + 40b + 56 = 50
® V(640) = 50
lim vit) = 6402 - a + 640b + 56}

X—640

im v(t) = 4

X— 640"

v(t) es continua en t = 640 si:

6407 - a + 640b + 56 = 4.
V(t) es continua para los valores a y b que
son solucion del siguiente sistema.

407 - a + 40b + 56 = 50}
640% - a + 640b + 56 = 4

1 =47

4= 96000 240

(¢PARA QUE SIRVE...? )

(]

INTERNET
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¢A qué se le denomind afo 1d.C.?

Al afio siguiente al nacimiento de Cristo
(0 al ano 754 de la fundacion de Roma).

¢ Qué acontecimiento marcaba el inicio
del calendario que se usaba en Roma
antes del implantado por el papa Juan 1?

La fundacion de Roma.

Siglo

¢Qué valor hay que sustituir en la funcion
para calcular el siglo al que pertenece

el afio 325a.C.?

Hay que sustituir x = 325 en el trazo de

la funcion donde x < 0.

¢A qué siglo pertenece el afio 1616 d.C.?
¢Y el afio 325 a.C.?

El afio 1616 d. C. pertenece al siglo xvii d. C.
El ano 325 a. C. pertenece al siglo v a. C.

El afio cero no existe. Relaciona esta
afirmacién con el hecho de definir

la funcion siglo mediante una funcion
definida a trozos.

La funcion se define de manera distinta para
valores de x positivos y negativos. La funcion
se define en x = 0 para que Sea continua.

¢Cuando comenzo el siglo xxi?
Comenzd en el aho 2001.

Estudia la continuidad de la funcién
que determina el siglo y di qué tipo de
discontinuidades presenta.

—1
0 =190 ] =~
. —1
X//ﬁgﬁf()()—lm +1=—1+1=0
N
lim f(x) = 1 [
x=0" 100

— No existe i/ng f(x), por tanto, hay una
discontinuidad de salto finito en x = 0.

La funcion tiene también discontinuidades de
salto finito en todos los valores de x que son
multiplos de 100, en el cambio de siglo.

Construye la grafica de la funcion siglo
considerando que x toma valores reales.




