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iNo tiene pérdida!

-

_J

Una hormiga esta sobre una cinta de Mobius de
un metro de largo v, justo debajo, al otro lado
de la cinta, hay otra. Ambas empiezan

a moverse simultdneamente, a 10 cm/s

y 5 cm/s, respectivamente. ;Cuanto tardaran
en encontrarse? ¢Y si avanzan en sentidos
opuestos?

Al estar en lados opuestos, las hormigas estan
inicialmente a 50 cm de distancia.
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Si caminan en el mismo sentido, la més rapida
debe recortarle 50 cm a raz6n de 5 cm/s, que es
la diferencia de las velocidades.

50:5=10
Por tanto, tardara 10 s en alcanzarla.
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Si avanzan en sentidos opuestos, ambas se
recortan 15 cm/s, pues se suman las velocidades.

X, = 10t
X, = 100 — 5t
50:15 =333

Por tanto, tardaran 3,33 s en encontrarse.

PAG. 145. Escribe el vector (1, 2) como
combinacion lineal de los vectores (2, 4)

y (—1, —2). {Qué observas? ;Puedes
expresarlo como una combinacion diferente?

(1,2 =a@,4) +b(—1,—-2 —
{1 =2a—b
N

2—da—op D=2

Hay infinitas soluciones para este sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas.

Por ejemplo:
(1,2 = 2,4+ (—1,—2)
(1,2 = 2(2,4) + 3(—1,—2)

PAG. 151. ;Para qué valores del vector
director d no se puede expresar la ecuacion
de una recta con su forma punto-pendiente?
¢COMo son estas rectas?

La ecuacion punto-pendiente de una recta es de
la forma:
d,
—b=—K—a
y a, x—a

Por tanto, no se puede expresar de esta manera
cuando las coordenadas del vector director son
(0, d,). Es decir, en rectas verticales.

(ACTIVIDADES )

€) copia estos vectores y calcula
graficamente U + vV y 0 — V.

g v N
u—v

N
u+v v

9 Realiza estas operaciones con vectores.
a (0+V)+w
b) U+ (V+w
OU+VvV-—w

w
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@ Escribe cada vector como combinacion
lineal de los otros dos.

—_— C
b

- -, C

a=b+—

2

) S > ) b=3 4

© copialos vectores &, b y ¢, y realiza =4
graficamente las siguientes operaciones. . - Q
c=2a—2b

3 —
/X

a) a+2b 0 b+ (E+3)
b) —¢ + 33 — 2b d)y23 — ¢
a)
23+ b
—2b
z .

© comprueba que los vectores 0 y v forman
una base y expresa el vector w en funcion
de ellos.

m
¢ +33—2b

Los vectores U y V tienen distinta direccion,
por lo que forman una base.

—>

wW=v-—u
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(@ padalabase B = {4, V}:
a) Calculad =0 +vyb=10-V.
b) Indica las coordenadas de b en la base 5.
) Comprueba que @y b forman una base.

)
d)

Expresa U y v como combinacion lineal
deayb.

<y

—

by b=01,-1)
¢) Los vectores &y b tienen distinta
direccion, luego forman una base.

@) Dpibuja los puntos AB, 1)y B(—1, —1)y
calcula las coordenadas de los vectores AB
y BA. Después, calcula sus médulos.
Y

AB=(—1-3—1—1)=(-4 -2
BA=@—(-1,1—(-1) =42
|AB| = V(=42 + (—2)? = V20
|BA| = Va2 + 22 = V20

© calcula el valor de k para que estos pares
de vectores sean paralelos.

a) U= (32yV =09k
by U=(—1,4yV=(k —2

9 &k 2.9
a)g—a—’k—i—é
4200
=== 7K 4 2

Dados los puntos A(3, —1), B(—1, 2), C(0, 2)
y D(—1, —2), halla estos vectores.
a) AB+CD b) 2AC —BD c¢) —BC + 24D
a) AB+CD = (—4,3) + (—1,—4) =
= (=5 -1
b) 2AC — BD = 2(—3,3) — (0, —4) =
= (—6,6) — (0, —4) = (—6,10)
¢) —BC +2AD = —(1,0) + 2(—4,—1) =
=(—1,00+(—8,—2 = (—9,—2

Dados U = (2, — 1)y V = (0, 3), realiza
las siguientes operaciones con vectores.

a)y u— 3v b) 50 + v ¢ —U+ 2v

a U—3V=2-1-—109 =(2-10

b) 50 + vV = (10, =5) + (0, 3) = (10, —2)

0 —U+2V=(-21+006=(—27)

Dados U = (0,2), V = (1, —1)

yw = (0, —1), calcula.

a)y u-v QOw-v e u-Wv-—2w

by d-v+w do-w f) —20-3v

au-v=02-01-1= -2

by U-(V+w)=1(0,2-((1,—1+ 0, —1) =
=02 -01,-2=—4

Ow-v=0-1-01,-1=1

dd-w=102-0—1=—2

e U-V—2w)=0,2-(1,-1—0 —2)=
=0,2-1,1)=2

fy —20-3v=1(0,—4) -3, —3) =12

Sefiala cuales de los siguientes vectores
son perpendiculares entre si 'y cuales no.

1

U=(=13 V=024 W=<§, —1)
U-Vv=-1-12+3-4=0
Lo 1 10
U-w=-1—+3-(—-1)=——+0

3 =1 3

V-w=12-—+4-(—1)=0

Son perpendiculares Uy w, vV yw.
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@ Halla el angulo que forman los siguientes
vectores.

aa=02-0yb=32
b)d=652yb=(—11
€ d=(-3-Nyb=(23)
d) a=(— )yE @,—2)
a) cosq = 232 ) :
6ﬁfV§T§ V65
- q = 60,3°
b cosa— ——15+2:1 =3
Vez 4 22W1z 42 W58
- q = 113,2°
—3-2+43-(—1)
C) coOSa = =
V(=37 + (—1)?V22 + 3
:7%%»a:2mw
6 cosq - 148D

VN + 5VE (-7

—14
V520

@ Encuentra tres vectores perpendiculares
y otros tres paralelos a cada uno de
los siguientes vectores.

aa=0,1 bb=@32
Indica, para cada apartado, como son entre
si los vectores que has calculado.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) a=1(11
Vectores paralelos: (2, 2), (3,3)y (4, 4)
Vectores perpendiculares: (—1, 1), (—2, 2)
y (=33
b) b=(32
Vectores paralelos: (6, 4), (9, 6) y (12, 8)
Vectores perpendiculares: (2, —3), (4, —6)
y (6, —9)
0 C¢c=(01
Vectores paralelos: (0, 2), (0, 3) y (0, 4)
Vectores perpendiculares: (1,0), (2,0) y (3, 0)

- a = 232,1°

) c=1(0,1

@ Dados los puntos A(—1, 3), B(5, 1)y C(0, 3),
calcula la distancia del punto C al punto
medio de Ay B.

Punto medio de Ay B:
—1+5 3+1
M [—
( 2 "2
de,m =|cM| =
=5

>=@2
Ve—-02+@2-37 =

(@ Halla los simétricos de los puntos A(2, —5)

y B(—1, 3) respecto del punto C(2, —1).

@_”:< 2 ' 2

24X —5+y

>—>X:2,y:3

El simétrico respecto de A es (2, 3).

@2, —1) :<_1 tx 3ty

2 2
> X=5y=—

>a

El simétrico respecto de B es (5, —5).

Escribe las ecuaciones vectorial
y paramétricas de la recta que pasa por

los puntos A(7, 3) y B(2, 2).
AB = (—5, —1)
Ecuacion vectorial:

OP = OA + tAB —

- Xy =
Ecuaciones paramétricas:
X =7—5t

st

(7,3) + (=5 —1)

Halla las ecuaciones paramétricas de la

recta cuyo vector director

esv = (—1,0)

y pasa por el punto A(3, 2).

X=3—t
y=2

Calcula las ecuaciones vectorial
y paramétricas de las rectas bisectrices

de los cuadrantes.
Bisectriz del primer y tercer

cuadrantes

Ecuacion vectorial: (x, y) = t(1,1)

Ecuaciones paramétricas:

X=1t
y=t

Bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes
Ecuacion vectorial: (x, y) = t(1, —1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t
y=—t



9 Halla las ecuaciones paramétricas de

la recta que pasa por el punto medio de
A(3, 1)y B(5, —3) y por el punto C(0, 3).

N

CM = (4, —4)

X = 4t
N
y =3— 4t

Halla la ecuacién continua de la recta que
pasa por A(2, —1) y tiene la direccién

del vector d = (2, —1).

Averigua si el punto P(3, 1) esta en la recta.

Calculamos la ecuacion continua de la recta.
X—2 y—(=1)
2 1

Comprobamos si el punto P cumple la
ecuacion de la recta.
3—-2 1 17— (—1)
2 2 1
Luego el punto P no pertenece a la recta.

=2

@ Calcula la recta que pasa por el punto

A(2,7)y forma con el eje de abscisas

un angulo de 60°. Explica cémo lo haces.
Calculamos la pendiente.

tg60°=m - m=+3

Hallamos la ecuacion punto-pendiente.
y—7=v3x—2

Halla la ecuacion explicita de la recta que
pasa por A(2, —3) y tiene la direccién
del vector v = (=2, 1).
Calculamos la pendiente.
dz 1
m=2"22__ 2
d1 2

Ecuacion punto-pendiente:

]
y+3=——u-2

1 1
=——Xx+n->-3=——-24n
y=73 - 2 -

-n=-2
Ecuacion explicita:
1

=——x—2
Y=o

®

@

Escribe la ecuacion general de la recta que

pasa por A0, —2) y B(4, —1).

AB =@ > X0 _y—(=2
4 1

Syt =0-x—4-8=0

-

Estudia la posicion relativa de las rectas r
y s a partir de los coeficientes de sus
ecuaciones generales.
X . {x =2—t
rr—=y-5 S:

3 y =3t
Las ecuaciones generales de ry s son:
rx—3y+15=0 SX+y—6=0
1 —3

Como g + T, las rectas son secantes.

Estudia la posicion relativa de dos rectas
que tienen vectores directores

no proporcionales. {Qué condicion

han de verificar para que las rectas sean
perpendiculares?

Si'los vectores directores no son
proporcionales, las rectas son secantes.
Sea d = (ds, dy) el vector director de la
rectar,ysea ¢ = (¢, ¢,) el vector director
delarectas.

Las rectas son perpendiculares si el producto
escalar de los vectores es cero.
di-C+dy-C;=0—>0-C = —dy C; >
- C= (—d,, dy)

Halla la distancia que existe entre el punto
P(2, —1)y larectar, cuya ecuacion es
la siguiente:

3 2
Expresamos la recta en forma general.
r:%zzTyH 2X+3y—8=0
|Axo + By, +Cl
et
2:243-(=1)—8|
VZt®
7 7v13
vz s Y

dpP,n =
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@ Calcula la distancia que separa la siguiente PRACTICA

recta del origen de coordenadas.
€) Determina si los vectores Ui y vV forman una

X=3-—t -
: y=2+ Zt} base y halla las coordenadas del vector w
respecto de ella en cada caso.
Expresamos la recta en forma general. AT= (=107 =@ -3y =6 -3
X=3-t] i Y=2 D T=@-3V=0-ayW=65—2
y=2+2t 2 : 0
- —2Xx—y+8=0 a) Forman una base, pues —- + —
| Axo + By, + C| ) — a(— _
dP,n =—m—m——= (3,—3) =a(—1,0) + b2, —3
Var+p? s aton
_|-2.0-10+8 _ 8 _ a3 }—»b:1,a:—1—>
22 4 (—1) V5 SW=-0+V
_ ﬂ U b) Forman una base, puesi + _3.
5 1 —4

. ) (6,—2 =a@B,—3) +b(1,—4)
%) Halla la distancia entre estas dos rectas

paralelas. 5=3a+b }—>b=f1a=2—>
X y—3 —2=-3a—14b o Y
r:’5x—2y+2=0 S:?:T > W=2U—V
Tomamos el punto P(0, 1), que pertenece €D silos vectores AB y CD son equipolentes,
alarectar. con A(2, 1)y B(0, —2), calcula el extremo
La ecuacion general de la recta s es desconocido en cada caso.
5x —2y +6 = 0. a) C(—5,7) e) C(7, —5)
JE. 5 = |Axo + By, + Cl B b) D(—5,7) f) D7, —5)
! «/AZ + B2 C) C(O, _2) 8) C(O, O)
|5-0—-2-146] 4 d) DO, —2) h) D(O, 0)
V5 + 2 V29 AB = (—2,—3)
_4v29 A CD=@+5b—-7)=(-2-3 -
29 - D(=7,4)
€0 calcula el angulo que forman estas dos by Cb=(=5—a7-b=(-2-3 >
rectas al cortarse. 1C(_3’ 10
_ ) CD=1(@b+2=(-2-3 —
rry=x-—3 - D(—2, —5)
S:X—21:y+3 d) CD =(—a,—2—b)=(-2,-3) > C@2,1)
e)CD=(@—7,b+5=(-2-3 -
rr—x+y+3=0 SSx+2y+5=0 - D(5, —8)
__ |aAa+8-5F B f) CO=(—a-5-b=(-2-3 -
cosa = =
VAT + B2 V)Y + B - C0.—2
Vet Vit Vo N CD = (—a,—b) = (—2,-3) > C(2,3)
_ Yo | o = 7157° (33] Halla las coordenadas de dos vectores
10 sabiendo que su suma y su diferencia son:
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U+Vv=023)yl—V=(-114
U+v=0,0y0—Vv=01
U+v=025y0—V=(2 -3
U+v=610y0—V =100
{E+K:Qﬁ)ﬁﬁznn»
u—v=I(=14

U+VvV=(5) .
{Uv—aa 2=
=21
V=025—21=10,4
UtV =610 _ 55 _ 6 10 >
u—v =(0,0) N
- U=(5)

V=10 —(3,5 = (35

Halla los vectores que se piden
a continuacion.

a)
b)
C)
a)

Perpendiculara i = (—2, 1)y de modulo 2.

Perpendicular a g = (3, 1)y de modulo 1.
Perpendicular a i = (—3,4)y de modulo 5.
Un vector perpendiculara v = (—2, 1)
esv =(1,2).

Para obtener el vector de moédulo 2,

multiplicamos por 2 y dividimos entre
el modulo del vector V.

o mxmz{jLJL>
Vizg2z \V5' 45

Un vector perpendiculara v = (3, 1)

esv =(—1,3).

Para obtener el vector de modulo 1,

dividimos entre el modulo del vector v .

(=13 _( 1 3
e (m'm>

¢) Un vector perpendiculara U = (—3, 4)
esv = (4, 3).
Para obtener el vector de modulo 5,
multiplicamos por 5y dividimos entre
el modulo del vector v .

W:J%QLZQQ

Va2 + 3
@ Comprueba que los vértices A(2, 1), B(5, 4),
C(4, 5)y D(1, 2) forman un rectangulo.
Para comprobar gue es un rectangulo, vamos
a estudiar como son los vectores entre si.

AB = (3,3)

CD = (—3,—3)
BC = (—1,1)
AD = (—1,1)

AB es paralelo a CD; BC es paralelo a AD;
asuvez, AB 'y CD son perpendiculares a BC
yAD.

Por tanto, se trata de un rectangulo. No es
un cuadrado porque los modulos de
los vectores son distintos.

@ Divide el segmento AB en tres partes
iguales.

a) A(—2,3)yB0O, —1)
b) A(1, 1)y B(@, 6)

a) AB = (2, —4)
P1=A+%ﬂ§= <72,3>+%<2,74> =

43

%:A+§ﬁ§:h2$+

,(_2_%
-\ 33
b) AB = (2,5)

1T — 1
P=A+—-AB=(1,1)+—=-275 =
] 3 () 3(,)

:<§_§)
3'3
%:A+%E:mm+%@a:

:FQE)
33

2

329 =
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@ Comprueba si los puntos A, By C estan

alineados.

a) A(—2,0),B01, =1 yC(—5, —1)

b) A@Q,0),B@E, —1)yCR2, —2)

a) AB = (3,—1) AC = (—3,—1)
No estan alineados, pues % + :—1

b) AB = (3, —1) AC = (2,-2)

No estan alineados, pues% + T;

Halla todas las ecuaciones de la recta

que pasa por 0(0, 0):

a) Y pasa también por el punto A(—5, 2).

b) Y tiene pendiente m = —2.

¢) Y tiene como vector director d = (2, —1).

d) Y pasa por el punto medio del segmento
definido por A(3, 4) y B(5, 2).

a) Elvector director esd = (—5, 2)y pasa
por el punto O.
Ecuaciones paramétricas: x=—ot
P 'y =2t
b) Ecuacion punto-pendiente: y = —2x
—1 —1

C)d:(2,—1)—>m:T—>y:7X

d) Hallamos el punto medio.
3+5 4+2
=\ ——]=@3
( > 5 ) 4,3
El vector director de la recta es
OM = (4, 3).

X _ Y
Portanto, — = -=— —-> 3x —4y = 0.
4 3 4
Determina la ecuacion de la recta paralela
ar:3x —y — 3 = 0que pasa por el punto
P(0, —4).

El vector director es d = (1, 3).

. L ox=t
Ecuaciones paramétricas: y——4+ St}
L X— y—1
Halla la recta s paralelaar: = e

que esta a 2 unidades de distancia.
Laecuacibndelarectasesdx — 3y +C = 0.
Un punto de larectares P(1,1).

s = |4-1—-3-14+C| |1+cC|
' Va2 + 3 5

=2->0C=9 C=—"1

Hay dos rectas que cumplenlas condiciones.
Sidx—3y+9=0
S dx—3y—11=0

Determina la ecuacion de la recta
perpendicularar:3x —y —3 =0

gue pasa por el punto P(0, —4).

El vector perpendicular al vector director de r
es (3, —1).

Ecuacion continua:

X _y+4

3 1

Halla la ecuacién de la recta que pasa
por P(0, 1) y forma un angulo de 45°
conr:x+y—1=0.

El vector director de la rectares (—1, 1).

La recta que hay que hallar tiene pendiente
my pasa por el punto (0, 1). Por tanto:

y=—1=mx—0->mx—y+1=0
El vector director de esta recta es (1, m).

Aplicamos la definicion de producto escalar
a los dos vectores directores.

., V2 (—)-1+1-m
C0S45° = —— = =
2 02 ViR
o m—1
V2 -1+ m?

m—1=¥1+m> >m=0
Por tanto, la recta que buscamos esy = 1.
Y

45°

Si representamos graficamente el resultado,
observamos que también larectax = 0
cumple los requisitos.



( ACTIVIDADES FINALES )

1. Conoce y maneja las

operaciones con vectores

() (acTiviDADES FLASH)

@ A lavista de la
eco Siguiente figura,
realiza las
operaciones

indicadas.
a) AB + Bl
b) BC — EF

¢) IH + 2BC g) BF —JE
d) AB+JF+DC h) 2H1 4+ 2CD
e) HG —2CJ+ 2CB i) AE—AC

f) AB + 2DC j) IE+1B—BC
a) D
c E
J
JAYAVA
Al—p @
I H
b) D
c E
J
B F
A G
I H

f) D
C E
B F
A ; ; G
8 D
c E

@ Realiza graficamente estas operaciones.
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MATEMATICAS Y... AJEDREZ.

Para describir el movimiento de una pieza
de ajedrez podemos indicar el nimero de
cuadrados que se desplaza hacia la
derechay hacia arriba. Si el desplazamiento
fuese hacia la izquierda o hacia abajo,

se indicara con nimeros negativos.

8
7
6
5
4
3
2
1

Asi, el alfil blanco que esta colocado en
la posicion (4, 4), para pasar a la posicion
(6, 6), se desplaza dos cuadriculas hacia
la derecha y dos hacia arriba.
6,6) —(4,4)=(2,2)

Describe estos movimientos:
a) Elrey que esta en la posicion (6, 2)

se desplaza a la posicion (7, 3).
b) El rey se desplaza 1 cuadrado hacia

la izquierday 1 hacia arriba.

¢) El caballo se desplaza a la posicion (4, 7).

d) La torre se desplaza dos cuadraditos
hacia la izquierda.

a (7,3 =62 =07
b) 6,2) +(—=1,1) =3
0 47— ) @
d 6,7+ (=20=@G7)

Dados los puntos A3, 7), B4, 9),
C(—4,3)yD(4,9), ;son paralelos
los vectores AB y CD?

Los vectores AB = (1, 2)y CD = (8, 6)

) 1 2
no son proporcionales puesto que 3 #* Z;
por tanto, no son paralelos.

INVESTIGA. Dibuja un diagrama para
demostrar que AB + BC + CA = 0.
Formula un resultado similar
para cualquier nimero de puntos.
AB+BC+CA=0—
->B—-A+C—B+A—-C=0

Y

A B Siempre se
~_ x Vvanaanular los
~ dosad
N puntos dos a dos.
C
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@ Si (4, 2) es el punto medio del segmento de

extremos (x, 4) y (3, y), ccuanto vale x + y?

Aplicamos la formula del punto medio.
X+3, 4+
2
>y=0->x+y=5

@,2 = > x=5-

Calcula las coordenadas del punto B

de forma que los vectores U y AB sean
equipolentes, sabiendo que U = (2, —3)
yA(—1, 2).

B,y) > AB=(KX+1y—2 =2 —3) -
L xrr=2 I
y—2=-3 Y

Escribe dos valores distintos
para Ay B tales que AB = (3, —1).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

A(1,95)y B4, 4)
A0, —3)yB@B, —4)

Expresa el vector U = (7, 6) como

combinacion lineal de los vectores

a=1(6,—3)yb=(—1,3).

(7,6) = a6, —3) + b(—1,3) —
7=6a—b } 27 19

- —>a=—_—b=—
6=—3a+3b 15 5

Comprueba si los vectores U = (—1, —3)
y vV = (4, 2) forman una base v, si es asi,
halla las coordenadas de los siguientes
vectores respecto de ella.

a)da=@21
b) b=@3 —1)
0 ¢=(—273
Forman una base DUES% * 73

a 2,1 =a(=1-3 +b42

2:—a+4b}_> _op- L

1=-3a+20] 972777

b) 3,—1) = a(—1,—3) + b(4,2)
3=—a-+4b
44:7%+ﬂjﬁa_“b_1

C) (—2,3) =a(—1,—3)+b4,?2
—2=—a+4b ai_gbi_g_
3=-33+2b 57 10

Para cada punto medio del
segmento AB, indica dos posibles valores
de los puntos Ay B.

a) M(, Q) C) M(—1, —4)
b) M(1,3) d) M2, —5)
Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) A, =1y B(—1,1)

b) A2, —1)yB(,7)
C) A@G,5YyB(—5 —13)
d) AQ,3)yB@4, —13)

Si el punto medio del segmento AB es
M(3, 5), dado A(9, 7), calcula el punto B.

Luego, obtén A con M(—1, 5) y B(4, —9).
Sea B(x, y).
(94 x 7+y
(3,5)—( 5 T 5 >—’
7ty y 3}45Gaa
2
Sea A(x, V).
_(4+x —9+y
ro=(4E2 )
_ _4+X
R 2 L X=76l , A(—619)
5:f9+y y=19 '
2

Dos vértices consecutivos de un cuadrado
son A(—2, 3) y B(1, —2). Si sus dos
diagonales se cortan en P(2, 2), calcula

los dos vértices que faltan.

Sean Cy D los vértices que faltan,
C el opuesto a Ay D el opuesto a B.

p_AtC

S C=2P—A=(4—(—23 =61
B+D

= -
2

->D=2P—B=&4—-01,-2=@396



@ Calcula las coordenadas de los puntos
«co que dividen el segmento de extremos
A(5, —1)y B(17, 8) en tres partes iguales.

Sean Py Q los puntos buscados.

Poar By (29)-

3'3
=92
AB 24 18
Q= A+T 2=05—-1+ <—,?>7
= (13,5

Determina el valor de k para que
eec l0S puntos A2, —3), B(9, k) y C(6, —1)
estén alineados.

Los vectores paralelos han de ser
proporcionales.

AB = (7,k+3) AC =
k+ 3 1
-

4,2)

7
4

En el segmento BC marca los puntosDy E
eeo Que lo dividen en tres segmentos iguales.
(Cuanto vale k si BD? + BE? = k - BC*?
Sea x = BD. Entonces se cumple que

BE = 2xyBC = 3x

BD? + BE? = k - BC? -

- X2+ (2X)? = k(3X)? — 5x? = %x? —
5
> 5=9% > k= 9

2. Conoce y maneja el producto
escalar de dos vectores y sus
propiedades

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Considera que A, B, Cy D son los

s0o Vértices consecutivos de un cuadrado
de lado 1 cm. Calcula los siguientes
productos escalares.
a) AB-BC
b) AC-DB
c) AD-CB

—

d) AC-CB

Tomamos el
por lo que o

punto A como origen,
btenemos las siguientes

coordenadas: A0, 0), B(1, 0), C(1, 1)

y D(O, ).
a) AB = (
(

b) AC =(1,1),DB = (1, —1)
(

o

¢) AD =(0,1),CB = (0, —1)

©1-0 —-1)=—1
d) AC=(1,1),CB =0, —1)

(1,10, =1 = —1
Siu=@31yv = —1),calcula
au-v c) QU+ 3V)-V
b) U-2v du-@—v)
alu-v=@E1NQ2-1N"=6-1=5
by U-2v =(3,1-(4 —2=12—2=10
C) U +3V)-vV=

=62 +6-3)-2 1=

=12, -2 —1N=24+1=25
DU-G=V=@D- BN+ (=21 =

=@3,1-(1,22=3+2=5
El siguiente tridngulo equilatero esta

inscrito en una circunferencia de radio

5cm.

B

A

C

Calcula los siguientes productos

escalares.
a) OA-OB
a) OA - OB

b) OA - OC

b) OA-0C
=|0A|-|0B|-cosa =
= 25:¢c05(—120°) = —12,5

=|0A|-|0C|- cosa =
= 25-c05120° = —12,5
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@ Calcula el valor de t paraque v - Vv = 7 @ Decide si los siguientes vectores son

oo SiU=(—1,2yV =(3t).Halla «co perpendiculares o paralelos entre si.
el modulo de los dos vectores. Q) d=(-24y b=@32
(—1,2- @B, t)=7—-> —3+2t=7->t=5 b)'c’_( )yd ©, 8)

0l = Vi +2 = V5 —2 _ 4
T =VETE =V N I

— No son paralelos.

3. Normaliza vectores y estudia (724 B2=-6+8=2-
— No son perpendiculares.

la ortogonalidad de dos P

vectores b) T 8 32 +—18 »

— No son paralelos.
@,—3)-(6,8 =24—24=0—

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Calcula los vectores unitarios con — Son perpendiculares.
«co la misma direccion que estos vectores @ £ ¢ " dicul
cuyo médulo es 5. ncuentra un vector perpendicular
T eco @l = (—3,2) con moédulo 2.
- Un vector perpendicular a U es vV = (2, 3).
b) u= -3 Para que tenga maodulo 2, multiplicamos
c) U= (410, y15) por 2 y dividimos entre el modulo de v .
d) U= (=2/6,—-1) W:2(2'3):< 4 6 )
Para hallar el vector unitario solo hay Vi3 UERRYE]
que dividir el vector por su moédulo. -
a0 @ Demuestra que el cuadrilatero formado
a U= (_’ _) ee0 poOrlos puntos A (2, —2), B (5, 3), C (0, 6)
55 y D (=3, 1) es un cuadrado.
b) U = (il -3 Comprobamos que los lados son
505 perpendiculares.
o 7 (Y10 V15 AB - AD =0 —
5" 5 - (3,5 (=523 =0
o - —2v6 —1 BC -CD =0 -
R - (5,3 (~3,—5 =0
_ BC-AB =0 -
@ Calcula un vector perpendicular a cada ~(=53)-35 =0
e00  Vector. L '
= = CD-AD =0 —
b) U= (2 -9 €) u= ‘F 2,1 Comprobamos si son iguales los modulos
c)u=1(02 f) u=(-12 de los vectores que conforman los lados.
Para ser perpendiculares, su producto |AB| =32+ 52 =34
escalar ha de ser cero: - V = 0. |AD| = v(—57 1 32 = vaa
A v=@" d V=003 1BG|= (52 + 32 = V32
DV=62  oV=(-1v2) |CO[= V(=32 + (97 = Va4
Q) V=10 f) V=21 Por tanto, el cuadrilatero ABCD es un
cuadrado.
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@ Calcula el valor de k para que los vectores

sean perpendiculares entre si.
a) Uu=@2KkVv= (1 —6)

-

b)) u=2 — = (1,K)
N 1 2
Cc) U= <§,€>, k,—1)
=( % )v—571)
a) 2,k - 1—6)72—6k*0—>/<*%
2
b) (2,*3)'(1,/<)=2*3/<=0—>/<=§
1 2 1 _3:
C) <§,€>'(k,—1)f K 5 0—
—>/<:é
5
2 0,
d)<—§,k>-(5,—1)7—?—k 0-
__10
k=—73

Hallam paraqueV = (7, —2)yw =
a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.

c) Tengan el mismo maodulo.

)
)

a) (7,—2)-m,6)=7m—12=0—
—>m—E
7
b)lz_—2—>m=721
m 6
) [V =77+ (—27 = V53
W[ = Vm? + ¢

53=m>+36 >m=+17

Dados @ = (6, —2)y b = (16, 12), calcula
el valor de m para que los vectores

u —ma+byv = m3 — b sean
perpendiculares. ;Hay una solucién
Unica?

=m6, —2) + (16, 12) =
=16+ 6m,12 —2m)
=m(6, —2) — (16, 12) =

= (=16 +6m, —12 —2m)

(m, 6):.

Para que los vectores sean perpendiculares,

Su producto escalar debe ser cero.

(16+6m,12—2m)-(—16+6m,—12—2m) =

= 36m? — 256 + 4m? —
- m=+v10

La solucion no es tnica.

144 =0

4. Calcula el producto escalar, el

modulo y el coseno del angulo

@ Halla el perimetro de un triangulo cuyos

vértices estan situados en los puntos
A(1, 2),B@3,2) y C(—1, 3).

Calculamos los vectores AB, BC y CA.

AB = (2,0),BC = (—4,1)yCA = (2, —1)
Hallamos el modulo de los vectores.

|AB| = ¥22+02 =2

IBC| = V(—42 + 12 = v17
|CA|:\/227*:\/—

El perimetro mide:

2+417 + 45 =836 u

Calcula el &ngulo que forma cada uno
de los siguientes pares de vectores.

Q) ad=0 —-2yb=(—4 -3
b) & (— 5>yb— @B, -1

€) d=(—4,—-3)yb=0,1
da=(1- \/E) b=(1,v3)
_0-2-(-4-3 _3
a) cosa = 5.5 =% -
- q = 306,87°
(1 5) 3,—1
b) cosa = _12
/226 Vo T V20
- q= 255,38°
(—4,-3)-(1,1) -7
C) cosa = = -
) cosa 5v2 5v2
- q = 188,13°
(1,—v3)-(1,v3) 1
d) cosa = 22 ——E—>
- q = 120°

229



230

@ Halla el valor de k para que los vectores

a=1(2 -3y b = (1, k) formen un angulo
de 120°.

005120":i—>
V14 k413
Lo 2=k
2 V14+k2V13
24 + 13v3
> k=——7-——
23

Encuentra un vector 4 que forme
un angulo de 30° con b = (3, —4)
ytalque |a] = ¥3-|b|.

Sea @ = (x, y) el vector pedido.
cos3 =20 __ 4D _
131-161  v3l6/

X—4y V3

V3@ +4) 2
éx — 8y =75
lal=v3 [5]-

- X?

VX Ty =543 -
+y?=175
Resolvemos el sistema de ecuaciones que
hemos obtenido.

_ 75+8y
6x—8y =75 X7 ¢
—_—
X2+ y? =75
2
6
- 42+ 48y + 117 = 0 —
—12 + 343 9+ 443
=5 X =
2 2
—12 —3v3 9 —4y3
2= 2 = X2 = 2

Los vectores solucion son:

97<9+4«/§ _6+3x73>

1=

2 2
. (974\/5 3«/§>
T\ T

Halla my n para que los vectores U = (3, m)
yV = (n, —1) sean perpendiculares y se
verifique que | 7| = 5.

@ m-n—-1=3n—m=0

V3Z2+m?>=5->9+m?>=25—

4

m1:4—>n1:§
- m?=16 — 4
m2=*4—>ﬂ2=*§

Determina si el tridngulo de vértices
A(12, 10), B(20, 16) y C(8, 32) es
rectangulo.

Calculamos los vectores formados
por los veértices del triangulo.

AB = (8, 6), BC = (—12, 16)

yAC = (—4,22)

Hallamos los médulos de los vectores.
| AB | = V64 + 36 = 10u

|BC| = v144 + 256 = 400 = 20u
|AC | = vi6 + 488 =

Si el triangulo es rectangulo, debe verificar
el teorema de Pitagoras.

|acl" =148l + 8BS

102 + 207 = 500

Luego el triangulo es rectangulo.

Demuestra que los puntos A3, —2),
B(9, 6) y C(10, 5) son los vértices de
un triangulo rectangulo.

AB = (6,9
BC = (1,—1)
AC = (7,7)

AC-BC=7-7=0-
- AC y BC son perpendiculares.

INVESTIGA. Tres de los vértices de
un paralelogramo son A(2, 1), B(6, —1)
y C(7, 1). ¢Cuales son las posibles
coordenadas del otro vértice?

Sea D@, b).

e AB=DC > (4-2)=@7—a1—b) »
- D@3, 3)

e AC=DB - (50 =(6—a—-1—b) -
- D@, —1)

e AC=BD-(50=@@—6b+1)—

- D(11,—1)



@ Dados los vectores @ = (1, 5)

yb—( 4, —3), calcula.
a)a-byb-a

b) 141y |b|

C

d

= =

= <

perpendicular al vector &.

e) Elvalor de k para que el vector (k, —1)
Sea paralelo al vector b.

f) Un vector perpendicular al vector b.
a d-b=b-84=(1,5-(—4, -3 =—
o) 13]=+v26 |bl=5

) cosa = i A 138,18°

54/26

U¢

d G k-
K —1 4
- = k _
R 3
f) Respuesta abierta. Por ejemplo:
Un vector perpendicular a b es
¢ =3 —4.

INVESTIGA. ;Qué condiciones tienen
que cumplir los vectores U y V para que
@+vy-@—-v=0?

Con este resultado, demuestra que, si
un paralelogramo tiene las diagonales
perpendiculares, solo puede ser

un cuadrado o un rombo.

U+v)y-U—v)=
=00 +0V—VU—VV =
=gl=1vl=0-17l=1VI

Por tanto, los vectores miden lo mismo.

Si Uy V son los lados de un paralelogramo,
U+ VyU — Vsonsus diagonales. Por

tanto, si las diagonales son perpendiculares
entre si, los médulos miden lo mismo, por lo

que solo puede ser un cuadrado o un
rombo.

Demuestra que el triangulo de vértices
A3, 1), B9, — 1)y C(5, —5) es isOsceles.
¢Cuales son sus lados iguales? Calcula
Su area.

El angulo que forman los vectores @y b.
El valor de k para que el vector (3, k) sea

(1,5) =3+5k=0—>k=——

©

Hallamos los vectores formados por los
vértices del triangulo.

AB = (6,~2),BC = (—
YyAC = (2, —¢)
Calculamos los modulos de los vectores.
| AB| = v36 + 4 = Va0 u

|BC|= v16 + 16 = V32u
|AC|=va+36=+vaou

Como el triangulo tiene dos lados iguales,
ABY AC, es un triangulo isosceles.

Calculamos la altura, h, sobre el lado BC
aplicando el teorema de Pitagoras.

B-h _ v32-vV32
2 2

4, —2)

A= = 16U?

Dos vértices de un triangulo equilatero son
A(3, 1)y B(5, —2). Calcula cuales pueden
ser las coordenadas del vértice que falta.
AB = (2,—3)

La recta que pasa por el tercer vértice,

Cx, y), y por el punto medio de Ay B tiene
como vector director d = (3, 2). El punto

medio del vector AB es M(A, — %) A,

esta recta tiene como ecuacion:

v+

X;4 = 22 SAx—6y—19 =0
Ademas, elﬂédulo de AC es igual que el
maodulo de AB.

Vi3 = yie — 37 + (¢, — 1)?

- ¢t —6c,+ci—2c,—3=0
Resolvemos el sistema de ecuaciones:

19+ éc,
X 4 N
ch—6Cy+c;—2c,—3=0
PR LA R
. 1 5 Y 2
]
XZ:A+¥:Y2:—E+\/§

Serian las posibles coordenadas del punto C.



@ RETO. Dados los puntos A(3, 0) y B(—3, 0), @ Escribe las ecuaciones vectorial,

eee determina un punto C sobre el eje sco parameétricas, continua, explicita y general
de ordenadas, de modo que el triangulo de la recta que:
que describan sea equilatero. ¢Hay a) Pasa por el punto P(0, —3) y cuyo vector
una solucion tnica? directores v = (3, —1).
Halla el &rea de los tridngulos que

b) Pasa por 10s puntos P(—2, 3) y Q(5, 1).
resulten.

Los vectores formados por los vértices a) vectorial: (x, y) = (0, =3) + 13, —1)

_ . oy
deben tener la misma longitud. Paramétricas: * - =3 o t}

Sea C(0, 0).

|CAl=ICBl =v9+¢ 48| =6 Continua: & = Y3
6=VITC =T S
Los puntos pedidos son: Explicita:y = ——=x—3

¢:(0,3v3) y ¢,(0, —3v3)

Calculamos el area de los triangulos.

General:x +3y+9 =0

B-h _ 6-3v3 iy b) El vector director es V = (7, —2).
== =9 .
2 2 Vectorial: (x, y) = (=2, 3) + t(7, —2)

Paramétri A
a & cas y = 39t

5. Obtiene las ecuaciones . Xx+2 y—3

i e Continua: ——— = ———
de una recta e identifica 7 )
sus elementos caracteristicos 17

2
Explicita: y = —7)( + >

General:2x +7y —17 =0

(ACTIVIDADES FLASH )

Indica un punto y un vector en estas

eco  rectas. @ Escribe las ecuaciones vectorial
X—2 y+2 eco Yy paramétricas de las rectas que cumplen
a) — T -3 estas condiciones.
b) (X, y) = (—1, 2) + (4, —2) a) Pasa por los puntos (—3, 1)y (5, 3).
_a b) Pasa por el punto P(3, —4)y Su vector
0) ); B . 3} directores v = (—2, 7).
d) Sx+y =0 €) Suecuacion explicitaesy = —3x + 4.

a) Elvector directores v = (8, 2) = (4, 1).
Vectorial: (x, y) = (=3, 1) + t(4, 1)

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) P2, —2)
vV =(—123) L X =—3+ 4t
Paramétricas: Y1+t
b) P(—1, 2)
V=0 -2 b) Vectorial: (x, y) = (3, —4) + t(—2,7)
c) PO, —3) . X=3-2t
7.2 Paramétricas: y——4+7t
d) P(0, 0) ) Vectorial: (x, y) = (0, 4) + t(1, =3)
V=015 o oX=t
Paramétricas: y—4—3t
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Escribe las siguientes ecuaciones de
rectas en la forma que se pide.

a) y = —3x + 4 en forma paramétrica.
b) —2x + y + 7 = 0en forma continua.
X _y=3
—2

X =3t
y=—2—t

) en forma explicita.

d) } en forma general.
a) Un punto de la recta es (0, 4)
y el vector director es (1, —3).

x=t
y=4-3t

b) Unpunto de larectaes (0, —7)y el
vector director es (1, 2).
_y+7
X 2

C) La pendiente de la recta es —%

y la ordenada en el origen es 3.
5

=——x+3
=73

d) Un punto de larectaes (0, —2)
y el vector normal es (1, 3).
X+3y+6=0

X —
Dada larectar:
contesta.

a) Sila coordenada x de un punto de esta
recta es 4, jcuanto vale la coordenada y?

b) Sila coordenada y de un punto de esta
recta es —3, icuanto vale
la coordenada x?

c) ¢Pertenece P(4, —5)alarectar?
Y Q(5, —3)?

Sustituimos en la ecuacion de la recta.
a) y=—5 b) X=3
C) P pertenece ar, pero Q no.

Comprueba si los puntos A(—3, 2)
y B(5, —1) estan en las siguientes rectas.

X:3*ﬂ} Q) 5x—2y+19=0
y=3+4t

 5x—3 X+4  y+7
b) y= 3 d) 3 - 5

t=3

—3=3-2] = 7,
A

4

El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.
5=3— Zt} t= *1}
-

—1=3+4t] T t=—1
El punto (5, —1) pertenece a la recta.
—15—3
24+ ———
b) 3
El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.
4,253

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
¢ —15—4+19=0

El punto (—3, 2) pertenece a la recta.

25+ 2+19+0

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.

g —3t4 247
3 2
El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.
5+4 147
32

El punto (5, —1) pertenece a la recta.

Calcula m para que el punto (2, m)
pertenezca a estas rectas.

a) y=5+2 C)2x+y—3=0
X—2 y+3 X=2+3t
by ——=—— d

)75 —1 )y:5t }
am=10+2=12
o="F3 L m= 3

—1
04+m—3=0->m=-—1

2=2+3t
d 0= st }—>t—0—>m—0

Escribe dos puntos de cada
recta.

a)y=—x+1
b) 5x +3y +15 =0
) y+2=—2K—1)

x:2+t}

Dy gy
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Respuesta abierta. Por ejemplo:
a 0,1My0,0

b) 0, =5y (=3,0)

0 0,0y0, -2

d @ -=7y@2 -1

Calcula las siguientes ecuaciones.

a) Ecuaciones implicitas de los gjes OX'y OY.
b) Ecuaciones explicitas de las bisectrices

del primer y tercer cuadrantes y del
segundo y cuarto cuadrantes.

a) EeoxXy=0
EjeOy:x =0
b) Bisectriz del primer cuadrante: y = x

Bisectriz del segundo cuadrante:
y=-x

Halla el valor de k para que la recta
3x + 7y + k = 0 pase por el punto
P(—1, 4).

—3+28+k=0—->k=-25

Calcula el valor de k para que la recta
4x — y + k = 0 pase por el origen
de coordenadas.

0—-0+k=0—->k=0

Escribe la ecuacion punto-pendiente
de la recta que cumple las siguientes
condiciones.

a) Pasa por los puntos A(2,—3) y B, —2).

b) Pasa por el punto A(Q, 3) y tiene
por direccion la del vector v = (3, —1).

A2, —3)
B0, —2)

1 1
S>m=——>y+3= 2
2 7Y 7"~ 2

a) }eﬁ=(72,1)—>

1
m=—— 1
b) 3»>y—3= —3X
A0, 3)
Calcula el valor de k para que la recta
8x — ky + 7 = 0 tenga pendiente 2.

El vector director es (k, 8). —

8
m=-—=2 k=14
- K -

@ Halla la ecuacion de una recta que pasa

por los puntos (—1, —10) y (2, ¢),
sabiendo que su pendiente es 7.

Hallamos el vector director: (3, ¢ + 10)
Como sabemos que la pendiente es:

7= sz S =Cct10 > c =11
U, = (3,21

Expresamos la recta en forma continua.
x+1 y+10

R

En forma general.

21X+ 21=3y+30>21x—3y—9=0

Escribe las ecuaciones, en la forma
general, de las rectas que forman
el siguiente triangulo.

Y

- -

- N\

1 AN
~ N\
—

JiA

h
I

L= ~

~NO

.

th,

La recta r pasa por (—3, 1)y (3,3) =
SU=062>r—2x+6/—12=0
La recta s pasa por (—3, 1)y (6, —1) —
> Us=09 -2 > $2Xx+9 —3=0
La recta t pasa por (6, —1)y (3, 3) =

S Vi=(—34->t4x+3y—21=0

INVESTIGA. Una recta que pasa
por los puntos (m, —9) y (7, m) tiene
pendiente m. ;Cuanto vale m?

m="1%  miem—9=0-
7—m
~m=3

Larectay =2x + 4 Y
pasa por los puntos Ay B,

seglin se muestra en la B
figura.

Si M es el punto medio

entre Ay B, determina /A o x
cuales son las

coordenadas del punto M.




0
e

INTERNET

y=0 - -
A'O:2X+4}_)X7 2 > A(=2,0
x=0

B.yZA}HB(O,A)
M:A;B:hmz

MATEMATICAS Y... TRAFICO.
Observa el significado de estas sefales
de tréfico.

Se suben 5 m por cada

100 m que se avanza en
la horizontal. Se dice que la

pendiente es del 5%.

Se bajan 7 m por cada
100 m que se avanza en

la horizontal. Se dice que %

la pendiente es del —7 %.

a) ¢Cudl es la pendiente de una carretera

en la que al avanzar 100 m en

la horizontal se sube 3 m? ;Cual es
el &ngulo que forma la carretera
con la horizontal?

c

Siavanzas 10 m en la horizontal

y subimos 2,5 m, ;qué pendiente tiene

la carretera?

c) Sise avanzan 3 m en la horizontal
y se bajan 3 m, ¢qué angulo forma
la carretera con la horizontal?

d) ¢Es posible que en una carretera

se suba mayor distancia que se avanza

en horizontal?
a) La pendiente es del 3%.

tga = 3 -
£~ 00
- o = arct <i> —1718°
E\700) = "
25 25
O S0 =700

— La pendiente seria del 25%.

C) tgazgﬁa=45°

d) No, porque el angulo que formaria seria

mayor de 45°, es decir, la carretera
seria impracticable.

6. Reconocey diferencia

analiticamente las posiciones

relativas de las rectas

(ACTIVIDADES FLASH )

Estudia la posicion relativa de

r: —x -+ 2y + 3 = 0 con cada una

de las siguientes rectas.

a)

Ss—x+2y+5=0

b) s:—2x+4y+6=0

c)

S:2x+y=0

dsx—y—1=0

e)
f)

a)

SS—2X+4+3=0
SSX—2y—3=0

V= (=2-1)
Vs=(—2—1)
P=@GB0—>PESs—>

- —3+0+5*0->P &s
ry s son paralelas.

V= (=2-1)

Vs = (—4,—2)
P=@B0—>PESs—>

- —6+0+6=0->P€ESs
ry s son coincidentes.

V= (=2-1)
Vs=1(-1,2)

ry s son secantes.
Ve= (=21
Vs=(1,5)

ry s son secantes.
V= (=21
Vs=(—4,-2)

P.=@B0>FPESs—>

- —6+0+3+0->P &S
ry s son paralelas.
V,y=(—2-1)

Vs=(21)
P=@0—>PFPcs—>
»3-0-3=0->PEs
ry s son coincidentes.
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@ INVENTA. Modifica un solo nimero para
encontrar dos rectas paralelas a cada una

de las siguientes.
a2x+3y—4=0

b)) y=55-—2

cy 73—2()(74)

d) x, ) =01,2 +t3, —1)
X—1 y+3

S

Se trata de mantener el mismo vector
director.

Respuesta libre. Por ejemplo:

a) 2x+3y+1=0
2Xx+3y—3=0

b) vy =5x+1
Yy =5x+2

0 y—3=2K—=09)
y—3=2K+2)

d) & y) =@,3) +t38 —1)
Xy =0,=3)+tG —1
X _y+3

e)z 5
X—2 y+3

2 5

Estudia la posicion relativa que tienen
estas rectas.

X =1—A4\ X=2+3u
a)f'y—3zx] y=7—2

X=1—06A X =2+3n
b)r'y—3+27\] y=—n

a) U =(—4,—2 us= @3 —2
Como los vectores no son
proporcionales, las rectas son secantes.

b) U, =(—6,2) us= @3, —1
Como los vectores son proporcionales,
las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(1, —3), de
la rectar, pertenece a larecta s.

1
i
W w=3

Las rectas son paralelas.

@ Decide qué posicion relativa tienen

las rectas.

X—2 y+1
a)r: =0
) 6 —2

S_x+1_y+3

- -3 1

X+ y—=2
A T

S,)<+17y-|-3

2 -3

au=1(6-2 Us=(=31
Como |os vectores son proporcionales,
las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A,(2, —1), de
la recta r, pertenece a la recta s.

2+1i*1+3

—3 1
Las rectas son paralelas.
b u =@ -3 U= -3

Como los vectores son iguales, las rectas

son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A,(—1, 2), de
la recta r, pertenece a la recta s.

—1+1 & —2+3
2 -3
Las rectas son paralelas.

@ Averigua qué posicion relativa tienen

los siguientes pares de rectas.

a)r:3x—5+9=0
S$x+4—-3=0

by riéex—4y+11=0
SS—=9%+6éy—1=0

o ridx—y+1=0
S:2x—3y+13=0
3

—5
a) T + T — Las rectas son secantes.

—2_6 .1
6 —4 11
— Las rectas son paralelas.

4 —1
C) E + j3 — Las rectas son secantes.



@ ¢En qué posicidn relativa estan estas
eco  parejas de rectas?

X =—1+4t

: X+2y—7=0
a)ry:3—2t} S X %

X
b)r:?=yf3 i3 —6y+4=0

e Xx=4-3t
criy=3-—1 S'y:—2t }

5 + 1 S_x+3:yf7
—2 ' 2 —5
a) Expresamos la recta r en forma general:

X+1_y=3

4 -2
> —2X—2=4y —12 >
- —2x—4y+10=0
Las rectas son paralelas.

b) Expresamos la recta r en forma general.
rx—2y+6=0
Las rectas son paralelas.
C) Expresamos las rectas en forma general.
r3x—y—1=0
$:2X—3y—8=0
Las rectas son secantes.
d) Expresamos las rectas en forma general.
rr =2y =5x+1
5x+2y+1=0
. —5x—15=2y— 14
5X+2y+1=0
Las rectas son coincidentes.

@ RETO. Las rectas r, y r, son simétricas
eee respecto de larectay = x. Calcula
la ecuacion de r, si la ecuacion de r,

esy=ax +b.
M
Q Q
P
I r g

Las rectas se cortan en el mismo punto con
la bisectriz del primer y tercer cuadrante,

Yy =X

Calculamos el punto P en el que se corta ry
cony = X.

){zix+b}—>ax—X:—b—>
- X = -y = b —
1—a 1—a

—>P< b , b )
1T—a 1—a

Elegimos un punto cualquiera Q de
la recta ry, para hallar su simétrico Q”
en la recta r,, y asi poder obtener
la ecuacion de la recta pedida.
Elegimos, por ejemplo, el punto Q(0, b)
y calculamos la ecuacion de la recta que
pasa por este punto y es perpendicular a la
recta y = x, siendo su vector director
u=q(@,n.
Vid-ov=01-1->
X—0 y—b>b

1T
Calculamos el punto de interseccion entre
estarectaylarectay = x.

-

e i) SV B
V= x 2 2
b b

*W?ﬁ

Como M es el punto medio entre Qy Q’,
podemos calcular Q.

_0+0Q
T b b
—>o':2/w—o:2<§,5>—(o,b):
=0

Ahora ya podemos calcular la recta pedida,
ya que sabemos que pasa por Q" y por P.

= (b b\
(2t o).

1—a
:< ab b )
1—a'"1—a
Xx-b _y-0  _Xx b
ab b a a
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@ A partir de las rectas, contesta.

X _y+3
- -1
a) Resuelve el sistema de ecuaciones
que forman.

X y+3

[ E—
X+ 2y+4=0

r S—X+2y+4=0

b) Representa cada una de las rectas en
los mismos ejes de coordenadas.

c) ¢En qué punto se cortan? ¢Qué relacion
encuentras con la solucion del sistema
de ecuaciones?

—X=-y—3 .
—X+2y+4=0

X=y+3 Xzz}
- -
—(y+3)+2y+40} y =1

b) Y

a)

r

¢) Se cortanen el punto P2, —1).
Es la solucion del sistema de ecuaciones
del primer apartado.

@ Determina si las rectas ry s se cortan. En

ee0 Caso afirmativo calcula el punto de corte.
a)r2x+3y—3=0
S:3X—4y—13=0
b) riéx+9%9 —-3=0
S$2x+3y—1=0
C)rx—2y+3=0
S:
2

—3X+ 6y —8=0
a) — + i — Se cortan
37 —4 '

Para calcular el punto de corte,
resolvemos el sistema de ecuaciones.

2X+3y—3=0
3X—4y—13=0
El punto de cortees (3, — 1)

}—»)(3,)/—1

238

-3
b) 5 = 3 =y —Sonrectas
coincidentes.
1 —2 3
¢) — = —— #+ —— — No se cortan, son
) -3 6 —8
rectas paralelas.

Indica, si es posible, los puntos de corte

oo de los siguientes pares de rectas.

a) S X=3-A
Ty =—1+42\
X =—1—A4n
S y=5+3u
X=7-2\
b)r.y:37\ }
S X=5—4p
S'y:376u
) X=1-2A
OFy=—ava
S X=-3+0n
Sy=—1+2u

Igualamos las coordenadas correspondientes
y resolvemos el sistema obtenido.
3—=A=—1—4p| rA=4@n+1
_—
—1+20=5+3u
- —=1+8p+1=5+3p—
2 12
= — >

S>p=——-A

5 5

a)

19
— El punto de corte es <% ?>

7—27\:5—4;1} A—zuzw}
b) - —

3\ =3 —6n A 20 =1
> A=1->u=0->
— El punto de corte es (5, 3).
1—20=—3+p
—4+47\:—1+2u}
27\+u=4} p=4-2)

AN —2n =3

=>4\ =24 —2\) =3 >

—>7\—l—> —ia
g "3

7 3
— El punto de corte es <— T 5)'



@ Calcula los puntos de corte, si es posible,

de las parejas de rectas.
ar2x—y+8=0

S_x:2+3t}
Ty=7+t
—2X +7
b)riy=———
) 3
X—2 y—1
S: =I—
3 —2
x—1 y+3
cr =
) 2 —6
3 +y+2=0
X=-—1-—3t
d) r:
) y:5+&}
X—3 y+7
S — =T
1 —4
o r X +3
Ly >
xX=1+t
s: 3
=—+
y=-+3t
a) 22 +3)— 7 +tH)+8=0~—

> 4+6t—7—t+8=0->t=—1
El punto de corte es P(—1, 6).
y=—2x+7 2X+3y =7
—2x+4=3y—3

Hay infinitos puntos de corte. Las rectas
son coincidentes.

b)

X T 6=2+6
D x+y+2-0
—6x—2y =0 X+y=0
Hty=—2] +y=-2

No hay puntos de corte. Las rectas son
paralelas.

—1—-3t—3 5+8+7
= -
1 —4
> 12t+16=8t+12 -t =—1
El punto de corte es P2, —3).

3 6+ 6t+ 3
e) > 3 5 -

—> 3+ 6t=6t+9

No hay puntos de corte. Las rectas son

paralelas.

d

—2x—3y=-7

@ Halla los puntos de corte de estas rectas.

a)rx+2y—5=0

X=3 _y—1
5 2 —1
X=2-3t

b)r'y:5+t}
SSX+3y—2=0

QFX:2+t}
y=3-5t¢
SS2X—y+5=0
Xx—=3 _y—1

a) s.—2 — -

> —X+3=2y—-2-
->X+2y—5=0

— Son rectas coincidentes. Los puntos
de corte son todos los pertenecimientes
aellas.

by 2—3)+36+H—2=0—
- 2—=3t+15+3t—2+0—

— No se cortan.

Q)2+t —@—5)+5=0—

> 4+2t—3+5t+5=0-
o]
6 7

> t=—— > -

7],
y 7

— Elpunto de corte es <% %)

Calcula el valor de k para que estas tres

rectas se corten en un solo punto.

Determina las coordenadas del punto.
2X+5/—1=0
—X+2y+k=0
AX+7y—5=0

Calculamos el punto de corte entre dos

de las rectas.

2X+5—1=0 -~ _

4X+7y_5:0}ﬂx—3ay— !

Sustituimos estos valores en la tercera

recta.

—X+2y+k=0-

- —3-2+k=0-

> k=5
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@ Considera las rectas que representan

a los ejes de coordenadas y resuelve.
a) Calcula el vector director del eje OX.
b) Halla el vector director del eje OY.

c) Escribe la ecuacion vectorial de cada eje
de coordenadas.

d) Calcula la ecuacion vectorial de la recta
paralela al eje OX que pasa por
el punto (3, 2).

e) Escribe las ecuaciones paramétricas
de la recta paralela al eje OY que pasa
por el punto (3, 2).

a V=00

by v =1

0 EjeX:(x, y) = (0,0 +t(1,0)

Eje Y:(x, y) = (0, 0) + t(0, 1)

d) &, )= (3,2 +t1,0

X=3
e))/:2-i-t

Expresa en forma vectorial, paramétrica
y continua la ecuacién de la recta que:
a) Pasa por el punto (1, 3) y es paralela
+1  y—3
==
b) Esparalelaalarectabx — 2y +12 =0
y pasa por el punto (—2, 5).
c) Es paralela a la bisectriz del tercer
cuadrante y pasa por el punto (0, 1).

a) Vectorial: (x, y) = (1, 3) + t(2, —4)

X
alarecta

Paramétricas: x=1wa
FAMETNICas. y, — 3 — 4t
) XxX—1 y—3
Continua: =
2 —4
b) Vectorial: (x, y) = (—2,5) + t(2, 5)
Paramétricas: X=—2+2
"y =545t
. X+ 2 —5
Continua: = yT

c) Vectorial: (x, y) = (0, 1) + t(1, 1)

Paramétri X=t
arame cas.y:1+t

. X y—1
Continua; — = ~——
1 1

@ Expresa en forma explicita la recta que:
““ a) Pasapor el punto (0, —1)y es paralela

alarecta® = 2 +3t}.
y=—4

X—3 y

b) Es paralela ala recta

y pasa por el punto (5, —2).

C) Es paralela al eje de abscisas y pasa
por el punto (—3,7).

a) Vector director de la recta: (3, 0)
Pendiente:m = 0
“1=0+n-n=—1
Ecuacion explicita - y = —1

b) Vector director de la recta: (4, —1)

1

Pendiente: m = vy
5 3
—2=——4+n->n=——
4 4
., . 1 3
Ecuacion explicita —» y = fzx vy

C) Sies paralela al eje X, su pendiente es
nula; por tanto, se trata de una recta
horizontal que pasa por el punto (—3, 7),
esdeciry = 7.

Escribe en forma vectorial y paramétrica

la ecuacion de la recta que:

a) Pasa por el punto (0, —=3)y es
perpendicular a la recta

X+2 _y+1
-3 4
b) Pasa por el punto (—5,0)y es

perpendicular a la recta
—3X—2y+7=0.

un vector perpendicular a (—3, 4) es (4, 3).
Ecuacion vectorial:

x,y) = (0, —3) + t(4,3)

Ecuaciones paramétricas:

X =4t

y:—3+&}

Q
=

A=)

Calculamos el vector director de la recta:
AQ1,2),B(—1,5) » AB = (—2,3)

un vector perpendicular a (—2, 3)
es(—3, —2).



®

Ecuacion vectorial:

X y) = (=50 + t(—3, —2)
Ecuaciones paramétricas:
X=-—5—3t

2

Discute la posicion relativa de estas

rectas.

:6)(—1 S:y:—3x+5
4 —2

_oxE o x=3
2 —3

a) Lapendiente de larectares

a)r.y

b) riy

m=—=—
4 2

) 3
La pendiente de la rectas es m; = >

Como las pendientes son iguales,
las rectas son paralelas o coincidentes.

VVeamos Si el punto As(1, —1), de la recta
s, pertenece a la rectar.

071
A
Las rectas son paralelas.
. 3
b) Lapendiente delarectaresm, = — >
1
yladelarectasesms = -3

Como las pendientes son distintas, son
rectas secantes.

Halla el valor que debe tomar k para

X+1 y—2
que la recta = 3 sea paralela
x=3—t}
y=2+5t

Para que las rectas sean paralelas,
los vectores directores deben ser
proporcionales.

K 3 3

:—*)sz—

—1 5 5

Encuentra el valor de a para que la recta
ax + 3y — 7 = 0 sea paralela
X—1
5

a =y+2

Para gue las rectas sean paralelas,
los vectores directores deben ser
proporcionales.

—3 _a 3

== 539 =——

5 1 5

INVESTIGA. Demuestra que todas
las rectas cuya ecuacion es del tipo
y = ax + a pasan por el mismo punto.

a) Halla dicho punto.

b) Escribe la ecuacion de la recta de ese tipo
que es paralela a:
x:m—a}
y=—1+2t
a) Hallamos el punto de corte.

iigﬁiz}ea)wra:b)wrb—»
> @—-bx=—@—-b->x=—1-
- y=0

Todas las rectas y = ax + a pasan
por (—1, 0).

b) Como la recta es paralela a la recta
dada, su vector director es (—3, 2).

m:_g
3

yo 2,2
3 3

Calcula el valor de k para que las rectas r
y S sean paralelas.
rikx + &+ 1Ny +8=0
S:5x+6y—12=0
£=M¢i—>6k:5k+5—>

5 6 712»/(:5

Determina el valor de k para que

las rectas r y s sean perpendiculares.
rrkx+&+10y+8=0
S:16Xx — 9y —5=0

V= (—k—1,k)
Vs = (9, 16)
Vi Vs=—9% —9+16k2 =0 —
k:9i3¢ﬁ
32
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7. Calcula distancias entre puntos,
de un punto a una recta,
y angulos entre dos rectas

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Calcula la distancia entre estos pares
«co de puntos.

a) A(1,0),B(2,0)

b) A(1,2),B(1,3)

C) A(—5,4),B(—=3,4)
d) A@,2),B(—1,2

a) da, B) = V124 0% = 1
b) d(A, B) = V02 + 12 = 1
0) da, B =V22+ 02 =2
d) d@a, B = V(=12 +02 =1

@ Halla la distancia del punto P(1, 0)
ec0 @ estas rectas.

ax+1=0

b) y—3=0

C) 5x+4 =0

d)3y—2=0
[1 4 1]

a dP,rnN=—F—=2
V12 4 02
lo—3

b) dP,r) = ——=3
V0?2 + 12
|5+ 4]

0 dP, ) =———==9
V12 4 02
o — 2] 2

ddP.N=——"="
vor+3? 3

@ Halla la distancia del punto P (4, —2)
e00 QA estas rectas.

a) —6x+8 —5=0

Xx=2—t
my=2+m}
X*’I_y*2
c) 3 6
4x —5
dy= 3

|AXo + By, +Cl
VarE
|-6-4+8(—2—5
T Veeore
45 9

=—=—"U
10 2

a) dP,r) =

b) Calculamos la ecuacion general de
la recta.

fx+2=y772—> Xty —6=0
|Axo + Byo + C|
VatE
244 41-(—2) — ¢
RN
€) Hallamos la ecuacion general de la recta.
X—6=3y—6 >6x—3y=0->
- 2x—y=0
|Axo + By, +C|
VAt
_2-4—=1-(=2 _ 10
CoW2r(—1? WS
=2v5u
d) Determinamos la ecuacion general de
la recta.
y=4x—5-> —4x+3y+5=0
[Axo + By, +C|
Vaiie
4443 (=245

V-2 +3

dP,r) =

=0u

dpP,r) =

diP, r) =

@ Determina la distancia entre la recta que
eco pasa por los puntos A(—2, 4) y B(4, —2)
y el punto P(—3, 2).

AB = (6, —6) = (1, —1)

Escribimos la ecuacion de la recta en forma
general.

X+2 y—4

] —T*X+y*220
[1-(=3)+1-2—2]  3v2

P = =
dp,r) V2 2




@ Comprueba que las siguientes rectas son

paralelas y calcula la distancia entre ellas.
a) ridx—3y+1=0
S8 —6y—5=0
b) rix+2y—5=0
Six+8 +2=0

C)r5ox—y—1%=0
S5X—y+16=0
4 —3 1
a) — = —— #+ — — Son paralelas.
) g = "¢ 5 7SNP
Un punto de la recta r es P(2, 3).
dp.s) = 10 10
1 2 —5
— == — '
D) 2 3 2 — Son paralelas

uUn punto de la recta r es P(—1, 3).
[4- (=D +8-3+2] _11v6

dP,s) =
SR—

) — = * =) — Son paralelas.
5 —1 16
Un punto de larectares P@3, —1).
[5:3—1-(=1)+ 16|
dpP,s) = =
V26

_16vV26
13

Calcula cuanto debe valer a para que la
distancia entre el punto A(2, a) y la recta
r:13x — 12y + 2 = 0 sea de 3 unidades.

[13-2—12-a + 2|
dA,n = =3 -
V313
— |28 — 12a] = 3v/313
e Si28 —12a = 0:

28 —12a = 3¥313 » a =

28 — 3¥ 313
12
e Si28 —12a < 0:
—28 + 128 = 3¥313 —

_ 3V313+28
12

Sean los puntos A(4, 4) y B(0, 8) y la recta
3x — 4y = 0, halla las coordenadas del
punto P que esta sobre el segmento AB
y su distancia a la recta es 3 unidades.

El punto P pertenece a la recta que une
los puntos Ay B: AB = (—4, 4) = (—1,1).
Escribimos la ecuacion recta que pasa
por (4, 4) y tiene vector director (—1, 1).
X—4 —4
S A y—8=0

—1 1
Ahora, la distancia de P(x, y) a la recta
3x — 4y =0es3.
|3x —ay+0|

32+ (—4)?
> [3x—day|=15
Resolvemos el sistema para hallar
las coordenadas del punto P(x, y).

dP, n =

X+y—8=0

3x—4y15}

> [3x—4@8—x|=15 -

> |7x—32]=15
o7x—32715—>xfg—>P<4—77 %)

'7X*32=*15HX=¥H
17 39

- Pl—, —

(77)

Determina el punto de la recta
X—1_y+1
=

del punto P(—2, 2).

que dista 2 unidades

Calculamos un punto genérico de la rectar.

X =142t
- _t}—>P,m+2t,—1—t)
dP, P)=V(1+2t+22+(—1—t—22 =
=25 524+18t+14=0—
-9+
> t=—
5
-9+ V1
of=——"— -
5
5 2411 — 13 47W>
! 5 "5
—9— 1
ot,=
5
<72W713 4+W)
P2 5 "5
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RETO. Si(a, b)y (¢, d) son dos puntos de
la rectay = mx + k, calcula la distancia
entre ellos en funcion de a,cy m.

Sean P(a, b)y Q(c, d).

diP,Q) =V —a?*+d—>b?

Teniendo en cuenta que ambos puntos
pertenecen a la recta dada, se verifican las
siguientes ecuaciones:

b=am+k d=cm-+k
Por tanto:
dP,0)=Vc—a’+Ccm+k—am—K?2 =

=@+ 0ov1+m?

Calcula el valor de k para que la distancia
entrelasrectasr:3x +4y + k=0

y s 6x + 8y — 10 = 0 sea 4 unidades.

Los vectores directores de las rectas son
= (—4,3)yVs = (—8,06),
respectivamente. Por tanto, son paralelas.
La distancia entre ambas rectas es
la distancia de un punto de ellas a la otra.
Consideramos la distancia del punto
P(@3,—1) € salarectar.
|3:3+4-(—1) +K|
V3?2 + 42
- |5+k|l=20 -
54+k=20—-> k=15
54+k=-20->k=—

dP, n =

=4 >

Determina las coordenadas de un punto P,

sabiendo que pertenece a la recta
r:x —y -+ 1= 0ydista 5 unidades
del origen de coordenadas.

Sea P un punto cualquiera de la recta,
P, x 4+ 1).

dP,0)=5->VYX2+Kx+1N2=5—>

S 2X4+2X—20 =0 > X, =2, X, =—3
Hay dos puntos que cumplen los requisitos:
P:(2,3)y Po(—3, —2).

Encuentra las coordenadas de los
puntos pertenecientes a la recta
r:2x + 3y + 4 =0queestdna una
distancia de 2 unidades de la recta
$:3x + 4y — 6 =0.

{
° @

INTERNET

Se denota por P(a, b) al punto o puntos
buscados.

e PorunladoPer ->2a+3b+4=0
e Por otro lado, imponiendo la condicion
de la distancia:
|38+ 4b — 6|
vie+9o
_|za+ab—6|
S a——

Resolviendo el sistema formado por ambas
ecuaciones, se obtiene P.

dP,s) =

2a+3b+4=0
3a+4b—6
===
>y =—44 — P64, —44)

- X =64 >

2a+3b+4=0

—3a—4b+ 6
5

=y =—4-> P4 -4

> X=4 -

=2

MATEMATICAS Y... URBANISMO.
En muchos barrios del mundo, las calles
son paralelas y se cortan en
perpendicular. Esto sucede en barrios
como el Eixample (Barcelona) o Russafa
(Valencia), incluso fuera de Espania,

en Nueva York o Montevideo.

00000000
000000000
000000000
000000E00
0@O0000000
COO000000

Sabiendo que cada cuadricula tiene de
lado 50 m:

a) ¢Qué distancia hay del punto A al B?
eYalc?

Si no hubiera edificios, ¢qué distancia
habriaentre Ay B? ;Y entre Ay C?

¢) Determina el area del triangulo ABC.

A=

S

¢ Se trata de un triangulo equilatero,
isosceles o escaleno?



a) ParairdeAaB:250m aladerecha
y 50 m hacia arriba. En total, 300 m.
Parairde AaC:100 m ala derecha
y 200 m hacia arriba. En total, 300 m.

b) Consideramos estas coordenadas:
A(1,1),B6,2)y C@3,5).
da, B =162 -, =[61]=
— V5 1P = V2% U
dia, 0 =165 -0, =@ 4=
— V2522 =20 = 25 u

¢) Podemos calcular el area del tridngulo
a partir de la férmula de Herdn, con
las longitudes de los tres lados (g, by ¢)
y el semiperimetro (s).
A =+s(s—a)s — b —c)
Seana = dA, B); b = d(A, C)
yc =d@,Q).
dB,C) =135 —62|=1](-373]|=
=V(=32+3 =v18 =3vV2u
_at b+c _

2
B V26 + 245 + 3¢2
2
A=vVsis—a)s—bs—o0) =
80,17 =~ 8,95 u?

d) Es un triangulo escaleno porque
las longitudes de los tres lados son
distintas.

= 69U

Determina el &ngulo que forman
lasrectasrys.

Xx=2-=3\
2 r'y—1—27\}
S_X=2u }
'y=5+3n
b) rry=3x+2
Gy M
Ny —
X _y—4
C) r.2 P
2X+3 Y
s —1 2

d r:20x —4y+1=0
S:—=15%x+3y+7=0

a) U, =3 2,Us= (2,3

cos a = |dy-cq+dy- 0 _
3-2+2-3 12

W22z 13

a = 22,62°

b) U= (1,3),Us = (—4,8)

oS @ = |dy-cq+dy- 0 _
 (=H+3-8]
Ve e
20 V2
“Vso 2

a = 45°

0 U= (2 06),Us=(—1,4)

cosg o 2N H6 A 1

Va0 - V17 V170

- q = 32,47°

d) u, = (4,20),us = (3,15)

oS o — |di-ci+d;- ¢yl _
~ 4-3+20-15]
IR T
312
= =

a=0°

@ Calcula el angulo que forman entre si las

000 rectasr'y—x+1 SSX+4y+4=0
+3
yt 2 y—3
rx—y+1=0
SiX+4y+4=0
t3x+2y—12=0
M-1—1-4 3

cos(/r\s) f 7 = Var
- (F5) =
\1 3—1-2[ 1
cos(/r\t) s v
- (1) = 78,69°
COS(S l‘) M-3+4-2 1
Vi7 N3 V21

- (5,7) = 42,27°
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@ Halla la ecuacién de cada una de estas
eec rectasy calcula el &ngulo que forman.

Y

\=

Recta roja:

P(—2,0;001, )= V, = (3,1)

Recta verde:

PO, 5); (5,00~ Vs = (1, —1)

El angulo que forman las rectas es el que
forman los vectores directores.

V- Vs
coSa = ————=—
[Vl - vl
B 3-1+1-(—1)
V2412 V124 ()2
a = 63,43°

@ Obtén la medida de los angulos que
0o forman las parejas de rectasry s.
4x —3

2
S:pasapor (—1, 6) y es paralela
adlx+2y+7=0.

a)riy=

) y
b) rix+3= >
S:pasa por (3, 8) y es paralela
ax—1 _y+9
2 4

C)r:8x—2y—3=0

s es perpendicular a B i;j 3t}
ypasapor 3, —2).

a U =04 U=@ —4
CoS @ = Idi-cq+dy-Cy _
122+ 4-(—4)
V22 4 (—47 - V4 + 22
_ 12 _ 3
20 5
a = 53,13°

246

b) U= (1,2 Us= (24
di-Ci+dy - Cyl _
- [1-2 +2-4] -
T Viiz Nzt
10
SETE
a = 0° — Las rectas son paralelas.
QU =28
El vector U, debe ser perpendicular a
(—1, 3); por tanto, puede ser, por
ejemplo, Us = (3, 1).
|di-ci+d,-col _
. [2-3481 14
V2 VI r V680
7170
" 70
a = 57,53°

CoS a

1

CoS a =

@ Obtén el valor del parametro b para
eec (uelarecta3x + by + 6 = 0 forme
un angulo de 60° con la recta

x+t4
3
Er = (737 1)
Js - (b, 73)
Idi-ci+d; -l
C0S 60° = d
Vai+di-Vei+c3

1 -3:-b+1(=3)
2 (=32 +1-Vb+ (—3)

—

-

— 13b*+36b — 27 =0 —

b —18 — 15v3

L 13
b —18 + 15v3
: 13

@ Halla el valor de k para que las rectasry s
eec formen un angulo de 45°.

r_x=2+t }
y=—-3+2t

SSkx —2y+1=0



Uu=0,2 =2k
C0345°:£:M_)
2 VikZ+4v5

- 3k +16k—12 =0 —
2
—>k1:§ kzzfé

INVESTIGA. Y
En la figura esta
representado

el tridngulo

equilatero ABC.

Determina ol B C X

la ecuacion de
la recta AB sabiendo que la abscisa

deBes1.
Al ser un tridngulo equilatero, el angulo
que forma AB con el eje X es de 60°. Por
tanto:

50, 0 > y—0=1(g60°x —1) —
m = tg60° Y -8

>y =v3x—1
RETO. Indica las coordenadas del punto

simétrico a (1, 0) respecto de la recta
y = mx.

P(1,0)

rry =mx
Para hallar el punto simétrico a P(1, 0),
calculamos primero el punto M que se halla
a mitad de camino sobre la recta
perpendicular a la recta dada.
Ur:(1,m) QVLUr_’V:(m,_’I)
Xx—1 y—0

—1
M es el punto de interseccion de esta recta
cony = mx.

P(1,0) —

1 m
W )
m>+1 m*+1

M es el punto medio entre Py P’.

P+P
M = > P =2M—P =
1 m
=2 , —(1,0) =
<m2 +1" m*+ 1) (.0
_(1—=—m* 2m
14+ m?" 1+ m?
Observa este AR, 4)
o tridnguloy calcula. C(6,3)

a) El vector director
de larecta que
pasa por los
vérticesByC. g, 1)

b) Un vector perpendicular al lado BC.

C) Laecuacion de la altura del triangulo

que pasa por el vértice A.

El punto medio, M, del lado BC,

y el punto medio, N, del lado AB.

e) La ecuacion de la mediatriz
correspondiente al lado AB.

f) El vector formado por el punto A
y el punto medio del lado AB.

g) La ecuacion de la mediana del triangulo
que pasa por el punto A.

a) BC = (4,2

b) U LBC— U= —4

Es la recta que pasa por Ay tiene como

vector director el hallado en b).

X—3 _ Y- 4
2 —4
d M= Brc = (4,2
2

A+B (55
N — | = =
2 ( 2" 2 )

=

d

=

o

- —4X—2y+20=0

e) Pasa por el punto medio de AB, N, y es
perpendicular a AB.
5 5
N=|= =
53) .
AB = (—1,—-3) > AB =(3,—1)
5
X=—+3t
G
=——t
y 2
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(.1 3
0 wi-( 13
g){AMU,—m

{X:3+t
A3, 4)

y=4—2t
Dado el triangulo cuyos vértices son
los puntos A(1, 0), B2, 1)y C(0, 3), calcula.

a) Laecuacion de la recta sobre la que se
apoya su lado AC.

b) La ecuacion de su altura por el vértice B.

¢) Laecuacion de la mediatriz
correspondiente al lado AB.

d) La ecuacion de la mediana
correspondiente al lado BC.

e) Las coordenadas de su baricentro.

)E:hmm Xx=1_y
A(1,0) —1 3
>3 +ty—3=
— [0=@3"1
L —
b) uL AC {8(2,1) -
X—2  y—1
3 1
->X—=3y+1=0
c) AB = (1,1)
. ja==1
uLAB—»M:A-i-B:(i’l)—)
2 2" 2
3 1
xfE y——
- = > X+y—2=0
—1 1
d) La mediana une un vértice con el punto

medio del lado opuesto.

A=(1,0
M= B+C

2
S AM=1(0,2) - x =1

=012

e) Las coordenadas del baricentro de
un tridngulo son la media aritmética
de las coordenadas de los tres vértices:

G:<XA+XB+XC yA+yB+yC>:
3 ' 3

=

o

Elige tres puntos diferentes
que formen un tridngulo.

a) Halla las tres rectas definidas por las
alturas de cada lado.

b) Comprueba que las tres rectas se cortan
en un solo punto.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Sean A(1,2), BO, 1)y C(2, —1).
a) Recta de la altura correspondiente
al vértice A.
A1, 2)
— —> -
BC=2 -2 Lu=1(272
L X=1_y=2

=I S o5x—y+1=0
2 2 /

Recta de la altura correspondiente
al vértice B.

BO. .
AC=(1,-2 Lv=(31)

X X —1
%3— 1 > Xx—3y+3=0

Recta de la altura correspondiente
al vértice C.
c@, -1
AB=(—1,-1) LV
L X2 _y+1

= — S5 x+y—1=0
—1 1 y

1,1

b) Resolvemos el sistema.
X—y+1=0
v {x =0

X—3y+3=0; > v =1

X+y—1=0
Las tres rectas se cortan en el punto (0, 1).

La recta 12x + 5y = 60 forma un
tridngulo con los ejes de coordenadas.
¢Cuanto mide cada una de las tres alturas
del tridngulo?

Punto de corte de la recta con el gje X: (5, 0)
Corte coneleje Y: (0, 12)

Se trata de un triangulo rectangulo, asi
que dos de las alturas podemos saberlas
directamente. La tercera la calculamos
como distancia del vértice a la recta.
_lo+to—eol _60

do, n W* 3



. 60
Las alturas miden 5u, 12uy 3 u,
respectivamente.

INVESTIGA. Silarectay = mx divide el
triangulo de vértices (0, 0), (1, 1)y (6m, 0)
en dos tridngulos de igual area, ;icuél es
la suma de los posibles valores de m?

El 4rea del triangulo completo seria:

om -1
A =

2

Ahora calculamos el area del tridngulo cuya
base esta sobre el eje X. Para ello
necesitamos hallar la interseccion de la
recta que une los puntos (1, 1)y (6m, 0)
ylarectay = mx.

Calculamos la recta que une los puntos
(1, 1)y (6m, 0). El vector director

= 3mu?

esém—1,—1).
X=1 _y=1
6m — 1 —1

- —X+1=6m-—"1y—6m-+1

Hallamos la interseccion de esta recta
cony = mx.

—%—&-1 =@6m—1Ny—6m+1-

—>6m:<6m—1+i>y—>
m

6m?

Ly em
Y 6m?> —m + 1

Este valor de y es la altura de ese triangulo
inferior, que tendria por base é6m. Por tanto,
el area del triangulo inferior es la mitad
del triangulo completo.
o
é6m* —m + 1 _3m
2 2
Despejamos m en esta expresion.
36m® = 18m® —3m? + 3m —
- 18m*+3m?>—3m =0 -
1 1

m,=—— ms=—
? 2 *7 3

Por tanto, la suma de los posibles valores
de m seria:

11 1
0O——+—=—~
23 6

->m, =

@ Los puntos A(2, 2) y B(—10, —2) son los

vértices correspondientes al lado desigual
de un triangulo isosceles. Otro de
los lados esta sobre la recta:

X=1-— 6t}

y=1+2t
Determina el vértice que faltay el area
del triangulo.
El vértice que falta tiene de coordenadas
C(1—6t, 1+ 2t),siendodA, C) = dB, C).
dA, 0=V —6t —22+(1+2t — 2?2 =
=V + 6t + @2t — 1)2 = Va0 + 8t + 2

dB,C) =V — 6t + 102+ (1+ 2t + 2)?
= VA1 —6t)? + (2 + 32 =
= ¥ 40t> — 120t + 130

Igualando ambas distancias resulta:

128t = 128 - t =1

Por tanto, el vértice que falta es C(—5, 3).

Ahora calculamos la longitud de la base.

diA, B) = V(—10 — 27 + (—2 — 2% =
=+v160 U

Y la altura podemos calcularla como

la distancia entre el punto C y el punto
medio M del segmento AB.

~10+2 —2+2

W12 202)

dC, M) = V(-4 +52+0—32=v10u
Area:%\/ﬁzzou2

Halla las coordenadas del circuncentro
del triangulo de vértices A(2, 3), B4, —1)
y C(5, 2), sabiendo que el circuncentro
equidista de los vértices.

Y

/1

My / \%
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Para hallar las coordenadas del
circuncentro calculamos las ecuaciones de
dos de las mediatrices del triangulo y
hallamos su interseccion:

e Mediatriz 1:

—

@B, —1N -V, =0

AC =@ — 3
A+C 7 5\
HM1_<2’2>

-
> mi3x—y=28
e Mediatriz 2
AB = (2,4 >V, = 4,2

A+B -
M, = 5 -> M, =(3,1)

- My X—2y =1
Asi, el circuncentro es este punto:

X—y =8| x=2y+1
P=mnNm,— —_—

X—=2y =1
- P3G, 1)
Obteniendo la tercera mediatriz, y viendo

Si pasa por el circuncentro, se comprueba si
esta bien calculado:

PB,1)
MeX+3y=6—>3+3=6

Es correcto.

Calcula el area del triangulo formado
al unir los puntos medios de los lados
de un tridngulo cuyos vértices son

los puntos A(5, 3), B(—3,4)y C(0, —3).

Localizamos los vértices del triangulo y
calculamos los puntos medios de sus lados.

Y

|

e Punto medio de AB:

e Punto medio de AC:
5+0 3—3 5
O’( 2 2 >*<2’O>
e Punto medio de BC:
R_<ﬂu>_<,§l)
2 2 2' 2

Tomamos como base el segmento RQ y
calculamos su longitud:

., 1V V65
= =4/ | =) =———=
b=|R0| (2) :
=~ 4,03
- (a-3)
0=(39)
La recta que definira h cumple que:
— — 1
VnJ_RO Vh:<§,4)
I'n < 7)_’fh'
P{1, — 7
! P
2 (2)
yil
X—1 2
= 16X — 2y =9
— l 2 — 16 %
2

El punto de interseccion de r, con ryg
permite obtener la longitud de la altura.

2X+16y=5} ( 31 337)
- -

16x — 2y =9 130" 130
> h=|EP|= <£ﬁ) ~ 6,140
- S \1307 65 /| T
) b-h
Area = ——— =
2
= 74’032' 618 _ 13710

Los puntos P(3, 3) y Q(6, —1) son
simétricos respecto de una recta. Halla
la ecuacién general de esta recta.

% = (3, —4) es el vector normal

de la recta.
3+6 —1+3 9
M( 2 ' 2 )*(2'0

r:3x—4y—%:0—>6x—8y—1910



Comprueba si estan alineados los puntos

0o P(—1,4),0@3, 1)y R(11, —5). En caso

afirmativo, escribe la ecuacion
de la recta que los contiene.

Calculamos los vectores formados por
los puntos.

PO = (4, —3)
PR = (12, —9)
Como los vectores son proporcionales,
los puntos estan alineados.
Calculamos la ecuacion de la recta que
los contiene.

, {x =—1+4A

Cly=4-3A

Calcula las coordenadas del centro de

un paralelogramo sabiendo que (5, —1),

9, 5)y (—1, —5) son tres de sus vértices.

¢Cuantas soluciones tiene este problema?

¢Por qué? Haz un dibujo en el que se

muestren todas las soluciones.

Llamamos a los puntos A(5, —1), B9, 5)

yC(—1, —5).

No sabemos como estan unidos los vértices

entre si. Supongamos que un lado del

paralelogramo es AB.

AB = (4, 6)

Hacemos una traslacion de C con vector

(4, 6) y obtenemos un punto D, que forma

un paralelogramo.

(—1, =5 + 4,6)=(3,1)->D3,1)

Calculamos el centro del paralelogramo, E.
9—1 5—5

X, ) =\—%— ——) > E@,Q

X, y) < 5 5 > 4,0

Hacemos una traslacion de C con vector
(—4, —6) y obtenemos un punto D’, que
forma un paralelogramo.

(—1, =5 + (—4,-6) = (-5, —11) >
—-D'(—=5, —11)

Calculamos el centro del paralelogramo, E”.

9 — — 11
(x,y):<—55

5 )—>E(2,—3)

Supongamos que un lado del paralelograma
es CB.

CB = (10, 10)

Hacemos una traslacion de A con vector
(10, 10) y obtenemos un punto D”, que
forma un paralelogramo.

(5, —1) + (10,10) = (15,9) - D"(15,9)

Calculamos el centro del paralelogramo, E”.

5—1 9—-5

(X,y):( 5 ,T>—>E”(7,2)

Este problema tiene tres soluciones.

%
B
,/
7
,/
; D
/
yan X
A
v
A
.
c
4
B
7
I //
1 X
A
c
7/
y/
4
S
5
v,
Pt
Jis g
.
B
S A
v
7
V
c
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@ Sea el tridngulo de vértices A(1, 1), B (7, 2)

y C(4, 6). Las rectas paralelas por cada
vértice al lado opuesto forman
un triangulo A’'B'C’.

Y

Determina las coordenadas de los
vértices A’, B’y C’ y comprueba que los
dos triangulos son semejantes calculando
los &ngulos de ambos tridngulos.
Calculamos las rectas determinadas por los
puntos A’, B’y C” dos a dos.

VAB = VA'B' - B _A - (3,5) N

C(7,2)

= [pp. 5x — 3y =29
Vac=Vac=C—A=1(61 N

B(4, 6)

= [pe X — 6y = —32

Voe =Vge =C—B=@—4)

A1, 1)

Obtenemos A’, B’y C” hallando las
intersecciones de las rectas anteriores.

A= Tug N e
5x — 3y =29 X =6y —32

- _—
X—6y=-—32

— 5(6y —32) — 3y =29 > 27y = 189 —

> Yy=7->X=10 - A(10,7)

B = rwg N Ige =
5 — 3y = 29| Reduccion
AXx +3y =7

> X=4->Y=—-3->B84-3

9 = 36 —

C' = lye Ny = X—oy= 732} -

IX+3y=7

L T2y = 128} Reduccion 27y = 135 -

X+ 3y =7
—>y=—2->x=5->C(-25)
Para terminar, se comprueba que los dos
tridngulos son semejantes.

cosp = YAB : ZBC _ ZA’B' : ZB'C' _
|VAB"|VBC‘ |VA'B’|"VB'C”
, —11
=cosp =

= —
Vo + 25 - V9 + 16
> B=p =678 > ABC = ABC

cosy = 7Ac ) VBC _ VA’C’ : Vs’c’ _
|VAC|'|VBC‘ |VA'C’|'|VB'C’|
, 14
= COS Y

= —
V36 +1-v9 + 16
>y =+ =6259° > BCA = BCA

coSa = _\>/AB : V_,AC _ \:A'B’ : \iA’C' _
|VAB"|VAC’ [V |- [Vacl
, 23
=Ccosa =

N
Vo + 25 -4/36 + 1
- a = 49,57° > CAB = CAB

En un tridngulo ABC, un vértice es A(2, 5).
El punto medio del lado BC es (3, 1)
y el punto medio del lado AB es (0, 4).

Calcula las coordenadas de los vértices B
y C del tridngulo.

Y
A
Mg
Bl ™
4 SN Mse
X
C
A+B
Mg = > -
> (0, 4) = W > B(—2,3)
B+ C
Mpgc = 2 -
@31 = (=2,3) + (&, C) - CE —1)



RETO. Encuentra las ecuaciones de

see CUAtro rectas que tengan al menos cuatro

puntos de corte y que pasen por estos
nueve puntos.

Y

Serfan las rectas:

® X = 2,que pasapor(2,2),2,4)y(2,6).
e y =2, que pasapor (2,2), 4,2y @4, o6).
® y = X, que pasa por (2,2), 4, 4)y (6, 6).
® |arecta que pasa por (4, 6)y (6, 4), con
vector director (2, —2) = (1, —1).
X;A :y_;f»y—fxﬂo

Efectivamente, tienen 4 puntos de corte
entre ellas.

Uno de los vértices de un paralelogramo
es el origen de coordenadas y otro es

el punto (3, 5).

Halla las coordenadas de los otros dos
vértices si uno esta en la recta de
ecuacion x — 2y = 0y el otro esta

en la recta de ecuacion 2x + y = 0.

Y

A

2x Hy =0 XH2yl=0

X

Sean A3, 5),rx —2y =0ys:2x+y =0
el punto vy las rectas conocidas.
Las rectas dadas son perpendiculares,
pues el producto escalar de sus vectores es:
2,10 (=1,2=-2+2=0
Calculamos las ecuaciones de los lados que
faltan.
e t: paralela as que pasa por A.
Vo= (=12 >V, =(-1,2 —
St2x+y =1

AEt

e 7z paralelaarque pasa por A.

V.= - =21 255

Z.X—2y =—7
Entonces, los vértices desconocidos del
rectangulo son los puntos de interseccion

siguientes:

- X—2y=0 22 1
Brﬂt%szryﬂ}HB(s 5)
B 2x+y =0 _7 4
cfsmzexizy:q}—w( a 5)

MATEMATICAS Y... AVIACION.

Las rutas de los aviones se monitorean
continuamente. Las torres de control
avisan a los pilotos para que cambien
su rumbo si se acercan a la ruta de otro
avion. Un avion viaja desde el punto
A(—400, 400) hacia B(800, 400) en una
hora. Otro avion viaja desde C(—500, 800)
hacia D(700, —700) en una hora. Si los
dos parten de sus origenes a la misma
hora, ;cuando estardn mas cerca el uno
del otro?

Estaran més cerca en el punto en el que se
cortan las rectas por las que viaja cada uno.

La trayectoria del primer avion viene dada
por la recta y = 400.

Calculamos la ecuacion de la recta
que sigue el segundo avion.

CD = (1200, —1500)

C(—500, 800)
_, X500 _ y—800
1200 —1500

— —1500x — 750000 = 1200y — 960000 —
X — 2500 = 4y — 3200

y = 400
5x — 250 = 4y — 320
- Xx=-180 Yy =400

AmMbOS aviones comparten un punto de sus
trayectorias (— 180, 400); por tanto, sera en
ese instante cuando la torre de control dé el
aviso.

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 9, industria, innovacion e
infraestructura.
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Un angulo recto
tiene su vértice

en el punto A3, 4)
y Su bisectriz tiene
por ecuacion

2x—y—2=0.
Halla las ecuaciones
de sus lados.

La bisectriz tiene por vector director (1, 2).
Escribimos la ecuacion punto-pendiente
de los lados.

y—4=mk—-23) -

- —mx+y—4+3m=0

Aplicamos la formula del angulo entre dos
rectas.

|di-cq+dy- 0
oS 45° = d
Vdi+di-vei+cs
V2 [1-14+2-m|

2 itz
- —6m?>—16m+6=0

Las ecuaciones de los lados son:
3 +y—13=0

1
Ri-gX+ty—3=0

Halla los vértices del paralelogramo tal
que la ecuacion de la recta sobre la que

estdellado ABes 2x — y = —1, ladel
lado ADesy = 1y el punto C es (5, 3).

Representamos el paralelogramo.
1%

A

A es la interseccion de las rectas AB 'y AD.
2X—y+1=0 {X =0
-
y=1 y =1

Hallamos una recta paralelaa y = 1 que
pase por C(5,3):y = 3.
Es la recta que pasa por By C.
Ahora intersecamos esta nueva recta con
la que pasa por Ay B para hallar B.

y=3
2X —y = —1

- A, 1)

}—> B(1, 3)

Hallamos la recta paralelaa 2x — y = —1,
con vector director v = (1, 2) que pasa por
C(5, 3). Es la recta que pasa por Dy C.

{0(5,3) X—5 y—3
ﬁ - — =
v =1(>1,2) 1 2
->2X—y—7=0
Intersecamos esta nueva recta con la que
pasa por Ay D para hallar D.
2x—y—;/: (][l - D@
RETO. Sea ABCD un cuadrilatero,
demuestra que el area del cuadrilatero
formado por los puntos medios de
sus lados es la mitad del rea de ABCD.
A E B

s e s 1
AE =—AB AH = —AD
2 2
s s s 1
EH = AE — AH = —AB — —AD =
2 2
— 6 - ap) = L85
2 2
Los triangulos ABD y AEH son semejantes

. . 1
con razén de semejanza E Por tanto:

p 1

AI’eaAgH - Z N AI’eaABD
Anéalogamente con |0s otros veértices:
p 1

AreaBFE: - Al’eaABC

4

) 1

AreaCGF - Z * Al’eagcg

) 1

AI’eaDGH - Z . AI’eaACD

Si sumamos las areas de estos triangulos:

Areang, + Areag: + Areacs + Areapsy =

= % - (Areag + 1+ Areanse + Areagy, +
+ Areaue) = eR Areauses

. 1
Por tanto: AI’eaEFGH - E N AI’eaABCD.



@ Halla la proyeccién ortogonal del punto

P(7,4) sobre larectax — 2y — 4 = 0.
Hacemos la representacion grafica.

Y

Sear:x —2y—4=0.
Primero se calcula la recta s, perpendicular
arque pasa por P:

V=@ - Vi= (-1, TS

- 52X +y =18

Asi, la proyeccion ortogonal del punto P
sobre la recta r es otro punto Q, que viene
determinado por la interseccion entre ry s.

X—2y=4 ] x=2+4
2X+y = 18

-2y +4)+y=18 - 0,2

De todas las rectas vy
gue pasan por

el punto A(2, 3),
calcula la que
determina A
segmentos iguales
al cortar a los dos -
ejes cartesianos.

X

Las rectas que pasan por A son de la forma:

y—3=mKx— 2).

Estas rectas cortan a los ejes en 10s puntos:
—3+2m

0,3—2m ——, 0.

03-2m y (2121 o)

La distancia al origen debe ser la misma:

2
Vo =4[22

m
— Hay tres soluciones.

m2:1 Hy:X*F']
M= oy= 3y
T VTS

@ INVESTIGA. Y

©

L

"’t

-

s

El triangulo rectangulo
e isosceles de la figura
tiene un vértice en el
centro del cuadrado.
¢Cuanto mide %
la superficie roja?

Si el triangulo azul se gira sobre su vértice
para que su base sea paralela al eje X, la
superficie roja ocuparia la cuarta parte del

|
|
PV

.9
cuadrado, es decir, T U

MATEMATICAS Y... DEPORTE. En el billar
es importante conseguir que la bola vaya
al lugar deseado. En una mesa de billar
cuyos vértices estan situados en los
puntos (0, 0), (213, 0), (213, 107) y (0, 107),
la bola blanca esta en el punto (80, 60).
a) Sise lanza la bola blanca en la direccién
del vector (1, 1), ¢en qué tres puntos
rebotara?

b) ¢En qué direccion se debe lanzar la bola
para que rebote dos veces y vaya

al vértice (0, 0)? Y

C
A0, 0), B(213, 0); E ot
C(213,107); (O, 107);  ° B
E(80, 60). Al 50 X

La bola esta en el punto E.

E(80, 60) X — 80 y — 60
a) 1> - = -
th=(1,1 1 1

> X—y—20=0

Intersecamos esta recta con
y = 107.

X—y—20=0 B
> X =127 -

- P(127,107)
P es el primer punto de rebote.
Rebota con un angulo de 90°; por tanto,
en la direccion del vector u, = (1, —1).
Hallamos la siguiente recta.
P(127,107)
s g
Uz - (1, *’I)
L X—127 _y—07
1 —1
> X+y—234=0

y = 107
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La intersecamos con la recta x = 213.
X+y—234=0

x:213}_>y:21_>

— P’(213, 21)
P’ es el segundo punto de rebote.
Rebota en la direccion del vector
Us = (—1, —1), que es perpendicular
al anterior.
Hallamos la Ultima recta.
P’ (213, 21)
— -
Us = (—1,-1)
L X=213 _y—21
—1 —1
> —X+y+192=0
Calculamos la interseccion de la recta
cony = 0.
—X+y+192=0
- X =192 -

V=0 praez, 0
P”es el tercer punto de rebote.

Consideramos que el vector director de
la recta que indica la direcclén enla que
debemos lanzar la bolaesv = (a, b).
Hay dos soluciones.
Primera solucion:

14

[ [ NPT 1Y

1\

0 |~

l

E

ALTT T X

Calculamos la recta que pasa por E(80, 60) y
tiene vector director v.

{5(80,60) L, X—8 _y—¢0
v=1(abh a b
Calculamos el punto P como interseccion
de la recta anterior con la recta y = 107.
X—8 _ y—¢0
a b
y = 107

47a + 80b
- P(T

,’107)

Hallamos la recta que pasa por Py tiene
vector director el verde.

 47a+80b

Calculamos Q como la interseccion de esta
recta con la recta x = 213.

 47a+80b
X b oy —107
a —b
X =213
B O<213’ éOa—bz93b>

Calculamos la recta que pasa por Q y tiene
vector director el azul.

Q

= (7213’ 60a ;293@) -

L, X213 _ ay—60a +293b
—213  60a—293b
Por ultimo, hallamos la interseccion de esta
recta con larectax = 0.
X —213  ay —60a + 293b

—-213  60a—293b |~
x=0
N (0, 120a — 586b> ~ 00
a
120a — 586b 60
a =0~ b =g
Por tanto, la bola debe lanzarse en la
: -, 60
n rel 1, —|
direccion dada por e vector( , 293>
Segunda solucion:
Y
C
E E
Pl LT T |
I | Q
A X

u=@—b " a s

{P X b oy —107

Calculamos la recta con vector director v
y que pasa por E(80, 60).

E (80, 60) . X—8 _ y—¢60

vV =1a,b a b
Calculamos el punto P como interseccion
de la recta anterior con la recta x = 0.

Xx—80 y—60
a b HP(O,éO—%)
X=0

Hamos la recta que pasa por Py tiene
vector director £'P, siendo E” el punto
simétrico de E respecto a x = 0.



ﬁz(O-#SO,éO—%—éO):

- 22)
a

{P X—0 v ( a
I
E'P 80

Calculamos Q como la interseccion de esta

recta con la recta x = 213.
y — (60 — %)60

80 —80b -
a

X =213

- O<213, 60 — %)

Por Ultimo, calculamos la recta que pasa
por Qv tiene vector director £”Q.

E”(2-213 + 80, 60) —

N (_293’——293b>
(10— 22)
X—213 a
—293 —293b -
a
Xx=0

Por Ultimo, hallamos la interseccion de esta

recta con larectax = 0.

- (O,éof%>= 0,0 —

- _gLp-3,
b 4

Por tanto, la bola debe lanzarse en la

direccion dada por el vector (—1, —%)_

Esta actividad puede utilizarse para trabajar

el ODS 3, salud y bienestar.

Halla la ecuacion de la recta que corta el
eje OX en el punto (3, 0) y el eje OY en
(0, 5). Confirma que esa ecuacion puede

- X
escribirse en la forma 3 + % =1.

Comprueba que, si una recta corta a los
ejes en los puntos (a, 0) y (0, b), su
ecuacién puede escribirse en la forma
X, Y

—+-=1

a b

Esta manera de escribir una recta se

llama forma canénica o segmentaria.
Sean A(3,0)y B(0, 5). La recta r que pasa
porAvy B es:
Vi=60-005=@G-5
A3, 0
- 15X+ 3y =15
En general, si una recta, s, corta a los ejes
en los puntos P(a, 0)y Q(O, b) es:
PO=0—-P=(-ab
P(a, 0)

Dado el segmento AB, donde A(—2, 1)

y B(2, 3), construye los posibles triangulos

equilateros en los que AB es uno de
sus lados.
{ﬁzwmﬁ
A(—=2,1)
La ecuacion genérica de las rectas que
pasan por A es:
y+2=mx—1 -
>mx—y—@2+m =20
Asi, aplicando la condicion del angulo,
Se obtienen las posibles pendientes.
Im+ 2] R
V5 N1+
. (1) _ (|m7+2> .
2) "\Vs i
->m’—=16m—11=0—

rm—8—5¢§
N

rABX_2y:_4

cos 60° =

Usando las pendientes halladas,

se tiene que:

m=8—5v3 -

> (8—5vV3)x —y —(10—5v3) =0
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m,=8+5V3 -

> (84+5vV3)x—y —(10+5v3)=0
La ecuacion genérica de las rectas
buscadas que pasan por B es

y—=3=mk—2 -

> mx—y+@—2m) = 0.

Asi, teniendo en cuenta las pendientes
halladas anteriormente se tiene que:

m=8—5v3 -
- e (8 = 5V3)x —y +(-13+10v3) =0
m,=8+5v3 >
> 1 (8+5vV3)x —y +(—=13—10v3) =0

Realizando las correspondientes

intersecciones se obtienen los puntos Cy D,

]ﬁ

vertices de los dos triangulos posibles:

C=rlpcNrleg—

N (8—5v3)x—y—(10—5v3)
(8+5v3)x —y +(—13—10v3)

—>c<§ V3 1 17@)

2 02 10

D="rnpNrlep—

R (8+5v3)x—y—(10+5v3)=0
(8—5vV3)x—y+(—13+10v3) =
of B 1.2

Realizamos la representacion grafica.

Y
D
N
N
~N I
1.
Fap) N8B
A 1 I
N,
~
Ihe \‘\ X
N
C

@ El centro de un hexagono regular es el
see puUNto A(6, —2) y un lado se halla sobre

la recta de ecuacion —4x + 3y + 5 = 0.

I
N=Rg=
\

Determina las coordenadas
de los vértices y su area.

Primero calculamos la longitud de la

apotema.

|—4-6+3-(—2) + 5
N

Hallamos la longitud del lado.

2
52+<é> HZZMU

dA,n =

=5U

3
Determinamos el area.

; P-ap K
Area = = =
2 2
= 5043 12

Calculamos los puntos que distan

103\)73 ude Ay pertenecen a la recta dada:

1of V6o

—2—=y)? N
—4x+3y+5:0
xwzx/§+2,yfw+i

fx/§+2,yzf1fM

3
443
(v 2,14 )

( «f+214‘3f>

Para hallar los siguientes veértices, tenemos
en cuenta que dos vértices son 10s puntos
simétricos a los vértices calculados
respecto de A.

443
V3t2+x T3 TV
(6,—2) = : -
2 2
- D<1o—f3,—5—$>



;_4V3
6 —2= —V3+2+x 3 N
' 2 ' 2
—>E<1o+«f —5+ 4{)

Por Ultimo, la distancia de los dos vértices
restantes a los vértices adyacentes coincide
con la longitud del lado.

\/(1O+\/§—X)2+(—5+£—y>2

_10v3
3

\/(@+2X)2+<1+$y)=
~10V3
3
X1=06,y1=—
:2fs+é,y2:¥—2
\/(10—@—X)2+<—5—£—y>
~10v3
3
A R
10v3
3
X1=06,y1=—
T l=—2v3+6,y,= —i—z

8v3
F<2\/§+é T_2>

G<—2\/§ + 6, —% — 2)

Los vértices del hexagono son B, C, D, E, Fy G.

Halla las medianas del triangulo cuyos
veértices son (3, 0), (—4, 6)y (—2, —3).
Después, calcula su baricentro.
Comprueba que, si los vértices de

un triangulo tienen coordenadas (x,, y»),
(X2, ¥2), Y (X3, ¥3), las coordenadas

del baricentro son:

(X1+X2+X3 Y1+YZ+,V3)
3 ! 3

Sean A3, 0), B(—4, 6)y C(—2, —3).

e Mediana de AB:

A+B —1
P= 2 7(7'3)—>
C(=2,-3

34

- fa

—2,—3)
+2 _y+3

1 4
AX+8=y+3->4x—y+5=0
e Mediana de AC:

3 -5
- —5x—20=3y—18 —
—5X—3y—2=0
e Mediana de BC:

A3, 0)
~ 3

. vV = <*6, E) =(—4,1)
C(3,0)

L X=3_y
—4 1

Para hallar el baricentro, intersecamos dos
de las medianas.
X+4y—3= O}
IX—y+5=0
X+4y—3 = 0} Reduccion
16x — 4y + 20 = 0
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El baricentro es G(—1, 1).
con la formula obtenemos lo mismo:
<37472 O+673>: 1.1

3 ' 3
También podemos comprobar esta formula
dando valores genéricos a los puntos

P(X1, V1), Q(Xo, Vo) Y TX3, ys). Determinamos el
punto medio, P, del lado QT.

P’<X2+X3, y2+y3>

2 2
Hallamos la mediana que pasa por PP’.
X=X _ y =¥ N
Xo X3 yz“’)/37y
2 ! 2 !
X=X _ Yy —W

N -
Xy + X3 — 2X; Yo+ Vs — 2y

Calculamos el punto medio, Q’, del lado PT.

[ X+ X yw+y3>
O( 2 ' 2

Determinamos la mediana que pasa

por QQ”.
X=X, _ Y=V R
Xi X VitVs
2 : 2 ’
X—X; _ y—Y

XoFXs— 2% YitYs— 2,

Hallamos la interseccion de las rectas.

X=X _ Y =W
Xz + X3 — 2X Yo+ Y3 — 2y,
X —X; _ Y=Y

Xp+ X3 — 2X, B Vit ys— 2y,
_  — ¥ + X3 — 2X)

X _Xq
N Vot ys— 2y
_ =yt X — 2x)
X = _Xz
Vit ys— 2y,
N v =y + X5 — 2x9) X =
Yo+ Ys— 2)
_ Yoyt xs — 2
Vit Ys— 2y, ’
Sy = ityotys |
3
Ll XiEX X
3
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Por tanto, efectivamente, las coordenadas
del baricentro son:

(X1+X2+X3 yw+y2+y3>
3 ' 3

De pueblo en pueblo

Una asociacion del embalse de Valdecafias estéa
en lucha con el gobierno después de que
anunciaran gue tan solo se van a construir dos
tramos nuevos de carretera, concretamente entre
las localidades més alejadas. Esto supondra
«disminuir el coste hasta un 50% frente

a la propuesta de la asociacion», segin

el gobierno. La asociacion sigue luchando

para que se construyan cuatro tramos de
carretera que unan cada poblacién con las otras
tres para «reducir los tiempos de viaje».

Y ta, ¢qué opinas?
Navalmoral de la Mata: A(—6, 2)
Bohonal de Ibor: B(—4,5; —2,5)
El Puente del Arzobispo: C(5,5; —2)
Oropesa: D(5,5; 3)
d@, B) = |(—4,5 —2,5) — (—6,2)| =
=157+ (=457 = 474
dB,C) =655, —2) — (—4,5,—2,5)| =
= V107 + 0,5 = 10,01u
dic,D) =655 -2 —(553|=vV0*+ 5 =50
di, A) =[(—6,2) — (55, 3)| =
= V(=157 + (=17 = 11,54 u
4,74 4+ 10,01 + 5 + 11,54 = 31,29 u
di, 0) =65 -2 — (62| =
= 11,52+ (—4)2 =~ 1217 u
d@B, D) = |(—4,5,—2,5) — (55, 3| =
=V12+(-552 ~ 56U
12,17 + 5,6 = 17,77 u

17,77
31,29

= 0,568 — 56,8%



Por tanto, hacer los dos caminos supone
un 56,8 % respecto a hacer los cuatro caminos.

Es decir, hacer solo los dos caminos supone

una disminucion considerable del coste, pero no
tanto como la mitad; es algo més de la mitad del
presupuesto propuesto por la asociacion.

PROBLEMAS APARENTEMENTE
DISTINTOS

@ Dados los puntos A(4, —5) y B(9, 5),

calcula.
a) |AB | b) o—A’+%A—B’
a) | ABl =6, 10| = V57 + 102 =
= 4125 = 5¢/5 4
b) OA = (4, —5)

(4, —5) + %(5, 1M0M=4+1-5+2 =
= (5,—3)

@ Un pajaro vuela desde un bosque con
coordenadas (4, —5) hacia otro situado
en (9, 5).

a) ¢Qué distancia habra recorrido?

b) ¢A qué punto llega tras
recorrer un 20% de la ruta?

OA + AB + BP = 0P
a) da, B) =|AB|=|510]=
= /524102 = ¥125 = 545 U

0) OA + 22 28 — @4, —5) +%(5, 10) =

100
=3

@ Sean M el punto medio entre O
Y A3, 2) y N el punto medio

entre 0y B(—1, 4). Y
a) Indica el angulo :

que forman

OA y OB, " A

— s 1 o

b) Halla| MN |. o

. 8 X

OA =
a |4 3,2 N

OB = (—1,4)

3.(-N+2-4
V32 4+ 22 V(=12 + &2
0,33 - a = 70,35°

v=(z]
b) AP
v-(22)
2
- [MN|= V(=27 +1 =5 u

Un barco se dirige hacia un punto que se
encuentra a 2 km al norte y 3 km al este
del puerto de Llanes. Otro viaja hacia

un punto 4 km al norte y 1 km al oeste
del mismo puerto.

a) Calcula el angulo que forman
las trayectorias de los dos barcos.

b) ¢A gqué distancia estan los puntos medios
de laruta?

El primero se dirige al punto A(2, 3)

y el segundo al punto B(—1, 4).

— COSa =

1

{07\(3,2)
) | — -
0B = (—1, 4)
3= +2-4
— COSa =

V3t 422 (-2 ar
~ 033 - a = 7035°

- |MN| = v5 km

Se sabe que una recta pasa por
los puntos A(—20, 30) y B(40, —50).

a) Calcula la distancia que separa la recta
del punto C(20, 10).
b) Halla el punto de la recta mas cercano a C.
a) - v = (60, —80) = (3, —4) o
A(—20, 30)
L X+20  y—30
3 —4
_1-4-20-3-10+10] _
V(=42 + 37
b) Hallamos la recta perpendicular a r
que pasa por C.

— —4x—3y+10=0

20U

de,n
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C(20, 10) 4 3
-3 —4—20=0

{U=(4,3)_) X=20 _y—10

Intersecamos esta recta con r.
3x74y72020}ﬁ {X:Zl
—3X—4y+10=20 y=-

El punto D(4, —2) es el mas cercano a C.

[CD | = V167 + 122 = 20u

@ Entre los pueblos Cachao y Valdés, con

coordenadas (—20, 30) y (40, —50), pasa
un carril bici.

a) ¢A qué distancia del carril esta Moré
(20, 10)?

b) ¢En qué punto del carril se construira
una salida para ir hasta Moré?

Cachao esta en el punto A(—20, 30), Valdés
esta en B(40, —50) y Moré esta en C(20, 10).

A(=20,30)_
B(40, —50)

V = (60, —80) = (3, —4)
e -

A(—20, 30)

X+20 y—30
- = -

3 —4

—4x—3y+10 =0
|—4-20—3-10 + 10]

V=4 + 3

b) Se construira la salida en un punto
de la recta perpendicular al carril bici
y que pasa por C.

{u—(4,3) Xx=20 _y—10

— —
C(20, 10) 4 3
> 3—4y—20=0

daec,n =

Intersecamos esta recta con r.

3X—4y—20=0 H{X:Zl
—3X — 4y +10=0 y=—
- D4, —2)

|CD | = ¥16% + 122 = 20u

La salida se construird en D(4, —2), que
esta a 20 u de distancia de C(20, 10).

(¢PARA QUE SIRVE...? )

=20u

¢Por qué crees que influyen el viento

y las mareas en el rumbo del barco
siniestrado?

Porque influyen en la direccion del barco,
especialmente si va a la deriva.

¢Qué relacion puedes observar entre
el vector OP y los vectores AB, BP y OA?

OA +AB +BP = OP

;Crees que es posible aplicar un método
similar si se quiere interceptar un barco
sospechoso de contrabando avistado
desde un avién?

Si, es posible. Desde el cielo, es como si el
barco estuviera moviéndose en un plano

y la triangulacion de coordenadas permite
situar cualquier objeto en un plano.

Halla las ecuaciones de las rectas que se

describen a continuacion.

a) Ladireccion del barco guardacostas
cuando va a efectuar el rescate.

b) La recta que une la base con el primer
punto de contacto.

c) Larecta que une la base con el segundo
punto de contacto.

d) La direccion del barco siniestrado cuando
va a la deriva.

Consideramos 0(0, 0), A(—a, b), B(0, b), P(c, b)

a) Hallamos la recta que pasa por Oy tiene

vector director OP = (c, b) =~ % = %

Hallamos la recta que pasa por Oy tiene

O
=

vector director OA = (—a, b)— —La = %

) Hallamos la recta que pasa por Oy tiene
vector director OB = (0, ) @ x =0
Hallamos la recta que pasa por Ay tiene
vector director AB = @,0) > y=b

o
=

Halla los puntos de corte que tienen
las rectas anteriores entre si.

Los puntos de corte entre las rectas son
los puntos A, By P.



