Tema 5 Vectores

1. VECTORES NO PLANO:

Vector fixo de orixe A e extremo B, € o segmento orientado caracterizado por ter as
seguintes partes:

Direccion: a direccion da recta que une os dous puntos
Sentido: € a orientacion que ten, desde A ata B
Modulo: é a lonxitude do segmento orientado

Punto aplicacion: o punto A

A

No conxunto dos vectores libre podemos definir unha relacion de equivalencia,
dicindo que pertencen a mesma clase aqueles vectores fixos de igual modulo,
direccién e sentido. Todos os vectores fixo de igual médulo, direccion e sentido
forman un mesmo vector libre.

1.1. Operacion con vectores libres
Vexamos as operacion mais importantes cos vectores libres
° Suma

E a operacion interna desde o punto de vista de espazo vectorial. A suma de dous
vectoresu+v = (x,y)+ (x,y)=(x+x,y+y)

A interpretacién xeométrica desta operacion pode verse como o vector que resulta
de prolongar ¥ ao extremo de u, ou pola regla do paralelogramo.

u+v .
u

< u+v
3

Podes imaxinalo vendo a forza resultante doutras duas forzas( que son vectores)
con distinta direccion ( por exemplo dous cabalos arrastrando unha barca cada un
por unha orilla).

° Oposto dun vector:

Dado un vector v, 0 seu vector oposto denétase por —v e é outro vector co mesmo
maédulo, a mesma direccién pero sentido contrario a v.
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° Resta de vectores

Dados dous vectores i e v , a sUa diferencia é outro vector ¥ — ¥. Restar un vector

AJV_

€ 0 mesmo que sumar o vector oposto: i — v=u + (—v) .~ @

° Produto escalar
E a operacion externa desde o punto de vista do espazo vectorial. O produto dun
vector v por unha constante k é: k-u = k- (x,y) = (kx, ky)
A interpretacién gréafica é tal que si:
a) k> 0 é un vector coa mesma direccion , sentido e con médulo|ki| = |k||u].
b) k < 0 é un vector coa mesma direccion, sentido contrario e modulo
|kii| = |k|[ul.
c) k = 0o vector nulo (0,0).

1.2. Combinacion lineal de vectores

Un vector ¥ é combinacion lineal dos vectores uy, ...., U, cando existen 14, 1,, ..., A,
ERtalesque v =21yt + Ay -ty + -+ Ay - U, .

Os vectores 4, ...., U, son linealmente independentes cando ningln deles se pode
escribir como combinacién lineal dos demais.

1.3. Base dun sistema de vectores
Definiciéon

Dise que o conxunto de vectores iy, ...., U, forman unha base do espazo de
dimension n, e denétase por B = {1y, ...., U, } cando verifican:

e  Os vectores iUy, ...., U, son linealmente independentes.

° Calquera outro vector do espazo v pédese escribir como combinacion lineal
deles, é dicir, 314, 4,,...,4, ERtalesque v = A, - Uy + A, - Uy + -+ A, - Uy,

Os nimero (14, 4,, ..., A,) son as compofientes do vector v respecto & base B =
{i,,...., U, } e escribese ¥ = (A3, 1,, ..., A,)ouben v = A, -y + A, -ty + -+ A, - U,

No espazo de dimensién dlas, todas as bases tefien dous elementos

B = {1, u,, U3} polo que no conxunto dos vectores libres do espazo de dimension
dous cada vector ten duas coordenadas: v = A, - u; + 1, - U,.
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Sistema de referencia
Definicion:

Un sistema de referencia no plano de dimensién dous é un par formado por un punto
fixo O e unha base B = {4, ¥}. Escribes R = {0, {1, ¥}}.

Un sistema de referencia permitenos asociar a cada punto do plano P un vector
OP,chamado vector de posicion do punto.

As coordenada do punto P seran as coordenadas do vector oP respecto da base
B = {u,v}.

O sistema de referencia canénico no espazo de dimensién dous é aquel cuxo punto
fixo € a orixe de coordenada 0(0,0) e cuxa base B = {i,j} esta formada por vectores

de mdodulo 1 e perpendiculares entre si. Representarémolo por R = {0, {?j}}.
1.4. Compoiientes (ou coordenadas) dun vector
Consideramos o sistema de referencia canénico R = {0, {7, J}}.

Dados dous puntos A = (a4,a;) € B = (b4, b,), 0S seus vectores de posicion son

0A = (aq,a,) € OB = (by,b,), entdn as comporfientes do vector AB son as
compofientes do extremo menos as coordenadas da orixe.

EZO_B)_m:(bl_al,bz_az)

Médulo dun vector

Consideramos o sistema de referencia R = {0, {7, 7}}. Dado o vector ¥ = (v;,v,), 0

maddulo de ¥ ven dado pola seguinte expresion: |U| = \/v1% + v,2, resultado de aplicar
o teorema de Pitagoras en tres dimensiéns.

Operacions con vectores usando compofientes

A partir de agora suponse que se fixou o sistema de referencia candnico: R =

{0.@}}
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Suma dun punto mais un vector

Estritamente falando non se pode sumar un vector a un punto. O que facemos é
sumar ao vector o vector de posicion do punto.

Dado un punto A = (a4, a,) € un vector ¥ = (v, v,), para sumar o punto e o vector
traballamos co vector de posiciéon do punto A e o vector v. O que obtemos é outro
punto B, cuxo vector de posicién é:

—_— —

OB = OA + 7._7) = (al, az) + (171, Uz) = (al + Ul, az + Uz)

Estudo da dependencia e independencia lineal de vectores mediante as suas
compofientes

Dados n vectores {u,, ...., U}, dise que son linealmente independentes cando ningln
vector do conxunto pédese expresar como combinacion lineal do resto.

Analogamente , dise que n vectores {u,, ...., U, } son linealmente dependentes cando
calquera deles podese expresar como combinacion lineal do resto.

Os n vectores {u, ...., U, } dun conxunto son linealmente independentes cando ao
resolver o sistema homoxéneo A, - i; + 4, - U, + --- + A, - 4, = 0 soamente é posible
coa solucion trivial:

1.5. Aplicacions dos vectores
Punto medio dun segmento

Dados dous puntos do espazo A = (ay,a;) € B = (by, b,) 0 punto medio do
a1+b1 a2+b2)

segmento AB é: M = ( S

1.6. Produto escalar:

Definicién: O produto escalar de dous vectores libres v e w é un namero real
definido da seguinte maneira:

e Seun=0 oud=0enténi-o =0
e Sen+0ed=0entdoni-v=|dl||d|coscosa,sendoa =< (3,w)

Nota: O produto escalar € a ferramenta xeométrica basica para medir distancias e
calcular &ngulos no plano.

Pax 4



Tema 5 Vectores

Propiedades do produto escalar

Para calquera x’, y, Z vectores do plano e calquera nimero real u, cimplese que o
produto escalar €

° Definido positivo: O cadrado escalar dun vector non-nulo é sempre positivo, e €
cero se e soO se o0 vector é nulo.

Xx2=xx>0,5ex#0 ex?2=00x =0

e  Conmutativo: Xy = yx~

Distributivo (respecto dasuma): x' (y+ 2) =x y+xZ

Homoxénea: (ux)y = u(xy)

° O produto escalar dun vector por si mesmo € igual ao cadrado do modulo.
X X=|Z |1R] < @,w))=|Z 11%]0) = |% |2

° O produto escalar de dous vectores é nulo se e s6 se son perpendiculares ou
algun dos vectores € cero

¥y=0ox Lyoux =0e/ou y =0

Interpretacion xeométrica do produto escalar

O produto escalar de dous vectores non nulos é igual ao médulo dun deles pola
proxeccion do outro sobre el.

Observamos na figura un triangulo rectangulo , onde a hipotenusa é v e un dos
catetos é a proxeccién de v sobre . Aplicando a definicion de coseno dun triangulo
agudo, temos :

__ Proxzv - =
cos cos @ = —== - Proxzv = |v|cosa.
De aqui temos : u - ¥ = |u||V|cosa = |u|Proxyv
Analogamente , tense que i - v = |i||V|cosa = |V||u| cosa = |¥|Proxzu

Nota: Cando a proxeccion sobre o vector € un numero negativo, isto significa que o
vector e a proxeccion tefien sentido contrario.
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Expresion analitica do produto escalar:

Consideramos o sistema de referencia canénico no espazo de dimension tres :

R={0,i}}

Sexan U = (uy,uy) € ¥ = (vq,v,), 0 produto escalar de i e v é igual a :
U U=(uy, up) - (v, 2) = Uy vy + Uy " 1y

Aplicacions do produto escalar

Angulo entre dous vectores

u-v

][9]

A partir da definicion do produto escalar, temos i - v = |i||?|cosa - cosa =

U1V1+HUx Uy

Se consideramos U = (uq,u,) € v = (v, v,) temos que : cosa = —————
,u§+u§ ,v%+v%
Vectores ortogonais:

Dous vectores 1 , ¥ son ortogonais cando determinan un angulo de 90 grados (é
dicir, son perpendiculares) e polo tanto cos cosa =0 .

Obtense asi, a seguinte condicion de perpendicularidade entre vectores.
Ulveoeuv=0
Vector unitario:

Dado un vector 1 chamamos vector unitario de # a aquel vector que se obtén
dividindo o propio vector polo seu médulo. E dicir , a un vector coa mesma direccion
pero con modulo 1

Proxeccién dun vector sobre outro vector

En primeiro lugar, vexamos que é graficamente a
proxeccion dun vector sobre outro vector. Sexan dous
vectores i e v que forman un angulo « entre eles. a

Representamos a proxeccién do vector 1 sobre ¥ para o
que trazamos unha recta perpendicular ao vector .
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Agora, sobre o vectory, debuxamos un vector desde a

orixe de ambos vectores ata o punto onde se cortan a u
recta perpendicular e o vectorv. O vector resultante ( de

cor verde) é o vector proxeccién de i en v =

Vexamos agora como se representa proxeccions cando o angulo € obtuso, é dicir,
maior de 90°

Desde o extremo que queremos obter a proxeccion trazamos unha perpendicular do
vector sobre o que queremos proxectalo. Logo, hese mesmo vector, trazamos un
novo vector desde a orixe ata 0 punto onde
se corta coa recta
perpendicular. Asi a proxeccion
sobre v é:

do vector u

Mdédulo do vector proxeccion:

Chamamos médulo do vector proxeccién ou segmento de proxeccion & lonxitude do
vector proxeccion.

Vexamos como se calcula. Para iso representamos os médulos dos vectores, é dicir,
as sUas lonxitudes, o vector uxunto co vector proxeccion e a recta perpendicular
forman un triAngulo rectangulo.

-
| u]

[P,.|

Aplicando as razons trigpnométricas, podemos definir o coseno
de « como 0 médulo do vector proxecciéon de u sobrev, entre 0 moédulo do vector .

-
— |Puﬂ7|

E dicir: cos cos a o

Se despexamos o médulo do vector proxeccién quedaranos |f”,w = |t|cosa

Por outro lado, a partir da formula do produto escalar de dous vectores temos que:

uv
i

cosa = e substituindo esta expresién na anterior formula obtemos

= |[i| = e simplificando quédanos |f3u,v == (mo6dulo do vector proxeccion de

Py
u sobre v).

[l
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Vector proxeccion

Para obter o vector proxeccion imos a multiplicar o médulo do vector proxeccién por
un vector unitario que tefla a mesma direccidn que ten o vector proxeccion

No caso da proxeccién do vector iisobre o vectorv, o vector proxecciéon ten a mesma
direcciéon gque o vector?, polo tanto necesitamos o vector unitario do vector ¥ que é le

[ =
2l
<L

[ =

Polo tanto o vector buscado sera P, ,, = |B,, |

=
=
=

Cosenos directores

Nunha base ortornormal, chamase cosenos directores do vector v = (v, ;) a0S COSEN0S
dos angulos que forman o vector ¥ cos vectores da base: cos cos @ = —— , cos cos B =

2 2
/vl +v3
V2
)
2 2
/vl +v3
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