TEMA 1: “Os Numeros Reais”

NUmeros racionais son 0s que se poden pofier como cociente de numeros enteiros. O
seu desenvolvemento decimal é ou finito ou periddico:

_l=_o,3333...=_0,§ : E=1,25 ; §=1,3§
3 4 18

Quizais o namero non racional mais doado de representar sexa o
gue expresa a medida da diagonal dun cadrado de lado 1: d

Polo teorema de Pitagoras: d = w/l2 +1% = 1/5 =1,41421356237309504---

1
Este desenvolvemento decimal non remata e as suas cifras non se repiten de Xxeito
periddico. 1/5 non é un namero racional, pois non pode expresarse como cociente de

nameros enteiros pero, por outra banda, parece claro que 1/5 representa unha medida
real (a da diagonal do cadrado).

O conxunto formado polas lonxitudes de todos os segmentos posibles e polos opostos
deses numeros recibe o nome de conxunto dos numeros reais.

Calquera desenvolvemento decimal que poidamos imaxinar corresponde a un niimero
real e todo niimero real ten un desenvolvemento decimal.

Alguns numeros irracionais

Numeros alxébricos : Os que se obtefien como raices de ecuacions polindmicas. Por
exemplo: JE (solucion da ecuacion x?=2=0 ) e todos os radicais.

O nimero = : E a relacién entre a lonxitude dunha circunferencia e o seu diametro.

Como a circunferencia era considerada a “curva perfecta”, coidabase que 7T era un

numero racional e intentouse calcular o seu valor exacto. 7T =~ 3,141592653589793---- .

O numero_e : foi descuberto polo escocés John Néper (1550 — 1617). O seu valor é €
~ 2,7182818284.---- . Este numero tamén se pode calcular con toda a precision que

n

1

desexemos dandolle valores cada vez maiores a N na expresion: € = (1+ —
n

O numero aureo, ® : A estrela de cinco

puntos era o emblema dos pitagéricos e o V5 +1
simbolo da perfeccion. A relacién entre o seu ® = —2 = 1,61803:--
lado e o0 do pentagono € o numero aureo:
Tamén se pode describir como o valor a b
numeérico da proporcidbn que gardan ¢ . °
entre si dous segmentos de recta a e P
. a+ a a
b (a mais largo que b), que cumpren a - , sendo @®=—
seguinte relacion: a
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

NOTACIONS:

A relacion entre eles é:
representa o conxunto dos nUmeros naturais.

representa o conxunto dos NUMeros enteiros. NCZcQ

representa o conxunto dos nUmeros racionais. I N Q: %)

N
Z
H representa o conxunto dos nUmeros irracionais.
R

R=0qQuU]J]

representa o conxunto dos NUMeros reais.

Exercicio 1: Sitlla os seguintes
nameros nun diagrama similar:

31 - 45 -7 - 416
3 .3/ . T/ .
Z Y Y

Intervalos

Para describir conxuntos de nimeros reais, resulta Util as veces expresalos como anacos
ou segmentos da recta, a estes anacos chamamoslles intervalos, cuxos diferentes tipos
describimos a continuacion:

Intervalo pechado . Por exemplo, o intervalo [-1,2], son todos os nimeros reais que hai
entre =1 e o 2,incluidos o -1 e o 2. Graficamente, son o0s puntos da figura:

t ® i i ® i
2 -1 0 1 2 3

-3
A definicion matematica seria a seguinte: [a,b] = {x € R/a < x < b}

Intervalo aberto . Por exemplo, o intervalo (1,3), son todos os nimeros reais que hai
entre 1 e 3, sen incluir os extremos. Graficamente, son os puntos da figura:

: : : : O : O—
3 2 -1 0 1 2 3

A caracteristica fundamental que diferenza un intervalo aberto dun pechado € que no
aberto non estan incluidos os extremos.

A definicibn matematica seria a seguinte: (a,b) = {x € R/a < x < b}

Tamén se poden considerar intervalos semiabertos ou semipechados que inclian
unicamente un dos extremos.
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Exemplo: (2,3] incliese o 3 pero non o 2; [-3,1) incliese o —3 pero non se inclie o 1.

[-3.1) (2,3]

| —

-9 ; I O
1 3

-3 -2 -1 0

o O

(a,b] ={x €R/a<x < b} ; [ab) ={xeR/a<<x<b} ;

Tameén se poden considerar intervalos de lonxitude infinita, ou chamados semirrectas, nos
gue un dos extremos € o infinito:

Exemplos: (~90,3] son todos os nimeros reais menores ou iguais que 3 .

(2,+0) son todos os numeros reais estritamente maiores que 2.

Recérdase que o0 € o simbolo que se utiliza para representar a idea de infinito e non é

un nimero que se atope na recta, por iso non o incluimos nos intervalos (sempre leva ao
seu caron un paréntese, nunca un corchete).

A propia recta real podese expresar asi: R= (—OO , +OO) .

Definense deste xeito:
(—oo,b] ={x € R/x < b}; (—0,b) = {x € R/x < b}
[a,+0) ={x E R/x > a};(a,+») ={x € R/x > a}

Exercicio 2: Representar os seguintes conxuntos numéricos:

(-3,-1] ;(2.3);{x e R/—2 < x <5} ;(—00,0) U [3,+0)

Valor Absoluto

O valor absoluto dun numero real x € o maior entre X e -X, denotase por
|X]. Porexemplo |4|=4 e |-3|=3.

X se x=0

Tameén se pode definir, dunha forma mais precisa |X| =
—-X se x<0

O que significa que cando o numero é negativo, cambiamolo de signo, e cando é positivo,
deixamolo tal e como esta.
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Propiedades do valor absoluto:

e |x-y|l=Ix|"|yl

|x| [x|
[ ] - = —
y (4

o |x+yl<Ix|+ Iyl
e |x|<k ©—-k<x<k,k=0
e |x|>2k ox<-kUx>k, k=0

Por exemplo: |4|=4 ; |-4|=4 ; |-6]=6 ; [3-4]=1.

Operacions con Potencias e Raices

As potencias e raices de numeros reais verifican as mesmas propiedades que as de
nameros racionais que xa son cofiecidas:

Potencia _de expofiente natural : multiplicase a base por si

mesma tantas veces como indica o expofiente: n veces
Produto _de potencias _da mesma base : déixase a base e nom nem
{ & da -a =a
simanse os expofientes:
m
. . s o n __ A Nm
Potencia _dunha potencia : multiplicanse os expofientes: (a ) =da
Division de potencias da mesma base : deixase a base e n m n—m
- ~ a +a =a
réstanse os expofentes:
-n n
, N _ 1 ) a b
Potencias de expofiente negativo : a =— ; — = —
a b a
Potencias _de expofiente cero: Toda potencia de base distinta de cero e expofiente

ceroda 1: a’=1 Va0

Definicion _de raiz : Chamamoslle raiz n-ésima (ou de indice n) dun nimero a, e

escribirémolo Q/g a outro nimero r que cumpre: r"=a (fixate que
radicacion e potencia son operacions inversas o que implica que tefian

propiedades semellantes. Q/g chamase radical, e a € o radicando).

Raices equivalentes : n'\q/ a"P = Jq aP

Potencias de expofente fraccionario : «jq aP = a¢
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Propiedades das raices:
W.WZ n,a.b : gzalg : (%)mz n’am : m’%zn.nﬁ

Suma e Resta de radicais:

Radicais Semellantes: son aqueles radicais que despois de simplificados tefien o mesmo

indice e 0 mesmo radicando. Por exemplo: 6-35 e -3.36 ; 7.§12 e §12 .

Para sumar ou restar radicais, xuntamos os que sexan semellantes.

EXERCICIOS:
3.- Calcula todas as raices reais dos seguintes radicais:

e Y 25 ;B2 e ;0 =27
4.- Escribe en forma de radical as seguintes potencias:

73/4 : 5—1/4 : 3—5/7 : 21/3 : 84/3 : 41/2
5.- Escribe en forma de potencia os seguintes radicais:

1 1
V52 ¥, B, = ; e
e’ 2

6.- Extrae todos os factores que se poidan nos seguintes radicais:

Nie ;o Yo o ¥4 21 ¥ ;0 72
/.- Suma os seguintes radicais:

a) 5v2 —1142 + 45 =135 + 442 + 5 = b) 718 ++/50 =342 —+/8 =
c) 4-340 +3f625 - 2-3135 = d) 3-4/27+5.420-7-448 —2.4/45 + 75 =
DY v - S N O o SR R

2 ’18 7 ’8 14 ’ 1 9 , 1
9) J;—“- E-i-? E— h) 21/%4_? 1+E—"/§—Z° 1—a =
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Racionalizacién de radicais:
Racionalizar  unha expresion consiste en eliminar os radicais do denominador,
transformando a expresion noutra equivalente. Hai tres tipos:

a) No denominador s6 hai unha raiz cadrada (ou estd multiplicada por un ndmero):
Multiplicase o numerador e o denominador pola devandita raiz cadrada.

547 547 541 54T
3.47-47 3.(1/7)2 - 3.7 2

5
Exemplo: —_— =
37

b) No denominador s6 hai unha raiz n-esima (ou esta multiplicada por un numero):

1 : : -
Se temos unha raiz 1/_ Multiplicase o numerador e o denominador por VYb"™" .
n
bP

Exemplo: 4 _ w87~ i u i 5575

c) No denominador hai unha suma ou unha resta con raices cadradas: Multiplicase o
numerador e o denominador polo conxugado do denominador.

( Oconxugadode a+b ¢ a-b e viceversa, Lembra (a+b)-(a—b)=a’-b?).

N 6 6-(35 -3) _6.(3£_J§)_6.(3J§_4§)_3£_J§
SO SEe (ohaB)(o6-B) v @7

EXERCICIOS:

8.- Racionaliza e simplifica cando se poida:
2 b) 6 0 3 d) 6
3.410 V30 315 5-43

o 1 0 J1a ) 13410 . 542 —443
41 3.42 -2 S W 521443

a)

9.- Simplifica utilizando as propiedades das potencias:

3°.25.52 o) 3*.16.97 o 152.87 0 (-5)°-(-8)’-(-9)°
9°.4°.5 5°+.3° 6°-10° 15%.20"
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Notacion Cientifica

Dicimos que un numero esté escrito en Notacidn Cientifica cando:

e Est4 descrito mediante dous factores: un numero decimal e unha potencia de 10.
e O numero decimal € maior ou igual que 1 e menor que 10 .

e A potenciade 10 é de expofiente enteiro.

Exemplos:  3,789-10° ; 197107 ; OB9%<IQ® ; 248710’

Utilizanse para describir cantidades moi grandes ou moi pequenas (depende do
signo do expoiiente, positivo para os grandes e negativo para 0s pequenos).

Para multiplicalos ou dividilos, opéranse os decimais por un lado e as potencias de
dez polo outro. Para sumalos ou restalos, debemos primeiro expresalos coa mesma
potencia de dez, para logo agrupar os decimais resultantes. Ao final das operacions,
debemos expresar o resultado en Notaciéon Cientifica. Exemplos:

(9,7-10% - (2,81-10%) = (9,7-2,81) - (10°-10°) = 27,257 - 10" = 2,7257- 10" .

0,015-10° + 5,42-10° = (0,015+5,42) - 10° = 5,435-10°
1,5-10%+5,42-10°% = 6
1,5-10* + 542-10* =(1,5+542) - 10* =543,5-10* = 5,435-10

EXERCICIOS:
13.- Efectla as seguintes operacions. Repasaas logo coa calculadora:
a) (6,4-10°)-(52-107°) = b) (2,52-10%) +(4-107°) =
c) 7,92-10°+3,58.10' = d) 6,43-10"°+8,113-10%-8-10" =

14.- Unha galaxia, que estd a un millon de anos-luz da nosa, achégase a unha
velocidade de 17 km/s.

a) Cantos quilébmetros percorre nun ano? Soluc.: 5,4-10° km; EA<5-10°km; ER<0,9%

b) Cantos anos tardara en chegar & nosa galaxia? soluc.: 1,8-10" anos; EA<5-10°; ER<2,8%

Expresar os resultados en notacion cientifica e dar, en cada caso, cotas do erro
absoluto e do erro relativo cometidos.

15.- Efectta e d& o resultado en notacién cientifica con tres cifras significativas.
Determina tamén, en cada caso, unha cota do erro absoluto e outra do erro relativo
cometidos.

(3.12:10°+7,08-10%)- 8,3-10° . 5,431.10° —6,51.10" + 385.10?
4,32-10° 8,2.10° - 2.10™

a)

(12,5-107—8-109)- (3,5-10‘5+185)
9,2-10°

c)
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Logaritmos. Propiedades

Se a>0 e a=#1, chamase logaritmo en base a de P, e designase log,P o

expofiente ao que hai que elevar a base a para obter P . log,P=x < a*=P.

. 1 1
Exemplos: log,8=3 pois 8=2° ; Iogz§=—3 pois §=2‘3

1 1

= i — 52 . —_——— i —_— -2

log; 25=2 pois 25=5 ; logs >E 2 pois > 5
log,,10000=4 pois 10000=10* ; log 0,001=-3 pois 0,001=10"

Os logaritmos méis utilizados son os de base dez, son os chamados logaritmos decimais.

Como son os mais utilizados, non fai falta pofier o dez na base, sobreenténdese que
cando un logaritmo non leva base, € decimal: log,, P = log P

Propiedades dos logaritmos:
1.- Dous numeros distintos tefien logaritmos distintos.

e Se P#Q = log,P # log,Q .
e Se a>1 e P<Q = log,P < log,Q
2.- O logaritmoda base é 1 : log,a=1 pois a'=a

3.- O logaritmode 1 é 0 : log,1=0 pois a’=1

4.- Logaritmo dun produto : log, P-Q = log, P + log, Q
. L P
5.- Logaritmo dun cociente : |°9a6 = log, P — log, Q
6.- Logaritmo dunha potencia : log, P" = n-log, P
log, P
7.- Cambio de base: log, P %
log, a

Coa axuda da calculadora e coa propiedade do cambio de base, podemos calcular o
logaritmo de calquera nimero na base que se queira:

log19 2,944439

Exemplo: |09319 = |Og3 = m = 2,68

Os logaritmos neperianos son 0s logaritmos que tefien de base o numero €. O seu
nome proven do seu inventor, o escocés John Napier (Neper) (1550 — 1617).

Escribense asf: log. P = InP . R oo

- s . - . ™\ ea)
Os logaritmos mais usados son 0s decimais e 0S neperianos In
(en estudos superiores), por iso tefien tecla propia nas calculadoras:
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

EXERCICIOS:
16.- Acha os seguintes logaritmos (sen usar a calculadora):
a) log,16 ; log,0,25 ; loggl ; log0,01 ; log, 64
1
b) Ine’ : Ine /4 : log. 0,04 : log, 49 : logg | —
) Os 91 Js 216

7

17.- Calcula a base destes logaritmos:

1 1 1
log, 125=3 ; IogX2=E ; |09xz=2 ; log, 0,04=-2 ; Iogx4=3

5VA°

AZ
18.-Sabendo que log; A=1,8 e logsB=2,4, Calcula: a)logs ‘3’ B b) log. 52

19.- Descubre a relacion que hai entre X e Yy, sabendo que se verifica: Iny=2x-1In5.

a?.3o* i e

20.- Desenvolve as seguintes expresions: a) lo b) In
g P ) log =53 ) 5
21.- Achaovalorde X nestas expresions:
a) Inx = In17+1In13 b) logx = log36-1log9
1
c) Inx = 3-In5-2-In10 d) logx = 3-Iog2—5-log25

22.- Ordena de maior a menor os nimeros seguintes (previamente, pasa a notacion
cientifica os que non o estean):

a) 3,27-108% ; 85,7.10% ; 453.10"  b) 1,19-10° ; 0,05-10" ; 2000.107*
23.- Expresa nun so logaritmo e daovalorde A: log5+2-log3—1log4 = logA.

24.-Se A=3,24-10° , B=5,1-10° , C=3,8-10" e D=6,2-10°

A
Calcula [E+ C)- D . Expresa o resultado con tres cifras significativas e da unha

cota do erro absoluto e outra do erro relativo cometidos. “--1lm ---» N

25.- Acha a area da parte coloreada desta figura na que o ’
lado do cadrado mide 1m. Expresa a area en dm® con 1,m

tres cifras significativas e acouta o erro cometido. !

v

26.- A area total dun cubo é 12 cm?. Cal é a area do cilindro inscrito no cubo? D4 o valor exacto.
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TEMA 1: “Os Numeros Reais”

Criterios de avaliacion:

1. Cofiecer os conceptos basicos do campo numérico(recta real, potencias, raices e
logaritmos)
2. Dominar as técnicas basicas do calculo no campo dos niimeros reais

Estandares de aprendizaxe avaliables

1.1. Dados varios numeros, clasificaos nos distintos campos numeéricos
1.2. Interpreta raices e relacionaas coa sta notacion exponencial
1.3. Conece a definicion de logaritmo e interprétaa en casos concretos

2.1. Expresa cun intervalo un conxunto numérico no que intervén unha desigualdade con valor
absoluto

2.2. Opera correctamente con radicais

2.3. Opera con numero “moi grandes” ou “ moi pequenos” valéndose da notacion cientifica e
acoutando o erro cometido

2.4. Aplica as propiedades dos logaritmos en contextos variados

2.5. Utiliza a calculadora para obter potencias , raices, resultados de operacions con numeros
en notacién cientifica e logaritmica
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