LECCION 4. DERIVADAS LATERALES. CONTINUIDAD.

Recordad que f es derivable en x = a si existe el siguiente limite: f'(a) = lim M
T—a T —a

DERIVADAS LATERALES: las derivadas laterales de una funcién en un punto a son los siguientes limites

laterales:
Py -t T I@) e @)~ )

T—a~ r—a z—at r—a

Para que exista f’(a) han de existir ambas derivadas laterales y coincidir. La derivada es ese valor comun.

f'(a™): Pendiente de la tangente
por la izquierda (s)

“P . P 2z” f'(a™) :Pendiente de la tangente

g AN . //b_\ por la derecha (r)

ki P | 12 CASO: No coinciden. 3’ (a)
. - ! Funcién no derivable en a.
/ =a / x=a
22 CASO: Coinciden. f'(a).
PUNTO ANGULOSO = NO PUNTO NO ANGULOSO = DERIVABLE Funcion derivable en a.

DERIVABLE

EJEMPLO 1. Comprobar si la funcion f(x) = |x2 -1 ]es derivable enx = 0 y enx = 1. Representaria.

Por comodidad escribimos la funcion como una funcion definida a trozos. Para ello recuérdese que :
—g(@) si flx)<0
lg(z)| = .
g(x)  si flz) 20
En nuestro caso estudiamos el signo de g(x) = x* — 1 en los intervalos determinados por las raices de
f,queson —1 y +1.

-1 1
| |
Signo g(x)=x?-1 + (‘) ) 0 +
Y por lo tanto:
x?—1 st ox<-—1 x?—1 st o< —1
fla)y=]2* -1 =S ~(a?-1) si —-l<az<l=<-2?+1 si —-l<z<l1
x? -1 st 1<z x2—1 st 1<z

DERIVABILIDAD EN x=0: Como en el intervalo (-1,1) la funcion es polinomica, es derivable. Por lo
tanto f es derivable en x=0.

Como la derivada en el intervalo es f'(x) = —2x, entonces f'(0) = 0.

DERIVAVILIDAD EN x=1: Como el punto x=1 es un punto de cambio de detinicion el estudio no es tan
sencillo. Para comprobar si es derivable tendremos que comprobar que ambas derivadas laterales
coincidan:

_ 1 2 1 — .2 1 _ 1 1
f'(17) = lim m)—={() lim Lloz lim 5’?—+1: lim (x + )(f )
r—1— T — r—1— T — r—1— T — rz—1— €T —

r—1—




flx) — f(1) 2 —-1-0 % —1 . (zx+1D)(z—-1)

f’(1+) = lim ~—%r—"—-*= |lim — = lim = lim
z—1+ r—1 z—1+ x—1 z—=1+ z—1 r—1+ rz—1
= lim+(a: +1)=2
x—1

Como f'(17) # f'(17), la funcién no es derivable en x=1.

Obsérvese como la funcion tiene en x=1 un punto anguloso y por lo
tanto no derivable. Sin embargo en x=0 tenemos un punto no
anguloso y por lo tanto derivable. 2 -1 0

N

Para que una funcién sea derivable, previamente hay que cercionarse de que es continua; esto se debe al
siguiente resultado:

TEOREMA: Si f es derivable en z = a entonces f es continua en z = a.

Demostracion: Como f es derivable en x = a, se sabe que existe el siguiente limite:

T—a T —a
Para ver que f es continua en z = a se debe comprobar que lim f(x) = f(a), 0 lo que es lo mismo,
r—a
comprobar que:

lim (f(2) - f(a) = 0

Tr—a

Pero esto es cierto, ya que:

lim (f(2) — f(a)) = lim (z —a) = lim f@) =) (z—a)=f(a)-0=0

—a Tr—a T—a T —a r—a

Por lo que f es continua en z = a.

NOTA: el reciproco no se verifica, una funcion continua en un punto no tiene por qué ser derivable en dicho
punto.

INTERPRETACION GEOMETRICA: que una funcién sea derivable en 2 = a significa que es continua
(ramas enganchen bien) y que ademas en ese punto no se forma ningtin pico (punto anguloso)

Sin embargo, si se forma un pico hay un cambio de tangente en ese punto (ver seccién anterior) por lo que las
derivadas laterales no coinciden y la funcién no seria derivable.

Ejemplo A Ejemplo B Ejemplo C

/

CONTINUA NO CONTINUA CONTINUA
(pero NO DERIVABLE) (y. por tanto, NO DERIVABLE) y DERIVABLE
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En la pagina anterior tenemos un ejemplo de funcién no derivable en x = 1 pero si continua en dicho punto.



Esta relacion entre derivabilidad y continuidad tiene consecuencias muy importantes. Una de ellas es que si
estudiamos la derivabilidad de una funcién en punto podemos evitar el farragoso procedimiento visto en el

ejemplo 1 que impica calcular las derivadas laterales como limites.

METODOS PARA ESTUDIAR LA DERIVABILIDAD DE UN FUNCION DEFINIDA A TROZOS EN
EL PUNTO DE CAMBIO DE DEFINICION:

Dada una funcion

fla) = {fl(x) si z<a

fa(z) si a<cx

con f1y fo derivables en un entorno de a, entonces podemos estudiar la derivabilidad de la funcién f en
x = a de la siguiente manera:

1. Estudiar la continuidad de f en x = a comprobando si se verifica:

fla) = lim f(z)= lim f(x)

T—a~ z—at

Si f es discontinua en x = a no puede ser derivable en z = a.
Si f es continua en x = a pasamos al siguiente apartado.

2. Estudiar la derivabilidad de f en x = a. Derivamos f en los puntos distintos de a

() = {f{(z) si r<a

fix) si a<zx

Si f'(a”) = f1(a) coincide con f’(a™) = f4(a) entonces serd derivable. Si no coinciden, no serd
derivable.

EJEMPLO 2. Comprobar si la funcion

es derivable en x = 1.

2
Las funciones f,(x) = —x> + 3 y fo(x) = = son derivables en todo su dominio por ser la primera
i

polindmica y la segunda racional. Por lo tanto, son derivables en un entorno de a.

1) Continuidad en x=1: Hay que comprobar que: f(1) = lim f(z) = lim_ f(z)
T—1- z—1
f)=—1*+3=2

lim f(x)= lim (—2*+3)=-1>+3=2

r—1— r—1—

i f@) = Tim 2 =2
1m r)= llm — =

r—1+ z—1t &

Por lo que f es continuaenx = 1.

2) Derivabilidad en x=1: Hay que comprobar que : f'(17) = f'(17)

f'(zw:{if“’ vl

- st 1l<x

Tenemos entonces que:




f17)=-21= 2 Fat) = =2

Como f'(17) = f'(17), la funcidn es derivable enx = 1. 2
J2

NOTA: este método es mas sencillo que el visto en el ejemplo 1, pero es importante comprobar primero la
continuidad. En dicho caso la funcion no seria continua y por lo tanto no derivable.

EJEMPLO 3. Si al estudiar la derivabilidad de la funcion:

2
L +1 si <0 ,
r)=< 2 \
f(@) {2 st 0<z \, 2

se nos olvidard estudiar la continuidad en x=0 previamente y ~
pasdsemos al 2° paso obtendriamos

f,@:{x i oo >

0 s2 0<z

Se tendria entonces que: f'(0~) = 0 = f'(0") lo que nos podria llevar a decir que dicha funcion es
derivable en x=0. Pero realmente no lo es, pues no es continua en x=0. De hecho, siendo estrictos, al
no ser continua no seria cierto que f'(07) = 0 o que f'(07) = 0.

EJEMPLO 4 (SELECTIVIDAD 2019). Calcular a y b para que la funcion

fla) = {lnx sz: z € (0,¢€

ar+b si x € (e,00)

sea derivable en © = e.

Las funciones f1(x) = Inx y fo(x) = ax + b son derivables en todo su dominio por ser logaritmica la
primera y polindmica la segunda. Por lo tanto son derivables en un entorno de x = e.

1) Continuidad en x=e: Para ser continua debe verificarse: f(e) = lim f(z) = lim f(z)

T—e— r—et
fle)=Ine=1 7 7

lim f(z)= lim Inx =Ine=1
Tr—e™ r—e~

lim f(z) = lim (ax+b)=a-e+b

rz—et rz—et

Se deduce entonces: a-e+b=1

2) Derivabilidad en x=e: Para ser derivable tiene que verificarse: f'(e”) = f'(e™)

f(a:):{ si x € (0,e)

z
a si x€(e,00)




Tenemos entonces que:

1
Se deduce entonces: a = —.
e

] 1
SOLUCION: a = =~ y b =0
(&

Sustituyendo el valor obtenido para a en la ecuacion obtenida en el apartado 1) deducimos:

1
a-e+b=1=—-—e+b=1=14+b=1=0=0
e

ety =a

EJERCICIOS

1. Determinar si las siguientes funciones son derivables en los puntos dados:

z+1 siz<l1

enzx=1
2x siz>1
V3r—5 siz <3
enx =3
sixz >3

—bSr+17 six <2
2r+ 3

r—1

enx =2
six > 2

In(2x +5) siz< -2

enx ey —2
sin(2e +4) six > -2

.

R

]
o

3x+1 .
{ T Sz Slepyp—1

2e37—3 six>1

x? siz <1
b)f(x): enz =1
3r—2 sizx>1
V2r+1 six <2
d)f 3 enx =2
—x+— six>2
\/3 V5
23:-1—6 six§—3
f) r(x) % + 5 . 3enx:—3
six > —
x+2
3
z+4 siz <0
h) f(z) = z+1 enx =0
1
——x+2 sixz>0
4
In(2x —4) siz <25
Dh 9p 5 ‘ >25enx:2,5
2x — 4 St ’

2. Determina el valor de los parametros a y b para que las siguientes funciones sean derivables en el punto

dado:
1 .
siz <1 _1
D) fa) = d 7 i1 en z =
ar+b sixz>1
In(z2+1) siz<l1
c)f(a;): ( ) ~ enx=1
ar +b siz>1
22 4+3 siz<l1
enx =1

©) f(z) = ax +b

siz>1
r+1

2 + 2 .
b) siz <1 _1
fla)=1 w+1 en @ =
ar+b siz>1
22 +5 siz <2
d)f(x): ~ enx =2
ar+b six > 2
ae?*+3 siz < -1
B fz) = eng = —1

bx+ (b+3) sixz>-1



SOL:a)Sol:a=—-1/4, b=3/4;b);Sol:a =0,b=2;c)Sol:a=1,b=1n2—1;d)Sol:a =2/3,b=5/3
;€)Sol:a=3,b=1;f)Sol:a=3/e;b=6

3. Escribe una funcién definida a trozos que no sea derivable en = = 3 pero si continua.

4. Determina una funcién con un punto anguloso en x=1 y una discontinuidad de salto en x=2.

5. ;Cuantas veces es derivable en 0 la funcién f(x) = |z|z? ¢Y la funcién f(z) = |z|2?. ;Y la funcién
f(x) = |z|«"™ con n ndmero natural?
















Ejemplo B Ejemplo C

x=a

CONTINUA NO CONTINUA CONTINUA
(pero NO DERIVABLE) (y, por tanto, NO DERIVABLE) y DERIVABLE
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LECCIÓN 4. DERIVADAS LATERALES. CONTINUIDAD. 



Recordad que TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es derivable en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       si existe el siguiente límite: TexMaths12§display§f'(a)=\lim_{{x }\rightarrow a} \frac{f(x)-f(a)}{x-a}§svg§600§TRUE§                                                  



DERIVADAS LATERALES: las derivadas laterales de una función en un punto TexMaths12§display§a§svg§600§TRUE§   son los siguientes límites laterales:  

TexMaths12§display§f'(a^-)=\lim_{{x }\rightarrow a^-} \frac{f(x)-f(a)}{x-a} \quad \qquad f'(a^+)=\lim_{{x }\rightarrow a^+} \frac{f(x)-f(a)}{x-a}§svg§600§TRUE§                                                                                                            



Para que exista TexMaths12§display§f’(a)§svg§600§TRUE§           han de existir ambas derivadas laterales y coincidir. La derivada es ese valor común. 



		PUNTO ANGULOSO = NO DERIVABLE

		PUNTO NO ANGULOSO = DERIVABLE

		TexMaths12§display§f’(a^-) §svg§600§TRUE§             : Pendiente de la tangente por la izquierda (s)



 TexMaths12§display§f’(a^+) : §svg§600§TRUE§               Pendiente de la tangente por la derecha (r) 



1º CASO: No coinciden. TexMaths12§display§\nexists f'(a)§svg§600§TRUE§            

Función no derivable en a.



2º CASO: Coinciden. TexMaths12§display§f'(a)§svg§600§TRUE§          .

Función derivable en a. 







EJEMPLO 1. Comprobar si la función TexMaths12§display§f(x)= \left\lvert x^2-1 \right\rvert§svg§600§TRUE§                          es derivable en TexMaths12§display§x = 0§svg§600§TRUE§       y en TexMaths12§display§x = 1§svg§600§TRUE§      . Representarla. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Por comodidad escribimos la función como una función definida a trozos. Para ello recuérdese que :

TexMaths12§latex§\[\left\lvert g(x) \right\rvert =
\begin{cases} 
-g(x) & si \quad f(x) < 0 \\
g(x) & si \quad  f(x) \geq 0
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                                                  

En nuestro caso estudiamos el signo de TexMaths12§display§g(x)=x^2-1§svg§600§TRUE§                   en los intervalos determinados por las raíces de TexMaths12§display§f,§svg§600§TRUE§     que son  TexMaths12§display§-1 §svg§600§TRUE§     y  TexMaths12§display§+1§svg§600§TRUE§    .

 −1 

 1 



    

   + 

 - 

 + 

 0  

 0  

 Signo g(x)=x2−1  





Y por lo tanto:

TexMaths12§latex§\[ f(x)=\left\lvert x^2-1 \right\rvert =
\begin{cases} 
x^2-1& si \quad x \leq -1 \\
-(x^2-1) & si \quad  -1 < x <1 \\
x^2-1& si \quad 1 \leq x
\end{cases}

 \]§svg§600§TRUE§                                                                                                           TexMaths12§latex§ = \begin{cases} 
x^2-1& si \quad x \leq -1 \\
-x^2+1 & si \quad  -1 < x <1 \\
x^2-1& si \quad 1 \leq x
\end{cases}§svg§600§TRUE§                                                                            



DERIVABILIDAD EN x=0: Como en el intervalo (-1,1) la función es polinómica, es derivable. Por lo tanto f es derivable en x=0. 



Como la derivada en el intervalo es TexMaths12§display§f’(x)=-2x§svg§600§TRUE§                   , entonces TexMaths12§display§f’(0)=0§svg§600§TRUE§               .



DERIVAVILIDAD EN x=1: Como el punto x=1 es un punto de cambio de definición el estudio no es tan sencillo. Para comprobar si es derivable tendremos que comprobar que ambas derivadas laterales coincidan: 



TexMaths12§latex§\begin{align*}
f'(1^-)=&\lim_{{x }\rightarrow 1^-} \frac{f(x)-f(1)}{x-1} = \lim_{{x }\rightarrow 1^-} \frac{-x^2+1-0}{x-1} = \lim_{{x }\rightarrow 1^-} \frac{-x^2+1}{x-1} =\lim_{{x }\rightarrow 1^-} \frac{-(x+1)(x-1)}{x-1} \\ = 
&\lim_{{x }\rightarrow 1^-} -(x+1)=-2
\end{align*}§svg§600§TRUE§                                                                                                                                                                                                              

TexMaths12§latex§\begin{align*}
f'(1^+)=&\lim_{{x }\rightarrow 1^+} \frac{f(x)-f(1)}{x-1} = \lim_{{x }\rightarrow 1^+} \frac{x^2-1-0}{x-1} = \lim_{{x }\rightarrow 1^+} \frac{x^2-1}{x-1} =\lim_{{x }\rightarrow 1^+} \frac{(x+1)(x-1)}{x-1} \\ = 
&\lim_{{x }\rightarrow 1^+} (x+1)=2
\end{align*}§svg§600§TRUE§                                                                                                                                                                                                    



Como TexMaths12§display§f'(1^-)\ne f’(1^+)§svg§600§TRUE§                             , la función no es derivable en x=1.



Obsérvese como la función tiene en x=1 un punto anguloso y por lo tanto no derivable. Sin embargo en x=0 tenemos un punto no anguloso y por lo tanto derivable. 





Para que una función sea derivable, previamente hay que cercionarse de que es continua; esto se debe al siguiente resultado:



TEOREMA: Si TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es derivable en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       entonces TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es continua en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§      .



		Demostración: Como TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es derivable en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§      , se sabe que existe el siguiente límite:



TexMaths12§display§f'(a)=\lim_{{x }\rightarrow a} \frac{f(x)-f(a)}{x-a}§svg§600§TRUE§                                                  



Para ver que TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es continua en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       se debe comprobar que TexMaths12§display§\lim_{{ x}\rightarrow a} f(x) = f(a)§svg§600§TRUE§                              , o lo que es lo mismo, comprobar que:

TexMaths12§display§\lim_{{ x}\rightarrow a}( f(x) -f(a)) = 0§svg§600§TRUE§                                      



Pero esto es cierto, ya que:

TexMaths12§display§\lim_{x \to a}\left( f(x)-f(a)\right) = \lim_{x \to a}\frac{f(x)-f(a)}{x-a}(x-a)=\lim_{x \to a}\frac{f(x)-f(a)}{x-a}\cdot\lim_{x \to a}(x-a)=f'(a)\cdot 0=0§svg§600§TRUE§                                                                                                                                                                        



Por lo que TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es continua en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§      .









NOTA: el recíproco no se verifica, una función continua en un punto no tiene por qué ser derivable en dicho punto. 



INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA: que una función sea derivable en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       significa que es continua (ramas enganchen bien) y que además en ese punto no se forma ningún pico (punto anguloso)



Sin embargo, si se forma un pico hay un cambio de tangente en ese punto (ver sección anterior) por lo que las derivadas laterales no coinciden y la función no sería derivable.







En la página anterior tenemos un ejemplo de función no derivable en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§       pero si continua en dicho punto.



Esta relación entre derivabilidad y continuidad tiene consecuencias muy importantes. Una de ellas es que si estudiamos la derivabilidad de una función en punto podemos evitar el farragoso procedimiento visto en el ejemplo 1 que impica calcular las derivadas laterales como límites.



MÉTODOS PARA ESTUDIAR LA DERIVABILIDAD DE UN FUNCIÓN DEFINIDA A TROZOS EN EL PUNTO DE CAMBIO DE DEFINICIÓN:



Dada una función

 TexMaths12§latex§\[f(x) =
\begin{cases} 
f_1(x) & si \quad x \leq a \\
f_2(x) & si \quad  a < x 
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                                    



con TexMaths12§display§f_1§svg§600§TRUE§     y TexMaths12§display§f_2§svg§600§TRUE§     derivables en un entorno de TexMaths12§display§a§svg§600§TRUE§  , entonces podemos estudiar la derivabilidad de la función TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       de la siguiente manera:



		Estudiar la continuidad de TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       comprobando si se verifica:







TexMaths12§display§f(a)=\lim_{{ x}\rightarrow a^-}f(x) =\lim_{{ x}\rightarrow a^+}f(x)§svg§600§TRUE§                                                        



Si TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es discontinua en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       no puede ser derivable en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§      .

Si TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   es continua en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§       pasamos al siguiente apartado.



		Estudiar la derivabilidad de TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   en TexMaths12§display§x=a§svg§600§TRUE§      . Derivamos TexMaths12§display§f§svg§600§TRUE§   en los puntos distintos de TexMaths12§display§a§svg§600§TRUE§  





TexMaths12§latex§\[f'(x) =
\begin{cases} 
f_1'(x) & si \quad x  < a \\
f_2'(x) & si \quad  a < x 
\end{cases}\]
§svg§600§TRUE§                                                          



Si TexMaths12§display§f’(a^-)=f_1'(a)§svg§600§TRUE§                           coincide con TexMaths12§display§f’(a^+) =f_2'(a)§svg§600§TRUE§                           entonces será derivable. Si no coinciden, no será derivable.  



EJEMPLO 2. Comprobar si la función

 TexMaths12§latex§\[f(x) =
\begin{cases} 
-x^2+3 & si \quad x \leq 1 \\
\frac{2}{x} & si \quad  1< x 
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                                 

es derivable en x = 1. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Las funciones TexMaths12§display§f_1(x)=-x^2+3§svg§600§TRUE§                       y TexMaths12§display§f_2(x)=\frac{2}{x}§svg§600§TRUE§                   son derivables en todo su dominio por ser la primera polinómica y la segunda racional.  Por lo tanto, son derivables en un entorno de a . 



1) Continuidad en x=1: Hay que comprobar que:  TexMaths12§display§f(1)=\lim_{{ x}\rightarrow 1^-}f(x) =\lim_{{ x}\rightarrow 1^+}f(x)§svg§600§TRUE§                                                        

TexMaths12§display§f(1)=-1^2+3 =2§svg§600§TRUE§                        



TexMaths12§display§\lim_{{ x}\rightarrow 1^-}f(x) = \lim_{{ x}\rightarrow 1^-} (-x^2+3)=-1^2+3=2§svg§600§TRUE§                                                                    



TexMaths12§display§\lim_{{ x}\rightarrow 1^+}f(x) =\lim_{{ x}\rightarrow 1^+}\frac{2}{x} =2§svg§600§TRUE§                                                



Por lo que TexMaths12§display§f §svg§600§TRUE§  es continua en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      .



2) Derivabilidad en x=1:  Hay que comprobar que : TexMaths12§display§f'(1^-)
=f’(1^+)§svg§600§TRUE§                          



TexMaths12§latex§\[f'(x) =
\begin{cases} 
-2x & si \quad x  < 1 \\
\frac{-2}{x^2} & si \quad  1 < x 
\end{cases}\]
§svg§600§TRUE§                                                  

Tenemos entonces que:

TexMaths12§display§f’(1^-)=-2\cdot 1=-2 \qquad \qquad f’(1^+)=\frac{-2}{1^2}=-2§svg§600§TRUE§                                                          



Como TexMaths12§display§f'(1^-)
=f’(1^+)§svg§600§TRUE§                           , la función es derivable en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      .













NOTA: este método es más sencillo que el visto en el ejemplo 1, pero es importante comprobar primero la continuidad. En dicho caso la función no sería continua y por lo tanto no derivable.



EJEMPLO 3 . Si al estudiar la derivabilidad de la función:



TexMaths12§latex§\[f(x) =
\begin{cases} 
\frac{x^2}{2}+1 & si \quad x < 0 \\
2 & si \quad  0\leq x 
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                              



se nos olvidará estudiar la continuidad en x=0 previamente y pasásemos al 2º paso obtendríamos 



TexMaths12§latex§\[f'(x) =
\begin{cases} 
x & si \quad x < 0 \\
0 & si \quad  0\leq x 
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                      



Se tendría entonces que: TexMaths12§display§f’(0^-)=0=f’(0^+)§svg§600§TRUE§                               lo que nos podría llevar a decir que dicha función es derivable en x=0.  Pero realmente no lo es, pues no es continua en x=0 . De hecho, siendo estrictos , al no ser continua no sería cierto que  TexMaths12§display§f’(0^-)=0§svg§600§TRUE§                 o que TexMaths12§display§f’(0^+) =0.§svg§600§TRUE§                  





EJEMPLO 4 (SELECTIVIDAD 2019). Calcular a y b para que la función 



 TexMaths12§latex§\[f(x) =
\begin{cases} 
\ln x& si \quad x \in  (0,e] \\
ax+b& si \quad  x\in (e,\infty)
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                                              

sea derivable en  TexMaths12§display§x=e§svg§600§TRUE§      .

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Las funciones TexMaths12§display§f_1(x)= \ln x §svg§600§TRUE§                   y TexMaths12§display§f_2(x)=ax+b §svg§600§TRUE§                     son derivables en todo su dominio por ser logarítmica la primera y polinómica la segunda. Por lo tanto son derivables en un entorno de TexMaths12§display§x=e§svg§600§TRUE§      .



1) Continuidad en x=e: Para ser continua debe verificarse:  TexMaths12§display§f(e)=\lim_{{ x}\rightarrow e^-}f(x) =\lim_{{ x}\rightarrow e^+}f(x)§svg§600§TRUE§                                                        

TexMaths12§display§f(e)=\ln e =1§svg§600§TRUE§                    



TexMaths12§display§\lim_{{ x}\rightarrow e^-}f(x) = \lim_{{ x}\rightarrow e^-} \ln x=\ln e=1§svg§600§TRUE§                                                        



TexMaths12§display§\lim_{{ x}\rightarrow e^+}f(x) =\lim_{{ x}\rightarrow e^+} (ax+b) =a\cdot e +b §svg§600§TRUE§                                                              



Se deduce entonces:  TexMaths12§display§a\cdot e +b= 1§svg§600§TRUE§              



2) Derivabilidad en x=e:  Para ser derivable tiene que verificarse:  TexMaths12§display§f'(e^-)
=f’(e^+)§svg§600§TRUE§                          

 TexMaths12§latex§\[f(x) =
\begin{cases} 
\frac{1}{x}& si \quad x \in  (0,e) \\
a& si \quad  x\in (e,\infty)
\end{cases} \]
§svg§600§TRUE§                                                        



Tenemos entonces que: 

TexMaths12§display§f'(e^-)= \frac{1}{e}
 \qquad \qquad f’(e^+)=a§svg§600§TRUE§                                    

Se deduce entonces:  TexMaths12§display§a=\frac{1}{e}§svg§600§TRUE§          .

 

Sustituyendo el valor obtenido para a en la ecuación obtenida en el apartado 1) deducimos:



TexMaths12§display§a\cdot e +b= 1 \Rightarrow \frac{1}{e} \cdot e +b=1 \Rightarrow 1+b=1 \Rightarrow b=0§svg§600§TRUE§                                                      



SOLUCIÓN:  TexMaths12§display§a=\frac{1}{e}§svg§600§TRUE§           y  TexMaths12§display§b=0§svg§600§TRUE§      





EJERCICIOS



		Determinar si las siguientes funciones son derivables en los puntos dados:







						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
x^2 + 1 & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
2x & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]
§svg§600§TRUE§                                                 en  TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
x^2 & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
3x - 2 & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                 en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      











						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\sqrt{3x - 5} & \text{si } x \leq 3 \\[6pt]
x - 1 & \text{si } x > 3
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                       en TexMaths12§display§x=3§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\sqrt{2x + 1} & \text{si } x \leq 2 \\[6pt]
\displaystyle \frac{1}{\sqrt{5}}x + \frac{3}{\sqrt{5}} & \text{si } x > 2
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                             en TexMaths12§display§x=2§svg§600§TRUE§      











						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
-5x + 17 & \text{si } x \leq 2 \\[6pt]
\displaystyle \frac{2x + 3}{x - 1} & \text{si } x > 2
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                     en TexMaths12§display§x=2§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
e^{2x + 6} & \text{si } x \leq -3 \\[6pt]
\displaystyle \frac{2x + 5}{x + 2} & \text{si } x > -3
\end{cases}
\]
§svg§600§TRUE§                                                                       en TexMaths12§display§x=-3§svg§600§TRUE§        











						TexMaths12§latex§\[
g(x) =
\begin{cases}
\ln(2x + 5) & \text{si } x \leq -2 \\[6pt]
\sin(2x + 4) & \text{si } x > -2
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                           en TexMaths12§display§x=-2§svg§600§TRUE§        









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\sqrt{\dfrac{3x + 4}{x + 1}} & \text{si } x \leq 0 \\[6pt]
-\dfrac{1}{4}x + 2 & \text{si } x > 0
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                           en TexMaths12§display§x=0§svg§600§TRUE§      











						TexMaths12§latex§\[
g(x) =
\begin{cases}
\sqrt{\dfrac{3x + 1}{x}} & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
2e^{3x - 3} & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                     en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
h(x) =
\begin{cases}
\ln(2x - 4) & \text{si } x \leq 2{,}5 \\[6pt]
\displaystyle \frac{2x - 5}{2x - 4} & \text{si } x > 2{,}5
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                                   en TexMaths12§display§x=2,5§svg§600§TRUE§          











				







				















		Determina el valor de los parámetros a y b para que las siguientes funciones sean derivables en el punto dado:







						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\displaystyle \frac{1}{x + 1} & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
ax + b & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                       en  TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\displaystyle \frac{2x + 2}{x + 1} & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
ax + b & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                             en  TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      











						TexMaths12§latex§
\[
f(x) =
\begin{cases}
\ln(x^2 + 1) & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
ax + b & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]

§svg§600§TRUE§                                                             en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\sqrt{x^2 + 5} & \text{si } x \leq 2 \\[6pt]
ax + b & \text{si } x > 2
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                         en TexMaths12§display§x=2§svg§600§TRUE§      











						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
\sqrt{x^2 + 3} & \text{si } x \leq 1 \\[6pt]
\displaystyle \frac{ax + b}{x + 1} & \text{si } x > 1
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                     en TexMaths12§display§x=1§svg§600§TRUE§      









						TexMaths12§latex§\[
f(x) =
\begin{cases}
ae^{2x + 3} & \text{si } x \leq -1 \\[6pt]
bx + (b + 3) & \text{si } x > -1
\end{cases}
\]§svg§600§TRUE§                                                                     en TexMaths12§display§x=-1§svg§600§TRUE§        















SOL: a) Sol : TexMaths12§display§a=-1/4§svg§600§TRUE§             ,  TexMaths12§display§b=3/4§svg§600§TRUE§           ; b); Sol: TexMaths12§display§a=0§svg§600§TRUE§      , TexMaths12§display§b=2§svg§600§TRUE§      ; c) Sol: TexMaths12§display§a=1§svg§600§TRUE§      , TexMaths12§display§b=\ln 2 - 1§svg§600§TRUE§              ; d) Sol: TexMaths12§display§a=2/3§svg§600§TRUE§           , TexMaths12§display§b=5/3§svg§600§TRUE§           ; e) Sol: TexMaths12§display§a=3§svg§600§TRUE§      , TexMaths12§display§b=1§svg§600§TRUE§       ; f) Sol: TexMaths12§display§a= 3/e§svg§600§TRUE§           ; TexMaths12§display§b= 6§svg§600§TRUE§      





		Escribe una función definida a trozos que no sea derivable en TexMaths12§display§x=3 §svg§600§TRUE§       pero si continua.







		Determina una función con un punto anguloso en x=1 y una discontinuidad de salto en x=2.







		¿Cuántas veces es derivable en TexMaths12§display§0§svg§600§TRUE§   la función TexMaths12§display§f(x)=|x|x§svg§600§TRUE§                  ? ¿Y la función fTexMaths12§display§(x)=|x|x^2§svg§600§TRUE§                  ?. ¿Y la función TexMaths12§display§f(x)=|x|x^n§svg§600§TRUE§                     con TexMaths12§display§n§svg§600§TRUE§   número natural?











 







LECCION 4. DERIVADAS LATERALES. CONTINUIDAD.
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