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Tema 0. CALCULO VECTORIAL. MECANICA CLASICA
1. CALCULO VECTORIAL
1.1 INTRODUCCION

e Magnitud: propiedad de un cuerpo que es posible cuantificar.
e Magnitud escalar: definida por un nimero y su unidad.
¢ Magnitud vectorial: definida por un vector

— Vector: ente matematico definido como segmento de recta orientado.
Médulo: proporcional a la longitud del segmento AB
Direccion: recta en la que se encuentra.
Sentido: indicado por la punta de la flechaen B
Punto de aplicacién: punto A

O O O O

1.2 SUMAY RESTA DE VECTORES
e Suma: vector diagonal saliente del paralelogramo que forman los vectores

que se suman.

/ o Resta: la otra diagonal del mimo paralelogramo.

t=F—35=7+ (-3

/\

t = resultante ; ©'yS = componentesdelvectort

1.3 DESCOMPOSICION DE UN VECTOR. COMPONENTES CARTESIANAS
e Ladescomposicion vectorial es el proceso inverso a la suma: conocido un vector, se trata de encontrar otros

gue, sumados, den el primero.
- - - - - - = - -
¢ Si consideramos el sistema de referencia en coordenadas cartesianas, cualquier vector r se puede escribir

como:
_ A En 2D (planoXY): ¥ =7, + 7,
7 7
En3D: 7 =7 +7, +7,
l
ol 7 B

1.4 VECTOR UNITARIO

Vector de médulo la unidad que define una orientacion y un sentido positivo: u, = 7

donde |7#| = r es el modulo del vector 7

|%¢

- -

Asi: 7 =7 - u,

=T U =T l=x-1
Las componentes cartesianas:) 1, = 13, - U,, = ry J=y-J
nL=r,u,=1-k=zk

-

donde X, y, z son las proyecciones del vector 7 sobre los tres ejes de coordenadas cartesianas, e 7, J, k los
vectores unitarios de dichos ejes. Asi:
r=x-1+y-J+z-k o 7 =(xy2z2)

Mddulo de un vector: 7 = /12 + 12 +12 o 7 =.x%+y?2+2z2

Suma: t =7+5=(r,+s)l+ (ry + sy)] + (1, + sk

En 2D (plano XY) podemos comprobar que:

X=r-CoS 4 7 =1 (cosOT + senby)
y=r-send

1
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1.5 PRODUCTO ESCALAR Y VECTORIAL
Producto escalar: 7 -5 = |F] - |S| - cos «

T
e7-3=0si|#1=0,]5]=060=90° C-7=0,]-k=07-k=0

En coordenadas cartesianas: 7S =1 - Sy + 1, S, + 1, S,

Producto vectorial: 7 X § = £ tal que: || = |7] - |S] - sen «

. . e direccion: perpendicular al plano que contienea 7y a 7
e sentido: avance del sacacorchos al girar del primero () al segundo (S) por el

o “"”Xb' camino mas corto (o “regla de la mano izquierda™)
= Propiedades: ¢ 7# X § = —§ X 7
« [Fx3=0 si [f|=0,]5|=06a=0 (xT=jx]=kxk=0)
fI_, e FxE =718 si 0=90° Gx[=kjxk=1kxI=])
s Mool W o |[FxS|=—|F]]|S| si a=-90°

- - > > 7
En coordenadas cartesianas: 7 X § = (1,5, — 1,5, )T — (1S, — 1,5,)] + (s — 15, )k

y
- = -
l J k
O mediante el determinante: 7# X § = [r, 7, 1,
Sx Sy Sz

1.6 MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO A UN PUNTO
Momento del vector ¥ respecto al punto O:

EVE - -
My=7Xv

El vector ¥ esun vector deslizante. Sumomento no depende del
punto de aplicacion sobre la recta soporte.

|ﬁ(;| =r-v-senx=d-v
siendo d la distancia minima desde O hasta el punto de aplicacién
de v.
m tiene direccion perpendicular al plano que contiene a O y a ¥ y sentido del avance del sacacorchos de 7 a
¥ por el camino mas corto.

2. CINEMATICA

2.1 FUNCIONES VECTORIALES. DERIVACION E INTEGRACION
Funciones vectoriales: las magnitudes vectoriales, al igual que las escalares, pueden ser funciones
dependientes de un escalar. En Fisica este escalar suele ser el tiempo (t):

V=0(t)=v, - T+v,-J+v, -k
Asi, al darle diferentes valores a t, se obtienen diferentes vectores. Si las funciones vx(t), vy(t) y v,(t) son
continuas, el vector ¥ describira una curva continua en el espacio.
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Derivacion e integracion de funciones vectoriales:

AV dugs , AUy L dUp 7
e Derivacion: — = —=1+ — —Zk
dt dt T at J T dt

e Integracion: fotﬁ(t)dt = fot v, (t)dt - ?+f0t v, (t)dt -+ fot v,()dt - k

2.2 CINEMATICA DEL PUNTO MATERIAL
Cinemaética: estudia el movimiento de los cuerpos independientemente de las causas que lo producen.
Punto material: objeto con masa, pero sin dimensiones, que no puede rotar.
Movimiento: cambio de posicién de un punto material con respecto a un sistema de referencia (S.R.) que
consideramos fijo.

Trayectoria: camino seguido por el mdvil en su desplazamiento.

s = s(t)
Vector de posicion: vector que tiene por origen el del sistema de
referencia y como extremo la posicién del movil.
El movimiento de una particula estaria completamente definido
mediante el vector de posicidn o ecuacion vectorial del movimiento:

7= x(O)T+y@)] + z(Dk
Vector desplazamiento: vector que tiene por origen la posicion
inicial del mévil y por extremo la posicién final.

y

V1
Y2

A‘I" = ?2 - ?1
Si el movil se desplaza en linea recta, sin cambiar el sentido del movimiento, el mddulo del vector
desplazamiento coincidird con la distancia recorrida:

|Ar| = As = trayectoria rectilinea
|Ar| # As = trayectoria curvilinea

2.3 VELOCIDAD
La velocidad expresa el cambio de posicion de un cuerpo con respecto al tiempo.
Velocidad media de un movil en un intervalo de tiempo (t, t+4t):

P+ A7) 7)) —T(t) AP

m At At At
Velocidad instantanea (o velocidad) de un mdvil en el instante t: es la velocidad en cada punto de la

-

B A7 d7
V=V, = lim—=—
E7 Ats0 At dt
Si conocemos la trayectoria del mavil, se define:
Celeridad (o rapidez) media: médulo de la velocidad media.

. As
Uy = |Um| = A_t
Celeridad (o rapidez) instantanea: médulo de la velocidad instantanea.
> . As ds
v=|v|=lim—=—=
At—0 At dt
- Componentes cartesianas de la velocidad:
, dr(t) dx(t), dy(t), dz(@). e R >
v(t) = FTRARPT r+ TR + T k=v,()T+v,(t)] +v,(Dk

- Mddulo de la velocidad: v = /v + vi + v2
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2.4 ACELERACION
La aceleracion expresa el cambio de velocidad (en médulo o en direccion) con respecto al tiempo.
. Aceleracion media:

¥ Vl - - -
vi Av v, —v;
\Z e .. Wm= =
SNV = Va-Vi

T At At

Aceleracién instantanea (o aceleracion) del mavil en el instante t:

representa la rapidez en el cambio de la velocidad con respecto al
tiempo.

. AV dv d*F
a=lim—=—=—
At-> At dt  dt
- Componentes cartesianas de la aceleracion:

L dB)  du(t), dv (D). du(t) - A A .
a(t) = TR L+ T + T k=a,()T+a,()]+a,(O)k
_dv, d’x  dv, d% dv, d’z

T T a ™ T ar T de ' T dr T dt

- Médulo de la aceleracion: : a = ./aZ + a} + aZ

Componentes intrinsecas de la aceleracion:
tangente y la normal a la trayectoria en cada punto. Es intrinseco al propio movimiento de la particula.
o Componente tangencial: definida por el vector unitario i,
o Componente normal: definida por el vector unitario i,

De esta manera, las componentes intrinsecas de la aceleracion son la aceleracion normal y la aceleracion
tangencial.

V()

&=at+&n=at'at+an'an

N Como ¥ = v - U,
L dB dv_  di,
CTE e T
Al
vd—at—vd—ﬁt ds  ,du, v*® _

= —_— =P —=—UuU
dt ds dt ds R "

donde R es el radio de curvatura.
O ; X(+) OBSERVACION: si el movimiento es rectilineo, el término

du . .. ., . .,
d—tt es nulo. Si el movimiento es curvilineo, la direccion de

U, cambia continuamente.
-z . - d S
Aceleracion tangencial: a; = d—:ut

e Tiene la direccion de 1, es decir, es tangente a la trayectoria en cada punto.

e Caoincide con el vector velocidad en direccion. Mismo sentido si el movimiento es acelerado y sentido
opuesto si es decelerado.

e Sia;=0 = v=cte = movimiento uniforme
e Sia:=cte = movimiento uniformemente acelerado (o decelerado)
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Aceleracion normal (o centripeta): d,, = %ﬁn
e Tiene la direccion de 1, es decir, es perpendicular a la trayectoria en cada punto.
e Esta debida a los cambios en la direccién del movil.
e Su sentido es cara al centro de la curva.
e Sia,=0 = R = o = movimiento rectilineo
e Sia,=cte = R=cte = movimiento circular

RESUMEN:
hcd - hd b - dv — 172 —
a=at+an=at'ut+an'un=aut+?un
a= /a? + a2
2.5 ESTUDIO DE MOVIMIENTOS
d d
' dt dt
jRecordar! 7(t) 2 0) 2 Q)
[dt [dt

Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU): a=0 = v =cte
e Velocidad: ¥ = v, = cte
e Posicion: 7 =7y + ¥ - (t — t,) — engeneralty =0

Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado (MRUA):
e \Velocidad: ¥ = Uy +d -t
. Posicién:F=F0+d-t+%-*-t2
e Relaciénentre v y #: v2 — v =2-d- (¥ —7,)

Composicién de Movimientos (Mov. Parabdlico)
Es necesario descomponer el movimiento en un eje horizontal y un eje vertical
X=Xg+ vt
Eje x: MRU - ax=0 F=x?+yf{
d=—10f

Eje y: MRUA — a, = — 10 m/s? U=vd+vy] {

y=y0+v0y-t+%-ay-t2
Ux = Vox
Vy =V, +ay -t
Movimiento Circular Uniforme (MCU): a;=0; a,, = % = w?-r (vectorialmente: d, = —w? - 7, ya
que d,, tiene misma direccion, pero sentido opuesto a 7.
e Velocidad angular: w = % = cte

e Angulo: 0=6,+w-t
e Relacion entre magnitudes linearesy angulares: As = A8 -r;v=w- r;a;=a-r

3. DINAMICA

3.1 LEYES DE NEWTON
Interaccidn: accion reciproca que ejercen entre si dos 0 méas particulas.
Fuerza: medida cuantitativa de la intensidad de una interaccion.
Mecénica clésica: teoria del movimiento basada en las ideas de masa y fuerza y las leyes que relacionan estos
conceptos con las magnitudes cinematicas posicion, velocidad y aceleracion. Estas leyes son las Leyes de
Newton (1687):
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12 Ley. Ley de la inercia: “Un cuerpo permanece en el estado inicial de reposo o de movimiento rectilineo
uniforme mientras no actue una fuerza resultante no nula sobre él”.

La materia no es capaz de modificar por si misma el estado de reposo o de MRU. La tendencia a permanecer
en una de estas situaciones se llama inercia.

22 Ley. Principio fundamental de la dindmica: “Cuando una fuerza resultante no nula actia sobre un cuerpo
de masa m, esta produce una aceleracion a directamente proporcional a la fuerza e inversamente proporcional
a la masa del cuerpo”.
Fpeta =X F=m-d
La aceleracién tendra la misma direccion y sentido que la fuerza neta aplicada.
. F . .y .. .,
Masa inerte: m = —, representa la oposicion que un cuerpo ofrece al adquirir una aceleracion cuando se le

a i)
aplica una fuerza.
32 Ley. Principio de accion y reaccion: “Las fuerzas actian siempre por parejas. Si un cuerpo A ejerce una
fuerza sobre otro B (accién), este responde sobre el primero con otra fuerza de igual modulo y direccion, pero
de sentido contrario (reaccion)”.

e Caracteristicas de las parejas de fuerzas accion-reaccion:
a) Son simultaneas.
b) Tienen puntos de aplicacién diferentes (jdiferentes cuerpos!), ya que no se anulan nunca.
¢) Los efectos dinamicos son diferentes, ya que se producen en cada uno de los cuerpos, dependiendo de
sus caracteristicas.

3.2 TIPOS DE FUERZAS MAS COMUNES.
Peso: medida de la fuerza gravitatoria que actta sobre un cuerpo. P =m - g
Normal: fuerza que ejerce una superficie sobre un cuerpo que esta apoyado sobre ella.
Tension: fuerza que ejerce una cuerda (cable o estructura similar) sobre un cuerpo que esté unido a ella.
Fuerza de rozamiento: fuerza que se opone al movimiento de un cuerpo sobre la superficie con la que esta
en contacto. Fr = u - N
Fuerza eléastica: fuerza que ejerce un material elastico cuando es deformado. Tiene la misma magnitud y
direccion que la fuerza que ha deformado el cuerpo elastico pero su sentido es contrario.

Fousstica = K - Ax, donde K es la constante eléstica del material (depende de sus caracteristicas) y

Ax la elongacién cuando es deformado.
Frecuperadora = — K - Ax (Ley de Hooke)

3.3 SISTEMAS DE REFERENCIA INERCIALES Y NO INERCIALES. FUERZAS DE INERCIA
Sistema de referencia inercial: es un S.R. fijo o con movimiento rectilineo uniforme < Si un cuerpo se
mueve con una velocidad constante respecto a un S.R. y sobre él no actda ninguna fuerza, diremos que el S.R.
es inercial (13Ley de Newton).

e Los S.R. ligados a la Tierra los consideramos inerciales debido al pequefio valor de la aceleracién en
sus movimientos de rotacion y traslacion.

e Las leyes de Newton solo se verifican en los S.R. inerciales. La aceleracién de un objeto es la misma
cuando se mide respecto de cualquier S.R. inercial (Principio de relatividad de Galileo).

e EnlosS.R. noinerciales (S.R. con aceleracion) las leyes de Newton no se verifican. Para poder aplicar
las leyes de Newton se recurre a unas fuerzas ficticias llamadas fuerzas de inercia o pseudofuerzas,
gue no corresponden con interacciones.

3.4 MOMENTO LINEAL Y MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTICULA. CONSERVACION
Momento lineal o cantidad de movimiento, p: es una medida de la dificultad para llevar una particula al
reposo. Cuesta mas frenar un camion que una bicicleta, ya que hay que tener en cuenta la masa.
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p =m- v, esun vector de igual direccion y sentido que la velocidad, pero de diferente médulo.
Sus unidades S.1I. son kg-m/s

Teorema de conservacion del momento lineal: “Si una particula no interactia con ninguna fuerza (fuerza
neta nula), su momento lineal permanece constante, es decir, se conserva”.

F= a= dﬁ_d(m-ﬁ)_dﬁ. 'Zﬁ—Ozdﬁ—Oz p = ct
—meaEmM Ty T T ae a0 B dt p=cte

Sistema de particulas aislado: es aquel en el que las particulas interaccionan entres si, pero no con particulas
exteriores al sistema, por lo tanto, se cumple que: ). ﬁext =0
“En un sistema de particulas aislado el momento lineal no varia con el tiempo, es decir, se conserva”.
Pr=XpPi=p1+D,+P3+ = ?1 + ?2 + ;73 = cte , donde p; es el momento lineal de cada
particula del sistema en un momento determinado.
Choques, caso mas simple: sistema formado por dos particulas de masas mi1 y m; (moviéndose con velocidades
¥, Y ¥,) que colisionan.

g =
Pantes del choque — p justo después del choque
- - =g >/ - - I _—; Vi -/
P1+P2=p1tDP2 = My V1 +My V=M V;+m, U,
- Choque elastico: my =m';, m, =m/,
- Choque inelastico: las masas pueden variar después de la colision. m,; = m'y, m, # m/,

Momento angular, L: en los movimientos circulares o de rotacion el momento angular juega el mismo papel
que el momento lineal en los movimientos rectilineos.

,w\ 7 - - - —
Lo=7"Xp=rXxm-v
v
2\ . El momento angular de una particula de masa m respecto al punto O
es el momento del vector momento lineal.

Teorema de conservacion del momento angular: “si los momentos de las fuerzas que actiian sobre una
particula con respecto a un punto son cero o se anulan entre si, el momento angular de la particula con respecto
a ese punto permanecera constante”.
dL d@#xp) dFf . . dp | .
E=T= EXp+er=v2/m-v+rx T = Mp
- dL, -
St Mp =0 = WZO = L =cte

Esto se da en dos situaciones:
1) Si la fuerza neta resultante que acttia sobre la particula es cero.
2) Si la fuerza tiene una direccién que pase constantemente por el punto O (fuerzas centrales).

4. TRABAJO Y ENERGIA
Esfuerzo vs Trabajo: hacemos esfuerzo al aplicar una fuerza y realizamos trabajo si la fuerza aplicada
produce una transformacion, que implica un desplazamiento.

Los cuerpos, ademas de tener masa, tienen energia, energia que pueden transferir a otros sistemas fisicos. Las
transformaciones pueden ser en forma de trabajo o en forma de calor y nos permiten explicar el universo de
una manera diferente: teniendo en cuenta las transformaciones de energia que se producen entre ellas.

4.1 TRABAJO
El trabajo que realiza una fuerza resultante F sobre un cuerpo a lo largo de un desplazamiento rectilineo A7 es:

F
7/ W=F-AF=F-Ar-cosf

—] >y 4 m F - cosO se denomina fuerza efectiva y es la proyeccion de la fuerza en la
7 R direccion del desplazamiento.

7
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El trabajo es una magnitud escalar y en el S.1. se mide en Joule (J).

Si en lugar de realizar un desplazamiento macroscépico A7 realizamos un desplazamiento infinitesimal, d7,
en un intervalo finito, el trabajo sera:

y A dF
N g B B . B B
e W=f dW:J F-d?:J F-cos@-dr=j Fep - dr
F, B A T TA TA
7 C
0 X
4.2 POTENCIA

Potencia: es el trabajo realizado por unidad de tiempo. Mide, por tanto, la rapidez con la que se realiza un

rabajo. i i
trabajo w Su unidad en el S.1. es el vatio (w): 1w =1 J/s.

P = At En el sistema inglés y técnico: 1 caballo de vapor (c.v.): 1c.v. = 735w
Otras unidades: kilovatio-hora (kw-h) 1 kw-h = 3 600 000 J = 3,6-10° J
4.3 ENERGIA
Energia: es la capacidad que tiene un objeto para producir transformaciones. Se presentan diferentes tipos de
energia en funcion de los diferentes cambios o transformaciones de la materia.

Energia mecanica: esta asociada a los cambios en el estado mecanico de los cuerpos (posicion — energia
potencial y velocidad — energia cinética). La energia mecénica esta relacionada con la capacidad para realizar
trabajo fisico.

Energia cinética: es la capacidad que tiene un cuerpo para realizar trabajo en funcion de su estado de
movimiento. Corresponde con el trabajo que fue necesario realizar para comunicarle esa velocidad o para
reducir su velocidad o detenerlo.

Ec=5-m- v?
Es una magnitud escalar, siempre positiva y no depende del sentido de v.

Teorema de las fuerzas vivas o de la energia cinética: el trabajo que realiza un cuerpo o el que se realiza
sobre él es igual a la variacion que experimenta su energia cinética.
Wap = Ecy — Ec, = AE¢
- Sirealizamos trabajo sobre el cuerpo: W > 0 = AE; > 0 = el cuerpo aumenta su Ec
- Si el cuerpo realiza trabajo: W > 0 = AE; > 0 = el cuerpo disminuye su Ec.

Energia potencial: energia asociada a los cambios de posicién de los objetos.

Fuerzas conservativas: se caracterizan por devolver todo el trabajo que se hace sobre ellas al aplicar una
fuerza exterior igual y de sentido opuesto que desplaza el objeto que realiza trabajo.

El trabajo realizado para “vencer” las fuerzas conservativas no es perdido, Sino que pasa a una forma de energia
(potencial) esperando a ser devuelto. Ejemplo: fuerza gravitatoria, fuerza eléstica, fuerza eléctrica.
- Eltrabajo realizado por una fuerza conservativa cuando se desplaza entre dos puntos es independiente
del camino seguido. Solo depende de las posiciones inicial y fina.
- El trabajo realizado por una fuerza conservativa en un desplazamiento cerrado es nulo.

Energia potencial gravitatoria: energia asociada a la altura de un objeto respecto de una posicion inicial.
Ep=m-g-h

El trabajo que tiene que realizar una fuerza externa para llevar ese objeto de una posicién inicial A a otra B es:
Wext =m-g-(h—hg) = AEPA_,B

El trabajo que realizamos sobre el cuerpo aumenta su energia potencial.
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Energia potencial elastica: energia asociada a la deformacion de un resorte que se alarga o acorta una
distancia x:

1 2
Pelsstica — E ’ K "X
- El trabajo realizado contra la fuerza conservativa es: W,_,p = AEp, ,
- Eltrabajo realizado por la fuerza conservativa es: Wy_p = — AEp, .

Principio de conservacion de la energia mecanica: la energia mecéanica de un cuerpo es la suma de su energia
cinética y su energia potencial. Em = Ec + Ep

Principio de conservacion: “la energia mecanica de un sistema que se mueve bajo la accién de fuerzas
conservativas permanece constante.

El trabajo realizado por las fuerzas conservativas es: W,_p = AE¢, . = Ec, — E¢,
Como la fuerza es conservativa: W, = — AEp, . = Ep, — Ep,
Por tanto:

Ecy —Ec, =Ep, —Ep, = Ec, +Ep, =Ecy; +Ep, = Enm, = Eumy

Fuerzas no conservativas: si existen fuerzas no conservativas como la fuerza de rozamiento:
Wyoz = We + Wie
- Por el teorema de las fuerzas vivas: W,.,, = AE,
- El trabajo realizado por las fuerzas conservativas: W, = — AEp,
Entonces: Wy¢ = Ey, — Em, = AEy, ,



