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Definicion de matriz

Unha matriz € un conxunto ordeado de numeros reais,
estruturado en filas e colunas.

col1 col2 coln
i |
fila 1 > |4 Qg9 ... ... Ay
fila 2 > 821 822 AN 82n
A=
fila m > |\d d d

m1 m2 mn




Dimension dunha matriz

Chama-se dimension dunha matriz ao numero de filas e de
colunas que conten.

dyy

dy,

m1

a,, a, A é unha matriz de
a a dimension m,n
22 ) o 0 0 2n
AeM,, KIR)
a . A / \
m2 mn ,
m filas n colunas

Os subindices indican sempre as filas en primeiro lugar e
as colunas a continuacion.
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Tipos de matrices |

As matrices poden clasificar-se atendendo a sua dimension ¢
aos seus elementos.

=
(_3 0 T ﬁ) matriz fila _1 matriz coluna
t

00 0 0
00 0 0] gpovenead
00 0 0




Tipos de matrices |l

Clasificacion atendendo a dimension.

=3

0
3

N N A=

>

N <

matriz cuadrada

igual numero de filas que de colunas

(Y
2 2
1T —1
-1 0
2 0

matriz rectangular

distinto numero de filas que de colunas




Matﬂ't:es cuam

Distintos tipos de matrices cuadradas atendendo aos seus
elementos.

0

matriz diagonal

0s elementos que non pertencen
a diagonal principal son nulos

¥¥

diagonal principal

matriz escalar
de orden 3
(dimension 3,3)

matriz unitaria
de orden 4
(dimensién 4,4)

S O O




Matrices trianqulares

Chaman-se matrices triangulares aquelas que tefien nulos o
elementos situados por baixo da diagonal principal (triangular

superior) ou ben por cima dela (triangular inferior).
-3 4 -1 -3 0 0
2 matriz triangular 2 matriz triangular
0 = 0 superior 4 — .0 inferior
9 4]
0 0 3 -1 n 3
0 2 0 toda matriz diagonal € triangular superior
e triangular inferior de xeito simultaneo
0 (@ 7




Trasposicion de matrices

A trasposicion de matrices consiste en mudar os elementos
da posicion ij a posicion ji.

2 1 —4 /: filas de A —— colunas de A!
) 2 2 -
A=|3 1 —1 7
3 -1 0
0 ? 0 y ¥ % 2
| 213 3
colunr:sdeA A: 1 2 1 _1 2 C M35(|R)
| 0

Y
filas de At

\
|
S SN
N
|
e
O




Matrices simetricas e antisimetricas

Di-se que unha matriz cuadrada é
simeétrica se coincide coa sua trasposta.

—1 4 -3
4 2 0
-3 0 -5

Di-se que unha matriz cuadrada € antisimétrica (ou

Al=A

matriz simétrica

oS elementos da
posicion ij coinciden
cos da posicion ji

Al=-A

hemisimétrica) se coincide coa oposta da sua trasposta.

-6 7

o —1
i ¢

/[ 9

2

6 -2 0

0

-9
0
0

matriz antisimétrica

oS elementos da
posicion ij son opostos
dos da posicion ji




Suma de matrices

A suma de matrices da mesma dimension realiza-se
sumando os elementos da mesma posicion en cada unha
das matrices.

D 3 1 -3 ) -3 1 2
5

5 B=[1 5 0 -1
4 -3 4 0 2|

20 2 -1
AtB=|6 5 -1 4 =(a;t)
-1 -8 2 6|

10




Produto de matrices por escalares

A produto dunha matriz por un escalar realiza-se
multiplicando o escalar por cada un dos elementos da matriz

/@31

A=| TN\5 0—1
\3— 0 2
9 3 6|
3A=|3 15 0 -3F(3a

-9 -12 0 6

11




Propriedades das operacions

Vi.

Vil.

matriciais

Asociativa da suma de
matrices

i. Elemento neutro da suma de

matrices

i. Elemento simétrico da suma

de matrices

Comutativa da suma de
matrices

Distributiva do produto a
respeito da suma de matrices

Distributiva do produto a
respeito da suma de escalares

Elemento neutro do produto
por escalares

viii. Pseudo-asociativa

A+B)+C=A+(B+C]
A+E=E+A=A
A+|-Al=-Al+A=E
A+B=B+A
a-(A+Bl=a-A+a-B
a+B)A=a-A+B-A
1.A=A

a-|-Al=la-BJ-A

12




Espazo vectorial sobre R

Calquer conxunto no que se definan duas operacions coa
condicion de que cumpran as propriedades anteriores
denomina-se espazo vectorial sobre o corpo IR.

AeM. (I BeM, ;(R) a€eR AEM; |
A+BEM (R) aAeM

I Ij

O conxunto das matrices de dimension i,j unha vez que se
definen a suma de matrices e o produto de matrices por
numeros reais (escalares) € un espazo vectorial.

(R)

13




Combinacion linear

Dado un conxunto de elementos dun espazo vectorial e un
conxunto de escalares (numeros reais), chama-se
combinacion linear a unha expresion como a que segue:

matrices de
dimension m,n




Exemplos de combinacions lineares

. -1 0 -3 -1 -2 5
matrices de — —
dimension 2,3 A (2 1 ) ~ 4 6 (3 -3 0)
B 3 3 -2\ » -1 2
C‘(o -1 0 ) 1 2)

—8 —1 —6) esta matriz é

combinacion linear de
10 -1 10

3-A+1-B+0-C+(—1)-D=(

15




Combinacior

matrices de dimension 1,2
A=(1 -2 A=(0 0] A=(-3 6]
A=(3 1) A=—-1 2 A=0 4

A matriz nula (0 0) € combinacion linear de calquer conxunto:




Corﬂbinacién‘fﬁli@sos 1

matrices de dimension 1,2
A=(1 -2 A=(0 0] A=(-3 6]
A4:(3 1) A5=(—1 2) A6:(0 4)

l Calquer matriz € combinacion linear de si mesma:

-3 6= (-3 6
0 4=@{0 4
3 1=@ 1 .




Combinacion linear: casos lll

matrices de dimension 1,2

A=[1 -2 A,=(0 0 A=(-3 6]
A4:(3 1) A5:(—1 2) A6:(0 4)
E a matriz (—1 2) combinacion linear de (—3 6) e (1 —2)? |

-1 2)=@ -3 6)+@ (1 -2 \/

E a matriz (0 4) combinacion linear de (—3 6) e (1 —2)?

0 4-@1-3 6+ @1 -2) X




Combinacion |MSOS IV |

matrices de dimension 1,3
A=-1 1 3 A=0 1 2 A=1 1 1
B=(1 0 —1]

]E a matriz B combinacion linear de [A A A
10 -1-@/ 113%’012+‘111

E posibel expresar a matriz B como combinacion linear de [A1, A2 f A3]

de algunha outra forma distinta da anterior?
10 -1-@ 113+<'012+'111§/

T atera arsTposiitidades > Cantas "




Combinacion linear: casos V

matrices de dimension 1,3
A=-1 1 3 A=0 1 2 A
B=-2 3 -1

E a matriz B combinacion linear de {A1, AZ’ A3 ?
-2 3 —1):.-(—1 1 34880 1 2)+.-(1 1 -l

E posibel expresar a matriz B como combinacion linear de [A1, A2 , A3}

de algunha outra forma distinta da anterior?

2 3 _1):..(_1 1 3)+..<o ; 2)+.-(1 -




Combinacién |MSOS Vi

matrices de dimensiéon 1,3
A=-1 1 3 A=0 1 2 A=1 1 1
0=(0 0 0|

‘Eamatrizo combinacién nnearde[A A A] \J/
0 0 0= =0 113+‘012+‘111

E posibel expresar a matriz O como combinacion linear de [A1, A2 ) A3]

de algunha outra forma distinta da anterior?
0 0 0= @ - 1134{‘012+'111y/

T atera TTarsTposioitidades 7 Cantas """




Combinacion linear: casos Vil

matrices de dimension 1,3

A=-1 1 3 A=0 1 2 =l 1 -1

0=(0 0 0|

E a matriz O combinacion linear de [A A A ]

00 0= (-1 1 3]+@(0 1 2/+(0 1

E posibel expresar a matriz O como combinacion linear de [A1, AZ’ A3]

de algunha outra forma distinta da anterior?

00 0@ 113+‘012+‘

L af

1—12}<




Independéncia linear dun conxunto

Di-se que un conxunto de elementos nun espazo vectorial
linearmente independente se e sO se a unica combinacio
linear que da o elemento neutro da suma € a trivial, € dicer,

gue ten nulos todos os escalares.
[V1, Vo,Vs,..., V| élinearmente independente : -

l@ S€ (X1’V1+(X2'V2‘|‘(13‘V3‘|‘...‘I‘(Xk'vk:O enton

os escalares son todos nulos: s, 0o, Ag,..., O(kZO

Non hai mais que unha maneira. 9




Dependencia linear dun conxunto

No caso contrario, di-se que un conxunto € linearmente
dependente se existe algunha combinacion linear distinta dal
trivial que dan o elemento neutro da suma.

[V1, V,,V4,...,V,| élinearmente dependente : <
: e = Oy, 0y, 03,...,04 € R (algun deles, polo menos, distinto de 0)

tais que (X.1‘V1+(X2’V2+G.3’V3+... -I-OLk'VkIO

Hai mais posibilidades, ademais da trivial. 4




Combinacion linear e dependéencia |

Se un conxunto € linearmente dependente, enton algun dos
seus elementos € combinacion linear dos outros elementos
do conxunto.

[V1, Vo,Va,..., V| élinearmente dependente =
= 3 a,,0,,0;,...,0, € R/ oc177+oc2 V, 4oy Vst . +o,v,=0 =

(algun deles, polo menos, distinto de 0

~ ~
suponendo que este fose un dos
escalares que non son nulos

: OL1'V1=—(12°V2—OL3°V3—...—Otk-Vk :>

©a U3 Uy
= V=g Vo Ve, Ve

Logo, eX|ste polo menos un elemento no conxunto que
e combinacion linear dos outros




Combinacién linear e dependéncia

Se nun conxunto algun dos elementos € combinacion linear
dos outros, enton o conxunto € linearmente dependente.

Se algun dos elementos de V1, V2, V3 yeeey VkJVé\combinacic’)n linear dos outros =)

N

N
Supofnamos que este

e 0 elemento

: 3 (X1,(X.2,(13,...,(Xk_1 S |R / (11'V1-|-0L2'V2-|-0L3°V3-|-...-I-Otk_1'Vk_1=Vk ::
: O(1°V1-|-O(2°V2-|-(13°V3-|-...-I-Otk_1°Vk_1—1'Vk=O

Logo obtemos o elemento neutro como combinacion linear non trivial 26




Rango dun conxunto

O rango dun conxunto A € o maior numero de elementos de
A que conforman un subconxunto linearmente independente.

Calquer conxunto que contefia o
elemento neutro (nulo) é

\ linearmente dependente; logo nop
debemos considerar este elemento.
A= ; » C M3,1 (lR) O terceiro elemento é multiplo dd
quinto, polo tanto tampouco o

—a W
N O —

consideramos.

O primeiro elemento € combinacion
linear (suma) dos dous restantes
logo tampouco o consideraremos.

Finalmente obtemos un subconxunto de A formado por dous elementos, que é
linearmente independente. 27

. ,  rang A=




Produto de matrices

A condicion para que se poda definir o produto de duas
matrices € que o numero de colunas da primeira coincida coj
numero de filas da segunda.

2 e
-1 2 2 4 0 -3 2
A=|3 1 -1|eMgR)  B={2 1 0 -1[eMy,(R)
3 -1 0 f -1 1 -2 3]
0 2 0

0 numero de colunas de A debe coincidir co numero de filas de B 28




Propriedades do produto matricial

O produto matricial € unha operacion NON COMUTATIVA.

Caso 1: esta definido o produto -4 1 0 =2
A-B pero non o produto B-A: INE _ i 3 i
AB=[11 2] « A B-A 15[
Caso 2: estan definidos os produtos -4 1 0 H 2 -3
A-B e B-A pero non coinciden: A= = - 1
R
1 4

N O

N N N )




Produto de

O elemento ij da matriz produto A:-B obtén-se multiplicando
"escalarmente” a fila i de A e a coluna j de B.

coluna 3

C T 1101 1




Propriedades do produto matricial

Asociativa

Elemento neutro

1
0
Nota: /,=|0
0
Homoxénea

0
1
0

0

S O

S O

. Distributiva do produto a
respeito da suma de matrices

e M,(R)

(A-B)-C=A-(B-C)
A{B+C)=A-B+A-C
e tameén

(A+B)-C=A-C+B-C
v €M, R

o-(A-B)=(c-A)B

| A=Al =A

31




Defiﬁ‘rcién !

ear

hama-se sistema linear de m ecuacions con n incognitas a
un conxunto de ecuacions da forma:

{81

- coeficientes (escalares) - incognitas - termos independentes
32

o~




Solucion dun sistema linear

Dado un sistema linear, chama-se solucion do sistema ao
conxunto:

Sz{(st Sy ..., S,)ER" | a,-s,+a, s,+...+a,-s,=b; , ¥ i:1...m}

r
a,,s,+a;,, s,+...+a,, S, = b,

Ao introducir cada elemento 4+ + 4 -
s, no lugar de x, fan-se | g g ey O G b2

certas todas as igualdades:

8m1 S1+8pz Sz ... F8p, Sy = b,

Di-se que dous sisternas son equivalentes
se tefien o mesmo conxunto solucion.

33




Compatibilidade dun sistema linear

Atendendo ao conxunto solucion, os sistemas lineares
clasifican-se en:

O sistema
incompatibel & S — (I) > non ten
solucion

O sistema
compatibel determinado @Card 821 > ten solucion
unica

o sistema
compatibel indeterminado @Card S:OO > ten solucion
multiple 34




Sistemas horﬁlm

Un sistema linear chama-se homoxéneo se son nulos todos
0s seus termos independentes.

| &

| I
S O

I
S

—(0,0,...,0) solucién trivial

Un sistema homoxéneo é sempre compatibel™




Presentacion dun sistema linear|

f | | _
2 O 811 X1 —l_ 812 X2 —I_ oo —l_ a1n Xn - b1
| 8y Xy T8y Xyt ...t 8y X, = b,

kam—, X1 + amz X2 + ... ‘|‘amn Xn: bm

b. forma matricial

dyy 8y ... Ay 8y 8p ... 8, b
V=82 8z - @x| py=|8: 8z ... a5 by
am1 am2 h amn am1 am2 i amn bm

Matriz de coeficientes do sistema Matriz ampliada do sistema

36




Presentacion dun sistema linear Il

a. forma usual

c. produto matricial

( _
a, X, +a,X,+..+a,x, =b,
| 8y Xy T8y X, + ...t 8y X,=b,

kam—, X1 + amz X2 + ... ‘|‘amn Xn: bm

dyy A ... Q| | Xy b,
a,, da,, .. a X b
21 22 2n 2 | = 2 ou M X=
am1 am2 amn Xm bm
Matriz de Matriz de Matriz de termos

coeficientes incognitas independentes

B

37




Presentacion dun sistema linear |l

f | f _
a. forma usua a, X, +a,X,+..+a,x, =b,
| 8y Xy 18y X,+..+a, Xx,=b,

kam—, X1 + amz X2 + ... ‘|‘amn Xn: bm

d. forma vectorial

a11 a12 a1n b1
ayy ay) ay, b,
am1 am2 amn bm

ou tameén C1'X1-|-C2°X2-|-...-|-Cn°Xn=B 38




Metodo de Gauss

y . (
O método consiste en are i arx, +...+a,, x,=b,

triangularizar a matriz | 82 Xyt 8p Xp t ot 8y X, = b,
de coeficientes do
sistema. 81 X1+ 8z Xz + .. + 8y Xy = Dy

O obxectivo é anular os elementos sinalados mediante transformacions elementares:
operacions lineares coas filas da matriz ampliada.

|
311 312 50c 6.0 C a1n: b1 . . : ..l\
321 322 e o oo azn : b2 0 . :
M*: a31 832 0g. C oo azn : b2 -~ 0 0 oo :
Y 0 O |
........ I Locoooog |
| e o0¢C :
b, i




TrétéfoMM\tares I 4

12 Permutacions das filas da matriz.

F1(—)F4




TrarﬁformagMntares 1l

22 Multiplicacion das filas da matriz por escalares non nulos.

2'F2
1 -3 2 -1 0 2 1 -3 2 -1 0 2

I w2 2
-4 0 2 2 -2




Trafﬁfor‘ma!antares 11

32 Suma (ou resta) nunha fila dun multiplo de outra fila ou, en xeral, dunha
combinacion linear de outras filas.

F2_6'F1

- 2 -1 0 2

-6 3 3 9 -9 15

0 -5 5 1 -3 9§

o= =
0 14 -12 8 2 -14
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