Bloque 3: ANALISE Unidades 11 e 12: Célculo integral

CALCULO INTEGRAL

O concepto de integral esta intimamente ligado ao de area, maila a sta aplicacién esténdese a numerosas disciplinas,
sendo utilizada, en especial, como ferramenta para calcular conceptos esenciais da Fisica: volume dun corpo, traballo

realizado por unha forza, caudal dun fluido, inercia dun corpo etc.

O calculo de areas e volumes, que deu lugar ao que hoxe en dia se chama Calculo Integral,
mantivose practicamente estancado desde o século -111 (Arquimedes) ata o século XVII, durante o
que Newton e Leibnitz descubriron o céalculo diferencial e relacionaron entre si 0s conceptos de
derivada e integral.

Posteriormente, durante o século XIX e principios do XX, Cauchy, Riemann e Lebesgue
profundaron no estudo da integral, introducindo mais rigor e perfeccionando, paso a paso, 0 seu
concepto.

A integracion é o proceso reciproco da derivacion. Daquela, resulta imprescindible saber derivar
con soltura para poder afrontar o seu estudo.

Asi e todo, o proceso de integrar unha funcion non sempre é posible, e cando si 0 é, non sempre
obedece a unha mecénica determinada.

O Caélculo Integral estrutirase en dias unidades:

11. Integral Indefinida, de contido eminentemente practico, na que, en primeiro lugar, definense
0s conceptos de primitiva e integral indefinida dunha funcién e estiidanse as stas propiedades.
A continuacion expéfiense as férmulas das integrais inmediatas, que se deducen trivialmente
das férmulas das derivadas das funcions elementais, finalizando a unidade co estudo dos
métodos de integracion, mediante os cales se calculan integrais de funcions mais complexas.

12. Integral Definida, cunha primeira parte de contido tedrico, pero intuitivo, onde se define o
concepto de integral definida a partir da nocion de &rea e se estudan as propiedades que
cumpre. De seguido, demostranse tres resultados moi importantes (teorema do Valor Medio,
teorema Fundamental e regra de Barrow) que establecen a relacion existente entre o calculo
diferencial e o calculo integral. Na segunda parte da unidade, de caracter practico, afréntase
unha das aplicaciéns mais directas do calculo integral, como é o calculo de areas de rexions
planas.

Os principais obxectivos que se perseguen con estas unidades son:

e Comprender o concepto de primitiva e integral indefinida dunha funcién, considerando que
é a operacion reciproca da diferenciacion.

BARROW
Inglaterra, 1630-1677

CAUCHY
Francia, 1789-1857

RIEMANN
Alemafia, 1826-1866

e Resolver integrais inmediatas e casos sinxelos dos métodos de descomposicidn, substitucion, partes e

descomposicidn en fraccidns simples (raices reais simples e multiples).

o Entender a nocion de integral definida como medida da &rea baixo unha curva.

e  Comprender o teorema Fundamental do Calculo Integral para pofier de manifesto a estreita relacion da integral

definida (&rea) coa integral indefinida (reciproca da derivada).

e  Facer uso da regra de Barrow para o calculo dunha integral definida.

e Aplicar o célculo integral para achar areas de rexions planas limitadas por rectas e curvas sinxelas que sexan

doadamente representables.
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Bloque 3: ANALISE Unidade 11: Integral indefinida

11. INTEGRAL INDEFINIDA

11.1. Primitivas dunha funcion: Integral indefinida

Diremos que F é unha funcién primitiva de f no intervalo I cando cumpre que F'(x) = f(x), Vx € I.

Exemplos: (a) F(x) = senx é unha primitiva de f(x) = cosx, pois F'(x) = (senx)’ = cosx = f(x), Vx € R.
(0) G;(x) = x? é unha primitivade g(x) = 2x, pois G, (x) = (x?)' = 2x = g(x), Vx € R.
(€) Go(x) = x? + 1 é tamén primitivade g(x) = 2x, pois G,'(x) = (x? + 1) = 2x = g(x), Vx € R.

Nos tres exemplos anteriores, I = R ; pero non sempre é asi:

(d)H;(x) =Inx é primitivade h(x) =% séen I = (0,»), pois H;'(x) = % = g(x), Vx € (0, ).
E H,(x) = In(-x) é primitivade h(x) =% séen (-o,0), pois H,' (x) = e g(x), Vx € (- 0,0).

=X
A vista dos exemplos (b) e (c), parece evidente que se unha funcion é primitiva doutra, enton tamén o é sumandolle
calquera constante.
A seguinte propiedade, & parte de demostrar que a conxectura anterior é certa, tamén proba que, calquera outra primitiva
desa mesma funcion ten que ser asi (resultado de sumarlle unha constante).
Propiedade: Sexa F (x) unha primitiva de f(x). Daquela cimprese que:
G (x) é unha primitivade f(x) © G(x) = F(x) + C, C € R.

Demostracion: Ao ser F(x) e G(x) primitivasde f(x) > F'(x)=6G'(x) > G'(x) —F'(x) =0=
[G(x) —F(x)] = = G6x)—-Fx)=C, CER=Gx)=F(x)+C, C€ER.

Corol. do
Th. do V.M.

G'(x) =[F(x)+C]"=F'(x) + 0 = f(x) = G(x) é primitiva de f(x).
[Pll. (a) Encontra tres primitivas da funcion f(x) = senzx.

(b) Determina aquela primitiva da funcién g(x) = e* que pasa polo punto (1,0).

Se unha funcién f(x) admite unha primitiva F(x), chdmaselle integral indefinida de f(x) ao conxunto de todas as
suas primitivas; represéntase por [ f(x) - dx. E dicir: [ f(x)-dx = {F(x) + C, C € R}.

O simbolo | denominase signo de integracion, f(x) chamase funcion integrando e dx lese diferencial de x.
F(x) + C recibe o nome de solucion xeral, sendo o costume referirse a C como constante de integracion.

Notas: (1) Se che interesa saber mais sobre a diferencial, olla 0 Anexo .

(2) Por comodidade, na practica non se usan as chaves nin se recorda que a constante C percorre todos 0s
nimeros reais, escribindo simplemente a solucion xeral: [ f(x) - dx = F(x) + C.

(3) As veces, para abreviar, en lugar de [ f(x) - dx escribiremos simplemente [ f.

Exemplos: () [2x-dx =[x2+C|]  (b) [cosx-dx=[senx +C]  (c) [e¥ -dx =

[P2., Calcula as integrais indefinidas:  (a) [ (2x + senx) - dx () f[Bx*+5)-dx  (c) [sec?x-dx

11.2. Integrais inmediatas

Como a integracion é operacion reciproca da derivacion, ao dispor da taboa de derivadas elementais inmediatamente
temos unha taboa de integrais inmediatas sen mais que ler ao revés as formulas da primeira.
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Bloque 3: ANALISE Unidade 11: Integral indefinida

Nalguns casos, as presentacions das formulas non son exactamente as mesmas que as correspondentes da taboa de
derivadas, senon outras equivalentes por seren mais axeitadas. Ademais, non hai tantas formulas como na taboa de
derivadas elementais, pois s6 reverteremos aquelas que son fundamentais e non poden ser deducidas doutras (recorda
gue naquela taboa habia informacién redundante).

De seguido encdntrase a devandita taboa que debes aprender e manexar con soltura. Se tes dubidas en canto a validez
dalgunha das férmulas, podes derivar a funcion solucion e comprobar que o resultado coincide coa funcion integrando.

TABOA DE INTEGRAIS INMEDIATAS

Tipo Férmula

n+1
Potencial fx" -dx = +C, n=#-1
n+1

1
Neperiano f; -dx =In|x| +C

ax
Exponencial f a*-dx=—+C
Ina

Seno fcosx-dx=senx+C

Coseno f senx - dx =-cosx + C

Tanxente f -dx = fsecz x-dx =tgx+C

cos2 x

Cotanxente f -dx = f cosec?x - dx =-cotx + C

sen? x

Arco seno -dx =arcsenx + C

7=

1
Arco tanxente j ——-dx =arctgx +C
1+ x?

1 —
Exemglos:(a)fdx=f1-dx=fx°-dx=xT+C= (b)f\/%-dx=—arcsenx+6
-x

0 [5%-dx=|2 +¢ ) 2o gt = [ oy = [P ot =G = [P
(c) X = (s (d) e X = = x =[x x_-%+1 =z
[P3. Calcula as integrais inmediatas: @ [x-dx (b)fxiz-dx (¢) [2*-dx

11.3. Métodos de integracién

As integrais inmediatas, por si soas, non son de moita utilidade, pois sé serven para resolver un nimero moi limitado de
integrais. Para ampliar as nosas posibilidades, necesitamos os métodos de integracion.

Asi como as formulas das derivadas das funciéns elementais deron lugar as formulas das integrais inmediatas, as regras
de derivacion (derivadas das operacidns con funcions) dan lugar 6s métodos de integracion, ainda que a reciprocidade
non € tan clara como naquelas.

Descomposicion

Como o seu nome indica, consiste en descompofier a integral en integrais mais sinxelas, basedndose nas propiedades de
linearidade da integral. Estas son ddas: A primeira é consecuencia das regras da derivada dunha suma de funcions; e a
segunda, da regra da derivada do produto dun escalar por unha funcion.

Propiedades (de linearidade da integral):
@ JIf(x) £ g@x)]-dx=[f(x)-dx + [ g(x) - dx — Aintegral dunha suma ou resta e igual 4 suma ou resta das integrais
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Bloque 3: ANALISE Unidade 11: Integral indefinida

M) [k-f(x)-dx=k- [ f(x)-dx « Os factores constantes poden sair fora das integrais

Exemplos: (a) [(1 — 6x + cosx)-dx = [1-dx—6- [x-dx+ [cosx-dx =|x —3x*+senx +C|
(b)ftgzx-dxzf(1+tg2x—1)-dx=f(1+tg2x)-dx—f1-dx=

Notas: (1) Sendo extremadamente rigorosos, no primeiro exemplo deberiamos escribir isto:
2
f(1—6x+cosx)-dx=f1-dx—6-fx-dx+fcosx-dx=x+C1—6-(x7+C2)+senx+C3 =
x—3x%2+senx+ (C; —6-C, +C3)

Pero C; —6-C, + C; € de novo unha constante a que chamamos C, polo que é costume colocala como
un sumando xeral & parte. O mesmo sucede no segundo exemplo.

(2) S6 se considera aplicado o método de descomposicion cando é necesario transformar o integrando para
conseguir descompofielo, como sucede no segundo exemplo. No caso de que os sumandos aparezan
directamente, como sucede no primeiro exemplo, sé se repara en que foron aplicadas as propiedades de
linearidade. De feito, moitos autores nin sequera consideran o método de descomposicién como tal.

[P4, Resolve as seguintes integrais aplicando o método de descomposicion:
(@ f(x + 1) dx (b) J 225 (©) J cos?3 - dx (@) e

x X-cos2x

Cambio de variable (ou substitucién

E unha consecuencia da derivacion de funciéns compostas (regra da cadea) a cal, lendo ao revés, afirma o seguinte:
G'[F(x)] - F'(x) = (G ° F)'(x).
Aplicando integrais os dous membros, temos que:

f G'F()]- F'(x) - dx = f(c o FY(x) - dx = (G o F)(x) + C = G[F()] + C
As veces, seremos capaces de visualizar a integral como “inmediata”, como ocorre nos seguintes exemplos:
Exemplos: (a) [ cosx® - 5x* - dx =
(b) [ 57 dx = f1+(13x)2-3-dx = [arctg3x + (|

[P5. Resolve directamente as integrais:  (a) [(5x* — 1)%° - 20x3 - dx (b) f3%e"* . cosx - dx

Outras veces non é tan doado e faise necesario 0 método de cambio de variable. Basicamente, consiste en substituir a
variable x por outra variable t de forma que resulte unha integral inmediata ou en todo caso, mais sinxela (o segredo
esta en elixir como t unha parte do integrando cuxa derivada apareza multiplicando).

Consta de tres pasos:
(1) Realizase o cambio de variable elixindo t = F(x). Daquela, dt = F'(x) - dx (olla o Anexo I).
(2) Calculase a integral da nova funcion de variable t.
(3) Desfaise o cambio, substituindo a variable t por F(x).

E dicir: [G'[F()]-F'(x) - dx = [G'(t) - dt = G(6) + C = GIFG)] +C

3 (€H) (2) ¢4 3)
Exemplos: (1)fln7x-dx=f(lnx)3-%-dx = Jtiedr = C+c={-Intx+C
=lnx
[dtzl-dx

Frecuentemente disporemos da case-derivada de t (a derivada salvo o produto por unha constante) e sera preciso
aplicar a propiedade (b) da linearidade para conseguir exactamente a derivada, facendo un axuste de constantes.
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. 3% 3 1 o - 3 1 3 E -
EXEleO. fmdx—ifmZe 'dx[tzl:ezx]E'f?~dt—§'ln|t|+C—E'ln(1+e )+C
dt=2-e2¥.dx

En ocasions, non se identifica o cambio a realizar, tendo que facelo “a cegas”, probando distintas eleccions de ¢, ata que
deamos coa adecuada. Non obstante, tamén é posible que o cambio nos vefia suxerido no enunciado, como en [P6 (d).

Exemplos: (a) [ - dx = ]fi%: [oz-dt=arctgt+C =
t

[dt:ex~dx

b) [ v1—x?-dx = VT —senZt-cost-dt = [cos?t-dt = [1TS2E. gp =
( x=sent 2
) [dx:coslbdt] 1
1
-(fdt+fc052t-dt)—E-(t+5-f2-c052t-dt)—E-t+z-sen2t+C—

N[RN[R~

1 1 1
-arcsenx + - sen(2 -arcsenx) + C = S-arcsenx+--2- sen(arc sen x) - cos(arcsenx) + C =

%-(arcsenx+x-\/1—x2)+C

[P6. Aplicando o método de substitucion, resolve as seguintes integrais:

Vx
@ [3x - VI+Z-dx (b)f%-dx © [ —>— - dx (ol)f#’z‘__1 (Fai o cambio x =)

sen? x?2

E consecuencia directa da regra da derivada dun produto. Se aplicamos esta regra a ddas funcions u(x) e v(x), enton:
[uC) - v()] = u'(x) - v(x) + ulx) - v'(x)
Integrando os dous membros da anterior igualdade, temos que:
ulx) - v(x) = fu’(x) -v(x) - dx + fu(x) -v'(x) - dx

Usando que df (x) = f'(x) - dx e facendo unha transposicidn de termos, obtemos a formula de integracion por partes:

fu(x) -dv(x) = u(x) - v(x) — f v(x) - du(x)

E costume escribila de xeito mais abreviado sen pofier a variable x:

fu~dv=u-v—fv-du

Esta formula permite integrar unha funcién pola derivada doutra, pero sé serd Gtil cando a segunda integral sexa
inmediata ou, en todo caso, mais sinxela que a primeira. Precisamente, o secreto esté en elixir adecuadamente as partes
u e dv de xeito que iso ocorra (no Anexo Il tés unha tdboa onde se relacionan os prototipos mais frecuentes de integrais
que se resolven por partes, asi como a eleccion das mesmas).

Exemplos: () [ x - sen x - dx =-x - cosx + [ cosx - dx =[senx —x - cosx + C|
< u=x | du = dx >
dv=senx-dx|v= [senx-dx =—-cosx

(b)flnx-dx=x-1nx—fx-%-dx=x-lnx—fdx=x-lnx—x+()=|x-(—1+lnx)+C|
<u=lnx

dv = dx

duzl-dx
X
V=X

[P7. Resolve polo método de partes: (a) [ x? - e* - dx (b) [arctgx - dx (c) [e*-cosx-dx
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Descomposicion en fraccions simples

Este método utilizase para resolver integrais de funcions racionais (cociente de dous polinomios), pero antes de comezar
coa sUa laboriosa aplicacion, debes realizar ddas dilixencias previas:

12 Se a funcion racional é impropia (grao do numerador maior ou igual co do denominador) debes realizar a division
polinémica, obtendo p( ) c(x )+ r( ) epolo tanto, fp(x) dx = [c(x) - dx +fr(x) dx.
Como ves, a integral orlxmal quedarla redu0|da a mtegral do polinomio cociente c(x) gue é inmediata, sumada a

integral da funcién racional ——= que ¢ propia, pois nunha divisién o grao do resto e menor co do divisor.

( )
3 —6x—3 1 x*+x3+0x2-6x—3  |x®—3x-2
ExemQIO: fm = f(x + 1) dx + fm dx = x4 $3x%42x X+1
= b Sel
X +3x°—4x-3
—x—1 —x3 +3X+2
= +x+fx3 - dx e

24 Comprobar se é posible resolver a nova integral (propia) aplicando algunha das tres formulas inmediatas que resolven
certos casos de integrais racionais (potencial, neperiano ou arco tanxente), de forma directa ou realizando un cambio de
variable, como vemos nos seguintes exemplos:

-4+1
) 3x-dx 3 8x 3 (9+4x2) -1
Exemplos: (a == dx==.———"+4+C=|—=S+
EXemplos ()f(9+4x2)4 3 f(9+4x2)4 3 —4+1 8'(9+4x2)3
3xdx _3 8x . _|3. 2
(b) f9+4x2 8 f9+4x2 o = 8 O )6
2
3dx _3 1 — L3, B gy =L 2z
©orga=s I am & =5 5 T pm dr =gty +C

En caso contrario non queda mais remedio que utilizar este método, que consiste en descompofier adecuadamente a
integral en sumas de integrais racionais mais sinxelas, que precisamente, seran de tipo potencial, neperiano eu-arce
tanxente (este curso non aparecerd este Ultimo tipo). Vexamos como se procede:

(i) Descomponse o polinomio do denominador en produto de factores irredutibles

Como ben sabes, estes factores poden ser lineais (de primeiro grao) ou cuadraticos (de segundo grao) e 0 mesmo tempo
poden ser simples (s aparecen unha vez) ou maltiples (mais dunha vez).

Exemplos: (8) x% —5x + 6 = (x — 2) - (x — 3) (dous factores lineais simples)
(b) 3x3—9x —6 =3 (x — 2) - (x + 1)? (un factor lineal simple e outro dobre)
(€ x®—x?2+x—1=(x—1)-(x?>+1) (un factor lineal simple e outro cuadrético simple)
(d) x*+2x%+1 = (x?+1)? (un factor cuadratico dobre).

(if) Descomponse a funcién racional en suma de fraccions simples

. . . . A
Por cada factor lineal simple (x — a) escribese a fraccion simple: o

An
=

Xa veremos no exemplo xeral que estamos a resolver, como se calculan os coef|C|entes dos numeradores.

Por cada factor lineal multiple (x — @)™ escribese a suma de n fraccions S|mples ot

Nota: Neste curso, resolveremos aqueles casos nos que aparezan unicamente factores lineais simples e multiples
(raices reais), deixando para cursos universitarios aqueloutros nos que exista tamén algin factor cuadréatico
simple ou multiple (raices complexas).

(iif) Intégranse por separado cada unha das fraccions simples

. L A . .
A integral dunha fraccién simple da forma T, © sempre de tipo neperiano.

E a integral dunha fraccion simple da forma é sempre de tipo potencial.

An
(x—a)™
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= (x—2)72+1 -5
Exemplos: (a)f 2)2 rdx=5-[(x—2)?dx=5-"—F7—+C=—+C

(b)f ~dx =3- f— dx =(3-In|lx — 2| + C|

Exemplo: Continuemos coa integral anterior: [ #ﬁ_; dx
(i) Con Ruffini, obtés un factor lineal simple e outro dobre: x3 —3x — 2 = (x — 2) - (x + 1)?
(if) Descompds en fraccidns simples: sxixol S 1F 2 + ¢
x3-3x-2 x-2 x+1 (x+1)2

Para achar os coeficientes A, B e C, sumas as fraccions simples:
3x%-x-1 _ Ax+1)? B-(x—2)-(x+1) C-(x=2)  A-Gc+1)*4+B-(x=2)-(x+1)+C-(x=2)
x3-3x-2  (x-2)-(x+1)?2 = (x=2)-(x+1)?  (x-2)-(x+1)2 x3-3x—2
Igualas os numeradores e obtés: 3x2—x—1=4-(x+1)?+B-(x—=2) - (x+1)+C-(x—2)
Substituindo valores “intelixentes”, determinas os coeficientes 4, B e C:
x=2-53:22-2-1=4-2+1*+B-2-2)-Q+1D)+C- 2-2)=9=94=4=1
x=-1-3-(-1)241-1=A4-024+B-(-3)-04+C-(-3) =3=-3C=C=-1
x=0-3-02—-0-1=A4-1>+B-(-2)- 1+C(0—2)=> 1=A-2B—-2C=B=2

—-x—1 1 2 -1

Daguela, a descomposicion en fraccions simples queda asi: ———— = — + —
q P piesq —3x-2  x-2 + x+1 " (x+1)2

(iii) Integras as fraccions simples:

3x2—x—1 1 2
fL-dxsz-dx+fx+ cdx+ [ —=

x3—3x—2
Finalmente, a integral orixinal quedaria asi:

1
(+1)2 dx—lnlx—2|+2-ln|x+1|+x_|_—1

4, .3

x*+x°—6x—3

f—3 -d
%>—3%—2

x% 1
X = 7+x+ln|x—2|+2-ln|x+1|+m+C

[PS. Resolve as seguintes integrais racionais:

5 dx
(a)fz +1 dx (b)f(x+1)3'dx ()f4_ +1 ( )f9+x
3x°+5x x24+18x—51 e*
(&) 25 ax () [ s dx OF oo @ O gy dx

11.4. Integrais trigonométricas

En xeral, para a resolucion de integrais trigonomeétricas aplicanse os métodos anteriores (en especial, descomposicion e
substitucion). No entanto, frecuentemente son necesarios cambios de variable de certa complexidade que aqui non imos
tratar. As que si aparecen con relativa frecuencia e estamos en condiciéns de resolver son as do tipo:

[ sen™x - cos™x - dx, n,m € N
Para resolvelas necesitamos recordar tres importantes férmulas trigonomeétricas aprendidas o curso pasado:

¢ sen’x + cos?x = 1 (férmula fundamental)

1—cos2x 2 1+cos2x
€ cos“x =

¢ sen’x = (férmulas do angulo metade)
Vexamos como proceder nestes casos:

¢ Se alguin dos expofientes é a unidade, a integral é case-inmediata (tipo potencial).

1
Exemplo: [ sen®x - cosx -dx =|;-sen*x +C
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¢ Se algun dos expofientes € cero e o outro é impar, aplicase a formula fundamental (despois de separar un factor para
gue o exporfiente quede par) para descompofiela en integrais case-inmediatas do tipo anterior.

Exemplo: [sen3x - dx = [sen?x-senx-dx = [(1 — cos?x)-senx-dx = [senx-dx — [ cos?x -senx - dx =

1
—cosx+§-cos3x+C

o Se algln dos expofientes é cero e 0 outro é par, aplicase algunha das formulas do angulo metade para descompofiela
en integrais inmediatas ou case-inmediatas.

Exemplo: fcoszx-dx=f1+cToszx-dx=%-(fdx+fc052x-dx)= %( +%-sen2x)+C

e En calqueraoutro caso (n, m = 2) aplicase a formula fundamental para descompofiela en integrais dos tipos anteriores
ou inmediatas.

Exemplo: [ sen®x - cos?x - dx = [ sen*x - cos?x - sen x - dx = [(1 — cos?x)? - cos?x - senx - dx = [ cos?x -

5

=7 2 1
senx-dx —2- [cos*x-senx-dx+ [cosbx-senx-dx = 5 - cos’x + ¢ - cos®x — = - cos’x + C

Exemplo: [ sen?x - cos?x - dx = [(1 — cos?x) - cos®x - dx = [ cos?x - dx — [ cos*x - dx = chfoszx dx —
f(@)z-dx=%-(2x+sen2x) —G-x+i-sen2x+%-fc0522x-dx) =%-(x—f#-
dx) = %- [x—%-(x+%-sen4x)] +C =3i2-(4x—sen4x)+C

P9, Acha: (a) [ sen x - cos®x - dx (b) f cos®2x - dx (c) [ sen*x - dx (d) [ sen3x - cos?x - dx

11.5. Que método utilizar?

Para contestar a esta pregunta non hai mellor conselleiro que a experiencia de ter realizado un bo nimero de exercicios.

Ademais, hai moitas integrais que se poden resolver por varios métodos e outras na que se fai necesario aplicar mais
dun meétodo. No entanto, nalgins exercicios vén indicado o método que convén utilizar.

De non ser asi, resulta interesante proceder do seguinte xeito:
1. Analizamos se é posible aplicar algunha das formulas inmediatas, tendo en conta que hai casos nos que é preciso
efectuar algunha transformacion previa (incluindo descomposicién e axuste de constantes).

2. Se é unha funcion racional propia que non se resolve con algunha das férmulas inmediatas (neperiano, potencial ou
arco tanxente), aplicamos o método de descomposicion en fraccions simples. Se fose unha funcion racional impropia,
recorda facer antes a division polinémica.

3. No suposto de non dar coa solucién nos apartados anteriores, hai que aplicar o método de partes ou ben o de cambio
de variable. Ante esta disxuntiva, ten presente que:

- Utilizase o método de partes cando o integrando é un produto de dias funciéns ou ben unha funcién tnica que
non ten primitiva inmediata (olla 0 Anexo II).

- Faise un cambio de variable cando detectamos no integrando un anaco t, cuxa derivada aparece multiplicando.
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> Definicion

Sexa y = f(x) unha funcion derivable. Chdmase diferencial de y = f(x) correspondente a un incremento h da
variable independente, ao produto f'(x) - A.

Represéntase por dy ou ben por df (x). E dicir: df(x) = f'(x) - h

Pero, como a diferencial da funcién identidade y =x € dy =dx =1-h = h,enton: df(x) = f'(x) - dx

» Interpretacion xeométrica 4 y=f(x)

Observa na figura adxunta que f'(x,) =tga = % = % f(xo+h) Q

Polo tanto f'(x,) - h = RS ; é dicir: df (x,) = RS Se— 1

Xa que logo, podemos afirmar que: a R

A diferencial dunha funcién nun punto, representa o incremento da ——
0

ordenada da recta tanxente, correspondente a un incremento h da
variable independente.

Anexo II: PROTOTIPOS DAS INTEGRAIS MAIS FRECUENTES QUE SE RESOLVEN

POLO METODO DE PARTES E ELECCION DAS MESMAS

Ju-dv=u-v— [v:du— “Sentado, un dfa vin un vello Soldado vestido de uniforme”

PROTOTIPO EXEMPLO ELECCION DE PARTES
fx"-senx-dx fxz-sen(Zx—l)-dx u=x? dv =sen 2x — 1) - dx
fx"-cosx-dx fx-cos;-dx u==x dv:cosfdx
fx"-ax-dx f(x+1)-ex-dx u=x+1 dv =-e” -dx
fx"-logax-dx jx~ln(x+3)-dx u=In(x+3) dv =x-dx
floga x-dx jlog2 3x - dx u = log, 3x dv = dx
f arcsen x - dx j arc sen 2x - dx u = arc sen 2x dv = dx
farctgx'dx j\/7~arctgx~dx u =arctgx dv = dx
fa" -senx - dx fzml -sen x - dx Indistintamente Indistintamente
fa" - cos x - dx fe" +cos x - dx Indistintamente Indistintamente
Prioridade para a eleccion de u: ALPES 1 Arcos n Expor?énlg?gizritmicas 5 Sen:s: Sit::ecr:giss
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CUESTIONS, EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Existe algunha diferenza entre primitiva e integral indefinida?
2. Verdadeiro ou falso: A integral dun produto é igual ao produto das integrais.

3. Sen derivar, demostra que F(x) =Inx e G(x) = In(6x) son primitivas dunha mesma funcién.

4. Se unha funcién ten unha primitiva con dominio en R, enton ;€ posible calcular outra que pase polo punto do plano
que se nos antolle?

5. Queda determinada unha funcién cofiecendo a stia derivada? E se fose a derivada segunda?
6. Demostra, de dlas formas distintas, a seguinte igualdade: [2-In2x-dx = 2x- (-1 +1n2x) + C.

7. Dunha funcion cofiécese a sUa derivada y’ = 3e* 4+ 1. Calcula a sta ecuacion sabendo que pasa pola orixe de
coordenadas. y=3e*+x-3

8. Calcula a ecuacién da curva que pasa polos puntos (- 1,1) e (1,9), sabendo que a sla derivada segunda é y'' =
72x — 6. y =12x3—3x? —8x + 8

9. A recta tanxente a grafica dunha funcion f(x) no punto (0,1) é paralela & recta 2x —y + 3 = 0. Ademais,
1

f"(x) = 4 - e? — 2x. Acha a expresion analitica da funcion. flx) =e?* — §x3

10. Acha unha funcion sabendo que f'(x) = 1;1# e que pasa polo punto (1,0). f(x) = mTX

11. Calcula unha primitiva de cada unha das seguintes funciéns:

@) f(x) = x_is que pase pola orixe de coordenadas F(x) = x —In|x + 5|5 + In5°
(b) g(x) = cosx - (2 - sen® x + sen x), de tal forma que G (g) =2 G(x) = % -sen®x - (1 +sen?x)+1
(¢) h(x) = x - sen (2x) H(x) = % - sen 2x — %x - COS 2x
+3 1
d) I(x) = (;‘+2)2 L) = Injx + 2| — —
12. Resolve as seguintes integrais indefinidas:
x2-dx ., 2 3
(@) fm(substltucmn) VS +T7+C
X
(b) f(x — 1)? - Inx - dx (partes) g (x* —3x+3) - In|x| - % c(2x* —9x+18) + C
3 - o -1
() fz;_’i - dx (descomposicion en fraccions simples) x +In |%| +C
13. Atopa a solucion das integrais seguintes:
(8) [ dx (b) [ sen?3x - dx () [22. elx*+ox1) . gy @) [ 522 dx
2 1 1 1 ) .
(a)§-(1+1nx)-\/1+lnx+C (b)z-<x—€-sen6x>+C (C)Z-e("“”“‘”—i-C (d) ln(x2+25)+5-arctgg+6
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14. Aplicando o método de substitucion, atopa unha primitiva das seguintes funciéns:

@ F) = 5 (0) 90 = 57 (0) h(x) = 22
(a)F(x)=%-ln|1+2x~lnx| (b)G(x)—% (20x% — 12x +9) - (T + 2002 (c) H(x) = —% - arc sen 2*

15. Resolve as seguintes integrais polo método que creas mais conveniente:
@ [x-V1+x-dx (b) f cosx - In(sen x) - dx ©) [eV* - dx @[

(a)12—5(3x2+x—2)-\/1+x+6 (b)senx-[-1+In(senx)] +C (c)Ze (\/_—1)+C (d)

x5+x3+x
xt+x2+1

- dx

16. Realiza as seguintes integrais:  (a) [ sen(Inx) - dx (b) fx3+23:f+2x () f(x+1)-3*-In?3-dx
(a) %x -[sen (Inx) —cos (Inx)] + C (b)In |(x :12;;' +C (©)3* [(x+1)-In3—-1]+C
L N 1 +1
17. Calcula as seguintes integrais indefinidas: (a) [ cos® 2x - dx (o) fx.m-dx ) f x§+6x2 dx

(a)%-sean (1—— sen 2x)+C (b) In @%—C ()— (——+1n\/7>+6

18. Acha unha primitiva de:  (a) (b) sen? (x + 1) - cos3(x + 1) (c)

1
Va+ix 3+5x2
V15

(a) 2\/5—33\/§+6§/§—1n(1+§/§)6 (b) E—?senz (x+1)]-sen3 x+1 (@ %ﬂrctg(Tx)

sen x-Cosx

44,3_9,2
19. Resolve: (@) fm - dx () [Vx - Inx - dx (c)fzx +x3—2x%+4x+1

x2+x 2

~dx

(@) InV1+sen?x+C (b) \/_(——+lnx)+C (©) x ——x +3c+ & ¢

23

20. Acha unha primitiva de cada unha das seguintes funcions:

@0 == (b) 900 = 5= (© h() = %
(d) I(x) = tg2x (&) m(x) = ‘/ﬁ (f) n(x) = cos5x - sen 3x
(a) F(x) :@ (b) 6() =2+ [Vi —In(1 +vx)] () H(x) ==L (d) L(x) =-Invcos 2x

(e) M(x) = arcsen (x — 1) (f)N(x)—— cost—% cos 8x
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12. INTEGRAL DEFINIDA

12.1. Sumas superiores e inferiores

Definese unha particion P dun intervalo pechado [a, b] como un conxunto de puntos P = {x,, x4, ..., X} tales que
a=xy<x < <x,=hb.
Chamase norma (ou diametro) da particion P a ||P|| = max{x; — x;_;, i = 1,2, ...,n}.

Definicién de sumas superiores e inferiores:

Sexa f unha funcidn positiva nun intervalo [a, b] e P = {x,, x4, ..., X,} unha particion do referido intervalo.
Sexan m; = min{f (x),x € [x;_1,%;]1} ¢ M; = max{f(x),x € [x;_,,%;]},Vi = 1,2,...,n (a existencia de extremos
esta garantida no caso de que a funcion sexa continua en [a, b], polo teorema de Weierstrass).

Chamase suma inferior de f asociada a particion P do intervalo [a, b] & seguinte suma:

s(f,P)=my - (g — %) +my - (X3 —x9) + o+ My - (X — Xp_q) = Ximgmy - (0 — X4-1)
Analogamente, chamase suma superior de f asociada a particion P do intervalo [a, b] & suma:

S(f,P) =My - (1 — Xo) + My - (X3 — ;) + -+ My - (X, — Xp_q) = T0ey M; - (o — X4-1)
Xeometricamente, as sumas inferior e superior miden a suma das areas dos rectangulos que tefien por base os intervalos
[x;_1, x;] da particion e por alturas, m; e M;, respectivamente.

Ademais, se chamamos A(R) a area do trapecio mixtilineo determinado pola gréafica da funcion, o eixe OX e as rectas
verticais x = a e y = b, sempre se cumpre que s(f,P) < A(R) < S(f, P).

A A

Z

47 /

12.2. Definicion de integral definida nun intervalo pechado. Significado xeométrico

Definicion: Consideremos agora unha funcion calquera f definida nun intervalo pechado [a, b] e {P;, P,, ..., B,,..} unha
sucesion de particions do referido intervalo, cuxa norma tende a cero.

Se os limites lims(f, P,) e lim S(f, P,) existen e son iguais dise que a funcion f é integrable en [a, b] e 0 seu valor
n—oo n—oo

A

chamase integral definida de f entre a e b. Represéntase por fab f.

Xa que logo, podemos escribir: f:f = lims(f,P,) = limS(f,P,)
n—-oo n—-oo

Significado xeométrico: Se a funcidn é positiva en [a, b], a integral definida mide
a area do trapecio mixtilineo determinado pola gréfica da funcion, o eixe 0X
e as rectas verticais x =a e x = b.

Pola contra, se a funcion non é sempre positiva en [a, b], o valor da integral

representa a diferenza entre as areas que estan enriba e debaixo do eixe 0X, —
pois nas zonas nas que a funcion é negativa, as “alturas” dos rectangulos son

negativas e, polo tanto, tamén o son as sUas areas.
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Exemplos: (a) fls 3-dx=(5-1)-3= 4 X
y=
4.4
(b) fy x - dx = == = [8]
(C)f_zzx-dx=—£+¥=@ 1 5

Notas: (1) E habitual referirse aos nimeros a e b como limites de integracion.

(2) Como se deduce da definicién, non sempre existe a integral definida dunha funcién nun intervalo, pero se se
trata dunha funcion continua nun intervalo pechado, estd garantida a sia existencia (ainda que hai funciéns
non continuas que tamén son integrables). Ademais, que exista unha integral non quere dicir que sexamos
quen de calculala.

12.3. Propiedades

As propiedades que se relacionan a continuacion, deddcense trivialmente da definicion da integral definida; ademais
todas son moi intuitivas, polo que non as demostraremos agora (no boletin de exercicios faremos algunha). O debuxo
adxunto ilustra a Gltima delas.

@[ f=0 o), f=-1f (©)
Monotonia: (d)f<g= [ f<['g
Linearidade: (€) [{(f+g)=J2f+[lg D[ G- =k [.f
Aditividade en intervalos: (9) [ f = [ f + [7 f, Vc € [a,b]

ISIEINT]

12.4. Teorema Fundamental do Célculo Integral. Regra de Barrow

Teorema do Valor Medio do Calculo Integral

Dificilmente a definicion de integral definida permite o seu célculo, pese a que nos exemplos expostos mais atras,
achamos tres delas facendo uso da sua interpretacion xeométrica e de cofiecementos basicos de xeometria. O camifio
para atopar unha forma mellor de calculalas, comeza co teorema Fundamental do Célculo Integral (importante teorema
que relaciona o calculo diferencial co integral) e conclle coa regra de Barrow.

Para demostrar o primeiro deles (TF) necesitamos o denominado Teorema do Valor medio do Calculo Integral.

Enunciado: Interpretacion xeométrica

Se f é continua en [a, b], daquela 3¢ € [a, b] tal que fabf =(b-a)- f(c) A y=f)
f©

Nun anaco de curva de trazo continuo e con extremos sempre existe un punto tal
que, a area do rectdngulo que ten por base o intervalo formado polas abscisas dos
extremos e por altura a ordenada do referido punto, é igual a area do trapecio
mixtilineo limitado pola curva, o eixe de abscisas e asrectas x =a e x = b. a ¢ b

Demostracion:

Ao ser f continua, podemos aplicar o teorema de Weierstrass, polo que se alcanza 0 minimo e maximo absolutos no
intervalo: 3x, x; € [a,b]: f(xy) < f(x) < f(x1),Vx € [a,b].

Aplicando a propiedade (d) da monotonia: f:f(xo) < f:f(x) < f:f(xl).

Por ser f(x,) e f (x,) funcions constantes: f(x,) - (b —a) < fff(x) < f(x)-(b—a).

Enton f(x,) < ﬁ : fabf(x) < f(x;) e temos un valor intermedio entre 0 minimo e 0 maximo, polo que sabemos
que debe ser alcanzado pola funcién (consecuencia do teorema de Wierstrass: Unha funcién continua nun intervalo
pechado [a, b] alcanza calquera valor intermedio entre 0 minimo e 0 maximo). Daquela, 3c € [a, b] : f(c) = !

i
2 fGo). Edicir:3c € [a,b]: [P f =B —a)-f(c)
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Nota: Existe o tipico exercicio no que se pide verificar as hip6teses do teorema nun determinado intervalo e, en caso
afirmativo, achar o valor medio cuxa existencia garante a sia tese. Realizaremos alglns deles no boletin
préactico, cando xa saibamos calcular integrais definidas.

Teorema Fundamental do Calculo Integral

Recorda que, despois da derivada dunha funcién nun punto, definimos a funcion derivada. Ben, pois agora, despois de
definir a integral definida dunha funcién entre a e b, definimos a funcion integral de f como:

F(x) = [ f,Vx € [a,b].

Tamén é cofiecida como funcion area asociada a f, pois a cada x € [a,b] faille corresponder a area da devandita
funcién entre a e x (supofiendo que f sexa unha funcion positiva).

Exemplos: (a) Calculemos F (x), a funcidn integral de f(x) = 2, no intervalo [0,5]. t oo =2

Ao tratarse dun rectangulo, F(x) = [ 2 - dt = [2x]. Por exemplo, F(4) = 8 u?

Observa que F'(x) = 2 = f(x). Sera casualidade? 0 x 5

(b) Achemos agora G (x), a funcidn integral de g(x) = x, no intervalo [0,4]. 2900 =x

No debuxo adxunto, vemos que se trata dun triangulo rectangulo. Daquela:

Gx)= [y t-dt= % = %xz . Por exemplo, G(3) = % 9 =45u?

. 4

Observa que G'(x) = x = g(x). Sera casualidade? 0 §

Enunciado: Interpretacion xeométrica:

Se f é continua en [a, b], enton a funcién area, F(x) = f;f,Vx € [a, b], | A érea debaixo dunha curva é unha
é derivable en (a, b), sendo F'(x) = f(x),Vx € (a, b) primitiva da propia curva.

Demostracion:

_ ©) X+h . % ©) x+h a 4) x+h 5)
Fl+h)-F(x) & lim Jo I f G lim Jo fH & lim L1 G lim

h h—0 h h—0 h h-0 h h—0
Xustificacién dos pasos:

(€] . (6)(7)
F'(x) = lim L@ P2
h-0 h

. (®)
lim f () = f(x)

@ Definicion de funcion derivada

@ Definicion de funcion integral

© Propiedade (b) da integral definida: fbaf =- fabf

@ Propiedade (g) da integral definida: f:f = facf + fcbf, V¢ € [a, b]

®) Como f é continuaen [a, b], podemos aplicarlle o teorema do Valor Medio no intervalo [x, x + h]. Daquela, 3c €
[ex+h]: [ f =R f(0)

® Podemos eliminar h pois, ao tender a cero, temos garantido que € distinto de cero

(M Como c € [x,x + h], ao facer h — 0 resultaque ¢ - x

® Por ser f unha funcion continua no intervalo [a, b] enton é continua en x.

Exemplos: (a) Se F(x) = fsx cost - dt,entén F'(x) = f(x) = cosx.
(b) Achemos F'(2) sendo F(x) = [ In (1 + t2) - dt.
O teorema Fundamental afirma que: F'(x) = f(x) = In (1 + x?). Daquela, F'(2) =

[Pll. Demostra que 7 € un punto singular da funcién F(x) = fox t-sent - dt.
[P2. Sabendo que [, f = x? — cosx, calcula £ ().
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Regra de Barrow (2° Teorema Fundamental do Calculo Integral

Co teorema anterior comprobamos que a funcién integral, F(x) = f;f(t) -dt,Vx € [a,b], é unha primitiva de f.

b z 2 oz
Daquela, fa f = F(b), no é mais que un valor concreto da funcion F(x).
Como ben sabes, existen infinitas primitivas dunha mesma funcién (tantas como os infinitos valores reais que pode
tomar a constante de integracion), polo que debemaos saber cal delas sera a que nos interesa.

Chamando G (x) a unha primitiva calquera, a dubida reside na constante que debemos elixir para atopar a primitiva
G(x) + C que queremos . O seguinte resultado (regra de Barrow) dinos cal é o valor desa constante.

Enunciado:

Sexa f unha funcion continua en [a, b] e G unha primitiva de f. Camprese que: f;f =G(b) — G(a)

Demostracion:
Segundo afirmao T.F. F(x) = f;f € unha primitiva de f. Ao ser G outra, enton F(x) = G(x) + C.
Daquela, fff = F(b) = G(b) + C.Achemos o valor de C:

F(a)=G(a)+C
Fa) = f=0

> ['f=60b)-6@

Como [ ]=>O=G(a)+C=>C=—G(a)

5 b b
Notas: (1) E habitual notar G(b) — G(a) = G(x)] . Entén podemos escribir fabf = G(x)] .
a a

(2) Como vale calquera primitiva G, séese utilizar a mais sinxela (C = 0).

Exemplos: (a) [ v - dx = % \/_] \/_3—§\/@=
(b)f = dx—ln|x|]1=1n2—ln1=

T
(C)Fcosx-dx = sen x]2 = sen ~—sen 0 =[1]

(d)f -dx = arc tg x])? =arctgV3-arctgl=--7=|>
[P3, Calcula a integral definida do apartado (a) do exemplo anterior, usando unha primitiva distinta.
[P4,, Calcula o valor das seguintes integrais definidas: (a) f 2 Zx2 - dx (b) f_?, /, 3:cos2x - dx
1
(c) ff(x —2)-e*-dx (d) ffa - dx (e) f x2+2x (f f_ol arc sen x - dx

Nota: Se F(x) = f:((;))f, aplicando a regra de Barrow temos que F(x) = G[b(x)] — G[a(x)], sendo G unha primitiva
de f. Aplicando a regra da Cadea, F'(x) = G'[b(x)] - b'(x) — G'[a(x)] - a'(x).
Pero, como G' = f, podemos xeneralizar o teorema Fundamental do seguinte xeito:

Se F(x) = [oo) f.enton F'(x) = f[b()] - b'(x) = fla@)] - a'(x)

Exemplo: Achemos F'(2) sendo F(x) = flxz In (1 +t?) - dt.
O teorema Fundamental afirma que: F'(x) = f(x?) - 2x — f(1) - 0 = 2x - In(1 + x*).

Daquela, F'(2) =|4-In17
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12.5. Calculo de areas planas limitadas por gréficas de funcions

Poden presentarse situacions moi distintas, pero todas se basean nos dous casos seguintes:

Area da rexion plana comprendida entre as rectas x = a, x = b, 0 eixe 0X e unha funcién

Se para achar esta area nos limitamos a calcular a integral definida da funcién dada entre os limites a e b, estamos
expostos a equivocarnos, pois a funcién pode cambiar de signo entre os referidos limites e a integral definida
“compensaria” areas positivas con areas negativas, ofrecéndonos un resultado non desexado.

Para evitalo, débese proceder do seguinte xeito:

1. En primeiro lugar, achamos os posibles cambios de signo da funcion entre a e b. A saber: puntos de corte co eixe
OX e puntos de descontinuidade (ainda que estes Gltimos non se soen presentar no intervalo [a, b], pois poderiamos
estar diante de integrais denominadas impropias que se saen dos niveis deste curso).

2. Despois calculamos as integrais definidas parciais en cada un dos sub-intervalos definidos polos puntos anteriores.

3. Finalmente, sumamos os resultados obtidos en valor absoluto (queremos eses mesmos resultados pero sempre
positivos, ao seren areas).

Nota: Ainda que o estritamente necesario é o dito nos paragrafos anteriores, habitualmente a funcién soe ser de doada
representacion, polo que faremos a sta grafica e estudaremos os signos da funcién e non sé os posibles puntos
de cambio de signo (puntos de corte co eixe OX). Deste xeito, aportamos claridade & resolucion, vendo o que
facemos en cada momento e sabendo que signo van ter as integrais parciais, antes de achalas.

Exemplo: Fagamos o estritamente necesario para calcular a superficie da rexion R comprendida entre as rectas x = 0,
x=2,0eixe0Xeacurva f(x) =x?— 1.
Cortescoeixe 0X - 0 =x2—1;x = +1

PETETIER 65 posllsler Semiion e Slehs ik U e 23 {Puntos de descontinuidade — Non hai (sera sempre asf)

Como s6 temos un posible cambio de signo no intervalo que nos atinxe, basta con duas integrais parciais

3 1
(en valor absoluto): A(R) = A(R,) + A(R,) = |f01(x2 -1)- dx| + |f12(x2 ~1)- dx| = ("? - x)] +
0
3 2 3 3 3 3
T _ B L T 2 _ o (L _ )M =2242_[2
(3 x)]1—3 1 (3 0)|+3 2 (3 1)|_3+3_ ?
No entanto, o recomendable é estudar os signos da funcién e incluso, se € doado, 2
representar graficamente a rexion: - oo «—-1e— 1 «— oo . o
Asi, seremos conscientes dos signos das integrais parciais, podendo escribilos L
diante delas, en lugar do valor absoluto. R,
Ademais, se queremos evitar 0s signos negativos, podemos intercambiar os limites R
de integracion facendo uso da propiedade (b): P
proﬁ.(b) =

AR) = AR + ARRy) = [/ (x* = 1) - dx + [1(x* = 1) - dx
= flo(x2 —1)-dx+ flz(x2 —1)-dx =

Exemplo: Achemos a area da rexion comprendida entre a paradbola de
ecuacion y = x? —4x + 3 e o eixe 0X.

. ¥ _ ¥ 0.5 .
Estudamos 0s signos: -we«— 13«5 e facemos a

representacion grafica da funcion, porque é moi facil.

Neste caso, ao non haber limites de integracion, asumiran o papel
de "a" e "b" o primeiro e Ultimo puntos de corte co eixe OX:

® 0.5
A(R) =- ff(xz —4x +3) -dx P f31(x2 —4x+3)-dx =

uZ -1

3 1
(%—2x2+3x)] =2-2+3-(9-18+9) =
3

W

[PS. Calcula a area limitada pola funcién f(x) = cosx, 0 eixe de abscisase asrectas x =0 e x = 7.

PG, Calcula a area limitada pola funcién f(x) = x - V9 — x? e a parte positiva do eixe de abscisas.
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Area da rexion plana comprendida entre as rectas x = a, x = b e dias funcions

Como podes deducir da ilustracién que segue, a area comprendida entre ddas curvas é a resta (en valor absoluto) das
areas que hai entre cada unha delas e o eixe 0X.

9(x)
I
I
f)
Entdn, basta con considerar a funcion diferenza e actuar como no caso anterior (achar os posibles cambios de signo, que
agora son o0s puntos de interseccién das ddas curvas, e sumar as integrais parciais en valor absoluto).

Notas: (1) Entende que se trata dunha xeneralizacién do caso anterior, pois o eixe OX é a funcion g(x)=0.
(2) Frecuentemente as funcidns soen ser de facil representacion. Nese caso, faremos as suas graficas (as veces
xa se pide expresamente no enunciado) para aportar claridade a resolucion. E ainda que non sexan de facil
representacion, sempre é recomendable estudar os signos, evitando asi o uso do valor absoluto.

2
Exemplo: Achemos a area da rexion R, comprendida entre as curvas y = % ey=1—xeasrectas x =0 e x = 2.

2
Traballaremos coa funcién resta: y = % AF g =1
Signos: - o0 - 2yZ — 265 24/Z — 2 e o
S6 hai un cambio de signo entre 0 e 2, polo que teremos que achar
duas integrais parciais.

Cando os calculos sexan incomodos, debemos ser mais
metddicos, procedendo do seguinte xeito:

1. Calculamos unha primitiva:
XZ x3 x2
G(x) = f(z+x—1) dx =L+ 5 —x
2. Achamos os valores da primitiva que vamos a necesitar: y=1-x
1
2

G(O)=o;c(zﬁ_z)=§.(5_4ﬁ);g(2)=_

3
3. Facendo uso dos valores anteriores e aplicando a regra de Barrow, resolvemos as integrais parciais (&
recomendable intercambiar os limites de integracion para evitar os signos negativos):

AR) = AR + A(Ry) = G(0)]) 5., + G2 5, = G(0) — G(2V2-2) + G(2) — G(2V2-2)

=G(0)—2-G(2V2-2) +6(2) =025+ (5-4V2) +5 =2+ (8v2-9) = [L54 v |
Exemplo: Calculemos agora a superficie da rexién R, comprendida entre as curvas

f(x) =+vVx e g(x) = x2.

Signosde (f-g)(x) =+vx—x2%: 0 5 1es 0

Xa que logo, temos que calcular s6 unha integral definida:

2 N 1 (2 .3
AR) = [{(r—?) - dx = (3x2-T)] =20%-1-(2.02-
0_3)_2_1_1 2 1 2
3)=3 3 3t

[P7. Determina a area encerrada entre a parabola y = x2 —4 earecta y = 3x — 6.

o 1 1
[P§. Calcula a area limitada polas curvas f(x) = 2x? e g(x) = o easrectas x=-ex=1

Como veras ao resolver os problemas do boletin final, no suposto de que a rexién estea limitada por mais de ddas
funcions (o eixe OX tamén conta) teras que graficalas e dividir a rexion en recintos comprendidos por duas delas.
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CUESTIONS, EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. E exactamente igual o concepto de integral definida que o de area baixo unha curva?

2. Se as duas areas da figura miden 5 e 2 u?, di cal sera o resultado de: T f
@LfF OLI @l OFF @LfF+1f N = —

3. Calserdovalor de f_'lf sabendo que f é unha funcion impar?

4. Sendo f unha funcién non nula e sabendo que f:f = 0, podemos afirmar entén que a = b ?
5. Se fabf = facf, podemos asegurar que b = ¢?
6. Sendo f unha funcion periddica de periodo T e sabendo que fOTf = p, canto valera fOZTf ?
Z b b b
7. Ecertoque [[(f-9)=[f [ 97
8. Facendo uso da regra de Barrow, demostra a propiedade de aditividade en intervalos: f: f= facf + fcb f
9. Baixo que supostos é certa a igualdade |fabf| = fablfl?
10. Que relacion existe entre integral definida e primitiva?

11. Demostra que o valor da integral fol 2% . dx esta comprendido entre 1 e 2.

12. Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do Valor Medio do célculo integral. E posible aplicarllo & funcion
f(x) = sen x no intervalo [0, 7]? En caso afirmativo, acha un punto onde se cumpra a sla tese. Si;c=0,69

13. Aplicalle o teorema do Valor Medio do célculo integral & funcion f(x) = 3x? no intervalo [- 4, - 1] e determina

un valor medio cuxa existencia garante. c=-7
14. Teorema Fundamental do calculo integral. Acha F(x) = fox 1:et - dt. F(x)=x—1In “;x
15. Acha a ecuacion da tanxente & funcion F(x) = fox(l —sen?t) - dt no punto de abscisa 0. y=x
16. Determina os puntos de inflexidn da funcién F(x) = O’Cef2 - dt. 1(0,0)
17. Acha }E&@ sendo F(x) = foxﬁ-dt. %
18. Sabendo que fff = x3 — x2, calcula f(1). %
19. Calcula f_zlf(x) -dx sendo f(x)=x?+ |x|. 12—1
20. Calcula: (@) |f0n cosx - dx| (b) foﬂlcosxl - dx (@0 (b)2
21. Acha: (a) fo%tgx ~dx  (b) fol (iiz_jiz ~dx (c) f—olﬁm - dx (@ Inv2 (b)1—InvV5 (c)-1+In2
22. Determina: (a) f:zsenﬁ cdx  (b) f:zln (;nx) -dx (a)2m (b)-1+1In4
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23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

, - .. 4 . 3[/8\*%
Acha a &rea limitada pola funcién f(x) = iz 0 eixe OXeasrectas x=2 e x = 3. In (E) u?
Acha a area encerrada entreacurva y = x - sen x, 0 eixe OX easrectas x =0 e x = . T u?

p _ ., . 1 3-In2 ,
Calcula a area limitada pola funcion y = Inx, 0 eixe OX e as rectas x = sex=e. 5
Determina a &rea limitada polas funciéns y = cosx e y =senxentre 0 e 7. 2V2 u?

. - . . . 8 -
Acha a area da rexion plana comprendida entre as parabolas y = x? e y = 4x — x2. 3 u?

. .. . 1
Canto mide a superficie da figura plana encerrada entre as curvas y = x3 e y = x?2? o u?
Determina a rea comprendida entre a curva y = x3 e a bisectriz do primeiro cuadrante. 5 u?

. , . -z -4 - - b
Determina a &area comprendida entre a funcion f(x) = ﬁ e a bisectriz do 2° cuadrante. 1 u?

, . , s,
Acha a area encerrada polos eixes € a recta tanxente Acurva y = x -senx en x = 1. U

p . 2
Calcula a area entre a curva y = e* e a corda que une os puntos de abscisas x =-1 e x = 1. - u?

Debuxa e acha a area do recinto plano limitado pola parabola y = 4x — x2 e as tanxentes & curva nos puntos de

interseccion co eixe OX. (Nota: para o debuxo das gréficas, indica os puntos de corte cos eixos e 0 Vvértice e
. . . 16
concavidade ou convexidade da parabola). 5 U

Debuxa e calcula a area da rexion limitada polo o eixe 0X, acurva y = (x — 2)? e a slia recta tanxente no punto

de abscisa 4. (Nota: para o debuxo das graficas, indica 0s puntos de corte cos eixos e o vértice e concavidade ou
2

convexidade da parabola). 3 u?
p .. 35 "
Calcula a area da rexion R representada no debuxo adxunto. - u? y=x"2-1
, L, 74442 ¥=5-x
Acha a area encerrada polas funciéns y =2, y = 2x e y = x2. +3\f 2 R
Mide a superficie limitada polacurva y = x - e™” oeixe 0X earecta x = M, sendo M
a abscisa na que a referida curva alcanza o seu maximo absoluto. e;f u?
. - . . - x+2sex<l1 2
Acha a area limitada polo eixe 0X e a gréfica da funcion f(x) = {3 x—2)?sex>1 55u
. . . Inx, x € (0,e .
Acha a &rea limitada polo eixe 0X, arecta x =4 eacurva f(x) = {x ( ). 2,58 u?
/e, x € [e, )

A curva y = 2x2 divide en dous recintos ao cadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1). Acha a area de cada
V2 3-V2
un deles. S €3 U

Determina o valor de a > 0 tal que a area da rexion limitada pola curva y = x? earecta y = ax € igual a

4,52, a=3
2

O trazado dunha estrada ven dado pola funcion y = % — x, sendo un rio o eixe OX. Entre a estrada e o rio hai un

pifieiral. Se as distancias se miden en km, calcula o valor do pifieiral sabendo que a hectarea do mesmo pagase a

300 €. 80000 €
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