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FUNCIONS REAIS DE VARIABLE REAL

Este terceiro bloque temético, Analise Matematica, é significativamente mais extenso cos anteriores.

Vén sendo unha ampliacion do que estudastes o curso pasado. Por este motivo, sera atendida a xeito de repaso aquela
materia que foi tratada en 1° de bacharelato, prestando mais atencion a aquela outra que presente novidades.

Debes ser consciente da importancia que ten o estudo das funcidns, pois estan presentes en todo o que nos rodea. Moitos
fendmenos da natureza poden ser expresados mediante funciéns que dependen de mais dunha variable: o volume dun
paralelepipedo (depende do longo, largo e alto), o espazo percorrido por un mabil (depende da velocidade e do tempo),
os latidos dun corazén (dependen da idade, da constitucion fisica...), etc. No entanto, dedicaremos esta unidade ao estudo
das funciéns que dependen dunha soa variable: a area dun circulo (depende s6 do radio), o espazo percorrido por un
mobil de velocidade constante (depende sé do tempo), etc. Asi e todo, raras veces trataremos con fenémenos concretos,
pois nas matematicas, abstraémonos e falamos dunha funcién y = f(x), onde y representa o (anénimo) fenémeno a
estudar, en funcién dunha (tamén anénima) variable independente x.

Por outra banda, hai funciéns que traballan no corpo dos nimeros complexos. Pero non te asustes,
porque as funcions coas que vamos a tratar nesta unidade, levan os apelidos de “reais de variable
real”, o que significa que tanto a variable dependente como a independente toman valores reais.

Nesta primeira unidade do bloque sera definida formalmente a nocion de limite, auténtica porta
de entrada na Andlise Matematica.

O proceso de “paso o limite” foi utilizado desde a antigiiidade (Arquimedes) para resolver
problemas que resultaban inalcanzables dende os sinxelos procedementos da aritmética, alxebra
ou xeometria elemental. Pero faciase con caracter puntual e de forma intuitiva.

EULER

A partir do concepto de limite, durante os séculos XVII e XVIII (Leibnitz, Newton e Euler)
desenvolveuse o calculo infinitesimal (asi se soe denominar conxuntamente aos calculos
diferencial e integral). Non obstante, non foi ata o século XIX (Bolzano, Cauchy, Riemann e
Weierstrass) cando se lle deu o rigor adecuado para libralo das criticas coas que inicialmente foi
recibido.

Como vemos na cabeceira, esta primeira parte do terceiro bloque tematico consta dunha soa
unidade que afianza e amplia o estudado no curso pasado:

8. Funcions reais de variable real. Comeza recordando o concepto de funcion e as funcions
elementais. Contintia, como non, coa nocién e calculo de limites de funcions que nos permitira
establecer o concepto de continuidade. Finalmente, expofiense os dous resultados mais
importantes sobre continuidade de funcidns: teorema de Bolzano e teorema de Weierstrass.

BOLZANO
Rep.Checa, 1781-1848

Os obxectivos fundamentais que se perseguen con esta unidade son:

o Cofiecer as principais caracteristicas das funcidns elementais.
e Entender a definicion e significado grafico do limite dunha funcién.

e Calcular limites de funciéns (nun punto ou no infinito), resolvendo todo tipo de
indeterminacions que se poidan presentar (incluidas as exponenciais) e acudindo aos limites
laterais no caso de que sexa preciso.

e Achar as ramas infinitas dunha funcion. WIERSTRASS
Alemafia, 1815-1897

e FEstudar a continuidade dunha funcién (especialmente nas “definidas en anacos” e incluso
dependentes de parametros), identificando os tipos de descontinuidades que puideran producirse.

o Cofiecer os teoremas de Bolzano e Weierstrass xunto coas slias interpretacions xeomeétricas e utilizar o primeiro
para localizar as soluciéns dunha ecuacion.
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8. FUNCIONS REAIS DE VARIABLE REAL

8.1. Conceptos preliminares

Unha funcion real de variable real é unha relacion entre ddas variables numéricas reais, habitualmente chamadas X
(variable independente) e Y (variable dependente), cumprindo que cada valor real x de X relacidnase, como moito, con
un Gnico valor real y de Y.

Neste suposto, o valor de y recibe o nome de imaxe do valor de x co que esta relacionado. Asi mesmo, o valor de x
recibe o nome de orixinal ou anti-imaxe do correspondente valor de y.

A maioria das veces, a relacion establecida pola funcion, pode concretarse nunha ecuacion, y = f(x), que tamén recibe
outros nomes como expresion analitica ou férmula xeral.

O subconxunto de valores reais que toma a variable independente, f)
D = {x € R: 3f(x)}, denominase dominio de definicién ou campo de [
existencia da funcion. De forma mais explicita nétase como Dom(f). Imaxe /\/
O subconxunto de valores reais que toma a variable dependente, ’
[={yeR:y=f(x) para algtn x € R}, denominase conxunto imaxe,
percorrido ou rango da funcién. De forma mais explicita ndtase como Im(f). g
Para resumir todo isto, séese escribir: f: D — ]1;{( )

x —y=f(x
O conxunto G = {(x, f(x)) / x € D} denominase grafo da funcién. Cando este conxunto se representa no plano

cartesiano, dise que se esta a facer a representacion grafica da mesma. Este aspecto das funcidns sera estudado con
detemento en futuras unidades.

Para cofiecer unha funcion é necesario identificar a relacion que establece e o seu dominio (ao conxunto imaxe non se
lle concede tanta importancia). Non obstante, é habitual que s6 nos dean a sta expresion analitica, porque nos informa
da referida relacion que se establece e, a partir dela, tamén é posible achar o0 dominio méaximo ou matematico, DM,
entendendo este como 0 maior conxunto onde a expresion ten sentido matematicamente.

Outras veces, 0 dominio tamén ven limitado por “vontade” de quen a propdn, ou incluso, polo “contexto real“ no que
esta definida a funcion, como podemos observar nos seguintes exemplos.

Exemplos: (a) A relacidn establecida entre cada nimero real e o seu inverso é unha funcion real de variable real. A sta
expresion analitica é f(x) = x~1. O seu dominio son todos os nlimeros reais excepto o cero. Resumindo:

f:R-{0} >R
X — y:x’1

Como f(4) = 0.25, podemos dicir que 4 ¢ o orixinal de 0.25 ou ben, 0.25 é a imaxe de 4.

(b) A correspondencia entre cada nimero real maior que 10 e o seu cadrado € unha funcion real de variable

real. A stia expresion analitica é g(x) = x?. O seu dominio é Dom(g) = (10, +). Podemos escribir:
g:(10,00) — R|
x —— y=x2

Como g(15) = 225, podemos dicir que 15 é o orixinal de 225 ou ben, 225 é a imaxe de 15.

(c) A asociacidn entre a altura h de calquera tridngulo de base de 5 unidades e a sUa area, é unha funcion real
de variable real. A sia expresion analiticaé A = 2’5 - h. Ainda que o dominio maximo é DM(4) = R,

0 seu dominio € Dom(A) = (0, +). Isto é:]4: (0,0) — R
h —— A=2,5-hl
Como A(4) = 10, podemos dicir que 4 é o orixinal de 10 ou ben, 10 é a imaxe de 4.

A maioria das veces s6 cofiecemos a expresion analitica abstracta da funcion (non hai “contexto real” nin “vontade” do
autor) polo que, o seu dominio de definicion coincide co dominio maximo. Para achalo, debes recordar que:

1. Non se pode dividir entre cero.
2. As raices de indice par s6 existen cando o radicando é positivo ou cero.
3. Os logaritmos s existen cando o argumento é estritamente positivo.
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P1. Acha o dominio das seguintes funciéns:

1 1 b _Vx 2 _ l,xSl
@10 ==ty B =K g6 -9 ©he={, =757

P2, Observando a gréafica dunha funcién podemos identificar o seu dominio. Indica o dominio e percorrido de todas as
funcioéns representadas no seguinte apartado.

(d)Sr)=m-r?

8.2. Funcions elementais (polindbmicas, racionais, irracionais, exponenciais, logaritmicas e

trigonometricas)

Imos facer unha descricién esquematica das caracteristicas xerais das familias de funcidns elementais:

I. Polinémicas: A sla expresion analitica é un polinomio: y = ag + a;x + a,x? + - + a,x™, a; € R. Daquela, o
dominio maximo é IR, tendo un conxunto imaxe distinto en cada caso. A grafica depende do grao:

e Grao 0: y = k. Chamanse funcions constantes. A grafica é unha lifia recta horizontal que pasa por (0, k).
e Grao1l:y =mx +n, m # 0. “m” recibe o nome de pendente (porque indica a sda inclinacién) e “n” é a ordenada

na orixe.
Se n = 0, denominanse funcions lineais ou de proporcionalidade e a sta gréafica | Ay [
¢ unha recta oblicua que pasa pola orixe. \ ’ .'f
7 .z . , C g . . +5
Se n # 0, chamanse funcions afins e a sua grafica € unha recta oblicua que non =3 \ /
pasa pola orixe. H [ |
, - i 1 /
o Grao2:y = ax?®+ bx + ¢, a # 0. Chamanse funcions cuadraticas. VI jaxz —2x
A sUa gréfica é unha parabola vertical cuxa forma depende exclusivamente do \7
valor de “a” (“b”” e “c”’ s6 inflien na sta posicién). O seu vértice alcanzase para = _|4 = "n\“_'/ ' 4| ' 'x"
-b 1
ovalorde x = —
2a 1
e Grao = 3: As suas gréaficas son curvas que aprenderemos a representar en |
vindeiras unidades. 1
y=2xpt1
Exemplos: f(x) =-2 ; g(x) =2x+3 ; h(x) = x> -5x+6 ‘j
1. Racionais: A sla expresion analitica € un cociente de polinomios, polo que o seu -||
dominio maximo esta formado por todos os nimeros reais excepto aqueles que T 4875
anulan o polinomio do denominador. O percorrido varia en cada caso. IR\ y= 2
-z ron z k , *,
En concreto, aquelas cuxa expresién analitica é da forma y = - onde k é - T _ ]_i
, _ ) L e T T L | L et
calquera ndmero real distinto de cero, reciben o nome de funcions de - 4 x
proporcionalidade inversa. A sta gréafica é unha hipérbole. \ 1
P ax+b z Az . \T
Asi mesmo, as da forma y = o tamén son hipérboles, pois son ||_ —4,575
transformacions elementais das anteriores (basta con realizar a division il

polinémica). i
As gréficas das hipérboles e das demais funcions racionais serdn obxecto
fundamental de estudo nas vindeiras unidades.

x—

Exemplos: f(x) =% ; g(x) = #11 ; h(x) = —;

xX—

I11. Irracionais: Na sta forma bésica, a expresion analitica é y = V.

Se n é par, o seu dominio méximo € [0, +c0) e a sUa grafica é media parabola
horizontal. Se n é impar, 0 dominio méximo é R, tendo como gréafica a unién de A
duas “medias parabolas” horizontais.

O conxunto imaxe é distinto en cada caso.

Exemplos: f(x) =vVx ; g(x) = Vx ; h(x) =V1 —x
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IV.Exponenciais: Na sta forma bésica, a expresion analitica ¢ y = a* onde a € un
numero real positivo distinto de 1. O seu dominio méaximo é R. Neste caso, é
importante recordar que o percorrido é (0, +o0), ou 0 que é 0 mesmo, as funciéns
exponenciais sempre dan resultado positivo.

Son crecentes se a > 1 e decrecentesse 0 < a < 1. A sla gréafica denominase
curva exponencial.

1

Exemplos: £(x) = 3% 1 g(0) = () 1 h(x) = 2271 !

2

V. Logaritmicas: Na sta forma bésica, a expresion analitica é da forma y = log, x

onde a é un namero real positivo distinto de 1. Son as reciprocas das funciéns A
exponenciais. Xa que logo, o seu dominio € (0, +co) e 0 percorrido, R. 1

Pola mesma razdn, a sta gréfica, que se denomina curva logaritmica, é simétrica 1, y=senx
da correspondente curva exponencial, respecto da bisectriz do primeiro 1 /
cuadrante.

Exemplos: f(x) =log, x ; g(x) = log1/3 x ; h(x) =log(x + 1)

VI. Trigonométricas: Basicamente son y = senx e y = cos x. y = cosx 1
Ambalas dlas tefien por dominio todo R e percorrido, o intervalo [-1,1]. Son 1
periddicas de periodo 27. :

As slas cofiecidas graficas denominanse, respectivamente, sinusoide e
cosinusoide.

Tamén temos y =tgx que é periddica de periodo . Ademais, como € o
cociente entre 0 seno e o0 coseno, non existe cando este Gltimo se anula: D = R —

I
I
I
I
I
|
|
I
{g + km, k € Z}. Neses puntos presenta asintotas verticais. O conxunto imaxe é - ——
;
|
i
I

R e a sUa grafica denominase tanxentoide.

Exemplos: f(x) =sen2x ; g(x) =1+ cosx ; h(x) = tgg

[P3. Ao cofiecer “a priori” as graficas das funcion elementais, construindo unha pequena tdboa de valores
suficientemente espallados, elixidos en cada un dos intervalos que forman o seu dominio, podes e debes representar
as funcions que aparecen en todos os exemplos deste epigrafe. As veces, pode ser suficiente facer unha
representacion aproximada utilizando as “transformacions elementais” da seguinte nota.

Nota: Debes recordar as “transformacions elementais” estudadas en cursos anteriores:

(i) Desprazamentos: - Se sumamos (restamos) unha cantidade positiva k a variable independente x, f(x + k),
prodicese un desprazamento horizontal de k unidades na sta grafica, no sentido negativo (positivo) do eixe
0X.

- Se sumamos (restamos) unha cantidade positiva k a variable dependente y (é dicir, a toda a funcion),
f(x) + k, prodlcese un desprazamento vertical de k unidades na sua gréafica, no sentido positivo (negativo)
do eixe OY.

(ii) Estiramentos e contraccions: - Se multiplicamos (dividimos) por unha cantidade positiva k > 1 a variable
independente x, f (k - x), prodlcese unha contraccion (estiramento) horizontal de factor k na sta grafica.
- Se multiplicamos (dividimos) por unha cantidade positiva k > 1 a variable dependente y (é dicir, toda a
funcion), k - f (x), prodicese un estiramento (contraccion) vertical de factor k na sta grafica.

(iii) Reflexions: - Se cambiamos de signo unha das variables da funcion, f(-x), - f(x), prodicese unha
reflexion da sua gréfica, cuxo eixo de simetria é o eixe da outra variable.
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8.3. Limite dunha funcién nun punto. Limites laterais. Calculo de limites de funcions

Limite dunha funcién nun punto

O curso pasado estudastes o concepto de limite dunha forma intuitiva. Seguramente vos dixeran algo similar a isto: “O
limite dunha funcién nun punto, se existe, € o nimero real ao que se van aproximando (cada vez mais) as imaxes, cando
0s orixinais se achegan a ese punto”. Nesta afirmacion falta a rigorosidade necesaria que agora lle imos proporcionar
coa definicion de limite dunha funcion: R

. o L L y=f)
Diremos que o limite dunha funcion f(x), cando x tende a x,, € o nimero real L ¥
. q . . €
cando, fixado calquera entorno de L (por moi pequeno que este sexa), é posible E¢(x0) {L
atopar un entorno de x, tal que as imaxes de todos 0s seus puntos, excepto acaso T [
0 propio x,, pertencen ao primeiro entorno. E dicir: Xo >
N1 =
lim f(x) =L & VE.(L),3Es(xy) : x€Es (%), x # x9 = f(x)€E:(L). Es(x0)
X—Xo

Prescindido de todo o accesorio e establecendo a pertenza a un entorno en termos de distancia (valor absoluto da
diferenza), obtemos a definicion definitiva:

lim f(x) =L Ve>0,36>0: [0< |[x—x5] <= |f(x) — L] < €]

X—Xo

Notas: (1) Ao escribir 0 < |x — x,| excluimos a posibilidade de que x = x,. E importante destacar que, & hora de
falar do limite dunha funcién nun punto, non importa o que ocorra nese punto senén nas suas proximidades;
Incluso pode suceder que exista o limite sen que a funcion estea definida nel.

(2) Cando lim f(x) = L, dise que a funcién f(x) converxe a L no punto x,.
X—=Xq

Exemplo: Demostremos que }Ciir%(Zx +1) =5.
Fixado & = 0’5, analizamos a desigualdade final da definicion:
[f(x)—Ll<esS |2x+1-5|<0'5< 2|x—2|<0'5 < [x—2| <025.
Isto significa que, efectivamente, bastaria con tomar calquera § tal que 0 < &§ < 0'25.
Fagamolo mais dificil, fixemos e = 0'01. Analizamos de novo a desigualdade final:
f(x) —Ll<ee=|2x+1-5| <001 & 2|x—2| <001 < |x—2| <0005.
Isto significa que, efectivamente, bastarfa con elixir un é tal que 0 < § < 0'005.
A pesar de todo, ainda non esta demostrado que o limite sexa L = 5.
Para elo temos que fixar un € > 0 calquera. Analizamos a desigualdade:
If)~Ll<eo2x-4<e=2x-2|<ee |x-2|<_.

Isto significa que, efectivamente, bastaria tomar calquera § tal que 0 < § < g

P4, Demostraque lim k =k e lim x = x,.
X—=Xg

x—Xq

Limites laterais

Cofiecido o concepto de limite € moi doado facerse co de limite lateral. Tratase de saber a quen se aproximan as imaxes
cando, en vez de falarmos de aproximacion en xeral ao punto (x — x,), falamos dunha aproximacion mais concreta:
ben pola dereita (x — xg) ou pola esquerda (x — xp).

As definicions rigorosas son as seguintes:
Diremos que lim, f(x) =L & Ve > 0,36 >0 [(x —x0l < 8,x>x) = |[f(x) —L| < g].
xX—Xxg
Analogamente, lim f(x) =L © Ve > 0,36 >0: [(|x —xo|l < 8, x <xp) = |f(x) — L] < &].
X-Xg

Evidentemente, para que exista o limite L dunha funcién nun punto, deben existir os limites laterais e seren tamén iguais
a L. E dicir:

lim f(x) =L lim+f(x) = lim f(x) =L
X—Xg x-xg XXy
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Exemplo: Podes hallar o limite dunha funcién nun punto a partir da stia grafica. Por exemplo:
Se miras a gréfica do exemplo anterior, podes ver que: lirg+(2x +1) = 1i1r21_(2x +1)=5.
xX— X

2
Non obstante, se observas a grafica adxunta da funcién a anacos, f(x) = {x se x <2

x se x=>2"'

cUmprese que: lirg_f(x) =4#2= lir%’l_'_ f(x). Daquela, Blirr% f(x).
x— X X

Notas: (1) Existen limites infinitos (L = too) e limites no infinito (x, = +0). Por exemplo, na

3
funcion g(x) da a dereita, podemos afirmar que: “’g& g(x) =- e lim g(x) = 3. g(x)
x> X—00

Seria preciso expofier as correspondentes definicions pero non o faremos para evitar
estendernos en exceso.

(2) Cando o limite dunha funcién nun punto é infinito, dise que a funcién diverxe a infinito nese punto.

Calculo de limites de funcions

O limite dunha funcién cumpre as propiedades alxébricas. Isto quere dicir que se “comporta” como é de esperar coas
operacions denominadas alxébricas: o limite dunha suma (resta) é a suma (restas) dos limites, o limite dun produto
(cociente) é o produto (cociente) dos limites e o limite dunha potencia (raiz) é igual ao limite da base elevado ao limite
do expofiente, sen menosprezo das restricions que lle son propias a division e a potenciacion.

Para explicar o comportamento do limite coa composicién de funcidns, soe dicirse que o limite conmuta coas funcions
continuas. Isto significa que, se a funcién g é continua, entén lim g[f(x)] = g [lim f(x)].
XX X—=X0o
Como consecuencia destes “comportamentos” e recordando que lim k = k e lim x = x,, dedlcese que o célculo do
X

—X0 X—Xo

limite dunha funcién £ (x) nun punto x, consiste, inicialmente, en substituir x por x.

x%-5 4

H g 2 _ — 22 __ — H g — g xX+21 — 24 —

Q) ll_rg(x 5)=3-5=4 (i) L1£r31x3+x+1 = (iii) }Cl_rg[(x + 1)*4] =3* =81
iv) 1i - Z B fom (= 2z 2\ 342 29— 3 _0_2=_

(iv) llﬂ(senx)—sen3— . (v) ;Lm1( 3+(x+1)2+x)— 3+0+ 2=-3—-0—2=-

3

Frecuentemente, aparecen expresions inesperadas (especialmente cando traballamos con limites no infinito e con limites
infinitos). Moitas delas tefien un resultado determinado finito ou infinito (como no Ultimo exemplo), pero outras non.
Reciben o nome de expresidns indeterminadas ou indeterminacions.

Nas taboas que seguen analizanse os distintos casos e resultados que se poden producir:

lim(f + g)

0 (b>0)
0
0 % (b<0) 0 0o
1 ab 0 0
1 1 1° | 1=®
1 ab o | 0
o [ (06>0)
0o 0 (b<0) 00 0
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(i 5 _i__ —:iz = 4 =
Exemplos: (i) lim —— = == =-oo (if) lim = 0 (i) ;}l_gl 2 ot
o /(x 1)2 * e
2 —3. = = —) =2%"=
(iV) im(3x2 +5) =3 -0 +5=w (v)lim (%) =(3) =0 Mlm(2+5;) =2"=0

Obviamente, as celas con texto vermello contefien expresions indeterminados (indeterminacions). Na seguinte taboa
reflictense estes casos de xeito resumido (hai 7 distintos):

Suma e Resta | Multiplicacion Division Potenciacion
0 | xoo
0 |+

|
| Cando nos atopemos cunha indeterminacion, teremos que aplicar algunha estratexia que permita resolvela. \
‘ Cada indeterminacion ten as sa propia estratexia de resolucidn, as cales imos recordar e practicar deseguido:

Indeterminacion Estratexias

e Técnica do termo dominante (Ollo! Esta técnica s6 se pode aplicar cando x tende a o).

e Outra opcioén similar consiste en construir infinitésimos, dividindo e multiplicando (para

o0 — 0 compensar) pola maior potencia de x.

o Se hai raices cadradas e os termos dominantes son iguais, multiplicase e dividese polo binomio
conxugado.

(i) lim (x2 —3x3-1) = [ooI - OO] = llm( 3x3) =-

Outraopuonsena hm(x —3x3—-1) = lim (——3—%3)-x3]=(1—3—$)-oo3 =—3.00=-00

X o

(i) ;m(vﬁ +5x —3x) = [ooI :too] = ;1_{2 (x /2) =
(iii) lim(\/x2 —1-+3x2+x) = [oo] - o] = llrg(x —/3x) = llm[(l —V3) x| =-

(iv) hm (x — x2 — 5 [ = lim(x —x) = 11m 0 =0 — NON! (andlanse os termos dominantes ao seren
Indet X—>00

|gua|s, daquela, o limite non depende deles, senén do resto da expresion).
Neste caso, multiplicas e divides polo binomio conxugado para quitar a raiz e eliminar os termos dominantes:

(x—ﬁ)-()ﬁ a2 —5)

2_x?+5 5
lim(x — vVx% —5) = lim =lim=—F==2=9
x—>oo( x—00 x+yx2-5 x—00 x+/x2-5 ©
@) lim (Vx2 — 2x — v2x3) (b) lim (Vx% + x — 3x) (c) lim (V4xZ + 1 — 2x)
X—00 X—00 X—00
Indeterminacion Estratexias
+oo e Técnica do termo dominante (Ollo! Esta técnica sé se pode aplicar cando x tende a ).
e Qutra opcion similar consiste en construir infinitésimos, dividindo numerador e denominador
too pola maior potencia de x.
. 2x%+6 . 2x? .22
(i) lim Zx—+ = [2 Indet. | = lim LZ =lim=-==
x—o00 3Xx“—2x+1 (oo} x—00 3% x—o00 3 3
6 2+ 2+2 2+0 2
ar q
Outra opcidn seria; lim Zx = lim —%-=—7=2; = ==
x>0 3x%-20+1 x>0 3-T4—5 3o 37040 3
e 3x2 3x2 3 15 _3
= = ] = =—-:-00 = 0
() Jim 2 = [ e ] = fim 75 = tim 555 = lim 31 =3
x3-25 Vx3+1 . 3[(2x+1)-(5x+3
- @ lim 255 (b) lim X4 (c) lim ' [EXHGx43)
\/_ 2-5x X—00 3x- ‘/x2—1 xX—0o 4x2-3
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Estratexias de caracter xeral para limites no infinito

e Sempre se deben realizar as operacions pendentes, pois poden producir distintos tipos de indeterminacions.
e Para o calculo de limites no infinito negativo faremos uso de que lim f(x) = lim f(-x).
X—-00 X—00

. . —1— 8] 4 8] 1 3 X 3] X
(i hm(u—’“r):[oo—oo]—hm ad —[—Indet] lim — = lim(-1) =-1
X—00 x3—x x2-1 Indet. x—00 X-(x2-1) x—00 X3 X—00
. 3x343 . & .
(ii) 11m [ (x3 + 1)] [ = lim =—— = [— Indet. | = lim 2= = lim 3x2 =
Indet. x—o0 X CO) xX—o0 X X—00
-x-3 = S N |
(iii) 11m = lim — = [io Indet. | = lim — = lim — = —
xZ+1-x x>0 x2+1+x o x—00 X+X  x—o00 2X 2
J5 -5x3+ =
(iv) lim = lim = zx——w—>i‘l
x—-00 7X— x2 x>0 —-7X—X -0
vz . (2x%=5 .Y
. (a) lim ( x ") (b) lim (u—Zx) () lim X**
X—00 3 2 X—-00 x+3 X—-00 X

Estratexia de caracter xeral para limites no infinito

o Se aparecen logaritmos ou exponenciais € interesante ter en conta que log,o < o? < ¢®,sendo a>1,b >0 e
¢ > 1. Isto significa que, ainda que os tres dan como resultado oo, 0 infinito obtido dun logaritmo (de base maior
que 1) sempre é de orde inferior ao dunha potencia (de expofiente positivo) e este, & sia vez, inferior ao dunha
exponencial (de base maior que 1).

. 1. 3dog(1+x3) (*) X\ — (*_)
() lim 22 = [ ndet. | = 0 (i) Jim (102° = 2%) = [o0 — 00| =~ 0
(*) *)
(iii) J11_>r£10(\/x + 1 —log, x3) = [Oomd_et_m] = oo (iv) lim [— Indet. ] =_ 00

X—00 log(x3+1)
(*) En todos estes casos, deberiamos facer mencion da propiedade anterior: O infinito obtido dun....

1258 () lim (x — Inx3) () lim [( ) /x5 ]
X—00 X—00
Indeterminacion Estratexia
e Aplicar a técnica do nimero e, que consiste en transformar o limite inicial noutro do tipo
+ u(x) U(X)
1** lim [(1 + E) ] , podendo ser x, real ou infinito. Como ben sabes, o resultado deste
X—Xg
. ; . , li
limite ser4 sempre unha potencia do nimero e: exh%v(x).
. . 1432\ *F3 3\*® A —x \ 2% . x \2X 1\
) ;11—{2) (sz—x) - (E) = (ii) xlingo (1—2x) - ;1_{2; (1+2x) - (5) =0
(i) lim (Z2) = -3)" - 3 (iv) lim (1 +x2)*** = 00 = — =~ =0
x1—>r23 x—2 - xl—l;glo x - T o®
2x?
. x%+3 2x* ® . x%+3 2x* . 2% .
@ im (55)" =07 = Jim 1+ (55 -1)] = pim (14 55) " = hm (14 5)
2
x2-2 x25_2,2x2 x2—2 . ;gfz
_ s\ 5 _ s\ 5 o
=;1_{2) 1+ 7= = ll_)rg 1+ =e
5 5

Ata agora s6 calculamos limites no infinito (cando x tende a infinito), pero estas indeterminaciéns tamén poden xurdir
ao calcular limites en puntos (cando x tende a un nimero real), como se advertia na descricion inicial desta estratexia:
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1
1 (x—l)-;
—il

() e . E. 1 \¥? _limi—=
(vi) xll)r% x(x—l) = [1% Indet. ] = ler{lJf[l + (x— D]zt = ler{1+ <1 + g) =emt¥l=¢ =e¢

Notas: (1) E posible mecanizar esta técnica coa aplicacion da formula: | lim f(x)9%™) = e’f”}fl QS

X—Xo

. . 4 li 1
No exemplo anterior: lim 2G50 = [1° et ] = e VB VTT — ¢,
x—-1
A razén de non utilizar esta férmula nin recomendar a sta utilizacion é porque a técnica proposta non se esquece
con tanta facilidade e resulta mais enriquecedora que ela.

(2) Faltan por resolver as outras dias indeterminacions exponenciais, 0° e oo°. Farémolo mais adiante coa regra
de L’Hopital. En realidade, con ela resolveremos moitos mdis tipos de limites que non somos quen de facer neste
momento (especialmente cando aparecen funcidns trigonométricas, exponenciais e logaritmicas), e outros que
xa sabemos resolver, farémolos de xeito mais axil.

x%-5

1 1\**+3 by 1 x2+x—1 1 _t >

a 1m(———) im( ) C) lim (x + 6)25-x

Lol ( )x—>oo G2 ( )x—>oo x2+42 ( )x_>_5( + )

Indeterminacion Estratexias
o Simplificar despois de factorizar numerador e denominador (pode ser necesario aplicar a regra
0 de Ruffini).
— e Se hal raices, € moi probable que sexa necesario eliminalas previamente para facer aparecer o
0 factor polinémico que produce os ceros (multiplicando numerador e denominador pola propia
raiz ou polo binomio conxugado).

0] 11 L [% lndet.] = lim —&*3) =3

02x2 2x x>0 2x-(x=1) 2
i) i, [ et >] e "*f [° i I = Ty SRS
(iv) ll_r}r} - 3\/_ [ lndet.] = }CILI} 3(x\/ﬁ JJZ—_ll); 11m (XH)'(;(;;);T‘)/W = ? =0
9 1T = [ ] = iy = U =
PO, @) lim 572 (b) lim 2= (©) Jim o2 (d) lim 222

Estratexia de caracter xeral para limites nun punto

¢ Nos puntos fronteira das funcions definidas a anacos e nos limites infinitos, case sempre sera necesario estudar os
limites laterais.

. 1sex<?2. . 2 at 9}1—>nZl‘(x -b=3

(i) f(x)_{1+xsex>2 lim f(x) = lim(x —1)=0,}61§;f(x)_I11m+(1+x)=3l=3
_(e*sex<0 x _ . ""2_. x _ -1 _ 1

(i) gx) = { Inx sex>0° 11m gx) = 11m e e” ,)}erllg(x)—gl_)lzlle =e =-

llrgle =1

. _ | x-0~ .

limg(x) = lim (1~ Inx) =1-1n0* =1 - (-) = o = Alimg(x)
X—

limg(x) =lim(1 —Inx) =1—-In1=1;lim g(x) = lim(1 —lnx) =1—-1lncw=1—00 =-00
x—1 x—1 X—00 X—00
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-2
(iii) 11 1(x+1)2 =cp=-
2x =7
2 | e
('V),}Lmlm—?= e = Eil_)mlm
x—-1tx+1  0F
lim 223 =
l Aedty = b il oF _
(V) 1m 1 x2—2x+1 e lim 2—-3x = ==
xL1+ X2—2x41  oF
=X sex<3 |x 1] x2—x-2
A = {3— - = —_—
P11 (a) f(x) {1 3 (en -0, 0 e 3) (b) g(x) == (en 3 e 1) (0) lim =

8.4. Ramas infinitas dunha funcidn: asintotas e ramas parabolicas

As asintotas dunha funcién son as rectas as que a sta grafica se aproxima progresivamente, mais canto mais nos
afastamos da orixe de coordenadas. Ao tratarse de rectas, poden ser de tres tipos:

1. Verticais: Son rectas verticais e polo tanto, a siia ecuacion é da forma x = k. O valor ou valores finitos de k (poden
existir infinitos) deben ser tales que cando x se aproxima a eles (pola dereita ou pola esquerda), o valor da funcién
tende a co ou - 0. E dicir: lirl?+ f(x) = £c0 ou lir}cl f(x) = too.

X— xX—=>k~

Nota: Toma nota de que os valores de k debes escollelos entre os puntos de descontinuidade da funcién, porque ao
teren algun limite lateral infinito, non pode haber continuidade neles.

|
Exemplo: A funcion f(x) = ﬁ é continuaen D = R — {1}. Vexamos se hai asintota \
vertical no Gnico punto sospeitoso k = 1. Efectivamente asi &, pois: .
1 1 e
llm flx) = xll)r%; =% é llm 1 f(x) = llnil_; == =-00, — :
. L _ _f[x1sex>0 S\
P12, Acha as asintotas verticais de: (a) f(x) = (x+2)2 (b) glx) = {x - ".

2.1. Horizontais: Son rectas horizontais e polo tanto, a sia ecuacion é da forma y = k.
O valor ou valores de k (como moito poden existir dous) son os limites da funcion cando x tende a co ou - oo, que
deben se finitos. E dicir: k; = lim f(x) e k, = lim f(x).
X—00 X—-00

Poden pedirche que estudes a posicidn da funcidn con respecto a asintota; Isto é, se a funcidn se aproxima por enriba
ou por debaixo a ela. Para sabelo, basta con pescudar o signo de [f(x) — k]: se é positivo, significa que a funcion
queda por enriba. En caso contrario, quedaria por debaixo.

oz 1
Exemplo: A funcion f(x) = = =1ley=0
1 1 1 1 1 1 \
pafis kl_;ll-)rg,l e 1-e® 1-0 1ek2_xlimoo1 F e - O AN

—x
~—1= —< > 0 (cando x é arbitrariamente grande e positivo) enton
1-eX
a funcién aproximase por enriba a asintota y = 1. no oo.

a funcién aproximase por debaixo a asintota y = 0. no - oo.

[P113. Determina as asintotas horizontais das funcions: @ fx) = (b) glx) = T

1+2x
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Nota: (1) Sempre que unha funcién racional ten unha asintota horizontal cando x — oo ent6n tamén presenta esa
mesma asintota cando x — - co. Analiza por que ocorre iso.

(2) Loxicamente, as funcions periddicas non poden ter asintotas horizontais.

2.2. Oblicuas: Son rectas oblicuas e polo tanto, a sia ecuacion explicita sera da forma y = mx + n. Para achar o valor
ou valores da pendente e da ordenada na orixe (como moito poden existir dous de cada un deles) é necesario calcular
0s seguintes limites, que deben ser finitos (e m # 0):
f(x)

m; = lim — () e n, = lim[f(x) —m; -x] ; my, = lim ——emn =x1_i)r_noo[f(x)—m2-x]

X—00 X—00 X——-00
Poden pedirche que estudes a posicion da funcidn con respecto a asintota. Isto €, se a funcion se aproxima por enriba
ou por debaixo a ela. Para sabelo, basta con pescudar o signo de [f(x) — (mx + n)]: se € positivo, significa que a
funcion queda por enriba. En caso contrario, quedaria por debaixo.

Notas: (1) Ten en conta que para calcular a ordenada na orixe é necesario cofiecer o valor da pendente. Ademais, se
m = 0, non existiria a asintota oblicua buscada. En todo caso, seria horizontal.

(2) Observa que, se unha funcion se aproxima a unha A.H. cando x — oo, non pode aproximarse tamén a unha
A.O. e reciprocamente. O mesmo sucede cando x —-oo. E dicir, se existen A.H. por un lado entén non
existen A.O. por ese mesmo lado, e viceversa.

2 1 +1
Exemplo: f(x) = —— tenunha A.O. narecta y = -x + - =2 pois:
x2
2 2 i 1 2
ml—llmz"z—llmf— —enl—llm(x —f)zllm X ==
x—o0 X xX—00 2X“—2X x—00 \2X—2 2 xX—00 2X—2 2
x? . x? 1 x . x 1
(m2 = lim = lim =-en, = lim = lim = —).
X>-00 2X2-2X  x—o002X%+2x 2 X>-002X—2  x—o002X+2 2
+1 1 ) - - o P
= xz =55 0 cando x é arbltrarlamente grande e positivo, entén
-2
a funmon aproximase por enriba a asintota y = , N0 0.
2 +1 p . . p L, .
Como 2;_2 — XT = ﬁ < 0 cando x é arbltrarlamente grande e negativo, enton a funcion aproximase por

. - +1
debaixo a asintota y ===, no - .

(b) g(x) = Va2 —1

[P1l4l. Acha as asintotas oblicuas das funcions:  (a) f(x) = W

Notas: (1) Sempre que unha funcidn racional ten unha asintota oblicua cando x — oo enton tamén presenta esa mesma
asintota oblicua cando x —- co. Analiza por que ocorre iso.

(2) Loxicamente, as funciéns periddicas non poden ter asintotas oblicuas.

2.3. Ramas parabdlicas: Cando k = hm f(x) =200 e m = lim — i)

x—oo X

= too (daquela, non hai asintota horizontal nin

oblicua no ), dise que a funC|0n presenta rama parabdlica vertical no oo. Significa que acaba crecendo
indefinidamente sen aproximarse a ningunha recta, como o fai unha parabola de eixe vertical.

Cando k = lim f(x) = £ e m = lim fix) = 0 (daquela, non hai asintota horizontal nin oblicua no o), dise

X—00 X—00

que a funcion presenta rama parabolica horizontal no oo. Significa que acaba crecendo indefinidamente sen
aproximarse a ningunha recta, pero con menos impetu, como o fai unha parabola de eixe horizontal.
+ oo . N
Cando k = 11m f(x) = £o0, m = lim fix) {—0 e n = lim[f(x) — mx] = too (daquela, non hai asintota
X—00 X— 0
horizontal nln obllcua no o), dise que a funcidn presenta rama parabdlica oblicua no co. Significa que acaba
crecendo indefinidamente sen aproximarse a ningunha recta, como o fai unha parabola de eixe oblicuo.

Todo isto poderia suceder analogamente no - oo.

Notas: (1) Toma nota de que as A.H. as A.O. e as R.P. analizan como acaba a funcion cando x — o e cando x —- co.
Xa que logo, son incompatibles entre si (polo mesmo lado) e sé poden existir ddas, en total.

(2) Para o estudo das A.H., A.O. e R.P. no o pode ser Util o seguinte esquema (seria igual no - co):
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y=k & AH RP horizontal
mm keR =
=Y cara a k (no w«)

RP vertical
cara a k (no «)

y=mx+n é AO

k= lim (2
RP oblicua
cara ak (no <)

A AH, AO nin
RP (no )
Ex: f(x)=x-cos x

A AH, AO nin
RP (no <o)
Ex: f(x)=cos x

A AH, AO nin
RP (no <o)
Ex: f{x)=x-xcos x

Exemplos: (1) A funcién f(x) =-vx3 + 1 acaba en rama parabélica vertical cara a - oo no oo,

pois k—llm(—\/x3 )=—ooem—11m_er —llm[ /x+ ]

X—00 X—00

FG) =V +1

(2) A funcion g(x) = 2vx — 1 acaba en rama parabdlica horizontal cara a oo no
0, pois k = lim 2Wr—I=wem=Ilm222=1m [2-2=0 =T

x>0 X x—0o\X X ' . 7
e
-

3) A funC|on h(x) = x ++/x acaba en rama parabélica oblicua cara a o no oo, _ /
pois k—lim(x+\/_)—oo m=)£zi_>rgx;&=1¢{i;o en=’1i_{£10(x+\/§—2x)= !
. 4x .
Jim (V¥ = 22) = Jim 28 = Jim % = Jim 22 = o
Dado 0 dominio tres duas funcidns, non ten sentido buscar RP no - oo.

h(x) =x +x

P15, Determina as ramas parab6licas de: (a) f(x) = x —vVx? —1 (b) g(x) = e™%*

Notas: (1) Se unha funcién racional acaba en rama parabdlica cando x — oo ent6n tamén o fai cando x —- oo, ainda
que poden ser distintas (unha cara a o e outra cara a - ). Pensa por qué.

(2) Loxicamente, as funcions periédicas non poden presentar ramas parabdlicas.

8.5. Funcion continua nun punto. Continuidade lateral. Tipos de descontinuidades.

Continuidade nun intervalo.

Diremos que unha funcién f é continua no punto x,, se e so se, lim f(x) = f(x,).
X—Xq

(i) Que exista o limite (e sexa finito)
Nota: Ao dicir que lim f(x) = f(x,), estamos falando de tres condicions: { (ii) Que exista a imaxe
*=%o (iii) Que ambos valores coincidan

Diremos que unha funcion f* € continua pola dereita no punto x,, se e s6 se, lim, f(x) = f(xo).
X=Xg

Analogamente, unha funcién f é continua pola esquerda no punto x,, se € s6 se, lim f(x) = f(x,).
xX—Xg

Nota: Observa que a continuidade nun punto equivale & continuidade lateral pola esquerda e pola dereita (a0 mesmo
tempo) nese punto. Entdn, a condicion de continuidade é “mdis forte” que a de calquera das continuidades
laterais. Por exemplo, a funcion (c) da seguinte imaxe, non é continua no punto x,, pero si o é pola stia dereita.

Observa os seguintes exemplos de funciéns que non son continuas (por distintas razns) no punto x,:

: ()] X%
> > > > /‘

»

D © % @ %
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Cando existe limite finito da funcién no punto, a descontinuidade recibe o nome de evitable, pois é posible “evitala”
construindo outra funcion practicamente idéntica a ela, pero continua nese punto (bastaria con asignarlle como imaxe
do punto, o valor do limite). Poden ser dous os motivos que a provocan: (a) que non exista a imaxe no punto e (b) que
exista pero sexa distinta ao limite.

Cando non existe limite ou sexa infinito (independentemente de se existe ou non a imaxe da funcién no punto) a
descontinuidade recibe o nome de esencial ou inevitable. Hainas de dous tipos:
De salto finito: Cando existen limites laterais finitos pero distintos (c).
e De 12 especie: { De salto infinito: Cando un dos limites laterais é finito e o outro é infinito (d).
Asintotica: Cando os dous limites laterais son infinitos (iguais ou distintos) (e).
o De 2% especie: Cando non existe (finito nin infinito) un ou os dous limites laterais. O motivo mais frecuente € a propia
inexistencia da funcién nas proximidades do punto, como ocorre pola esquerda de x, na ilustracion (f). Cémpre dicir
que hai outras descontinuidades de 22 especie moito mais complexas, cuxo estudo se sae deste nivel académico.

Nota: Dariaste conta de que o nome de descontinuidade asintotica provén da existencia dunha asintota vertical nese
punto. Pero, nunha descontinuidade de salto infinito tamén existe (media) asintota vertical.

[P16. Organiza nun esquema, os distintos tipos de descontinuidade que pode presentar unha funcidn.

Diremos que unha funcion f é continua en (a, b) cando o sexa en todo punto x, € (a, b).

Asi mesmo, diremos que unha funcién f é continua en [a, b] cando sexa continua en (a, b), continua pola dereita en a
e continua pola esquerda en b.

Para o estudo da continuidade dunha funcién, debes saber que:
“As funcidns elementais e as operacions entre elas son continuas no seu dominio ”

Loxicamente, nos puntos que non son do dominio a funcién non é continua pois non existe a imaxe. Para pescudar o tipo de
descontinuidade que presenta en cada un deses puntos, analizaremos o limite, ainda que s6 o faremos naqueles puntos nos
que exista a funcion, cando menos, a un dos seus lados.

Exemplos: 1. A funcion f(x) = 2 —log (x —3) ¢é continua no seu dominio Dom(f) = (3, ), presentando no 3
unha descontinuidade de 22 especie, pois lingif(x).
xX—

2. Afuncién g(x) = 5x — V1 — x é continua no seu dominio Dom(g) = (- o, 1] presentando no 1 unha
descontinuidade de 22 especie, pois 7 lir§1+ gx)
X—

3. Afuncién h(x) = é continua no seu dominio Dom(h) = R — {- 1,2} presentando:

lim h(x) =-o0
a

* No - 1—>3£|llm h(x) =2 =|*T

. = descontinuidade esencial de 12 especie asintética.
x>-1 hm h(x) =

*No 2 - lim h(x) = [ Ind. ] = im &o2G5D => descontinuidade evitable.
X—

x—2 (x=2)-(x+1)

[P117. Estuda a continuidade das funciéns: @ fx) = x:_—11

(b) g(x) =

ln(x 1)

Mais problemas xorden ao tratar con funcions mais artificiosas, como as definidas a anacos, pois:
“As funciéns definidas a anacos son continuas no seu dominio, excepto acaso, nos puntos fronteira”

Para decidir esa excepcion, estudarémolos individualmente usando a definicion e botando man dos limites laterais, se é
necesario (case sempre o €).

x+1sex<?2
Exemplo: 1. Estudemos a continuidade da funcién f(x) =3-1 se x = 2
2_1sex>2
= En (R-{2}) — f € continua pois Dom(f) = R, sendo 2 o Gnico punto de fronteira.

= No 2 — f pode ou non ser continua. Para sabelo, aplicamos a definicion de continuidade:
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. tig o 1) =
W) T 7es) = lim(x2—1)=3]=3 o _
~ x-2% = f presenta descontinuidade evitable no 2
(D) £(2) =-
(iii) lim £ (x) # f(2)

Resumo: f é continua en R- {2}, presentando descontinuidade evitable no 2.

logx se 0 <x <10
x—5se x>10
* En (0,10) U (10, ) — g € continua pois D = (0, o), sendo 0 e 10, os puntos fronteira dos anacos.
= No 0 — g presenta unha descontinuidade de 2?2 especie pois 2 11151_ g(x).
X—

2. Analicemos a continuidade da funciéon g(x) = {

* No 10 — g pode ou non ser continua. Para sabelo, aplicamos a definicion de continuidade:
li% logx =1
o~ 5B - . a . -
(6)) ler{log(x) = li111(1)+(x “5)= s - A = descontinuidade esencial de 12 especie e salto finito
X
Resumo: g é continuaen (0,10) U (10, =), presentando descontinuidade de esencial de 22 especie no 0 e
descontinuidade esencial de 12 especie e salto finito no 10.

xlsex<0 2x%—6x 3
P18, Estuda a continuidade de f(x) ={x se 0 <x <2 € gx) = {_xZ_g se x # 3
3x —4 se x > 2 1sex=3

x1lsex<0
P19, Analizase f(x) ={x se 0 < x < 2 € continua no intervalo [0,4].

3x —4 se x> 2

8.6. Teoremas de continuidade (Bolzano e Weierstrass)

Chamanse asi porque en ambos figura a hip6tese de que a funcion sexa continua, ainda que o primeiro deles conta cunha
hipétese mais.

Teorema de Bolzano

Enunciado: Interpretacion xeométrica
Se unha funci6n é continua nun intervalo pechado e toma distintos signos nos \“
seus extremos, enton existe un punto interior do intervalo no que a funcion se f(b) £00
anula. E dicir:
a
f continua en [a, b]} ; >
=3x, € (a,b): f(xy) =0 b
fl@-fb) <0 0 € @b): f(x0) Fla) e

Se un anaco de curva de trazo continuo ten os seus extremos en distinto semiplano dos dous en que o eixe de abscisas
divide ao plano cartesiano, entdn debe cortar ao citado eixe, polo menos, nun punto.

[P2(0. As seguintes funciéns non cumpren a tese do teorema de Bolzano. Que hipoteses fallan?

X f(®)
b b)
f( f( f(a) ./
@ > a > >
b b a b
f(a) / f(a) ....e
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Exemplo: O teorema de Bolzano aplicase para localizar solucions de ecuacions que non podemos resolver alxebricamente.
Como exemplo, imos achar unha raiz real do polinomio x3 — 3x + 40, ou 0 que é 0 mesmo, achar unha solucion
da ecuacion x3 — 3x + 40 = 0.

Construimos f(x) = x® — 3x + 40 que é unha funcién continua en calquera intervalo [a, b], ao selo en todo
0 seu dominio, que é R.

Buscamos dous enteiros consecutivos onde a funcién cambie de signo: f(-4) =-12 e f(-3) = 22.

Xa que logo, aplicando o teorema de Bolzano, podemos afirmar que 3x, € (-4,-3) : f(x,) = 0. E dicir, que
existe unha raiz do polinomio entre -4 e -3.

Ademais, como f(-3,8) <0 e f(-3,7) > 0, temos 0 seu valor aproximado ata as décimas. Continuando asi,
podemos aproximala tanto como queiramos.

[P21, Demostra que a curva y = x* — 2x3 — 5 corta ao eixe de abscisas nalgtn punto do intervalo (2,3). Acha, dous
decimais do punto onde se produce o corte.

Teorema de Weierstrass

Enunciado: Interpretacion xeométrica
Se unha funcién é continua nun intervalo pechado enton alcanza nel os valores "
méaximo e minimo absolutos. E dicir: M= f(x1)
f(x)
f continua en [a, b] = 3xg,x; € [a,b] : f (%) < f(x) < f(x1),Vx € [a, b]

m = f(xo)

>

Un anaco de curva de trazo continuo e con extremos, sempre ten, polo menos, un

punto mais alto e un punto mais baixo. A

Nota: Ten en conta que o teorema de Weierstrass s garante a existencia dos valores maximo e minimo absolutos, pero
non di nada sobre a sUa localizacion (aprenderemos a achalos en préximas unidades).

[P22, As funcidns seguintes non cumpren a tese do teorema de Weierstrass. Que hipoteses fallan?

A A

M = f(a)

m = f(a)

Observando o anterior teorema, vemos que toda funcién f continua nun intervalo pechado [a, b] ten por percorrido
o intervalo, tamén pechado, [m, M]. Disto deducense dous importantes corolarios:

- Esta limitada no referido intervalo [a, b], pois debe cumprir que m < f(x) < M.

- Alcanza calquera valor intermedio entre m e M: Vy € [m, M],3x € [a,b]: f(x) = y.

Exemplo: Podemos afirmar que a funcion f(x) = x? — 1 alcanza maximo e minimo absolutos no intervalo [-2,3] pola
sinxela razon de ser continua no mesmo (xa que é continua no seu dominio R). Ademais, pola mesma razon,
podemos afirmar que esta limitada no referido intervalo.

- -z 1 S Z.8 .
Exemplo: No entanto, non podemos afirmar que a funcion g(x) = = alcance 0 méximo ou minimo absolutos no intervalo

[0,1] pois non é continua nel (presenta unha descontinuidade asintética no 0). Pero isto non significa que non
poida telos. De feito, esta funcidn si alcanza o minimo absoluto (no 1), ainda que non 0 maximo.

1
P23, A funcion f(x) = {F se x <1 oq14 limitada no intervalo [1,4]? E no [0,4]?
x se x >1
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CUESTIONS, EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Di se as seguintes relacions entre ddas variables numéricas son funcions:

\\ Relacionar a idade de
cada alumno co nimero
(@) (b) | de zapato que calza.

_(x+1sex<?2 x+1sex<2
(e)y_{x—lsexZZ My {x—lsex>5

2. Verdadeiro ou falso:

©

(d)

@x*+y=1 () x* +y* =1

(a) O dominio de continuidade dunha funcién coincide co propio dominio (de definicién) da funcion?

(b) O dominio maximo (ou matematico) dunha funcién coincide co dominio (de definicion) da funcién?

3. Se unha funcion ten por dominio R, pode ter algunha asintota vertical? E se é continua en R?

4. Se existe unha asintota horizontal, pode existir unha rama parabdlica?

5. Xustifica as formulas m = lim &

xX—>too X

en= 11m {f(x) mx} que permiten calcular as AO.

6. Representa graficamente a informacion que proporcionan os seguintes limites da funcién f(x):

@ lim f@ =3 ®lmf@=-  (© limfG)=c

7. Traza a gréfica dunha funcion que cumpra que: D = R-{-1,1},

(@ lim, () =-c0

f(0) =0, & extremos, lim f(x) =5,

lim f(x) =0, lirri_f(x) = 00, lirr;)rf(x) =-o0 e ten unha descontinuidade evitable en x = 1.
X—-00 xX—- X

8. Unha funcion pode ter limite finito nun punto e non ser continua
nel? De ser asi, escribe un exemplo e di de que tipo de

descontinuidade se trata.

9. Mediante observacion da representacién anexa que corresponde

& gréfica da funcion y = f(x), determina;
@ lim 0 (b) lim f(®) () lim, £)
(d) Jlim f(x) (e) lim, f(x) (f) lim £ Gx)

10. Utilizando a definicion, demostra que lirr%(3x —1)=5.
xX—

11. Determina o dominio das funcions:

@) f(x) =In(x2 —9) —Inx Bgx)=vx+1+

(@) 1) = s E @me@ =[] o

2— |x|

x<0
x =2

‘ ' ‘

(€) h(x) = V2 —x? - log (sen x)

OV =35nR®

(a) Dom(f) = (3,%0) (b) Dom(g) =[-1,2) U (2,) (c) Dom(h) = (0v2]
(d) Dom(l) = (-,-3) U (-3,-1J U (1, ) (e) Dom(m) = (-,0) U [2, ) (f) Dom(V) = (0, )
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12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Calcula os seguintes limites de funcions nos puntos que se indica:
.1 ) x%2—6 1 . X2—4x+4
@ lim /- o) Jim (Z52— ) ©) e
(d) lin&(l +x)1/x ) lim[(Vx +7 —vV2x) - V3x + 5] (f) lim (Vx2 —x — x)
Xx— X—00 X—00
1
. 3x%-1 . InvI=cosx o (x2—4x—10Y /(x-6)
(g) xlir_noo 1+x (h) xl_l,g}z In(1—cosx) (I) }Cl_rg( x—4 )
. 4%45% . Vx+1-Vx—1 . x2
() lim ==& (m) lim = (n) Jim_ (x2—1)
3
~ . i . 2 _ — 5 . x2—2x
() Jim, s (0) lim (log(x* + 1) —V1—x°) ®) Jim e
. LA . [ 2 1 ] . 16—xt
@ xlirlr}z 372 ® }}E} x-1*  x(x-1) s) }}E; x2—4
1
(@0 (b)- ()3 (de (e)-o0
-1 1, 1 .
O @w ()3 He*-ve MO0 m3; M1 @O0 (0)- (p)oo (@7 () ()0
1/x X < 1 = -1 . .
Dada f(x) = ’ , calcula o seu limite nos puntos -2, 0, 1 e 3. —;A;A-8
x> —x+2, x>1 2 ,
Calcula os limites das seguintes funciéns nos dous infinitos, no 0 e no 1:
1—x2
e*, x<0 _*
@r@={{15=° _, @gwﬁ{; ”x:° (€) h(x) = Ix — 3] — ||
’ se x =
lim f(x) =—c0; lim f(x) =0;Alimf(x);limf(x) =1; lim g(x) =-;
X—00 X—=-00 x—0 x—1 X—00
lim g(x) = oo ; Alimg(x); limg(x) = 0; lim h(x) =-3; lim h(x) = 3;limh(x) = 3;limh(x) =1
X—-00 x—0 x-1 X—0 X—-00 x—0 x—1
5 X341
. x2+kx+1\x2-1 _ _3
Calcula o valor de k sabendo que il}; ( e ) =+e. k=2
2_ - B
Determina o valor de a para que exista L = lin; ZXXS;;HS Nese caso, acha tamén L. a= %; L= %
X— -
Acha as asintotas das funcions: (a) f(x) = =% (b) g(x) = Z4x
’ flx T x3-9x g\x) = x+1
@AV—->x=-3;AH->y=0 (b)AVox=-1; A0-y=2x—-1
Acha as ramas infinitas: (a) f(x) = ﬁ B gx) =vVo9x2—4 () h(x) = % (d) k(x) = x —x
@AV—->x=1;RPHaownoo (h)AO>y=3x e y=-3x (C)AH—->y=0;RPVa-cono-o (d) RPOaw no o
2__
Estuda a continuidade das funciéns f(x) = loga(3 —x) & g(x) = T—
f écontinua en (-, 3), presentando no 3 descont. de 22 especie
g écontinua en R-{-1,1}, presentando no -1 descont. asintética e no 1 descont. evitable
Demostra que y = =—=> ¢ continua en R- {5}, presentando unha descontinuidade evitable en x, = 5. “Evita” a

5—x
antedita descontinuidade definindo unha nova funcién continua en R, que so difira da anterior no citado punto.

y=-(x+5)
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21. Estuda a continuidade da funcién f(x) = ;x
1—ex—1

f é continua en R-{0,1} presentando no 0 descont. asintética e no 1 descont. de salto finito
2_
2x_12x se x <1

22. Estuda a continuidade da funcion f(x) = (;;?)x e l<x<6

0sex>6
f écontinua en R-{6} presentando no 6 descontinuidade de salto finito

[x—1]|
—
f é continua en todo R- {0}, presentando no 0 descontinuidade asintética

23. Estuda a continuidade da funcion f(x) =

a+2x, x<1
24. Estuda a continuidade da funcion f(x) = {x2+ax x>1
x-1"’
a #-1= f é continua en R-{1} presentando no 1 descontinuidade de salto infinito
a=-1= f écontinuaen R

segundo os valores de a.

senx se x <0

sexa continua. VaeER;b=0
-x*>4+ax+bsex>0

25. Determina a e b paraque f(x) ={

26. Enuncia o teorema de Bolzano e utilizao para demostrar que a ecuacién e* — 2* —2 = 0 ten unha solucién entre
1 e 2. Aproximaa ata as décimas. 1,6 <x5<1,7

27. Demostra que as funcions f(x) = x3 + x% e g(x) = 3 + cosx se cortan nun punto.

28. Se f(x) é continua en [a, b], sendo f(a) =-5 e f(b) > 0, podemos asegurar que a funcion g(x) = f(x) + 3
ten un cero no intervalo (a, b)?

29. Entre que dous enteiros se atopa a paraque P(a) = 8,sendo P(x) = x5 — 3x% + 1? 1<a<?2

30. Dada f(x)=x-sen Gx) demostra que existe un punto ¢ € (0,4) noque f(c) = f(c+1).

31. Podes afirmar que a funcién f(x) = x25 — 7 esta limitada en [-2,5]? E a funcion y = ﬁ? Si ; Non
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CALCULO DIFERENCIAL

A derivada é un dos conceptos matematicos de maior aplicacion noutros campos do cofiecemento.
A sUa nocién xurdiu ao tratar de encontrar solucién a dous antigos problemas: trazar a recta
tanxente a unha curva nun punto e calcular a velocidade instantanea dun movemento non uniforme.

No século XVII Leibnitz e Newton, por separado, crearon o Calculo Diferencial (asi se chama
basicamente ao calculo de derivadas), dando asi resposta tedrica completa aos referidos problemas.

Ainda que Euler (século XVI1I) fixo avances no estudo da derivada, non foi ata comezos do século
XIX cando Cauchy, ao relacionala de forma clara co concepto de limite, conseguiu estabelecer un
proceso sistematico para o seu calculo, practicamente igual ao que se estuda na actualidade.

Neste manual, o Calculo Diferencial esta dividido en diias unidades:

9. Derivada dunha funcion, cunha primeira parte de contido eminentemente teérico, na que se
profunda no cofiecemento de derivada e do seu significado nas ciencias, dando solucion aos
antigos problemas que deron lugar a sta aparicion. Tamén se analiza a relacion existente entre
continuidade e derivabilidade. Pola contra, a segunda parte € moi practica e ten por obxectivo
aprender as regras e formulas de derivacion e adquirir destreza na stia aplicacion.

10. Aplicacions da derivada, onde seran aplicados os cofiecementos anteriores para estudar o
comportamento dunha funcién nas proximidades dun punto, estudo que aproveitaremos para
facer representacions graficas de distintos tipos de curvas. Ademais, na segunda parte da LEIBNITZ
unidade, demostraranse dous resultados moi importantes: teorema de Rolle e teorema do =~ Alemaia. 1646-1716
Valor Medio. Finalmente, enunciaremos a regra de L’Hépital que nos permitira ampliar o
calculo de limites aprendido con anterioridade noutra unidade.

Os obxectivos fundamentais que se perseguen con estas unidades son:

e Comprender o a definicion de derivada dunha funciéon nun punto, asi como do seu significado
Xeomeétrico e noutras ciencias

e Calcular derivadas utilizando a definicion ou ben facendo uso das férmulas, chegando a
dominar por completo a técnica do célculo de derivadas, incluindo a derivacion en forma
implicita e a derivacion logaritmica

L’HOPITAL
Francia, 1661-1704

o Determinar a ecuacion da recta tanxente e normal a unha curva nun punto

o Estudar a derivabilidade dunha funcion (especialmente nas “definidas en anacos” e incluso daquelas que dependen
de parametros)

o Estudar a monotonia, extremos, curvatura e puntos de inflexion dunha funcién utilizando as stas derivadas
o Aplicar o estudo dos extremos dunha funcién & resolucién de problemas de optimizacion

e Representar graficas de funcions de tipo polinémico, racional, exponencial, logaritmico e trigonométricas, ou
combinacién delas, incluindo como minimo os seguintes estudos: dominio, puntos de corte, simetrias, monotonia,
extremos, curvatura, inflexiéns e asintotas

e Constatar se unha funcién cumpre ou non as hipdteses do teorema do Valor Medio e do teorema de Rolle nun
determinado intervalo, sabendo obter os puntos cuxa existencia afirman nas suas teses

o Calcular limites de funcions aplicando a regra de L’Hépital
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9. DERIVADA DUNHA FUNCION

9.1. Definicion de derivada dunha funcion nun punto. Interpretacion xeométrica. Derivadas

laterais
Derivada dunha funcion nun punto
Chémase derivada dunha funciéon f(x) nun punto (de abscisa) x,, ao seguinte 1 y =[f(x)
limite, se é que existe e é finito:
fGx )~ (x) fern
’ A g xo+h)—f(xg _
f'(x0) =lim p el o o+ ) = f(x0)

De ser asi, dise que a funcion é derivable nese punto. / X0 xR

Notas: (1) Toma nota de que a derivada dunha funcién nun punto, se existe, € un ndmero real.

(2) Facendo obtemos outra forma de escribir a derivada: f'(x,) = xli% fX=fx) |

X—Xo

Exemplo: Aplicando a definicion, calculemos a derivada da funcion f(x) = ﬁ no punto x, = 2.

1 1- 1 h
f(2+h) f@ _ . =@t . S .k
f'(2) = lim—=——"—= =lim—="—= }}E}, - = lim +- (1+h)
ouben: f(2) = lim LD _ s R N o S SR
u ben: f ( ) lm = xllg x—2 xlzg x—2 x1—>2 (1 X) (X 2) (1_2) -

[P, Utilizando a definicion de derivada, calcula f'(- 1) sendo f(x) = 3x? — 1.
[P2. Aplicando a definicion, intenta calcular a derivada da funcion g(x) = v/x no punto x, = 0.

Interpretacion xeométrica

Observa o debuxo que acomparia. Nel esta representada a funcion no intervalo [x,, x, + h] e dias rectas chamadas s e
t que son, respectivamente, a recta secante a curva polos puntos de abscisa x, e x, + h, € a recta tanxente no punto
de abscisa x,.

Recordando que a pendente dunha recta € a tanxente do angulo que forma [ 7 fx)

coa parte positiva do eixe 0X, cimprese que: w =m;. flro+ 1) ,9 -

Pero, cando h tende a 0, 0 punto Q aproximase a P, ou 0 que € 0 mesmo, a P &EO TR
recta secante acaba converténdose na recta tanxente. fG0) 0 h .
Daquela: f'(x,) = m’w = limm = m,, podendo afirmar: 7 e mrR

“A4 derivada dunha funcién nun punto € a pendente da recta tanxente & sta grafica nese punto”

Derivadas laterais

Ao estar definida como un limite, para calcular a derivada nun punto pode ser necesario achar os limites laterais. Reciben
0 nome de derivadas laterais pola dereita e pola esquerda e nétanse como segue:

1 . h)— ’ . h)—
FiCxo) = Jlim [OHITE) ¢ 1) = Jipg LGt —f o)

Notas: (1) Na notacion alternativa: f{(x,) = lim w e f(xy) = llm_ w
XX, —Xg
(2) Tal e como ocorre con calquera outro I|m|te, a existencia da derivada dunha funcién nun punto equivale &

existencia (finita) e coincidencia das derivadas laterais.
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9.2. Ecuacion da recta tanxente a unha funcion nun punto. Ecuacion da normal

Seguramente recordes que para construir a ecuacion dunha recta r no plano dispofiendo dun punto polo que pasa
(%0, ¥0) € da sta pendente m utilizabas a formula r =y —y, = m - (x — x,), que recibe 0 nome de ecuacion
punto-pendente da recta r.

Agora ben, se queremos calcular a ecuacion da recta tanxente a unha funcién f nun punto x,, como o punto de
tanxencia pertence a grafica da funcién enton y, = f(x,). Daquela, tendo presente que m; = f'(x,) (interpretacion
xeométrica da derivada dunha funcion f nun punto x,) a slia ecuacion punto-pendente quedaria asi:

t=y—f(xo) = f'(x0) - (x — xp)
Asi mesmo, tamén temos a posibilidade de calcular a ecuacion da recta normal & funcién no mesmo punto, entendendo
por esta, aquela recta perpendicular & tanxente que pasa polo mesmo punto de tanxencia.

Para facelo, basta con recordar que “as pendentes de dlas rectas perpendiculares son opostas e inversas” e escribir de

novo a sta ecuacion punto-pendente: n=y— f(xy) = - (x — xg)

(x )
Exemplo: Calculemos a ecuacion da recta tanxente a curva f(x) = x3 no punto x, = 2.
A ordenada do punto de tanxencia é f(2) = 23 = 8. Entdn, o punto P(2,8) é un punto da recta.
Aplicando a interpretacion xeométrica de derivada podemos calcular a pendente:

3_53 3 2 (h2
—fF1(2) = (2+h) @) _ gy G20 POH6RTHI2R G Be(RPH6RH12)
h>0 h h-0 h h-0
Finalmente, escrlblmos a ecuacion punto-pendente darecta: t =y —8 =12 - (x — 2)
Sen ningun traballo adicional, tamén podemos escribir a da rectanormal: n =y — 8 = — (x —2).

Nota: Mais adiante, cando cofiezamos as formulas e regras de derivacion, o exercicio serda mais doado ao non teres
que aplicar a definicion de derivada para o calculo da pendente.

[P3, Calcula a ecuacion das rectas tanxente e normal a grafica da funcion f(x) = 3x% — 1 no punto x, =- 1 (observa
que a derivada desta funcién nese punto xa foi calculada nun exercicio previo).

9.3. Interpretacion da derivada como razon de cambio: taxa de variacion instantanea

Frecuentemente interesa cofiecer o grao co que crece ou decrece unha funcién nun t y =/f(x)
intervalo. Para iso, definese taxa de variacion media dunha funcion f nun

. ) ! .
intervalo [xg, x, + h], e designase por t,,[x,, x, + h], a0 cociente entre o flxo + :
incremento da variable dependente e o incremento da variable independente nese }Ql — y

H = AR=f A Xoth)—f(x PAx = -
intervalo. E dicir: t,,[xo, xo + h] = 22 = w il S

Exemplo: Calculemos a taxa de variacién media de f(x) = x2? — 1 no intervalo [4,6]:
£ [46] = _fO-f® _35-15 _ 4

6—4 2
[P4, Calcula a taxa de variacion media da funcion f(x) = x no intervalo [- 1,1].

Dependendo do fendmeno que representa a funcion, a taxa de variacion media recibe nomes particulares como:
velocidade media, aceleracion media ou taxa de crecemento medio dunha poboacién.

[PS. Calcula a velocidade media no segundo minuto de movemento dun mobil que se despraza segundo a funcion
s(t) = t?> — 6t, onde s representa 0 espazo en metros e t o tempo en segundos.

Porén, o que interesa moitas veces € o grao co que crece ou decrece a funcion nun punto.

Para iso definese a taxa de variacion instantanea dunha funcion f nun punto x,, como o limite (se é que existe) das
taxas de variacion medias nos intervalos [x, x, + h], cando a sua lonxitude tende a cero (cando h — 0). E dicir:
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. +h)— . . » .

ti(xy) = }111’1;1) M O seu valor mide o ritmo ao que “crece” a funcion ao seu paso exactamente por ese punto
-

(cantas unidades avanza a variable Y por cada unidade que avanza a variable X).

Exemplo: Achemos a taxa de variacion instantanea da funcion f(x) = x2 — 1 no punto x, = 6:
_ 2_4_ 2
£,(6) = lim fO+M=f(©) _ i (6+0)*=1-35 _ . h*+12h
>0 h h—0 h h-0

= }ll_lg(h +12) =12

E dicir: Ao pasar xusto por enriba do 6, a funcién esta “crecendo” a un ritmo de 12 unidades na variable Y,
por cada unidade que avanza a variable X.

[P6. Acha a taxa de variacion instantanea da funcion f(x) = x> — 1 no punto x; = 5.

Dependendo do fendmeno que represente a funcion, a taxa de variacion instantanea recibe nomes como: velocidade
instantanea, aceleracion instantanea ou taxa de crecemento instantanea dunha poboacion.

[P7. Calcula a velocidade do mobil do exercicio P5 no instante t, = 70 segundos.

Obviamente, xa te darias conta de que a taxa de variacion instantanea é a famosa derivada. Isto proporciénanos outra
interpretacion dela, de caracter mais fisico:

“A derivada dunha funcién nun punto é a taxa de variacion instantanea da funcion nese punto”

9.4. Funcién derivada. Derivadas de orde superior. Derivada n-ésima

Sendo mais ambiciosos, en lugar de calcular a derivada dunha funcién nun punto concreto x,, podemos facelo en

calquera punto x: Chamase funcién derivada dunha funcién f, e represéntase por f’, & funcién que fai corresponder
. ) e . +h)—

a cada valor de x, a derivada de f nese punto x, se é que existe. E dicir: f'(x) = }Lméw .

Unha vez obtida a funcién derivada, podemos utilizala para achar a derivada en calquera punto que nos pidan.

Exemplo: Imos calcular a funcion derivada de f(x) = 1 — x? e aproveitaremos o resultado para achar a derivada da

mesma funcion nos puntos x, =1 e x; =-7.
(x+h) —f@®) _ o 1=G+)?-(A—x?) _ . -h’-2xh _ . h(-h=2x) _
f'(x) = —_ S hlir;l) = = }llg(l) == }ll_rg = = 2Xx.

Polo tanto, a funcmn derivada é f'(x) =-2x.
Utilizdmola agora para calcular f'(1) =-2-1=-2¢e f'(-7) =-2-(-7) = 14.

A funcién derivada da funcién derivada de f chamase derivada segunda (represéntase por f'’) e asi sucesivamente
£, Y, ... as que nos referiremos como derivadas sucesivas da funcion f.

Exemplo: Achemos as derivadas sucesivas ata a quinta orde da funcion f(x) = 2x3 + 1.

Filx) = f(x+h) ~f®) _ im 20+h)°+1-(223+1) _ lim h(2h*+6xh+6x2) _ 62,
h—>0 h h—-0 h
2
F(0) = f(x+h) f0) _ jjy S@HR =627 _ (. 1(6h+12) _ o
h—>0 h h—-0
" _ f"(x+h)—f"(x) . 12(x+h)—12x 12h
f"(x) = 11m hl—>0 A = }1—>0 = =12.
f4)(x) = hmw imﬁ = lim0 = 0.

h—0 h—0

As veces, 4 vista das derivadas sucesivas dunha funcion, é posible obter unha expresion que as representa a todas elas.
Chamase derivada n-ésima da funcion. A partir dela podemos deducir a derivada de calquera orde.

6x%, n=1

. . - i o - _)12x, n=2
Exemplo: A derivada n-ésima da funcion anterior é a seguinte: f™ (x) = 12 1 =3
0,n=4
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PS. Atopa a derivada n-ésima da funcién y = =

el

9.5. Formulas e regras de derivacion. Derivacion logaritmica e en forma implicita

Derivadas das funcions elementais (formulas

Ata agora estivemos calculando derivadas aplicando a definicion, pero resulta moi laborioso e pouco operativo para
calcular derivadas de funcions complicadas. E necesario deducir formulas que nos permitan calcular automaticamente
derivadas, sen necesidade de recorrer ao xa famoso limite.

A continuacién temos unha taboa, onde se resumen as formulas das derivadas das funcions elementais. Mais adiante (no
boletin de exercicios) demostraremos aquelas que resultan mais interesantes.

TABOA DE DERIVADAS DAS FUNCIONS ELEMENTAIS
Primitiva Derivada Primitiva Derivada
y=k y' =0 y=x y =1
y =x" y' =n-x"1 y == y’:i

x x?2
1 1
_ [ — n I —
y - \/E y 2\/} y \/E y n xn_l
y=a* y'=a*-lna y=e”* y' =e*
= log, x =—.1 S =lnx I = 1
y 8a Y= e v y_x
y = senx y' = cosx Yy = cosx y =-senx
=tgx ot =1 + to? = cotx ro 1 —— i
Vo Y " cos?x CE B4 Y " senZx coE
y = secx y' =secx-tgx y = cosecx |y’ =-cosecx -cotx
! 1 ! _1
= arc sen x = = arc cos x =
y y 1=z y y 1=z
= arctgx I = ! =arccotx |y = -1
Y= 8 Y T 11 y= Y T Tt a2

Nota: Nesta primeira taboa, hai informacién redundante. Algunhas férmulas non serian necesarias ao ser posible
aplicar outras, realizando previamente unha simple transformacion. Por exemplo, a formula da derivada da
funcion raiz cadrada non seria necesaria, pois poderia aplicarse a fdrmula da derivada da funcion potencial
con expofiente %. No entanto, co obxecto de evitar a realizacién de continuas transformaciéns como a exposta,
interesa a sUa inclusién porque aparecen con moita frecuencia.

P9, Efectua as derivadas das seguintes funcions:

(@y=-3 (b)y = x* ©y=3 @dy=Vx @y=%¥x2 (f)y=log,x
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Derivadas das operacidns con funcioéns (regras

As férmulas anteriores, por si soas, non son de moita utilidade, pois con elas s6 podemos calcular as derivadas das
funciéns elementais. Porén, a maioria das funciéns non son elementais, senén o resultado de operacidns entre elas. Para
derivalas, necesitamos saber como se comporta a derivada con esas operacions.

Na seguinte taboa expoériense as formulas das derivadas das operacidns con funciéns. Mais adiante (no boletin de
exercicios) demostraremos algunhas delas.

TABOA DE DERIVADAS DAS OPERACIONS CON FUNCIONS

Operacion Regra

Suma e resta [fCx) £ gC)] =f'(x)+9'(x)

Produto por un numero real | [k - f(x)]' =k - f'(x)

Produto [f(x)-g)] =f"(x)-glx) +f(x)-g'(x)

] )90~ fx) - g'()
gx) [g()]?

Composicién (regra da cadea) | {g[f ()1} = g'[f ()] - f'(x)

Cociente

1
Reciproca ) =57r—
P R TR

[P0, Efectla as derivadas das seguintes funcions:
@y=5 (b)y = x/2 ©) y=-2x""2 (d)y=8x*—3x2+1
©y=Vx-3vx (M y=x Inx @y=2""2 hy=@-x* Bx—1)
(i) y=senx-tgx () y=3%-cosx (m)y S arCtgx (n) y = cot3x
~ 5 5
() y = logo (1 +x?) ©y=WI@+2%)  (P)y= f" @y=2-@*-1)3
(r)y—e+3ex () y = 2x3_ (t) y = cosec? x? (Wy=4-tgVix

x2—1

2
(v) y = arc sen ln( P ) (X) y = arc cot % (y) y = arcsecVvxt (z) y = sen,/In(1 — 3x)
Derivacion logaritmica

Este método de derivacion, consiste en derivar o logaritmo neperiano da funcion en vez da propia funcién. Ten mais
aplicacions pero agora é necesario para calcular a derivada dunha funcion de tipo potencial-exponencial: y = [f(x)]9®,
onde f(x) e g(x) son funcions non constantes (observa que este tipo de funciéns non aparece nas taboas).

Procédese do seguinte xeito:

1. Aplicanse logaritmos neperianos aos dous membros: lny = g(x) - In[f(x)]

2. Derivanse os dous membros da igualdade anterior: = = g'(x) - In[f(x)] + g(x) - ];((xx))

3. Despéxase a derivada: y' = [f(x)]9® {g (x) - ln[f(x) + g(x) - ;((;))}

Matematicas Il Pax. 125



Bloque 3: ANALISE Unidade 9: Derivada dunha funcion

Nota: En lugar do procedemento de derivacion logaritmica, poderiamos memorizar a formula final do paso 3 (férmula
potencial-exponencial). De feito, noutros manuais podes atopala na taboa de férmulas.

A razon de non facelo é porque o procedemento proposto non se esquece con tanta facilidade e resulta mais
enriquecedor que a férmula. Ademais, necesitaras aplicar unha técnica similar mais adiante, no calculo de limites
con indeterminacions exponenciais.

Exemplo: Apliguemos a derivacién logaritmica para calcular a derivada da funcién y = (x3 + 2)"2.

3x2 0 2 3x*
=y =+ 27 {Il(P + 2%+ o]

Iny = x2 - In(x3 +2)=>;—2x In(x3 +2) + x2 -

[P, Acha a derivada da funcion y = x5"*

Derivacion en forma implicita

Dise que unha funcidn esta definida en forma implicita cando a variable dependente non aparece despexada (explicita)
na ecuacion que relaciona as duas variables.

Para achar a derivada dunha funcion en forma implicita non é necesario facela explicita. De feito, moitas veces non é
posible. Basta con derivar os dous membros da ecuacién tendo presente que y € unha funcion e, finalmente, se é posible,
despexar y'.

Exemplo: Derivemos a funcién implicita na ecuacion x? + 4y + y? — 2y = 4.
-2x _ X
242y~ 14y

2x+4y'+2y-y' =2y =0=y -2+ 2y)=-2x >y =

[P12. Calcula a derivada da funcion implicitaen x3 —y2 + 20x —y — 1 = 0, nos puntos de abscisa x, = 1.

9.6. Estudo da continuidade e derivabilidade dunha funcién

Recorda da unidade anterior que unha funcion f € continua nun punto x, cando lim f(x) = f(x,).
X—=X0

ot —f(x0)
h

Nesta unidade, establecemos que f* e derivable nun punto x, cando }leo existe e é finito.

Pois ben, debes saber que a condicion de derivabilidade é “mais forte” ca de continuidade:
Propiedade: f derivable en x, = f continua en x,

Demostracion: Supofiamos que f € derivable en x,. Temos que comprobar que f é continua en x,. E dicir, que
lim f(x) = f(x,), ou 0 que € 0 mesmo, que lim {f(x) — f(xy)} = 0.
X—Xq X—=Xo

Multiplicando e dividindo por x — x, (podemos facelo pois esta garantido que x — x, # 0, a0 estar x
aproximandose a x,) temos que: hm [f(x) fxo)] = 11m [M — xo)]

Aplicando que “o limite dun produto ¢ igual ao produto dos limites” (propiedade estudada na unidade
anterior): llm {f(x) f(x0)} = llm L=/ &0, (x — xg)
X0

X—Xo X—Xg

fO)—f (xp)
xX—xg

Por hipotese, a funcion f € derivable en x,. Entén o lim existe e é finito. Ademais,

X—Xq

lim (x —xo) = 0. Xa que logo: lim {f(x) f(x0)}=f"(x0)-0=0
0
Notas: (1) Como sabedes, que unha funcion sexa continua nun punto, significa que a sua grdfica “non
se rompe” nese punto. Pois ben, que unha funcién sexa derivable nun punto, ademais de
ser continua (non romper), significa que se “pegue con suavidade ” nese punto. E dicir, que
a grdfica non forme un “vértice anguloso”, pois este feito implicaria rectas tanxentes X
distintas & dereita e 4 esquerda do punto, e polo tanto, a non existencia da derivada. e

(2) O reciproco da propiedade anterior non se cumpre, como comprobaremos coa funcion y =M
valor absoluto, y = |x|. Veremos que é continua pero non derivable no punto 0 (observa
na sta cofiecida grafica que “non se pega con suavidade ” no 0).
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Para o estudo da derivabilidade dunha funcidn, debes saber que:

“As funciéns elementais e as operacions entre elas son derivables no dominio da sta derivada”
Loxicamente, nos puntos que non son do dominio da derivada, a funcién non é derivable, non sendo preciso dicir mais nada.

Nota: A funcién derivada non é unha funcion abstracta calquera, senén que provén de facer un limite coa funcion
primitiva. Este “contexto” xunto co contrarreciproco da propiedade anterior, impofien unha restricion do seu
dominio maximo que nos obriga a quitarlle os puntos de descontinuidade da funcién orixinal.

X-2
Exemplos: (a) Se f(x) = ;:2—+1 Dom(f) = R. Daquela, f é continuaen R.

eX2.(x—1)?
(x2+1)2

Como f'(x) = , Dom(f") = R. Entén, f é derivable en R.

(b)Se g(x) = 2(x 2) Dom(g) = R-{2}. Daquela, g € continuaen R-{2}.

-x%+4x—1
2:(x—2)2 '

(c)Se h(x) =Inx, Dom(h) = (0,0). Daquela, h é continuaen (0, ).
Como h'(x) = % ,0seu DM é R-{0}, pero h s6 é derivable en Dom(h") = (0, ).

(d)Se I(x) =vx—1, Dom(l) = [1,). Daquela, [ € continuaen [1,c0).
Como !'(x) = Dom(l) = (1, ). Entén, [ é derivable en (1, ).

Como g'® = Dom(g’) = R-{2}. Entén, g é derivable en R-{2}.

1
2Vx—1"'
(e)Sem(x) = Vx?, Dom(m) = R. Daquela, m é continuaen R.
Como m'(x) = 3\/_, Dom(m') = R-{0}. Entén m ¢é derivable en R-{0}.

(f) Se n(x) = x%, x € [3,5],0seu DM é R, pero n s0 é continuaen Dom(n) = [3,5].

Como n'(x) = 2x,0seu DM é R, pero n s6 é derivable en Dom(n") = (3,5).

Notas: (1) As funcions polindmicas e racionais son infinitamente derivables en todo o seu dominio (dise que son funcions

de clase infinito).

(2) Ainda que se contempla a posibilidade de incluir extremos de intervalos no dominio de continuidade dunha
funcién (continuidade lateral), nunca se poden incluir no domino de derivabilidade, pois non se definiu o
concepto de derivabilidade lateral. De feito, sempre son puntos de descontinuidade da funcion.

P13, Analiza a derivabilidade das funciéns:

@ f) =22 (0) g =In(x-2)  (©h®) =VAiTt2+—; (d) L(x) = 5x, x =0

Mais problemas xorden ao tratar con funcions mais artificiosas, como as definidas a anacos, pois:
“As funciéns definidas a anacos son derivables no dominio da sta derivada, excepto acaso nos puntos fronteira”

Para decidir esa excepcion, estudarémolos individualmente analizando a continuidade da derivada. Ao seren puntos fronteira,
utilizaremos os limites laterais: Se coinciden, outorgandolle o valor do limite como imaxe, a derivada sera continua e
afirmaremos que a funcién é derivable nese punto. Se non coinciden, a derivada tera unha descontinuidade esencial e diremos
que a funcidén non é derivable nese punto.

Exemplos: (a) Estudemos a derivabilidade da funcion f(x) = |x|.
En primeiro lugar estudamos a continuidade:
= En R- {0} — f é continua pois Dom(f) = R, sendo 0 o Unico punto fronteira dos anacos.
= No 0 — f pode ser ou non ser continua. Para sabelo, aplicamos a definicion de continuidade:

£(07) = lim (-x) = 0

() lim f(x) = o e _q|=0
. ’ s xll)r‘?"(X) 0 = f é continua en 0.
(i) f(0) =0

(iii) lim £ (x) = 0 = £(0)

Resumo: f é continua en R.
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Estudemos agora a derivabilidadade:
¢ En (-0,0) U (0,%0) = R-{0}  f é derivable sendo f'(x) = { L &g >

-1sex<0O
¢ No 0 — f pode ser ou non derivable. Para sabelo, estudamos a continuidade da derivada:

f(07) = lim (-1) =-1

Nota pos- . A
P = e () = 1 = 7 }Clll’éf (x) = Af'(0) = f non éderiv. en 0.
x-0T

terior (2)

lim f'(x) = [

£ & deri _ ey _ [ 1sex>0
Resumo: f é derivable en R- {0}, sendo f'(x) = {_ 1se x <0
2x71, x <1

(b) Estudemos a derivabilidade da funcién g(x) = {3 "7 x> 1
En primeiro lugar estudamos a continuidade: T
» En R-{0,1} — g é continua, pois Dom(g) = R-{0}, sendo 1 o Unico punto fronteira.
* No 0 — g non pode ser continua porque, ao non pertencer ao dominio, 2g(0)
= No 1 — g pode ser ou non continua. Para sabelo, aplicamos a definicion de continuidade:
. _[g(1)=2-11=2
D lim g(x) = [g(1+) =3-12=2
(i) g(1) =2
(iii) im g (x) = 2 = g(1)
x>
Resumo: A funcidn g é continua en R-{0}.

=2
= g e continuaen 1.

Estudemos agora a derivabilidade:
-2x2% se x<1
-2x se x>1°

+ No 0 — g non pode ser derivable porque non é continua.

¢ No 1 — g pode ser ou non derivable. Para sabelo, estudamos a continuidade da derivada:
. , g’(l_) =—2. 1_2 =2 Nota (2) , 3 .
1 = =-2 = 3g'(1) =-2 = g é derivable en 1.
xl_r}}g(x) g/(1+) =—2.1==2 g( ) g

Resumo: A funcién g é derivable en R- {0}, sendo g'(x) = {

¢ En R-{0,1} - g é derivable sendo g'(x) = {

-2x % sex<1
-2x se x>1"

x+1, x<-2
_ _ L)<y <—
P14, Analiza a derivabilidade de: (a) f(x) = { 1e_xx5§exx<>°0 (0) g(x) = x12, _21 P ’; - 11

2x—1, 1< x

Notas: (1) E habitual abreviar a notacion do limite lateral dunha funcion asi: lim f(x) = f(xg).
X—-Xq

(2) Que unha funcién sexa derivable nun punto significa que a sta derivada exista e sexa finita. Daquela, nos
puntos fronteira das funcions definidas a anacos, deberiamos comprobar que as derivadas laterais existen,
son finitas e iguais. Sen embargo, isto da moito traballo e dptase por estudar a continuidade da funcion e
da derivada, ainda que é unha condicién mais forte que a propia derivabilidade. Isto significa que existen
funciéns que non tefien derivada continua nun punto, pero que si son derivables nese punto (pero son moi
complexas e non apareceran durante este curso).

(3) Observaras no seguinte exemplo que o estudo da continuidade da funcién é necesario:
Z . - 2 7 - 7 -
E inmediato ver que f(x) = {;x iz’ ’;i 1 non é continua no 1. Entén, non pode ser derivable.
1) = 2x)3=q =2
fA%) =2jp=n =2
erroneamente que a derivada € continua no 1 e, polo tanto, afirmariamos que é derivable no 1.

Pero, se s6 estudamos a continuidade da derivada, lirrlzf’(x) = =2, creriamos
X—

Loxicamente, se estudamos a existencia da derivada, vemos que non existe, pois non hai derivada lateral
Fa+h)-f) _ lim (1+h)2-2 B N A
— —_— :

pola esquerda: £/(1) = lim. hoo-  h 0
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CUESTIONS, EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Que nome mas xeral inclie os conceptos de pendente da tanxente a unha curva nun punto, taxa de crecemento
instantaneo dunha poboacidn e velocidade instantanea dun mobil?

2. Que é aderivada dunha funcién nun punto: Un nimero real ou unha funcion?

3. A que se lle chama dominio de derivabilidade dunha funcién? E certo que sempre esta contido no dominio de
continuidade da funcién?

4. Chamase pendente dunha funcién nun punto, a pendente da recta tanxente & sa grafica nese punto.
(a) Cres que existe algunha funcion que tefia a mesma pendente en todos 0s seus puntos?

(b) E algunha funcion cuxa pendente en cada punto sexa igual ao seu propio valor nese punto?
5. E posible que duas funcions distintas tefian a mesma funcion derivada?
6. Que podes dicir da derivada dunha funcién nun punto no que a tanxente é paralela ao eixe de abscisas?

7. Ecertoquese f'(x,) = f'(x;) enténacurva y = f(x) ten a mesma recta tanxente en x, que en x,?

1
xIna

8. Demostra a formula de derivada da funcion logaritmica: [y =log,x =y = ] A partir dela, demostra a

férmula da derivada da funcidn logaritmo neperiano: [y =lhx=y' = %]

9. Demostra a regra da derivada dunha suma.

10. Aplicando a regra da derivada dun cociente e as férmulas das derivadas das funcions seno e coseno, deduce a
férmula da derivada da funcidn tanxente.

11. Aplicando a férmula da derivada da funcién potencial, deduce a férmula da derivada da funcidn raiz n-ésima.

12. Aplicando a férmula da derivada da funcion coseno e a regra da funcién reciproca, deduce a formula da derivada
da funcién arco coseno.

13. Definicién de derivada dunha funcién nun punto. Cal é o seu significado xeométrico? Aplica a definicién para

. 5 -2
calcular a derivada de f(x) = 233 nopunto x, = 1. -

14. Utilizando a definicion calcula a funcion derivada de f(x) = x3 + x e aprovéitaa para achar a derivada nos puntos
xo =—1 e x; = 0. Pescuda se esta curva pode ter tanxente horizontal nalgin dos seus puntos.

3x2+4+1;4;1; Non

15. A ecuacion do espazo percorrido (metros) por un mébil en funcién do tempo (segundos) é s(t) =3t —t+ 1.
Calcula, utilizando a definicion de derivada, a velocidade aos 3 segundos de iniciarse 0 movemento. 17 m/s

16. Que funcién crece mdis no intervalo [1,3]: f(x) = x® ou g(x) = x* + 3x ? E exactamenteen x, =1? [, g

17. Calcula a taxa de variacién media no intervalo [- 2,5] e a taxa de variacién instantanea no punto x, = 2 da funcion
3
y=x>—X. 18 ; 11
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18. Calcula as rectas tanxente e normal  curva y = x? — 1 no punto de abscisa x, = 2.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

t=y—-3=4-(x—-2) ,n=y—-3=

, 2 .
Calcula a recta tanxente a curva y = e*" no punto de abscisa x, = 1.

-1
4

(x=2)

t=y—e=2e-(x—1)

Determina as rectas tanxentes 4 curva x2 + y2 = 4 nos puntos de abscisa 1.

3

tl:y—\/§=73£-(x—1) ; tz:y+\/§=§-(x—1)

Determina un punto da curva y = In(1 + x2) no que a recta tanxente:

(a) Forme un angulo de 45° co eixe de abscisas.

(b) Sexa paraleladrecta 2x —y —1=0.

2%x

Acha o valor de f'(1), sendo f(x) =

(1,In2)
A

23
24

Calcula as derivadas das seguintes funcions, simplificando o resultado todo o posible:

cos(2x+1)-[cos?(2x+1)—3]

@y= 5
(b) y = 2%¢02% 4 sen? 2x

y' =sen3(2x + 1)

y' =2-cos2x - (25¢"%* .|n2 + 2 - sen 2x)

Calcula as derivadas das seguintes funcions, simplificando o resultado todo o posible:

(@) y = In/cos(arc tg 2x)

(b) y = arc tg%— arctgx

sen?5x

(@) y = In?(arcsenx3)? (b)y =

Deriva as funcions: =
XxX—cos 5x

, _ 12x%In (arcsen x3)°

a =
( ) Y v 1—x6-arc sen x3

;. —2x
@y = 1+4x2

(b) y" =0

, _ 5-sen10x-(x—cos 5x)—sen?5x-(1+5-sen 5x)

(x—cos 5x) :

(b) y

i i idne: _ osenvx _ 2002 _ 20\2 _ Senx—cos x
Deriva as seguintes funcions: (a) y = 2 (b)y =cos*(x* —x)* ()y=In /—senercosx

,geen VX, [%.n 2-cosvx
@y =——"F

Utilizando a derivacion implicita, calcula y''(2) nacurva x%y + 4y = 24.

(0)y" =2x-(1—2x)-(x—1)-sen[2- (x? — x)?]

(c) y' =-sec2x

y'(2) =3/4

Utilizando as técnicas da derivacién implicita e logaritmica, acha as derivadas das seguintes funciéns nos puntos

que se indican: @y=x"%en x,=e

b)x?+y?—2x+2y—1=0¢€n x,=1

@y'(e)=2 (b)y'(1)=0

Sendo f(x) =x2+1 e g(x) =cosx?, calcula (gof) (x) e (feog)(x).
(gof)(x)=—4x-(x*+1)-sen(x®+1)? ; (f o g) (x) =-2x - sen(2x?)

30. Acha a derivada n-ésima das funciéns y = a-e* 1, a € R y™ = gttt gax-1
31. Cal é o dominio de derivabilidade da funcién y = +/x ? Dom(y") = (0, )
32. En que puntos é derivable a funcién y =5 - log(1 — x2) ? En (-1,1)
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

-3 se-55x<-1
o -x%se -1<x<0
Estuda a derivabilidade de f(x) =4 x3ge 0<x <1 - Derivable en (-5, )-{-1,1,3}

X sel<x
x—3

x> —2x+3 se x <2
ax®+b se x >2

valores, escribe a sta funcién derivada. a=

Acha os valores de a e b paraque acurva y = { tefia derivada en x, = 2. Con eses

’bzll,y,:{Zx—ZsexSZ

x se 2<x

N| =

Dada a funcion f(x) = {,ljzx—_ylxssee xxS>11' atopa os valores de 4 e p, sabendo que f(x) € derivable no punto

fronteira dos anacos. Para os valores achados, di en que puntos a funcién non é derivable.

A=0 e p=-1; Nonéderivable en (- oo, 1/2]

Inx, x € (0,e]

sexa continua.
ax+ b, x € (e,o)

(a) Di que relacidn debe existir entre a e b para que a funcion f(x) = {

(b) ¢E cales deben ser os seus valores para que sexa derivable? a-e+b=1;a= é eb=0

2
Estuda a derivabilidade de f(x) = {x +ax se x = 2 segundo os valores de a.
a—x“se x>2

a =-8 = f éderivable en R
a #-8 = f éderivable en (- 0,2) U (2,0)

’ _[1—=x%se x <0 cyier £1700v0 iy _ [-2xsex <0
Acha f'(x) sendo f(x)—{ 1Lse x>0 . Existe f"'(0)" f(x)_{OSEXZO ; Non
. — sex=0 g .
A funcién f(x) = {1+x2 é duas veces derivable. Calcula a, b e c.
ax? + sen(bx) + c se x <0

a=-1,b=0ec=1
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10. APLICACIONS DA DERIVADA

10.1. Monotonia dunha funcién: crecemento e decrecemento

Diremos que unha funcion f é mondtona crecente nun punto x,, cando podemos
encontrar un entorno del, no que a stia imaxe é maior ou igual que a dos puntos do . y=f®
entorno que estan a sda esquerda, e menor ou igual que a dos que estan a dereita. f(xo)

x <30 = [0 < f00) —
x> xg = f(x) = f(x)

Diremos que f é mondtona decrecente nun punto x,, cando podemos encontrar un Il 5 = e
entorno del, no que a stia imaxe é menor ou igual que a dos puntos do entorno que /
7

E dicir: 3E (x,) tal que Vx € E(x,) cimprese que {

Xo

estan a slia esquerda, e maior ou igual que a dos que estan a sta dereita. (%0)

L 2 >
—

Xo

x <xp = f(x) = f(x)
x> xg = f(x) < f(x)

E dicir: 3E (x,) tal que Vx € E(x,) cimprese que {

Notas: (1) No caso de que os signos das desigualdades sexan estritos, a funcidn dise estritamente crecente ou
decrecente, respectivamente.

(2) Observa que unha funcion constante pode considerarse crecente e decrecente simultaneamente (ainda que
non estritamente).

Exemplo: f(x) = x? é crecente no punto x, = 1, pois existe un entorno do 1, por exemplo (0,2) no que se cumpra a
definicion. En cambio, € decrecente en x, =-1 (olla 0 Anexo).

En xeral, para saber se unha funcién é monétona (crecente ou decrecente), hai que comprobar se se cumpre algunha das
definicions anteriores. Pero se a funcién é derivable no punto (algo moi frecuente), podemos facer uso da seguinte
propiedade, que denominaremos criterio da monotonia:

(@) f'(xg) > 0 = f é estritamente crecente en x,. (b) f'(xy) < 0 = f é estritamente decrecente en x,.

Nota: Este criterio € moi intuitivo se pensas na interpretacion fisica da derivada (taxa de variacién instantanea), pero
a stia demostracion formal, na que se utiliza a definicion de derivada, non a faremos.

Exemplos: (a) Estudemos a monotonia da funcion f(x) = x3 — 3x nos puntos 0 e 2.
Achamos a funcidn derivada, f'(x) = 3x? — 3 e pescudamos 0 seu signo nos citados puntos:
f'(0) =3:0%2—-3=-3< 0= f é (estritamente) decrecente no punto 0.
f'(2) =3-22—-3=9> 0= f é (estritamente) crecente no punto 2.
(b) Sexamos méis ambiciosos e estudemos agora a monotonia da funcidn anterior en todo o seu dominio. Isto

implica resolver as inecuacions 3x? —3 > 0 e 3x2 — 3 < 0, para determinar os puntos onde a funcion
é crecente e decrecente, respectivamente.

Para iso, achamos os seus valores fronteira (derivada nula). Neste caso: 3x2 —3 =0;x = +1.
Estes valores fronteira son os posibles cambios de signo da derivada e con eles determinamos os intervalos
onde o signo da derivada é constante: -co -1 1 0,

Substituindo un punto de cadanseu intervalo na funcion derivada obtemos o seu signo en cada un deles:
f'(-2)=9>0;f'(0)=-3<0;f'(2)=9>0.

f crec. f decrec. f crec.

Finalmente expresamos o resultado do estudo: - oo -1 1 ©
f'>o0 f'<o f'>0

Nota: Para estabelecer os intervalos é necesario cofiecer o dominio da funcion derivada. Neste exemplo, Dom(f") =
(-0, 0) porseren f e f' funciéns polindmicas. Se o dominio fose distinto haberia que actuar en consecuencia,
COmo veremos na préctica.
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[P1. Determina os intervalos de crecemento e decrecemento da funcion y = x2 — 4.

Observa que se f'(xy) = 0, o criterio da monotonia non decide. Neste caso, pode suceder “de todo", como o pofien de
manifesto as funcions y = x3, y =-x3 e y = x2. E inmediato comprobar que nos tres casos f'(0) = 0. Porén, nese
mesmo punto, a primeira funcidn e crecente, a segunda é decrecente e a terceira, ningunha da ddas cousas (olla 0 Anexo).

10.2. Extremos relativos e absolutos
Extremos relativos

Diremos que unha funcion f presenta un maximo relativo (ou local) nun punto do N}xo) y = f(x)

dominio x,, cando podemos encontrar un entorno del no que a stia imaxe é maior
ca dos demais puntos do entorno. E dicir:

X, maximo relativo de f & 3E(x,) tal que f(x) < f(x,), Vx € E(xg). / " X
Diremos que unha funcion f presenta un minimo relativo (ou local) nun punto do

dominio x,, cando podemos encontrar un entorno del no que a stia imaxe é menor
ca dos demais puntos do entorno. E dicir:

C ]
X, minimo relativo de f < 3E (x,) tal que f(x) = f(x,), Vx € E(x). - g

v

Exemplo: f(x) = x? ten un minimo relativo (e absoluto) no punto x, = 0, pois podemos atopar un entorno do 0, por
exemplo (-1,1) no que a slia imaxe € menor ca dos demais puntos do entorno. En realidade, ocorre en
calquera entorno, pois f(x) = x2 >0 = f(0),Vx € R (olla o Anexo).

Nota: (1) Observa que unha funcién non é estritamente crecente nin decrecente nun extremo. Precisamente, 0s
extremos son 0s puntos onde a funcién cambia de monotonia.

(2) Nunha funcién constante, todos 0s seus puntos son maximos e minimos, simultaneamente.

En xeral, a busca e estudo dos extremos relativos dunha funcién (maximos e minimos) é unha tarefa complicada, pero
se a funcidn é derivable no punto, podemos utilizar o resultado seguinte, que se chama condicién necesaria de extremo:

Se f presenta un extremo relativo no punto x, enton f'(x,) = 0 (tanxente paralela ao eixe OX).

f non é estr. crecente en x, = f'(x,) <0
Demostracion: f ten extremo en x, =

}2f'(x0)=0

(€)
f non é estr. decrecente en x, = f'(x;) = 0
(*) Nestes pasos aplicase a propiedade anterior (criterio da monotonia).

Nota: Esta propiedade afirma que f'(x,) = 0 é unha condicién necesaria pero non suficiente para que f posta un
extremo no punto x,, como o proba a funcion f(x) = x3, que ten derivada nula no punto x, = 0, sen que
presente extremo nese punto (olla o Anexo).

Os puntos do dominio da funcién que cumpren esa condicion, f' = 0, chdmanse puntos singulares (PS); xunto con
aqueles nos que Af" (neles non podemos comprobar se se cumpre ou non tal condicién), son os candidatos a extremos
da funcion e reciben o nome de puntos criticos (PC).

[P2, Encontra os puntos criticos das funciéns: @y=x>-3x2+1 (b) y = |x]|

A continuacién veremos dlas formas de pescudar se un punto critico é un extremo e, en caso afirmativo, como distinguir
se se trata dun m&ximo ou dun minimo.

1. Estudando a monotonia da funcién nas proximidades do punto.

Se a funcién pasa de ser decrecente (na esquerda do punto) a crecente (na dereita do punto), entén podemos afirmar
que é un extremo relativo, e que, neste caso en particular, se trata dun minimo.

Se a funcion pasa de ser crecente a decrecente, enton podemos afirmar que é un extremo relativo, e que, neste caso
en particular, se trata dun maximo.
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[P3, Pescuda se os puntos criticos do exercicio anterior son extremos e, en caso afirmativo, di de que tipo.

2. Calculando o signo da derivada segunda da funcién nese punto e aplicando a seguinte propiedade, chamada
condicién suficiente de extremo:
@ f'(xg) =0 e f"(xy) >0 = f presenta un minimo relativo en x,.
(b) f'(xg) =0 e f"(xy) < 0= f presenta un maximo relativo en x.

Demostracién: S6 demostraremos o0 apartado (a), pois a do apartado (b) é idéntica e queda como exercicio.

f'xg) =0 e (f) (%) >0= f'(x,) =0 e f' é crecente en x, = f' pasa de ser negativa (&
esquerda de x,) a positiva (& dereita de x,) = f pasa de ser decrecente (& esquerda de x,) a crecente
(&4 dereita de x,) = f presenta un minimo relativo no punto x,.

Nota: Ten en conta que esta propiedade sé se pode aplicar cando a funcidn é duas veces derivable en x,.
[P4, Resolve o exercicio anterior, pero agora utilizando este segundo método.

Observa que se f'(x,) = 0e f" (x,), a condicion suficiente de extremo non decide. Neste caso, pode suceder "de todo",
como o pofien de manifesto as funcions y = x*, y =-x* e y = x3. E inmediato comprobar que nos tres casos f'(0) =
0e f'"(0) = 0. Porén, a primeira funcion poste un minimo nese mesmo punto, a segunda postie un maximo e a terceira
ningunha das dlas cousas (olla o Anexo).

Neste caso, continuariamos estudando as derivadas sucesivas ata encontrar a primeira que sexa distinta de cero. Se esta
¢ de orde impar, a funcion é monoétona nese punto (crecente ou decrecente, dependendo do signo). Se é de orde par, a
funcién posle un extremo nese punto (maximo ou minimo, dependendo do signo).

Velaqui un cadro-resumo do estudo da monotonia e extremos por esta segunda via:

f'(xg) > 0 = f é crecente en x,

f'(x0) < 0= f éde crecente en x,

f"(xg) > 0= f presenta un minimo relativo en x,

f"(xy) < 0 = f presenta un maximo relativo en x,
f""(xg) > 0 = f é crecente en x,
f""(xg) < 0= f éde crecente en x,

fxo) =0 =, . ¥ (xy) > 0 = f presenta un minimo relativo en x,
frln) =0 = f9(x,) < 0= f presenta un maximo relativo en x,
f"(x) =0= 0 0
k F9(x0) = 0= {
l]P§q Acha os extremos das funciéns: @y=x’ )y =(x+1*

|

Extremos absolutos

Diremos que unha funcion f alcanza en x, un maximo absoluto (ou global) do A
intervalo [a, b], cando a stia imaxe é maior ou igual ca dos demais puntos de [a, b]. GO

E dicir: x, maximo absoluto de f en [a,b] & f(x) < f(x,),Vx € [a, b].

v

Diremos que unha funcion f alcanza en x, un minimo absoluto (ou global) do / *o
intervalo [a, b], cando a stia imaxe é menor ou igual ca dos demais puntos de [a, b].

En xeral, non se pode garantir a existencia de maximos e minimos absolutos
en calquera subconxunto do dominio da funcién, pero tratdndose dunha funcion oo ~—
continua nun intervalo [a, b], si esta garantida polo teorema de Weierstrass. °

E dicir: x, minimo absoluto de f en [a,b] & f(x) = f(x,),Vx € [a, b]. \/X= £(x)

Para atopalos, basta con achar os puntos criticos da funcion no intervalo [a, b] e comparar as stas imaxes (ordenadas).
A maior ordenada corresponde ao méaximo absoluto e a menor, a0 minimo absoluto.
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Nota: Ao considerar a funcion definida sé no intervalo pechado, sempre debes incluir os seus extremos na lista de
puntos criticos, pois neles a funcién nunca é derivable.

Exemplo: Achemos os extremos absolutos de f(x) = 2x — 3¥x? no intervalo [-1,2].
f'(x)=2- 3%} anllaseen x =1 e non existe en x = 0. Daquela, comparamos os valores de f(1) =-1,
f(0) =0, f(-1) =-5 e f(2) =-0'76.

A vista dos resultados, o0 maximo absoluto é M,(0,0) e 0 minimo absoluto é m, (- 1,-5).
[P6. Acha os extremos absolutos de f(x) = (x — 2)? - (x + 1) no intervalo [1,4].
Se o intervalo é aberto (finito ou infinito) non esta garantida a existencia de extremos absolutos. Nese caso, na lista de

imaxes a comparar, se non existen f(a) e/ou f(b) substituiranse por f(a™) elou f(b™) (cando a=-o efou b =

oo substituiranse por lim f(x) e/ou lim f (x)). Se 0 maior (menor) de todos os valores é algln destes limites, non
X—>-00 X—00

existe maximo absoluto (minimo absoluto). Obviamente, de non ser asi, 0 maximo (minimo) absoluto seria o punto
critico no que se alcanza a maior (menor) ordenada.

[P7. Acha os extremos absolutos de f(x) = (x — 2)? - (x + 1) no intervalo [1,4).
P8, Acha os extremos absolutos de f(x) = e* —x.

Nota: Se unha funcién continua s6 ten un extremo relativo nun determinado intervalo, entdn podemos afirmar que
tamén é absoluto nese intervalo. Pensa por que ocorre isto.

10.3. Problemas de optimizacion

Son problemas moi frecuentes en todas as ciencias. Neles tratase de encontrar a mellor solucién (optimizar) de entre as
moitas que cumpren unhas determinadas condiciéns impostas, o que significa de xeito mais matematico, achar o maximo
ou minimo absoluto dunha funcién.

O procedemento a seguir para resolver este tipo de problemas consta de catro pasos, que a continuacién se explican,
acompafados paralelamente & dereita, pola resolucion do seguinte problema:

“De todas as parellas de numeros que suman 50, encontra aquela que ten maior produto”

Constraese a funcion obxectivo que representa a magnitude que se
quere optimizar (en xeral, con mdis dunha variable).

Relacionanse as variables entre si, a fin de conseguir expresar a funcion
2. | obxectivo cunha soa variable (se é que hai mais dunha) e determinase o

p(x,y) =x-y

x+y=50=>y=50—x
p(x) = x- (50 = x); D = (-, )

seu dominio.
Achase o extremo absoluto p'(x) =50 —2x;50 — 2x = 0 = x = 25 (punto critico)

3. | desexado (maximo ou minimo) | p"'(x) =-2 < 0 = x = 25 é un méaximo relativo de p
da funcién obxectivo. Como p(x) é continua en R entdn x = 25 tamén é maximo absoluto

4 Interprétanse os resultados obtidos, comprobando se corresponden coa | Os ndmeros buscados son x = 25

" | realidade do problema e contéstase explicitamente & pregunta realizada. | e y = 25
[P9, Cunha cartolina rectangular de 20 cm de largo e 12 cm de ancho, quero facer unha x

caixa, recortando nos catro vértices un cadrado de lado x (observa a figura). Canto x u
debe medir x para que a capacidade da caixa sexa maxima?

[P1l0. Acha o punto darecta 2x —y + 1 = 0 que estad a menor distancia de P(7,5). T

[P1l1l. Un arame de 10 metros de lonxitude dividese en dous anacos, cos que se fai un cadrado e unha circunferencia.
Calcula a lonxitude de cada cacho para que a suma das areas sexa minima.
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10.4. Curvatura dunha funcion: concavidade e convexidade

Diremos que unha funcion f ten curvatura concava nun punto x,, cando existe un entorno
del, no que a recta tanxente en x, queda por enriba da grafica da funcion. E dicir:
3E (xo) tal que f(xo) + f'(xo) - (x — x0) > f(x),Vx € E(xp), x # xo.

fOx)

Diremos que unha funcion f ten curvatura convexa nun punto x;, cando existe un entorno 7/

del, no que a recta tanxente en x, queda por debaixo da gréfica da funcion. E dicir: 7 X X
JE(xy) tal que f(x) + f'(xq) - (x — x1) < f(x),Vx € E(xy), x # x;.

A

f(x0) A\y = f(x)

Nota: Recorda que a ecuacion da recta tanxente a unha curva y = f(x) nunpunto x, € y — f(xo) = f'(xo) - (x — xp).
Daquela y = f(xo) + f'(x0) - (x — xo).

Exemplo: f(x) = x? ten curvatura convexa no punto x, = 1, pois existe un entorno del, por exemplo (0,2) no que se
cumpre a definicién. En realidade é convexa en todos os puntos (olla 0 Anexo).

En xeral, para estudar a curvatura dunha funcién, hai que aplicar as definicidns anteriores. Pero se a funcién é ddas
veces derivable no punto (algo moi frecuente), podemos usar a seguinte propiedade, que se chama criterio da curvatura:

@ f""(xo) > 0 = f é convexaen x,. (b) " (xy) < 0 = f é cdncava en x,.

Nota: Este criterio é moi intuitivo (pensa que a derivada segunda, é a derivada primeira da derivada primeira), pero
non faremos a stia demostracion formal.

Exemplo: Estudemos a curvatura da funcion y = x3 — 6x2 + 12 nospuntos x, =1 € x; = 6
Achamos a funcidn derivada segunda e achamos 0 seu signo nos citados puntos:
f"(1)=6-1—-12=-6 < 0= f écodncava no punto 1
f'"(6) =6-6—12 =24 > 0= f éconvexa no punto 6
Exemplo: Sexamos agora mais ambiciosos e estudemos a curvatura da funcion anterior en todo o seu dominio.

Teremos que examinar cando a segunda derivada é positiva e cando € negativa. Isto implica resolver as
inecuacions 6x —12 >0 e 6x — 12 < 0 para determinar 0s puntos onde a funcién é convexa e concava,
respectivamente. Resolvamos as duas de xeito simultaneo:

Para iso, achamos o(s) valor(es) fronteira (derivada segunda nula): 6x —12 =0 ; x = 2.

Estes valores fronteira son os posibles cambios de signo da segunda derivada e con eles, desefiamos 0s
intervalos onde o signo da segunda derivada é constante: -0 «—— 2 «——

f"(x) =6x—12 =>{

Substituindo un punto de cadanseu intervalo na funcién derivada segunda, obtemos o seu signo en cada
intervalo: f"(0) =-12< 0 ; f"(3) =6 > 0.
f concava  f convexa

Finalmente expresamos o resultado do estudo: - oo 2 0
f''<o f''>0

Nota: Ao igual que no estudo da monotonia, é fundamental cofiecer o dominio da funcién derivada segunda para
desefiar o esquema de intervalos. Neste exemplo, Dom(f'") = (- o, ) por ser f'’ unha funcion polinémica.
Se o dominio fose distinto haberia que actuar en consecuencia, como veremos na practica.

[P112, Estuda a curvatura da funcién y = (x? — 3x + 2) - e* en todo o seu dominio.
Observa que se f"(x,) = 0, o criterio da curvatura non decide. Neste caso, pode suceder "de todo", como o pofien de

manifesto as funcions y = x*, y =—x* e y = x. E inmediato comprobar que nos tres casos f"'(0) = 0. Porén, nese
mesmo punto, a primeira funcién e convexa, a segunda é concava e a terceira, ningunha das dtas cousas (olla 0 Anexo).
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10.5. Puntos de inflexion

Diremos que unha funcion f presenta un punto de inflexién nun punto de continuidade x,, 1 y = f(x)
cando a funcién cambia de curvatura ao pasar por el. E dicir, que pasa de ser cdncava a convexa N

(inflexién concavo-convexo) ou de convexa a concava (inflexion convexo-concavo). f (’7

Daquela, a funcién non é céncava nin convexa nun punto de inflexion; de feito, a recta .
tanxente (se existe) atravesa a sta grafica. / %o

Exemplo: f(x) = x3 ten un punto de inflexion concavo-convexo en x, = 0 (olla 0 Anexo).

En xeral, a busca e estudo dos puntos de inflexion é unha tarefa complicada. Pero se a funcién é duias veces derivable
no punto, podemos aplicar a seguinte propiedade, que denominaremos condicion necesaria de punto de inflexion:

Se f presenta un punto de inflexion en x, enton " (x,) = 0.

f non é convexa en x, = f"'(x,) < 0

Demostracion: f presenta inflexion en x, = = f"(x,) = 0.

(+)
f non é céncava en x, = f"'(x,) = 0
(*) Nestes pasos aplicase a propiedade anterior (criterio da curvatura).
Nota: Esta propiedade afirma que f"(x,) = 0 é unha condicién necesaria pero non suficiente para que f posta

unha inflexion no punto x,, como o demostra a funcién f(x) = x* que ten derivada segunda nula no punto
xo = 0, sen que presente inflexién nese punto (olla o Anexo).

Os puntos do dominio de continuidade que cumpren esa condicién, f'' = 0, xunto con aqueles nos que Af" (pois neles
non podemos comprobar se se cumpre ou non tal condicidn) son os candidatos a puntos de inflexion (Cl) da funcién.

[P113. Atopa os candidatos a puntos de inflexion da funcién y = 2x* — 3x?

A continuacion veremos dlas formas de pescudar se unha posible inflexion, a é en realidade.

1. Estudando a curvatura da funcién nas proximidades do punto.

Se a funcidn pasa de ser convexa (na esquerda do punto) a cdncava (na dereita do punto), entén podemos afirmar
que, efectivamente é un punto de inflexion, que neste caso, denominaremos convexo-concavo por razons obvias.

Se a funcion pasa de ser concava a convexa, enton podemos afirmar que, efectivamente € un punto de inflexion, que
denominaremos concavo-convexo.

[P1l4l. Acha os puntos de inflexién da funcidn do exercicio anterior, estudando a curvatura nas proximidades.

2. Calculando o signo da derivada terceira da funcion nese punto e aplicando o seguinte propiedade, que
denominaremos condicion suficiente de inflexion:

a) Se "(x )=0c¢e '"(x ) > 0 entén f presenta un punto de inflexién cdncavo-convexo en x,.
0 0 p p 0

b) Se "(x )=0c¢e '"(x ) < 0 entén f presenta un punto de inflexién convexo-céncavo en x,.
0 0 p p 0

Demostracién: Sé demostraremos o apartado (a), pois a do apartado (b) é idéntica e queda como exercicio.
") =0 e (f'")'(xg) >0= f"(xo) =0 e f" é crecente en x, = f" pasa de ser negativa (&
esquerda de x,) a positiva (a dereita de x,) = f pasa de ser concava (& esquerda de x;) a convexa (&
dereita de x,) = f presenta un punto de inflexién concavo-convexo en x.

Nota: Ten en conta que esta propiedade sé se pode aplicar cando a funcion é tres veces derivable en x,,.

[P15. Acha as inflexions da funcion do exercicio anterior, utilizando a condicion suficiente.

Observa que se f"(x,) =0 e f"'(x,) = 0, a condicién suficiente de punto de inflexién non decide. Neste caso, pode
suceder "de todo", como o evidencian as seguintes funcions y = x5, y =-x° e y = x*. E inmediato comprobar que
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nos tres casos f'(0) = 0 e f'"(0) = 0. Porén, a primeira funcién poste un punto de inflexién céncavo-convexo nese
mesmo punto, a segunda, un punto de inflexién convexo-cdncavo e a terceira, ningunha das duas cousas (olla 0 Anexo).

Neste caso, continuariamos estudando as derivadas sucesivas ata encontrar a primeira que sexa distinta de cero. Se esta
¢ de orde par a funcidn é convexa ou concava dependendo de que 0 signo desta sexa positivo ou negativo. Se é de orde
impar, a funcién posue un punto de inflexion nese punto (convexo-concavo ou concavo-convexo, dependendo do signo).
Finalizamos cun cadro resumo do estudo da curvatura e puntos de inflexion por esta segunda via:
f"(xg) > 0= f é convexa en x,
f"(xg) < 0= f éconcava en x,
" (xy) > 0= f presenta inflexién concavo-convexa en x,
f""(x) < 0= f presenta inflexién convexo-cobncava en x,
fP(x,) > 0= f éconvexa en x,
f9(x,) < 0= fécéncava en x,
£ (x,) > 0 = f presenta inflexién concavo-convexa en x,
£ (x,) < 0 = f presenta inflexién convexo-concava en x,

fO0) =0 = {

f"(x) =0 = 1
f"x) =0 =
fP)=0=

Nota: Na exposicién tedrica deste epigrafe diferenciamos dous tipos de puntos de inflexién para pofier de manifesto a
analoxia existente co estudo dos extremos. No entanto, ao non ter transcendencia nos exercicios e problemas,
non faremos esa distincién na practica.

[P16. Acha os puntos de inflexion das funcidns: @y =x® (b)y =@ —-x)°

10.6. Teoremas de derivabilidade (Rolle e Valor Medio)

Chamanse asi porque en ambos figura a hipdtese de que a funcién sexa derivable nun intervalo aberto (e continua no
pechado), ainda que o primeiro deles conta cunha hipétese mais. O teorema do Valor Medio esta considerado como un dos
resultados mais profundos sobre derivadas. Nel deméstrase un feito moi intuitivo xeometricamente, como veremos de
seguido na sta interpretacion xeométrica. E unha xeneralizacion do teorema de Rolle que o precede e do que necesita
para a sia demostracion.

Teorema de Rolle
Enunciado: Interpretacion xeométrica

Se unha funcién continua nun intervalo pechado, derivable no mesmo

intervalo aberto e ten a mesma imaxe nos seus extremos, enton existe 1
algtin punto interior do intervalo no que a sta derivada é cero. E dicir: fl@)=f(b)
f continua en [a, b] X, ) .
f derivable en (a,b) = 3x, € (a,b) : f'(x,) =0 & \ / b~
f(a@) =f(b) !

Se un anaco de curva de trazo continuo e suave ten 0s seus extremos & mesma altura, entdn necesariamente, a recta
tanxente é horizontal nalgin dos seus puntos.

Demostracion:

Ao ser continua, f alcanza maximo e minimo absolutos en [a, b] (teorema de Weierstrass). Distingamos tres casos:
1. Que f alcance o maximo nun punto x, de (a, b): Neste caso, f'(x,) = 0 (condicién necesaria de extremo).

2. Que f alcance o minimo nun punto x, de (a, b): Igualmente neste caso, f'(x,) =0

3. Que ningun dos valores maximo e minimo pertenzan ao intervalo (a, b): Neste suposto, alcanzanse nos extremos
do intervalo. Como por hipétese f(a) = f(b), enton a funcion é constante en [a, b], polo que a derivada é nula
en todos os puntos do intervalo (a, b).

Xa que logo, en calquera caso existe polo menos un punto do intervalo (a, b) no que a derivada é nula.
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Exemplo: A funcion y = x3 — 4x + 4 cumpre as hipoteses do teorema de Rolle no intervalo [0,2] por tratarse dunha
funcion polinémica (continua e derivable en todo R) e ser f(0) = 4 = f(2). Para calcular o punto x, (polo
menos existe un, segundo afirma o teorema de Rolle), procédese igualando a derivada a cero:

ffx)=3x*—-4=0=>x= i\E = i?. Efectivamente, x, = 23—‘/§ ~ 1,15 € (0,2).

[P17, Explica por que y = cosx cumpre as hip6teses do teorema de Rolle no intervalo [0,27] e determina un punto no
que se cumpra a tese.

Como corolario deste teorema, observa a relacion existente entre as raices dunha funcién e da sta derivada:
- Entre duas raices dunha funcion derivable, debe existir, polo menos, unha da sta derivada.
E como consecuencia, se a derivada non ten raices nun intervalo, a funcion pode ter, como moito, unha.

P15, Demostra o anterior corolario do teorema de Rolle.

Teorema do Valor Medio do Calculo Diferencial (de Lagrange ou dos Incrementos Finitos
Enunciado: Interpretacion xeométrica

A

Sexa f unha funcidn continua en [a, b] e derivable en (a, b). Ent6n existe algin

— , f(b)
punto x, no interior do intervalo no que a sua derivada vale w. E dicir:
- fx)
f continua en [a, b]} o ) —f(a) f(@)--s i
f derivable en (a,b)J % € (a,b) + f(xo) = b—a R
a Xo b

Nun anaco de curva de trazo continuo e suave ten que existir, necesariamente, algin punto no que a recta tanxente
sexa paralela a corda que une os extremos da citada curva.

Demostracion:

Construimos a funcién h(x) = (b —a) - f(x) — [f(b) — f(a)] - x que é continuaen [a, b] e derivable en (a, b) por
ser resultado de operar funcions continuas en [a, b] e derivables en (a, b).

Ademais h(a) =b - f(a) —a: f(b) = h(b).

Aplicandolle o teorema de Rolle a esta funcién h, podemos afirmar que: 3x, € (a,b) / h'(x,) = 0.

Pero h'(x) = (b—a) - f'(x) = [f(b) — f(@] = h'(xe) = (b —a) - f'(x0) — [f(b) — f(a)].

Xa que logo: 0= (b —a) - f'(xo) — [f(b) — f(a)]. Ou 0 que é 0 mesmo: f'(x,) = f(bz),:};(a)'

Exemplo: A funcion f(x) = (x —2)% - (x + 1) cumpre as hipdteses do teorema dos Incrementos Finitos en [0,4] (en
realidade en calquera intervalo, por tratarse dunha funcién polinémica que é continua e derivable en todo R).
Para calcular o punto x, (polo menos existe un, segundo afirma o teorema do Valor Medio), procédese

. . b)-
igualando a derivada ao valor %
f'(x) = 3x% — 6x V21 N
f(4) - f(0) = 3x2—6x=4;x=1 =7 Efectivamente,x, = 1 i ok 2,53 € [0,4]

4-0

. Fagamolo:

2x—3, x<4
[P19. Comproba que f(x) = {10x (194 x2), x> 4

[2,6] e atopa un punto no que se cumpra a tese.

cumpre as hipdteses do teorema do Valor Medio no intervalo

Nota: Sempre é interesante constatar que as hipéteses dun teorema son estritamente necesarias. Para facelo, basta
con que “inventes” funcions s que lle falle unha das hip6teses e que non cumpran a tese.

Deste importante teorema é doado deducir o seguinte corolario:
- Se unha funcién ten derivada nula en todos os puntos dun intervalo, entén é constante.

[P2(). Demostra o anterior corolario do teorema do Valor Medio (utiliza 0 método de reducion ao absurdo).
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10.7. Regra de L’Hopital: Aplicacion & resolucion de limites indeterminados.

Enunciado: Supofiamos que lim @ _ ou lim @ _ g (sendo x, finito ou infinito).

x-x 9(X) 0 x—xo 9(X)
£ i £

; . f ( )
Se existe 0 1 sexa finito ou infinito), cimprese que li y
e ¢ ). camprese que lim o= 110 56
Nota: Tratase dun enunciado reducido adaptado a este nivel, pois o enunciado completo é mais complexo.

Cosx

RL
Exemplos: (a) lirra% = [% Indet. | = lim T 1.
X—

x—-0
(b) lim 2x: 5xf+:3—xx4 [0 Indet. | = lim 23xx2 10):;-8 [0 Indet. | = 1112 6: 5=5=2
xX— xX—
3%In3 3xl 3 RL . 3%In%3
(©) 11m == [— ind.| = lim 25 [00 Ind] - [°° nd. | 2 1jm 32103 _
x—00 3% x_,oo e

(d) lim x+senx 1+cosx

[m Ind.| Z lim =1+ lim cosx. Este dltimo limite non existe (funcion

X—00 X—00 X—00

periédlca). Porén, non podemos dicir que non exista o primeiro limite, ao non ser aplicable a R.L. por
non cumprirse unha das stas hipdteses. Calculémolo doutro xeito:

lim 2508 = im (14+5F) =1+ lim = =14+0=1.
X—00 X—00 X—©
x34+2x24+x . In(x+1) . e X4x—1
P21, Aplica a regra de L’Hopital para calcular 11m e — ;1_1}010 3 © )1511)1(1) P

P22, O seguinte limite estd mal resolto. Intenta expllcar o0 erro cometido e acha o seu resultado correcto:

2 —
li 5%—[0 Indet] B im 22 & i 2 = lim(-1) =-1
xX— —

x—5 -2X x-5 - x—5

Nos seguintes exemplos veras como se poden transformar as indeterminacions da suma (co- o) e do produto (0 - o)
2 9 g oz P 0 . - ,

nunha das dias indeterminacions de L’Hopital (6 ® z) para poder empregar tamén a regra. Ademais veras que se pode

aplicar as indeterminaciéns exponenciais, despois de tomar logaritmos.

m (=== 2) = [0+ oo| = lim =22 = |8 Indet. | =
Exemplos: (a) li N maee. 4 x>0~ xsenx L0 1
. 1 RL . 0
i LSO [0 e | gy __senx__0_ g
x—0~ Sen x+x-cosx 0 x—0~ 2CO0SX—X'Sen x 2
1
. i . 5x— t d
(b) lim [x . (Sx — 1)] [ = lim 1 = [ Indet] = omanao
X—00 Indet x—00 % 0 logaritmos
1
_sx(5)ms —
lim —*——=5"-In5 =In5.
X—00 —

3 3
(© lina (cos 2x)x? = [1% Indet. ]. Neste caso, chamamos L = lina (cos 2x)*? e tomamos logaritmos (por
xX— x—
exemplo, neperianos) para evitar a indeterminacion exponencial:

InL =1In [llm (cos Zx)xz] = llm [ln (cos 2x)x2] = 11m [— In(cos 2x)] [ = lirré w =
Indet. xX—
—-sen 2x
RL a 2 -6 RL
[2 tndet. | 2 tim 2ema? = jim B2 [0 jpgeq | L pim SIHE2IZ_ 6y ) = o
0 x—0 2x x—0 2x 0 x—0 2

[P23. Acha lim [(1 - 2%) . x], ll_}rg [(ln x)eix], ’lci_lg[(xz —4x+4)* %] e chi_I;% [(cosx + sen x)%].

X—00
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10.8. Representacion Gréfica de Funcions

Para facer a representacion grafica dunha funcién estudaremos os seguintes apartados: 4

1. Dominios (da funcion, de continuidade e de derivabilidade) \/\/
Este apartado foi estudado nas unidades 8 e 9. f(x)x xf ) >
2. Simetrias 4

Diremos que unha funcion f é par (simétrica respecto do eixe 0Y) cando cumpre \ - FE-—— —\ _
que: f(-x) = f(x), Vx € Dom(f). NI P S

Diremos que é impar (simétrica respecto da orixe) cando f(-x) =- f(x), Vx € Dom(f).
Se unha funcidn ten algln tipo de simetria s6 é necesario estudala e na metade do seu dominio, pois sabemos que a outra
metade, é simétrica con respecto ao eixe OY ou ben & orixe, dependendo de se é par ou impar.

Exemplos: (a) A funcion f(x) = x?2 é par pois f(-x) = (-x)? = x? = f(x),Vx € R.
(b) A funcién f(x) = x2 é impar pois f(-x) = (-x)3 =—x3 =- f(x),Vx € R.

Nota: Para que unha funcion poida presentar unha simetria, € necesario que o seu dominio sexa simétrico respecto
do 0. De non ser asi diremos que “dado o seu dominio, non poden existir simetrias” .

[P24), Estuda a simetria de: () f(x) =x*—x  (b) g(x) = In|x| () h(x) = (x2x-1) (d) I(x) = x_il
3. Periodicidade 4 L

Diremos que unha funcion f é periodica de periodo T, cando T é
0 nUmero positivo mais pequeno que cumpre:

f+T) = f(x),Vx € Dom(f)

Exemplo: A funcién f(x) = sen2x é periddica de periodo 7, pois
fx+T)=f(x) =sen2(x+T)=sen2x =2(x+T)=2x+2n=2T=2n=T=m

X x+T

v

Nota: Ten presente que as funciéns senx e cosx son periddicas de periodo 2m. Asi mesmo, a funcién tanx ¢é
periddica de periodo 7. As sUias inversas (cosec x, secx e cot x) tefien 0 mesmo periodo que elas.

Se unha funcién é periddica de periodo T, s6 € necesario estudala e representala no intervalo [0, T"), pois sabemos que
0 resto da representacion gréfica é unha repeticion infinita dese anaco.

X

[P25. Estuda a periodicidade das funcions: (a) f(x) = 2 - cosg (b) g(x) = [sen x| (c) h(x) = -

Nota: Date conta de que non poden existir os limites no infinito dunha funcion periddica. Xa que logo, se existe algin
destes limites (sexa finito ou infinito), a funcién non pode ser periddica.

4. Ramas infinitas: asintotas e ramas parabdlicas
Este apartado foi estudado na unidade 8.

5. Signos da funcion: Rexions de existencia

Para estudar os signos da funcién, acharemos antes os seus puntos de corte co eixe OX que son 0s puntos de interseccion
da gréfica co eixe de abscisas (mais adiante acharemos tamén o punto de corte co eixe QY).

Daquela, para achalos basta con resolver o sistema formado polas stas ecuaciéns y = f(x) e y =0; Ouoque é 0
mesmo, resolver a ecuacion f(x) = 0.

Nota: Unha funcién pode ter infinitos cortes co eixe de abscisas pero, como moito, s6 un co eixe de ordenadas.

Estes puntos, xunto coas descontinuidades, son os posibles cambios de signo da funcion. Con todos eles establecemos
os intervalos onde a funcién ten signo constante; e substituindo na funcion un valor por cadanseu intervalo,
determinamos 0s signos correspondentes.
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Este estudo proporciona informacién moi interesante para representar unha funcion, pois da a cofiecer as rexions do
plano cartesiano por onde se pode mover a sta grafica (de ai 0 nome de “rexions de existencia™).

Exemplo: A funcién f(x) = xlz__ﬁ é continua no seu dominio D = [0, c0)- {4}

Cortes co eixe OX:

1-Vx x; =1 — C*(1,0) ,
x2-16 Va {xz =-1¢D 1 4

., , = ar
Con estes datos, as rexidns quedan asi: 0 1 4 0,
f<o f>0 f<o0
X

[P26. Determina os signos das funciéns: (a) f(x) = =i

() g(x) =2-cos2x  (c) h(x) = In(4 — x?)

6. Signos da funcién derivada: Monotonia e extremos

7. Signos da funcién segunda derivada: Curvatura e inflexions
Este dous apartados foron estudados anteriormente nesta mesma unidade.

Nota: Os tres Gltimos apartados son moi similares, coa diferenza de que se traballa coa propia funcién no primeiro
deles (rexions de existencia), coa primeira derivada no segundo (monotonia e extremos) e coa segunda derivada
no terceiro (curvatura e inflexions).

8. Taboa de valores

Nalguns casos, os sete apartados estudados non aportan informacion suficiente para concretar con seguridade a grafica
da funcion. Neste suposto (en realidade é recomendable facelo sempre) é necesario construir unha pequena taboa de
valores onde reflectir en conxunto, os puntos distinguidos xa achados nos anteriores apartados 5, 6 e 7 (puntos de corte
co eixe OX, extremos e inflexions) xunto co punto de corte co eixe OY (caso de habelo) e aqueloutros puntos elixidos
intelixentemente nos intervalos onde dispofiemos de pouca informacion (algo que faremos xunto co seguinte apartado,
asi como se vaia detectando a necesidade).

9. Representacion grafica

Unha vez concluidos os estudos anteriores e plasmada no plano cartesiano a informacion que nos aportan sobre a curva
(a excepcion da monotonia e da curvatura, que non se poden interpretar ata o Gltimo momento), realizase a sta
representacion grafica.

Exemplo: Fagamos de xeito resumido (que ti debes completar), a representacion da funcion f(x) =

x2—1"
1. Dominio: D = R-{-1,1}, sendo continua 9. Repr. gréfica:
e derivable en todo o seu dominio.
2. Simetrias: Presenta simetria impar.
3. Periodicidade: Non presenta. ’
4. Ramas infinitas: x =1,x =-1 e y =0.
5. Rexions de existencia:
= + - + i
-00 1 0 1 o ; C*Y(0,0). ‘
<o >0 <o >0 E
6. Monotonia e extremos:
f dec. fdec. fdec. 1 i 2 3 4 5
~00 1 1 oo ; A extremos.
f'<o f'<o  f'<o
7. Curvatura e inflexions: !
f conc. fconv. fconc. f conv.
-00 1 0 1 o ; 1(0,0). .
f''<o f'">o0 f''<o f'">o0
8. Téaboa de valores:
X -3 -151-05]|0]| 05 15 3
Y|-037|-12|066|0|-066|1,2 | 0,37
[P27., Representa graficamente as funcions: (@) f(x) = x* —2x2 -3 (b) f(x) = ﬁ
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Anexo: GRAFICAS DAS FUNCIONS QUE APARECEN COMO EXEMPLOS
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CUESTIONS, EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Verdadeiro ou falso: Se unha funcion € crecente en x,, entdn debe suceder que f'(x,) > 0.

2. Nun extremo relativo sempre se debe cumprir que a derivada é nula?

3. Sendo x, un minimo local e x; un maximo local dunha funcién f, é posible que f(xy) > f(x,)?

4. E posible que unha curva sexa atravesada pola stia recta tanxente no punto de tanxencia?

5. Verdadeiro ou falso: Se f""'(x,) # 0, enton x, € un punto de inflexion de f.

6. Razoa por que ningunha funcion polinémica de segundo grao pode ter puntos de inflexién.

7. E certo que toda funcién polinémica de terceiro grao ten sempre un Ginico punto de inflexion?

8. Unha funcion par que é continua en todo R, debe pasar sempre pola orixe? E unha impar?

9. E posible atopar unha funcion derivable en R, que corte duas veces ao eixe X e cuxa derivada non o corte ningunha?

10. (a) As tres primeiras graficas corresponden a unha funcién e as stas ddas primeiras derivadas. Identificaas.
(b) A Gltima curva é a gréafica dunha funcién f(x). A partir dela, fai un bosquexo da gréafica de f'(x).

L]

5

11. Acha os valores criticos da funcion y = x - 3/x - (1 — x). Cales deles son singulares? 4/5 ;0 e 1; 0 primeiro

. -z . fdecr. g f crec. 5 f dec.
12. Estuda a monotonia da funcion y = x +5 — 2 - senx no intervalo [0,2m). 0 - —
f'<o 3 f'>0 3 f'<o

13. Estuda o crecemento, decrecemento e extremos da funcion f(x) = e* - (2x2 + x — 8).
fcrec. _y fdecr. fcrec. ) 7 13
2 (?' e3Ve

) : m(1,-5e)

f'>0 2 f'<o f'>o0

, ., fdecr. fcrec.
14. Estuda a monotonia e extremos da funcion f(x) = x — 2+v/x. 0 S 1 T : m(1,-1) ; M(0,0)
< >
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

217.

28.

eX4e X f decr. fcrec.

Determina os intervalos de crecemento e decrecemento da funcion f(x) = 5 -0 <f,—> <f,—> oS
<0 >0
3 » x?—4x+3 se-1<x<0 fdecr. fdecr. fcrec.

Estuda a monotonia da funcién f(x) = x2+3 . -1 0 1 ©
ey se x>0 f'<o0 f'<o >0

(@) Acurva y = x% + bx + ¢ pasapor P(-2,1) e ten un punto singularen x =-3. Achabec. bh=6;c=9

(b) Dada a funcion f(x) = ax® + bx, acha a e b sabendo que poslie un minimoen (-2,48). a=3;b =-36
Sabemos que x = % é unha asintota da funcion f(x) = wth. g que a recta tanxente no punto de abscisa 1 ten por

cx—1"

ecuacion y = 5x — 6. Determina os valores de a, b e c. Para os valores achados, posue algunha asintota mais?
a=3,b=-4,c=2;Si,y=

3
2

L _ hx se x <1 . _
(a) Calcula os valores de h, k e I para que a funcion f(x) = {kxz et lsex>1 sexa derivableen x =1 e
tefia un extremo relativo en x = 3. h=-4k=1el=-6
(b) Enunciao T.V.M. Sendo h =-4,k =1 e | =-6, calcula (se é que existe) un punto entre 0 e 5 no que a
tanxente & curva f (x) sexa paralela ao segmento que une os puntos (0,0) e (5,-4). Xy = 15—3

x+In(1+x?) se x>0

Calculaosvaloresde a, b e c paraque f(x ={
paraque f(x) ax®*+bx+csex<0

sexa derivable no seu dominio e presente

un extremo no punto de abscisa x =-2. a= 1/4 yb=1,;¢c=0
Razoa se a funcién f(x) = x2 —x ten extremos absolutos no intervalo [-2,2]. E en (-2,2)? E en R? En caso
procedente, calculaos. (@) M(-2,6), m(0'5,-0'25) (b) m(0'5,-0'25) (c) m(0'5,-0'25)

Por que a funcion f(x) = x* — 2x? + 2 debe ter extremos absolutos no intervalo [~ 1,2]? Achaos.
M(2,10) ; my(-1,1) ; m,(1,1)
60

A porcentaxe de concentracién de nitréxeno dun composto vén dada pola funcion N(t) = T5200 onde t
representa o tempo en segundos.
() A concentracidn de nitroxeno crece ou decrece co paso do tempo? crece
(b) Calcula en que momento a concentracion € minima e cal é o seu valor. t=0-N(0) =20%
(c) A que valor tende a concentracion cando o tempo tende a infinito? 60%
1 . . . ., -3 3
Acha o punto onde acurva y = Toaz ten maior inclinacion. ( T’Z)
Un propietario ten alugados corenta pisos a estudantes universitarios por 500 € cada mes. Sabe que por cada 50 €
de aumento, perde dous alugueres. Cal é o prezo que lle produce mais ingresos? 750 € .
Con que dimensions deberian fabricar as latas de refrescos (33 cl) para que o gasto de material ~ h
empregado sexa minimo? r="| %ﬁ =3,745cm ; h=7,490cm e
Acha o radio e a altura do cono de volume maximo que se pode inscribir nunha superficie esférica h
de 12 cm de radio. r=8J2=1131cm :h=16cm -

O custo dun marco dunha fiestra é de 12,50 €/m nos lados verticais e de 8 €/m nos horizontais. Queremos facer
unha de 1 m? de area. Cales deben ser as stas dimensions para que resulte o mais barato posible.
base = 1,25 m ; altura = 0,8 m
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.
44,

Un nadador (N) atépase na auga a 300 m da praia en fronte dunha caseta (C). Desexa & Praia R
P

volver ao punto da praia onde ten a roupa (R), que se atopa a 600 m da caseta. Sabendo s
que anda pola area a unha media de 5 km/h e nada a unha media de 3 km/h, pescuda a ’
que distancia da caseta debe estar o punto P ao que se debe dirixir para chegar nun tempo L
minimo. x =225m N

Acha os extremos e puntos de inflexidn da funcién y = sen 2x que se atopen no intervalo (0, ).

s i 3 . T
M(51) o m(F.1) 1 1(3.0)
Determina o valor de a para que a funcion f(x) = x* + ax3® — 25x + 6 tefia un punto de inflexién en x =-2.
Ten mais inflexions para ese valor de a? a=4; Siten: [;(0,6) e I,(-2,40)

Acha os puntos de inflexion da curva f(x) = x-e*. En que intervalos é cdncava? En que puntos presentard
inflexiéns a funcién g(x) = f(x) + 2 ? Eafuncion h(x) = f(x —2)?
I1(-2,-2e7%) ; (-00,-2) ; I(-2,2-2e72) ; 1(0,-2e7?)
y conv. y conc. yconv.

Estuda a curvatura e inflexions de y = x* — 4x3. 0e—— 0 ——> 200 ; [;(0,0) e [,(2,-16)
y''>0 Yo y'>0

. ., y decrec. 1 y creciente y convexa
Estuda a monotonia e curvatura da funcion y = x - In x. 0 e” 0 ; ée——
y'<0 y'>0 y''>0

Acha os extremos e inflexions da funcién f(x) = M(0,0), m(2,4) ; & inflexions

x
x—1
Sexa f(x) = ax* + 2ax3® — ax + 1, a # 0. Determina o valor ou valores de a que fan que as tanxentes a curva
nos puntos de inflexion sexan perpendiculares. a=+1

Determina unha funcion polinémica de grao cuarto da que sabemos que ten: (i) un punto de inflexion con recta
tanxente y = 2x na orixe e (ii) un punto critico no (1,3) f(x) =-5x* + 6x3 + 2x

Analiza se as seguintes funcions cumpren as hip6teses do teorema de Rolle no intervalo [- 1,1]. En caso afirmativo,
atopa un punto no que se cumpra a tese.

7
@ f)=2+VxZ (b)g(x)=x3—2x2 —x+2 (a) Non (b)Si; x, = 23—7 =-0,215
Acha o valor de a para que sexa aplicable o teorema de Rolle & funcion f(x) = x3 + ax — 1. no intervalo [0,

1].
Para o valor achado, calcula un punto x, € (0,1) de tanxente horizontal. a=-1;x,= ?3

(a) Demostra que a grafica da funcion f(x) = x3 + x2 + x — 1 corta unha soa vez ao eixe de abscisas.

(b) Demostra que a ecuacion e* = 1 + x ten unha Unica solucion real.

Sexa f una funcién continua e derivable en R tal que f(0) = 3. Calcula f(5) para asegurarmonos de que existe

un ¢ € (0,5) tal que f'(c) = 8. f(5) = 43
x> +cx+d x<1 .

2+ 1 x> 1 cumpra as hipoteses do T.V.M. en [-1,5]. Para os valores

2

achados, calcula un punto onde cumpra a tese. c=0ed=2;x,= 3

Calcula ¢ e d paraque f(x) ={

Dada a funcion f(x) = x - cos * demostra que 3a € (1,2) talque f'(a) =

Aplica a regra de L’Hopital para calcular o valor dos seguintes limites:

1/ n—2
1 1 Cosx n—2
(a) ,1_,00 ex (b) lim (]n(1+x) ;) (c) llrr} ( +cosx> 0; 1y en
4 8 —x 1—cosx 1 1,
DEmTET Oy (0 fim ¥ foa i Vi1
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45. Acha un valor de a para que lingeax;% =8. 4
X
46. Acha o valor de k paraque L = lim% sexa finito. A

x>0 X—sen

47. Analiza se a funcion y = ax + g, onde a e b son ndmeros reais positivos, ten minimo absoluto no seu dominio.
E no intervalo (0, ©)? Represéntaa graficamente para os valores a =2 e b = 8. Non ; Si
_ x242x—11 s ' _ x2—6x+5 ” _ 4
48. Representa f(x) = a3 Como axuda, dispon de f'(x) = 3 e f"(x) = 3

49. Representa aproximadamente a grafica da funcion f(x) = 2 - e 2"*!, despois de estudar como minimo, o seu
dominio, asintotas, monotonia, extremos, curvatura e inflexions.
: _x=2 _x =X
50. Debuxa ascurvas: @)y = x (b)y = po ©y= 0
1
dy=2-ex e y=vx2—-4 (f)y =senx + cosx

" ’
2

_10 -2 2

- \
v \
-10 4 -4

-4 -2 2 4

-5 5
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