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A cidade Rosa e Vermella

Aquela princesa de longos e dourados cabelos estaba alarmada ao observar que
cada dia moitos deles quedaban enredados no seu peite. Pero, para a stia tranqui-
lidade, a conta mantifiase sempre ao redor dos cento cincuenta mil cabelos, pese a
que se lle cafan uns cincuenta diarios, polo que non parecia probable que fose
perder o seu dourado atributo.

Chegado o momento de tomar esposo, a princesa declarou que s6 casarfa con
quen adivifiase a lonxitude da sta cabeleira. Eran datos sobradamente cofiecidos
o muimero dos seus cabelos e os que perdia diariamente, asf como o feito de que
nunca os cortaba, xa que a augusta melena era un dos temas de conversacion
mais frecuentes en palacio. Asi que o astronomo real, que a amaba en silencio,
presentouse ante a princesa (que para confundir os seus pretendentes recollia o
pelo nun enorme mofio) e dixolle:

—Se tedes cento cincuenta mil cabelos e se vos caen uns cincuenta diarios, dentro
de tres mil dias caeran todos os que agora adornan a vosa cabeza (ainda que, na-
turalmente, para entén teredes outros cento cincuenta mil, que vos irian saindo
40 Mesmo ritmo que vos caen, posto que a conta diaria demostra que o niimero
dos vosos cabelos permanece constante). Loxicamente, os ultimos en caer seran
0s que hoxe mesmo vos saisen, o que equivale a dicir que a vida media dun cabe-
lo ¢ de tres mil dias. Posto que o cabelo humano (mesmo o principesco) crece a
razén dun centimetro ao mes, e tres mil dias son cen meses, a vosa cabeleira debe
medir no seu punto de méaxima lonxitude (xa que en realidade tedes cabelos de
todas as medidas) aproximadamente un metro.

A princesa casou co astrénomo, que, afeito a contar as estrelas, pasou a ocuparse
persoalmente do cémputo dos cabelos, unindo a0 rigor do cientifico a solicitude
do esposo.

CaRLo FrABETTI

Ao supoiier que a «velocidade» de crecemento do cabelo é constante: 1 cm/mes,
a funcién que relaciona a lonxitude, en cm, do cabelo (/) e o tempo, en meses,
transcorridos, (t) € | =t. Se a velocidade de crecemento fose de 2 cm/mes,
aférmula serfa | = 2t. Pero esta velocidade non é sempre constante. Imaxina
que, por efecto dun crecepelo, a relacion entre a lonxitude e o tempo vén

expresada pola formula /! = 3.t. Determinaa velocidade de crecemento entre
osmeses 2°e70,2°%¢e6.92°e 49 E constante?




Vectores paralelos
e perpendiculares

Dous vectores paralelos son da
forma = (uy, u,) e v= (kuy, kuy),
conk e R.

Dous vectores perpendiculares
son da forma " = (uy, u)
eV = (—huy, kuy), conk € R.

Y4
5 T
|
I 4 i1 Os vectores I e V son paralelos porque
— */ ! T=(1,3)ev=02-1,2-3)=(2,6).
": ;T ; 4! " ~ Osvectores e W son
et X perpendiculares porque T = (1, 3)
R eW =(-2-3,2-1)=(-62).

Q Determina cales destes vectores son paralelos
e cales son perpendiculares av=(—2, 1).

a) Vi =(—6,3) b) v, =(-2,-4) c) v;=(8 —4)

Pendente dunha recta

A pendente dunha recta coincide
coa tanxente do angulo que forma
a recta co eixe de abscisas.
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A pendente dunha recta determina a sta inclinacion.
7

Sem>0
xa>0—-20"< a < 90°

/'l : 05 o X

Sem<0
txa<0—=90°< o < 180°

.
|
i

sen o

cos o h X

@ 0 angulo que forma unha recta co eixe de abscisas, pode medir
mais de 180°? Por que?

Ecuacion
punto-pendente
dunha recta

Unha recta que pasa polo punto Alg, b), e ten comao vector director = (d., d),

A . n d
p6dese expresar mediante a ecuacion y = mx + n,conm = —
d g
en=——-a+b.
d
| n d d.
Y=mx4+n —y=-—2x——-a+tb

1
: d.
S y—-b=-"2(x—aq)
¥ d,

-ﬂy—bzm(x—a)

m= %
T4
Esta é a ecuacion punto-pendente

da recta.

3@ Calcula a ecuacién punto-pendente dunha recta que pasa
polo punto A(—3, 6) e que ten como vector director V= (2, —4).




Continuidade
dunha funciéon

Unha funcién f(x) é continua
nun punto x = d se se cumpren
estas condiciéns.

1.° Existe f(a).
2.° Existe lim f(x).
X—a

3.° Cumprese que f(a) = ;Eina fGo).

« Asfunciéns polinémicas son continuas en todos os nimeros reais.

« As funciéns racionais non son continuas nos puntos que anulan
o denominador.
2
X°—=2x+1 . -
fx)=—"""— — f(x) é continuaen R — {3}.
X—3
+ As funciéns con radicais de indice par non existen nos valores que fan
o radicando negativo. Se o indice & impar, son funcions continuas.
f{x) =vx—2 — f(x) é continua en [2, +).
= As funciéns exponenciais son continuas en todos os nimeros reais.

* As funciéns logaritmicas non son continuas nos puntos en que
a expresion da gue temos que calcular o logaritrno se converte en cero
ou nun nimero negativo.

fx) = In (x -+ 1) = f(x) é continua en (—1, 4},
= Das funciéns trigonométricas, a Unica funcién que non é continua
2 ' 73 3z
8 f() = tx X, Xxa que non existe en x = 7 +2kmreenx = 7 + 2k7.

@ Estuda a continuidade destas funciéns.

b) glx)=+x*—4

a) Fl) = —> d hx)=InL
1 X

Composicién
de funciéns

Chdmase funcién composta de f
con g 4 funcién (g o f) que cumpre:
(g0 f)x) = glf I

gof

x5 F60 =85 o[/

Se temos as funcions f(x) = 3x’ e g (x) = 2x + 1, climprese que:
(g o A= glfl)]l = g(3x) = 23X + 1 = 6 + 1
(g o N=glf(D]=9g(12)=2-12+1=25

5 Dadas as funciéns f(x) = (2x —1)Peglx)=vVx—-2,
calculag of(2) e fog(2).

fQ=3-22=12

Crecemento
e decrecemento
dunha funcion

f é crecente nun intervalo (a, b)

se para calquera valor de x,, x, do
intervalo, con x, < xy: f{x1) < f(x,).
f € decrecente nun intervalo

(a, b) se para calquera valor de x;, x;,

do intervalo, con x; < 3, f (1) > f(x3).

f presenta un maximo en x, se,
nese punto, a funcion pasa de ser
crecente a ser decrecente.

f presenta un minimo en x, se,
nese punto, a funcién pasa de ser
decrecente a ser crecente.

vA
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A funcién é crecente nos intervalos (—x, 0) e (4, +-o0) e é decrecente
no intervalo (0, 4).

Ten un maximo en (0, 3) e un minimo en (4, —2).

o Se a funcién f(x) crece no intervalo (—10, —2) e decrece
no intervalo (—2, 22), que ocorre no punto x = —2?




€ Taxa de variacion media

A taxa de variaciéon media dunha funcién f(x) nun intervalo [a, b} é o co-
B , ciente: ) (@

| f®) ~ fla) _ B - f@
f@) .. TV.M. ([Cl, bD b4
- A taxa de variacién media dunha funcién nun intervalo mide o aumento ou a
diminucién desa funcién nese intervalo. O seu valor coincide co valor da pen-
dente da recta tanxente que une os puntos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Exemplos
1
1 Calcula a taxa de variacién media de f(x) = x>, en [0, 1] e en |0, Z]
TV qo,m = O=fO _1_,
1-0 1
1
f [—] —f(0)
TV.M.{|0, L = 4 = 0.0625 =0,25
4 IS 0,25
4
2 Unha avioneta que realiza un percorrido
entre dias cidades modifica a sda £ 600 :
velocidade. A gréfica mostra a relacion = 450 ' 300
entre o tempo empregado e a distancia 9 3001 _______§Q____E
percorrida. Determina a taxa de variacién 2 1150
media nos intervalos de tempo [15, 30] 81501 A
e [30, 90], e interpreta o resultado. ; : '
15 30 45 60 75 90

TV.M. (15, 30]) = _f(30) - f(_5)_ = & =10 Tempo (min)
30-15 15

TVM. (30, %0)) = [0 =GO _ 300 _ ¢
90 — 30 60

No primeiro intervalo, a distancia varfa a razén de 10 km por minuto,
e no segundo, a razén de 5 km por minuto.

Y
fla+h A mitido, na taxa de variacién media considérase o intervalo [a, a + h], onde h
indica a sta lonxitude.
fa) b
Exemplo
a ath X 3 Cal é a taxa de variacion media de f(x} = x* en [g, @ + h], sendo a = 0?
f(a+h)— fla) _ Variacionde f(x) fla+ h)—f(a) _ fl0+h) =) _ _/7_2_ —h
h Variacién de x h h h
ACTIVIDADES
1 Calcula a taxa de variacion media das funcidns: 2 A cotizaciéon dunha accidon segue durante unha semana
F) = 22+ X g0 =X+ x a funcién f{x) = 0,02x* + 1, onde x é o dfa da semana

(0 = luns, 1 = martes, ...).

Calcula a taxa de variacion media desa cotizacion
a) [0,1] b) 12, 3] de luns a venres.

nos seguintes intervalos.
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€) Derivada dunha funcién nun punto

A derivada da funcion f(x) nun punto de abscisa a denétase por f'(a), e
¢ o valor deste limite, se existe e € finito.

f@ =tm D =1@
=4 X —

Se nesta definicion facemos x = a + h, a férmula é equivalente a:

@ = m J@ TR~ f@
h—0 h

Exemplo

4 Calcula a derivada da funcién f(x) = x* en a = 1. Comproba que as dias
férmulas anteriores son equivalentes.

Comprobamos unha definicién:

=) _ e =P b=
1

() = lim —~"——" = lim =i
x1 x —1 L 1 x=1 %
Comprobamos a outra definicion:
(l+h —Ff)=0+h2=1=4"4+2nh+ WA =2+
. 2
f(+ h =) 2h+h — Mm@ h) =2

£(1) = lim — im
h—0 h h—0 h h—0

Antes de calcular a derivada dunha funcién nun punto convén simplificar a ta-
xa de variacion media correspondente.

Faino asi

COMO CALCULAMOS A DERIVADA DUNHA FUNCION NUN PUNTO

no puntox = 1?7

Cal éaderivadade f(x) =
x‘ =3
priMeiRo. Calculamos o incremento da funcién e simplificamos o resultado.
1 1 1 1 h+2h

U+hP—3 T-3 HR+2n—-2 2 2AR+2n—2)

fO+n—Ff=

seGunpo. Calculamos a taxa de variacion media da funcién.

h + 2h
Fl+n—f) _ AR +2h-2)  Ah+2)  h+2
h B h AR +2h—2) AR +2h—2)
Terceiro. Calculamos o [fmite do resultado obtido cando h tende a cero.
) = fim 1+ h) =) — im h+2 _2__1
r-0 h 0 YR 4 2h—2)  —4 2

ACTIVIDADES
3 (Calcula a derivada destas funciéns en x = 1. 4 Calcula a derivada das funciéns nos puntos x = 0
1 ex=1.
fe)=4x+2 b) f() = —
a) f)=4x+ ) " a) F) = ) A e
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€) Interpretacion xeométrica da derivada

Xeometricamente, a derivada f'(a) é a pendente da recta tanxente
a grafica da funcion no punto P(a, f(a)).

Comprobamos graficamente este resultado.

a a-+h X

TVM. ([a, a + h]) = Pendente da recta que pasa por
| P(a,f(@)eQ(a+ h,fla+ h)
| |

h—0 Q achégase a P

f(@) Pendente da recta tanxente a f(x)
no punto P(q, f(a))

Exemplo .

5 Calcula a pendente da recta tanxente 4 grafica de f(x) = x* no punto
de abscisa x = 2.

Determinamos a derivada da funcién no punto x = 2. Para iso,
calculamos o incremento da funcién.

FR+h —FfRA=Q+h?—4=A+ah+ W A =4h+

F0) — fim QM —FQ) _
h—0 h
2
— i ey =4
h=0 h h—0

Logo a pendente da recta tanxente é 4.

ACTIVIDADES
5 Calcula a pendente da recta tanxente & grafica 6 (Cal é a pendente da recta tanxente 4 gréfica
da funcion f(x) = x>+ 2enx = 2. dafuncion f(x) = Cenx= —17
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Ecuacions da recta tanxente e da recta normal

A ecuacién da recta tanxente no punto P(q, f(a)) é: Y4
y—f@=f@-&x-a

A recta normal 4 grifica da funcion no punto P(q, f(a)) é a recta perpen-
dicular 4 recta tanxente, e a sia ecuacion é:

Recta
tanxente

f@

h
|
|
I
I
|
i
'

I

(

i
a

1 Recta
F= f(a) = —m x—a normal
a -
X
Exemplos
6 Calcula as ecuacions das rectas tanxente e normal a gréfica da funcion
flx)= no punto P (3, 3). Representa ambas as rectas.
3y A-A-3
fBHm—f3) _ G+h-2 "~ 1+h 3 =3
h h h Aa+h  1+h
F3) = fim [BHA=FG) ) =3
h—0 h h—0 14 h
A ecuacion da recta tanxente é:
y—3=103)-k—-3)2y—3=-3x—-3)>y=—-3x+12
A ecuacion da recta normal é:
1 X
—3==K=-3)oy=—+2
Y 3 4 3
R
\.\\
7 Determina as ecuaciéns das rectas tanxente e normal & gréfica
da funcion f(x) = x> + 2 no punto x =0, e representa esas rectas.
Calculamos a pendente da recta tanxente no punto x = Q. =
_ 2 Decatate (@)
f(0) = lm UL 201 R limh=0 — o
=0 h h=0 h h—0 . ]

Se f'(0) = 0, a ecuacion

A ecuacion da recta tanxente é: TN T da recta tanxente é y = f'(q)

y—2=f0-x=-0)—y=2 e aTA——— e a ecuacion da recta normal
Como f'(0) = O e a recta tanxente é paralela A P O I PRI ex=a
ao eixe X, a recta normal serd paralelaac eixe Y.~ =T %
A stia ecuacion é x = 0. = !
ACTIVIDADES
7 Calcula a ecuacion da recta tanxente & grafica 8 Calcula as ecuacidns das rectas tanxentes d funcién
da funcién f(x) = 2x* no punto P(—1, 2). f)=x+ 1 nospuntosx=1ex=—1.
Cal é a ecuacion da recta normal? Comproba que son paralelas & recta y = 3x + 4.
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@) Funcion derivada

A funcién derivada dunha funcién f(x) é unha funcién, f'(x), que asocia a
Decatate <) cada punto x a derivada de f(x) nese punto.

f"R->R
Non se debe confundir , . fle+
a derivada dunha funcién £ X —> f ) =lm

h — ()
h

nun punto coa funcién derivada, B
Xa que a primeira é un ndmero
real e a segunda é unha funcién.
E habitual falar de derivada Exemplos
para referirnos a funcién
derivada. @ Calcula a funcién derivada da funcién f(x) = 2x* Cal é o valor de f'(x)
nospuntosx=1ex=—4?
h—>0 h
29,2 2 2y _ a2
i 2 =2 A 2 )2 L Alax+2h)
h—0 h h—0 h A0 }{
A partir deste resultado podemos obter directamente (1) e f'(—4).
f=4.1=4 fl=4)=4-(-4)=-16
>
9 Calcula a funcién derivada da funcion: f(x) = |x] = {X sex20
-Xx sex<0
N Como f(x) é unha funcion continua definida a anacos, para obter a funcién
AL [ D derivada temos que distinguir o seu valor en cada unha das partes que a forman
e, despois, analizar que ocorre no punto no que pasa dunha expresion alxébrica
Para que unha funcién sexa aoutra.
derivable nun punto,
debe ser continua nel. Sex> 0:f(x)= lim W"‘—Mﬁ - m /+ hz =1
h—=0 h h—0 h
Sex< 0:F(x) = fm X =M=1E0 A=tk
h—0 h h—=0 h
Sex=0:F(0") = fim [OFN=1O) _ p B,
h—0* h h-0* h
— Non é derivable en x = 0.
Fon) = g 1O=P=IO =0
h—0~ h =0~ A
Y._
Graficamente comprobamos que a funcion \ T 8
non é derivable nos puntos onde : :
presenta «picos». ‘ I P
T :_, — | i e
il |
ACTIVIDADES
9 Calcula a funcién derivada de f(x) = 4x + 2, aplicando 10 Cal é a funcion derivada destas funciéns?
a definicién de derivada dunha funcién nun punto. N
A partir do resultado que obtiveches, calcula a derivada a) fl)=vx
de f(x) nestes puntos. 1
) P b) flx) = —
a) x=2 b) x=—7 X
Comproba que obtés o mesmo resultado que se utilizas 11 Utiliza a definicion para calcular a funcién derivada
a definicién de derivada nun punto. da funcién f(x) = 2 + x2.
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© Operacions con derivadas

A seguir, imos ver como se pode calcular a derivada dalgunhas operacions con
funcions.

5.1. Derivada da suma de funciéns

A derivada da suma de funcions é a suma das derivadas desas fun- Escribese asi -1
ciéns. o i dervadad
y ’ ’ ara Inaicar a derivada da suma
[f(x) r g(x)] :f ) + g ) de duas funciéns, escribimos

{f) + 91" ou (F+ g)’
Comprobamos este resultado a partir da definicion.

G+ h) + gl + W1 —[f0) + g(] _

h
- lim fx+h)— fx) + lim glx + P;l) — g(x)

h—0 h h—0

[f(x) + gbal = ﬂré

= 0+ g

Exemplo

3@ Calcula a derivada de 5(x) = x* 4 x, e comproba que é igual 4 suma
das derivadas de x* e x.

500 = fim ((x+ 7+ + =[x +x] _

h
2
i XAV R AL R@ht)
h—0 h h—0 ){
Se calculamos as derivadas das funcions obtemos o mesmo resultado.
f'(x) g'lx)
(x+hP—x | (x;h)—_x Ax+h)
$'00) = fim T fim X = fim 28T o
h—0 h h—0 h h—=0 }{

5.2. Derivada do produto dun naimero por unha funcién

A derivada do produto dun nimero por unha funcién é o produto do Escribese asi —
numero pola derivada da funcién. Para indicar a derivad
; " ara Indicar a aertvada
[Rf(OI" = k - f'()

do produto dun nimero
por unha funcién, escribimos

Comprobamos este resultado a partir da definicion. Lkl ou &

, k h—k , h) — ,
[k fGY = tim ST R g ) JEHR =) _ oy
h—0 h h—=0 h
ACTIVIDADES
12 Calcula a derivada destas funcions, e comproba 13 Calcula a derivada das seguintes funcions, utilizando
que se cumpre que o resultado é igual 4 suma a definicién de derivada do produto dun ndmero
das derivadas das funciéns que as forman. por unha funcién.
a) flx) = 7x+ 222 b) £() = x + 3x a) () =8¢ b) f)=4Vx o fx)=—5¢
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5.3. Derivada do produto e do cociente de funciéns

A derivada do produto de funciéns é a derivada da primeira funcién po-
la segunda sen derivar mais a primeira funcion sen derivar pola derivada
da segunda.

) -gG) " =f(x)- gl + fx) - g'x)

Exemplo

@ Escribe p(x) = 2x* como o produto de duas funciéns, e comproba que a stia
derivada, p'(x) = 4x, cumpre a definicién da derivada do produto.

Se escribimos p(x) como f(x) = 2x por g{x) = x, € aplicamos as definiciéns:

p'X) = [f(x)- gx)'= lim AxAh =2 +2x - fim W =

h—=0 h h—0

-x+2x-/im%=2-x+2x-1=4x
h=0

A derivada do cociente de funciéns é outro cociente tal que:

* O numerador ¢ a derivada do numerador polo denominador sen
derivar menos o numerador sen derivar pola derivada do denomi-
nador.

¢ O denominador é o cadrado do denominador sen derivar.

[ Jie) ] _ - g0 - 69 g
2(x) [gCOP

Exemplo

42 Comproba que a derivada de

fx) 3x+4 . [f(x))'_ -3x-8
X

g(x) x? g ) 3

Como na férmula da derivada do cociente de funciéns intervefien as stas
derivadas, primeiro imos calcular o seu valor.

o0 = oy BUED A =Crtd) _ HshiA=3-A _, 3h_,
h—0 h h=0 h h=0 h
2_ 2 2y _
g0 = i W= 2 AL foxkh)
h—0 h h=0 h h—0 ){
A derivada do cociente é:
{ f(x) ]'Z F0- g —fx)-g'lx) _ 3-x* —[(3x+4)- 2] _ 3x? — 6x? — 8x
glx) [g(xP x* x4
~ x{(=3x—8) —3x-8
- X T 3
ACTIVIDADES
14 Calcula o produto das funciéns f{x) = x* — 4 15 Calcula as derivadas das funcions f(x) = x> + 1 Fx)
egx) = x + 1, e despois calcula a sta derivada. e g{x) = —x+ 5. Cal é a derivada do cociente ——?
Comproba que o resultado é 6 mesmo que se aplicamos A Y ] g(x) gi)
a férmula da derivada do produto de funcions. Raderaga.dacoacnte )
Unidade 10

254



@ Derivadas de funcions elementais

Para calcular a derivada dalgunhas funciéns elementais non é necesario utilizar
a definicién, pois existen regras que facilitan o seu calculo.

6.1. Derivada das funcions constante e identidade

A derivada da funcion constante é 0.
fG=c>f)=0

A derivada da funcién identidade é 1.
fG)=x->f0)=1

Comprobamos estes resultados a partir da definicién.
f@©=lim fet };1) — SO i £ im0 =0

h—0 h h—0

=lim—=1
h—0 h h—0 h

f’(X):sz(H}:—f(X)zhm/{+h_,{ L

Exemplo

13 Calcula a derivada destas funcions.

a) f(x)=6x
a) =6
flx) = kx

b) f{x) =12x +7x
b) flg=124+7=19

fi) = kx 4+ cx

6.2. Derivada da funcion potencial

A derivada da funcién potencial é igual ao exporiente pola base elevada

ao exponente menos unha unidade.

G =x"=>fx=n-x"

Exemplo

14 Calcula a derivada destas funciéns.
a) f() =x° b) f(x) =vVx
a) F)=5¢"=5¢

n=>5

—1 _—

1 1
b) Flx) = —x2 = —x 2
) fF(x) X X

1
n=—
2

ACTIVIDADES

16 Calcula a derivada desta funcién, indicando os pasos

que segues para calculala.
f(x) = x>+ 2x

Derivada dunha funcién

¢ fX)=x'+5 d) fo) = 27X
Q) ) =4x""+0=4%

f)=x"+c
& £l — 1-x—(x22+x)~1 =;_22

Decéatate (@
A recta tanxente a unha recta
nun punto coincide sempre

con ela mesma.

Apendentedarectay=c

€ 0 en todos 0s seus puntos
eapendentedarectay=x
€ 1 en todos os seus puntos.

17 Calcula a derivada da seguinte funcién.

x—3
ZXS
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Lembra

Propiedades dos logaritmos:

s jne=1

1
e logee=—
Ina

ACTIVIDADES

18 Calcula a derivada das seguintes funcions.
a) f) =5senx+3cosx b) f(x)=(5x>-senx) + (x- cosx)
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6.3. Derivada das funcions exponencial e logaritmica

A derivada da funcién exponencial ¢é igual ao produto da funcién polo

logaritmo neperiano da base.

fE)=¢e"—f'(x)=¢e"

f=a"=f(x)=d" lna

A derivada da funcién logaritmica é igual a 1 dividido entre o produto

de x polo logaritmo neperiano da base.

1

f(x)zlnx—)f’(x)=? fG) =log,x = f'(x) =

x -

Exemplo

15 Calcula a derivada destas funciéns.

a) fix)=7" b) f(x) =logs x
a) fx=7-In7 b) f'(x)= !
xIin6
flo=a* fx) =log,x

6.4. Derivada das funciéns trigonométricas

A tdboa amosa as derivadas das funciéns trigonométricas.

Funcién Derivada
fO) =senx [ =cosx
fOO) = cos x f) = —senx
fO)=txx fO=1+w'x= 12
cos” x
o) =k
fO) = arc senx = \/E
. 1
f0) = arc cos x fe =~ >
1-x
W=acxx | f6=—1
fC) =arctxx 11

Exemplo
16 Comproba, mediante a sUa definicién, que a derivada de f{x) = sen x
é f'(x) = cos x, utilizando a férmula do seno da suma.

sen{x + h)—senx —im

1

Ina

[(sen x)(cos h) + (cos x)(sen h)] — senx

f'(x) = lim

h=0 h h=0 h
. cosh—1 . senh
:senx-ilm +cosx-//mT:(senx)-0+(cosx)-1:cosx
—0 h—0
19 Obtén a derivada destas funciéns.
a) f)=e"txx b) f(x) = 3x? — arcsenx
Unidade 10



€@ Regra da cadea

A derivada da funcién f composta con g obtense utilizando a regra da
cadea.

[(g o NN = g'(fG0) - ()

Faino asi

COMO CALCULAMOS A DERIVADA DE FUNCIONS COMPOSTAS
Calcula a derivada da funcién y = arc cos x*.
PRIMEIRO. Escribimos a funcién como a funcién composta doutras funciéns, fe g.
(go )= g(f(x)
x= () =x"— gx* = arccos x*

SEGUNDO, Determinamos a derivada destas funciéns.

f(x) & unha funcion potencial: f'{x) = 4x>

g{x) é unha funcién arc cos: g'(x) = — ;
1—x

TERCEIRO. Aplicamos a regra da cadea.

[(gofl]" =g'(Fl)) - 'l

IR BRI 4x3

J1=(x") 1—x

8

I —|

_ 1

g'x") ——,—1 o

As veces, resulta mdis sinxelo definir unha funcién como composicién doutras
funcions e aplicar a regra da cadea para obter a stia derivada.

Exemplo

47 Calcula a derivada da funcién h(x) = (1 —x)*, sabendo que a derivada
da funcién f(x) = 1 —x é f'(x) = —1 e a derivada de g(x) = x> é g '(x) = 5x*,

A derivada de h(x) poderiase calcular desenvolvendo (1 — x)° coa férmula
do binomio de Newton, e derivando o polinomio de grao 5 que se obtén.
Pero convén considerar h(x) como a funcién compostade f(x) =1 — x
egl)=x" xaque hix)=(gof) (x) =g(f(x) = (1 — x® e aplicar a regra
da cadea.

h'0) =g () - ) =[g(1 —xPI" - F) =501 —x)*- (=)= —5(1 — x"

ACTIVIDADES
20 Calcula a derivada destas funciéns aplicando a regra 21 Calcula a derivada destas funciéns.
da cadea. T
a) () =sen \x*43x
albEslinllcose) b) f(x)=3senx® + 2 sen’x
b) f(x)=cos(Inx
) fx) {Inx) 9 00 =1In T+ x
o fi)=x"+27 T—x
d) £ =x /27 +1 d) f() = e+
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€) Crecemento e derivada

Lembra i * Unha funcion é crecente nun punto x = a cando a derivada da funcién
nese punto é positiva.

URRatuncion € crecents f'(@) > 0 — f(x) é crecente en x = a.

nun intervalo se é crecente

en todos os seus PuNtos. * Unha funcion é decrecente nun punto x = a cando a derivada da fun-

Unha funcién € decrecente cidn nese punto € negativa.

nun intervalo se & decrecente f’(a) <0 —9f(x> ¢ decrecente en x = a.

en todos os seus puntos.

Se a derivada dunha funcién é f'(x) > 0, a -
- S

grafica de f(x) ten unha tanxente con | \7° '@)TO -

pendente positiva, e se a derivada dunha ‘\5//\%
funcion é f'(x) < 0, a grafica de f(x) ten | -
unha tanxente con pendente negativa. i X

Se unha funcién f(x) presenta un maximo ou un minimo en x = a, ctm-
prese que f'(a) = 0.

Decitate O Se a f’ur.1c1on f presenta un maximo ou y Miximo
un minimo nun punto de abscisa x, a o

Non todos os puntos onde recta tanxente nese punto € horizontal, e - =0
a derivada se anula son maximos por tanto, a sia pendente é cero, ¢ dicir, Minimo
ou minimos. fx)=0. i X

Yi

Al '/f.;x.f_._ Faino asf

D I 5 COMO DETERMINAMOS OS MAXIMOS E MINIMOS E OS INTERVALOS
T R 2 =i — X DE CRECEMENTO DUNHA FUNCION
Decide en que intervalos a funcién f(x) = x* — 6x* + 9x + 1 é crecente
i e en cales é decrecente. Presenta maximos ou minimos?

Nesta funcidén f'(0)=0e non é . . .
nin Un MAXIMo nin un minimo. PRIMEIRO. Calculamos a funcién derivada de f(x): /() =35 —12x+ 9
sEGuNDoO. Resolvemos a ecuacion f'(x) = 0 para determinar os posibles maximos

e minimos da funcion.
- I+ 9=3¢ - Nx—-3)=>x=1,x=3

TERCEIRO. Determinamos os intervalos de crecemento e decrecemento de f(x),
estudando o signo en cada un dos intervalos gue proporcionan as soluciéns
da ecuacion, é dicir, resolvemos as inecuacions f'(x) > 0 e f'(x) < 0.

f'(O)‘> 0 ] f(2)<0 I f'(5)>0
| | !
1 : 3

5
A funcion é crecente en (—ao, 1) e (3, +o0) e é decrecente en (1, 3).
Por tanto, en x = 1 presenta un maximo, e en x = 3, un minimo.

ACTIVIDADES

22 Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento 23 Determina os intervalos de crecemento e 0s maximos
das seguintes funciéns. e minimas destas funciéns.
a) f)=x>—6x+5 b) () =8x+ X a) f)=x"—3x b) fl)=2—x
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@) Derivadas sucesivas

Se calculamos a derivada da funcion f'(x), obtemos outra funcién que cha-
mamos derivada segunda de f(x) e que escribimos f"'(x).

Analogamente podemos determinar as derivadas terceira, cuarta..., ené-
sima. Asi, calculamos as derivadas sucesivas dunha funcion.

Exemplo

18 Calcula as derivadas primeira, segunda e terceira de f(x) = 4x°.
f'(x) = 20x* (%) = 80x° "' (x) = 240x

Aplicacidons

* Unha funcién ten un minimo nun punto x = a se a derivada se anula e
a derivada segunda é positiva nese punto.
f@=0ef"(@ >0 - f(a) ten un minimo en x = a.
* Unha funcién ten un maximo nun punto x se a derivada se anula ¢ a
derivada segunda é negativa nese punto.
f@=0ef"(a) < 0— f(a) ten un maximo en x = a.

Decatate (@5
Faino asi
A partir da derivada podemos
COMO CALCULAMOS OS MAXIMOS E OS MINIMOS DUNHA FUNCION determinar se unha funcion
COA DERIVADA SEGUNDA é crecente ou decrecente.
Analogamente, a partir da
Determina os maximos e os minimos de f(x) = coa derivada segunda. derivada segunda comprobamos
X“+1 se unha funcién é céncava
priMeiRO. Calculamos a funcién derivada de f(x) e resolvemos a ecuacion f'(x) = 0. ou convexa.
, 1—x? 1—x2 f'(x) > 0 — fé concava.
fl=—F— 2= =031-¥=0>x=1x=—1 %
x4+ (x*+1) f'(x) < 0= fé convexa.
seGunpo. Determinamos o signo da derivada segunda nos puntos anteriores
para decidir se se trata dun maximo ou dun minimo.
—2x(—x? Y
f'(x) = ZxX(x i 3) f'(—=1) > 0 = minimo e f'(1) < 0 — méximo T e
X2+ I 1 o
T e ) A
TERCEIRO. Escribimos os puntos (x, f(x)) gue son méximos e minimos de f(x). R 3 /»"4:"\ -
x = -1, f(x) = —— — Minimo: [—1, - x =1 f)= — — Maximo: |1, — it
2 2 2 2 1460 o =1 R
ACTIVIDADES
24 Calcula os méaximos e 0s minimos destas funciéns. 25 Seafuncién fx) = ¢ + ax + bten un minimo
a) fi) =x*—4x*+2 Q) ) =x —12x no punto (1, 5), determina os valores de a e b. Ten algun
8 2 outro méximo ou minimo esta funcién?
b) £0) =— d) f()=— a hy .
X +2 x> +1 26 Calcula os maximos e 0s minimos de fix) = sen’ x en [0, 2.
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) Aplicacions das derivadas

ACTIVIDADES

27 Representa estas funciéns.

260

a) f(x) =

b) fx) =

1

X2
X241
X2 —x

10.1. Representacion de funcions

A partir da derivada tamén podemos obter informacién para representar fun-

cions.

d) fix) =

Faino asi

COMO REPRESENTAMOS UNHA FUNCION TENDO EN CONTA A SUA DERIVADA

X2 —x+1

Representa a seguinte funcion; f (x) = =
X —

PRIMEIRO. Estudamos o dominio da funcién f(x).
Como € unha funcién racional, o seu dominio € R menos aqueles valores que anulan
odenominadorix—1=0—=x=1—Domf= (-0, 1)U (1, +x)

secUNDO. Calculamos as asintotas da funcién.

i X —x+1 . i
im f(x) = lim — — = 40 — f(x) ten unha asintota vertical en x = 1.
x—1 x—1 X _]

X . . .

/'T —~=1e //+ (f(x) — x)= 0 — f(x} ten unha asintota oblicuaeny = x.
X=+oc X X=>+ca

TERCEIRO. [dentificamos os cortes de f(x) cos eixes.
Como f(0) = —1, a funcién corta ao eixe ¥ no punto (0, —1).
cuarto. Calculamos a funcion derivada de f(x), identificamos o seu dominio
e resolvemos a ecuacién f'(x) = 0.
2

. X°—2x

filx)y= ——
(x =172

QuINTO, Estudamos o signo en cada un dos intervalos que determinan

o dominio e as solucidns da ecuacion. Asi, establecemos os intervalos
de crecemento e 0s maximos e minimos.

—Dom f=R—{1} fX)=0—=>x(x—2)=0—-x=0,x=2

[ 1 |3
F(-1)>0 | f[7]<°z f[7]<°| : F@>0
| | | '
-1 o 1

C M\w
=
N

Crece: (—o, Q) U (2, +) Decrece: (0, 1)

sexto. Representamos a funcién.

28 Representa as seguintes funciéns.

Q f)=—r — Y T e 3 s Syt
X+ x+1 4
b} £ —L
%3 eX—1
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10.2. Problemas de optimizacién

Optimizar ¢ un proceso para conseguir que unha magnitude sexa o maior
ou menor posible suxeita a unhas condiciéns. Para iso, é preciso encontrar

0 maximo ou o minimo dunha funcién.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION

Quérese cercar un terreo de 500 m para construir un parque, con forma
de rectangulo e da maior area posible.
Se un dos lados do terreo esta limitado por un bloque de vivendas,
e non é necesario cercalo, cales seran as dimensidns do rectdngulo? Canto medira
a area dese rectangulo?

PRIMEIRO. |dentificamos os datos.

Os lados do rectangulo gue se quere
cercar son x e y. Como un dos lados

non € necesario cercalo, o perimetro

do terreo que se quere cercar sera:

¥+ 2x=>500 - y =500 — 2x

SEGUNDO. Expresamos, en funcién das variables, a magnitude que imos optimizar.
Neste caso, gueremos maximizar a area do rectangulo. Por tanto, a funcién é:

AX)=x-y—A()=x- (500 — 2x) = 500x — 24

Tercelro. Calculamos 0 mdximo ou o minimo da funcién, segundo o enunciado.
Para iso, calculamos os valores que anulan a derivada e determinamos

se € un maximo o un minimo, calculando a derivada segunda.

Neste caso, debemos obter un maximo.
AK)=500—4x 2> A =0—-500—4x=0—x=125

A'C)=—4

Sex=125 A(125)=0eA"(125) < 0
Logo, trdtase dun maximo.

CUARTO. Interpretamos a solucion.
Os lados do rectangulo miden 125 m e 250 m.
A drea de rectangulo maximo sera;

Al) =125-250=31250 m?

ACTIVIDADES

29

30

31

Calcula dous nimeros naturais positivos dos
gue a sta suma sexa 60 e sabendo que a suma
dun miis o cadrado do outro é a maior posible.

A area dun rectdngulo é de 100 cm? Se queremos
gue tefa o menor perimetro posible, cales son
as stas dimensidns?

Unha peza con forma de tridngulo rectangulo

ten un cateto cuxa lonxitude é 1 m e o outro cateto
mide 3 m. Determina o rectdngulo de lados paralelos
aos catetos e cuxa area sexa a maior posible

que se pode obter dela.

Derivada dunha funcién

32

33

Construironse caixas de cartén, de base cadrada
€ sen tapa, cuxa capacidade é de 1 m>.

Se queremos manter o volume, pero modificar a base,
cales seran as suas dimensiéns para minimizar o gasto
de cartén empregado?

Sabemos que o rectangulo de maior drea que pode
inscribirse nunha circunferencia é o cadrado. Sucederé

0 mesmo se consideramos unha semicircunferencia? Para
comprobalo, calcula as dimensiéns dun rectdngulo de 4rea
maxima, inscrito nunha semicircunferencia de 5 cm de raio,
sabendo que a sua base est situada sobre o didmetro.
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PROBLEMAS RESOLTOS

3. COMO SE CALCULA O VALOR DUN PARAMETRO
NUNHA FUNCION, CONECENDO A SUA DERIVADA
NUN PUNTO

Derivada dunha funciéon nun punto

1. COMO SE DETERMINA A TANXENTE A UNHA CURVA
NUN PUNTO, UTILIZANDO A DEFINICION DE DERIVADA

19 Determina a ecuacion da tanxente & parabola

y = %XZ no punto A(4, 4).

SOLUCION

prIMEIRO. Calculase o incremento de f(x) no punto
no que se quere determinar a tanxente.

1 1
4+h)—fl)=—@d+h—— 4=
fl4 4+ h) — f(4) 4( +h) p
=%(J'6+8h+h2—.16)=—;h(8+h)

SEGUNDO. Calctlase a derivada da funcién
no punto.

)= lim (AT Vg py—»

h—>0 h h=0 4
TERCEIRO. Determinase a ecuacién da recta tanxente
& pardbola no punto A4, 4).

Y = Yo =) (x — %)
y—4=2x—-4>y=2x—4

2. COMO SE CALCULAN AS TANXENTES A UNHA CURVA
QUE CUMPREN UNHA SERIE DE CONDICIONS

i@ Calcula as tanxentes a curva f(x) = —x° + 3x
que sexan paralelas @ rectay = —2x.

21 Calcula o valor de m na funcién f (x) =

mx? +1

2X+m
1

paraque f|—|=1.

[2]

SOLUCION

PRIMEIRO. CalcUlase a derivada da funcion.
_2mx(x+m)—2(mx* +1)
- (2 +m)
_2mxXP 4+ 2mPx =2

T a4 dmx +m?

f'(x)

SEGUNDO. Aplicase a condicidon que debe cumprir
a derivada.

2
1 1
oml—| xom?|—|—2 T 1_
[1] [2] [ZJ g T2
f—:
2

1V 1 1+ 2m4m?

D om—2

,1] 2
fl=l=1—» ~— — =1
[2 T+ 2m+m?

TERCEIRO. Resdlvese a ecuacion resultante.

%+m2—2
=l m+u—4=2+4m 421
T+2m+m?

—=»3Im+6=0->m=-2

4. COMO SE CALCULA O VALOR DUN PARAMETRO
NUNHA FUNCION, CONECENDO ALGUNHAS
DAS SUAS TANXENTES

SOLUCION

PRIMEIRO. Calctlase a pendente que terén
as rectas buscadas.
Se as rectas tefien que ser paralelas a y = —2x teran

a mesma pendente que esta recta, é dicir, —2. 22 Canto vale k na funcién

262

SEGUNDO. Iguélase a derivada da funcién a esa
pendente e resdlvese a ecuacion.

) =—5%"+3
5 4+3=-2x=1—-x=%I1
Qs puntos de abscisas 1 e —1 tefien unha tanxente
paralelaay = —2x.

TERCEIRO. Calculase a ordenada dos puntos.
Sex=1fN=-1"+3-1=2
Sex=—1Ff-=1=—(=1P+3-(-1)==2

CUARTO. Obtéfense as ecuacions das tanxentes

neses puntos.
Sex=ly—-2=-2.k—1)>y=—-2x+4
Sex=—-1ly+2=-2x+1)Dy=—-2x—4

f(x) = ko + 6x* — kx — 18 se as tanxentes
enx=1eenx= —2son paralelas?

SOLUCION

PRIMEIRO. Calcllase a derivada da funcién.
) =3k +12x— k

SEGUNDO. Aplicase a condicidn que cumpren

as tanxentes.

Neste caso, como as tanxentes son paralelas tefien
a mesma pendente.

F)=3k-P+12-1—k=2%+12 }
) =3k-(22+12-(-D—k=11k—24
Fl=F(2) —2k+12=11k—24

— % -36=0—>k=14

Unidade 10



5. COMO SE CALCULA O VALOR DE VARIOS
PARAMETROS, CONECENDO ALGUNHAS
DAS CARACTERISTICAS DUNHA FUNCION

23 Dada afuncién f(x) = ax? 4+ bx + 2, determina a e b,
sabendo que a gréfica de f(x) pasa
polo punto (1, 0) e que a recta tanxente a f(x)
en x=1ten como pendente —1.

SOLUCION
PRIMEIRO. Aplicanse as condiciéns que cumpre
a funcién.
 Afuncién pasa por (1, 0):
) =ax’+ bx 4 2
Pasa por (1, 0)
f=a-1?+b-14+2=02a+b+2=0
e« Atanxenteenx=1¢—1:
') =2ax+ b
riy=-1
f=2a-1+b=-1

SEGUNDO. Resdlvese o sistema de ecuacidns resultante,
a+b+2=0}—'%726—2b= 4

20+b=—1 G+ b=-1
b= 3 —>b=-3
a+b+2=0-2"=2 50 _342=00a=1

Afuncion é: fx) = x° — 3x + 2

Calculo de derivadas

1. COMO SE DETERMINA A FUNCION DERIVADA
DUNHA FUNCION RACIONAL

24 Calcula a derivada desta funcion.
2—x
x3

flx)=

SOLUCION

PRIMEIRO. Aplicase a formula da derivada
do cociente, tendo en conta as derivadas
do numerador e do denominador.

(=1 -x® =3x%(2—x)

3)2

f'ix) =

(x

sEGUNDO. Simplificase todo o posible a expresién

resultante.
, —x* =32 —x)  —x® —6x% 433
f(x) = = = 5 _— =
X '
_ 2x3 — 6x? 2%(x—3) _ X —6
B X8 h x° X

Derivada dunha funcion

2. COMO SE CALCULA A DERIVADA DUNHA FUNCION
DOTIPOy = f(x)"

23 Calcula a derivada destas funciéns.
1

a) y={‘—20* Q y=—r7)
sen* x

b) y =¢Ihx

SOLUCION

PRIMEIRO. Exprésase a funcion en forma dunha funcién
elevada a un nimero.

a) y=(—2x* 4
1

c) y=(senx)”
b) y = (Inx)*

seGuNDO. CalcUlase a derivada da base
da potencia.
a) fX)=x* -2 > =3x" -2
1

b) F(x) = Inx = f(x) = —
X

€) f(x)=senx — f'(x) = cos x
TERCEIRO. Aplicase a derivada da funcién potencial
e simplificase.
y=1f0" =y =nfx"fx

a Yy =4 -2 -2 =
=403x —2Hx* —2x)*

b) v = l(lnx)%q LI L(m x) 4 =
4 X 4x
_ 1
4x3/In® x
, 4 4c08 x
Q) y=—4@Genxy"*" - cosx =~
sen® x

3. COMO SE CALCULA A DERIVADA DUNHA FUNCION
DOTIPOy = a™

@ Calcula a derivada destas funciéns.

a) y= 3casx b) y= 3(x1+1)

SOLUCION
PRIMEIRO. CalcUlase a derivada da funcién
do exponente.
a) fx)=cosx = F(x)=—senx
b) Flx) = x4+ 1 F ()= 2x

SEGUNDO. Aplicase a derivada da funcion exponencial.
y=d"% sy =ad%.In@-fx
a) y'=3"".InQ)-(~sen x)
b) y'=3**".in(3- 2
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PROBLEMAS RESOLTOS

4. COMO SE CALCULA A DERIVADA DUNHA FUNCION
DOTIPOy = inf(x)

27 Calcula a derivada destas funcions.

a) y=In(txx)
b) y=In(2¢+x
SOLUCION

PRIMEIRO. Calctlase a derivada de f(x).
a fX)=txx =X =1+u2x
b) Fl) =23+ x = Fx)=6x>+1

SEGUNDO. Aplicase a derivada da funcidn logaritmica.

1
=Inf{x) — — %)
f()
2
a) y':#.(].'.txzx)-:w
x x X x
1 6x” + 1
b) y'= (6x*+1) =
4 234+ x 23+ x

5. COMO SE CALCULA A DERIVADA DUNHA FUNCION
DO TIPO y = arcsen f(x)

28 Calcula a derivada destas funciéns.
a) y=arcsen (Inx)
b) y = arcsen (2 + x)

SOLUCION
PRIMEIRO. Calculase a derivada de f(x).

a f=hx—=>fx=—
X

b) f(x)=2x* + x = f(x) = 6x* +1

SEGUNDO. Aplicase a derivada da funcidn

trigonométrica.
y=arcsenf(x) =y = % F(x)
J1=(f ()
a) y=— 1 . i — I
—In’x X  xv1—In’x
b) yl= %7(6X2+]):
V1= @3+ x)7?
_ 6x% + 1
1= (2 + x)?
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Regra da cadea

1. COMO SE APLICA A REGRA DA CADEA
NA COMPOSICION DE TRES FUNCIONS

@3 Obténaderivadadey = Inyx*+2x.
SOLUCICN

PRIMEIRO. Definese a funcién como unha composicion
de funciéns.

fx) = Inx g(x)=\/; h(x)= x>+ 2x

Desta maneira, resulta que: y = (f o g o h)(x)

SEGUNDO. Aplicase a regrada cadeaafog.

(Fog) =InVx = (Fog)'(x TT % -
®)-g'®

TERCEIRO. Aplicase a regra da cadea a (fo g) o h.

((Fogroh)(x) = Inyx* + 2x

1 x+1
((Fogloh)(x) TN C A v

(fog)'(htx) h'(x)

2, COMO SE DERIVA UNHA FUNCION CON POTENCIAS
CANDO A BASE E O EXPONENTE NON SON CONSTANTES

@0 Calcula a derivada desta funcién.
f(X) - xx‘+3

SOLUCION

PRIMEIRO. Aplicanse logaritmos aos dous membros
da funcion.

INf) =Inx* > Infx)=Kx+3)Inx

SEGUNDO. Derivanse os dous membros, tendo en conta
que f(x) é unha funcidn, e por tanto, ao derivar

In f(x) aplicase a regra da cadea, e que 0 segundo
membro é un produto de funciéns.

INfx) =024+3) Inx

2
—1—~f’(x)=2x|nx+ X +3
f(x) X
TERCEIRO. Despéxase f(x) e substittese Ax) polo seu valor.
f'(x) x* +3

—— =2Inx+
f(x)

fix) =f(x )[len x+

)
-l

*+3[2x|nx+
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2. COMO SE ESTUDA A RELACION ENTRE

Aplicacions das derivadas
A CONTINUIDADE E A DERIVABILIDADE DE FUNCIONS

1. COMOC SE REPRESENTA UNHA FUNCION, CONECENDO

ALGUNHAS DAS SUAS CARACTERISTICAS %23 Estuda a continuidade e a derivabilidade desta

41 Representa unha funcién y = f(x) que cumpra

as seguintes condicidns.
» Oseudominioé R —{2},
» Ten unha asintota vertical en x = —2.
= Ten unha asintota horizontal en y = 0.
« Corta o eixe Y en (0, 3) e non corta o eixe X.
« f(x) >0 nointervalo (—o0, 2).
« f'(x) <0nointervalo (2, 4).
« Ten unha tanxente horizontal en (4, —2).

SOLUCION

PRIMEIRO, Represéntanse sobre os eixes de coordenadas

as asintotas e 0s puntos de corte cos eixes
da funcién.

funcion. _
3x -2 se x<2

8

F(x) = se2<x<4

x?=3x sex>4

Que conclusiéns podes extraer do resultado?

SOLUCION

PRIMEIRO. Comprdbase a continuidade en cada unha
das partes da funcién.

e Sex<2f(x)=3x-2
E continua en (—oo, 2).

. Se2§x<4—>f(x)=%
£ continua en (2, 4).

o Sex>4 () =x—3x
£ continua en (4, +00).

secunDO. Comprdbase a continuidade da funcién

nos puntos en que cambia a sta expresion alxébrica.

— [ TWgngerhEE T
== AT f(2)=3-2-2=4
! ' | Sex=2—
I X f(2+)=§=4
: A SH T S SE S —1 2
RENEE T A funcién f(x) é continuaen x = 2.
X =2 |
' i o _ 8
fl4)y===2
Sex=4— 49 4

SEGUNDO. Represéntanse os puntos con tanxente
horizontal que corresponderdn aos méximos

ou minimos da funcién. Tendo en conta

0 crecemento, analizase como a funcién se aproxima
as asintotas.

f(4t) =4 —3.4=14
A funcién f(x) non é continuaen x = 4.

TERCEIRO. Calculase f'(x) derivando cada unha das partes

que forman f(x).

Yi :
T: T ’3 se X <2
| fix) = _—§ se2<x<4
p— X
el T L] i }2X—3 sex >4

..I_.

TERCEIRO. Estudando as caracteristicas que xa
se representaron concliese cal serd a gréfica
da funcion.

Derivada dunha funcién

cuarto. Comprobase que ocorre nos puntos
nos que f'(x) pasa dunha expresion a outra.
f(27)=3
Sex=2-47_ = _8
Como estes valores non coinciden, a funcion
non é derivable en x = 2.

QUINTO. Analizanse os resultados.
A funcién non é derivable en x = 4, por non ser
continua.

En cambio, en x = 2, a funcién é continua

g, non obstante, non é derivable.

Asf, unha funcién derivable ten que ser continua.
Non obstante, unha funcién pode ser continua
e non ser derivable.
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ACTIVIDADES

Taxa de variacion media

34 Determina a taxa de variacién media da funcién
°ot y=x? — 2x+ 6 no intervalo [1, 3.

35 Cal é a taxa de variacién media da funcién
@00

flx) = 12 no intervalo [1, 417
X

36 Calcula a taxa de variacién media nos intervalos indicados
@00 para a seguinte funcion,

Y4

a) [1,2]
b) [1,3]
o [2,3]

37 Determina a taxa de variacion media desta funcidén
@00 en cada un dos intervalos.

a) [-1,1]
b) [1,3]
c [-1.3]

38 Calcula a taxa de variacién media da funcion y = 2 — x
°2% nointervalo [2, 2 + Al
Utiliza o resultado para determinar a taxa de variacion
media da funcidn nos seguintes intervalos.
a) 23]
b) (2,5]
q [2,8]

39 Calcula o valor de a de modo que a taxa de variacién media
eeo da funcién f(x) = 2x + ax — 5 no intervalo [0, 2] sexa 1.

40 Encontra duas funcidns polinémicas de segundo grao
“8% que pasen polos puntos (0, 4) e (3, 10). Comproba
que a taxa de variaciéon media no intervalo [0, 3]
€ a mesma para as duas funciéns.

41 Por que a taxa de variacién media da funcién
900 y = Jx — 3 en calquera intervalo é sempre 27

266

42 O espazo percorrido por un obxecto, en metros, exprésase
©e0 cog formula.
e=4C2+2t+1
a) Que espazo percorreu aos 4 sequndos?
E aos 7 segundos?

b) Cal é a velocidade media que mantivo entre
0s 4 e 0s 7 segundos?

Derivada nun punto

43 Aplica a definicion de derivada nun punto para calcular
#o= as derivadas das funciéns nos puntos que se indican.

a) y=3x—1 en x=2

b) y=x*+x en x=3
4x + 3

€ y= en x=—1

d) y=E en x=1
e

e) y=(x— 1)? en x=—2

44 Calcula, utilizando a definicién de derivada nun punto,
°ct f'(2) e f(0) para a sequinte funcion.

f)=2¢—x+3

6
45 Sef() = 2T
@00

de derivada nun punto as seguintes derivadas.

a) f'(—3) b) f'(2)

, determina a partir da definicién

46 Obtén a pendente da recta tanxente & funcién
©00 y = 3%+ Jx nNo punto de abscisa x = 5.

47 Calcula a derivada da funcién y = —t2 + 2t
899 no punto t= 8.

48 O espazo, en metros, que percorre un maébil en funcién
222 do tempo, en segundos, vén descrito pola expresién.

e=£t2+t
3

Calcula a velocidade instantdnea do mébil aos 3 segundos.

49 Determina a ecuacion da recta tanxente
299 4 curva ¥ = 3x° no punto de abscisa 1.
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50 Demostra graficamente que a derivada desta funcion
°0° ng punto de abscisa 3 ten un valor comprendido
entre2 e 3.

51 A partir da definicién, calcula as funciéns derivadas
©00 das funcidns que se indican.

a) y=2x+3 d) y=2¢— 3x
— 12
b) y= 2 X AN
X

o y=x f) y=03x+27

52 Obtén, aplicando a definicién, a funcion derivada
000 de f(x) = x* — 2x + 4, e calcula a derivada nestes
puntos.
a) (1)
b) f(=3)
<) (2

53 A partir da definicion, encontra a funcién derivada

200 de f(x) = x> + 2x + 2, e calcula £(0), F(—1) e F(3).
Decide o tipo de crecemento da funcién nos puntos
de abscisa 0, —1 e 3.

54 Afunciénderivadadey=Inxéy' = -]—

A
Utiliza o resultado para determinar a ecuacion da recta
tanxente a esa curva no punto de abscisa 1.

Rectas tanxente e normal

55 Obtén as ecuacions das rectas tanxente e normal
[elele]

dcurvay = x+ \/; no punto de abscisa 4.

56 E horizontal a recta tanxente & funcién y = x* + x*
©00 n3 orixe de coordenadas? Se é certo, cal serd
a ecuacion da recta normal?

A x 1
57 Ecertoqueacurvay = XZ[? = ;J ten unha tanxente
" horizontal no punto (1, 0)?
58 Verificase que a recta tanxente 4 curva
292 y= (2 — ¥)(2x+ 1), no punto de abscisa —1,

é paralela d recta 14x — 2y — 3 =07

59 Calcula as ecuacions das rectas tanxente e normal
©00 3 funcidn y = cos x no punto de abscisa .

Derivada dunha funcién

60 Canto ten que valer a para que a funcién
°ee f(x) = xInx — ax tefia, no punto de abscisa e, unha recta
tanxente paralela & bisectriz do primeiro cuadrante?

61 Calcula a recta tanxente e a recta normal as funciéns
©20 nps puntos indicados.

a) y=2%8 en x=3
b) y=xXInx+3) enx=-2
Q) y=(3x— 5)° en x=2

62 Determina a recta tanxente e a recta normal
#2¢ 3s funcions nos puntos indicados.

a) y=+2x+6 en x=>5

b) y=sen(2x+ ) en x=0

c) y=1g L en xX=m

63 Obtén as ecuacions das rectas tanxentes & curva
o00 y— 3 + 3x* + 3x + 4, gue son paralelas 4 recta
de ecuacién 6x — 2y + 1 = 0.

64 Calcula os puntos en que a funcion y=x3 + 4x? + 2x + 1
©o0 ten rectas tanxentes de pendente —2. Determina tamén
a ecuacion desas rectas tanxentes.

Calculo de derivadas

65 Aplica as regras de derivacion & funcion
200 y= 3 — 3x* + 2x — 5 para calcular:
a) Afuncion derivada.
b) A derivada nos puntos de abscisa —1,0 e 3.

¢) Aecuacién da recta tanxente a curva no punto
de abscisa 3.

66 Emprega as regras de derivacién para calcular a funcién
290 derivada de:
)= @x+3)x—2)

A partir do resultado obtido, determina:
1
a) Q) F [-3] =) f [—]
2 3
b) A ecuacidn da recta tanxente no punto x = —2.
¢) A ecuacion da recta tanxente no punto x = 2.

67 Aplica as regras de derivacién para calcular a funcién
©eo derivada das seguintes funcions.

a y=x—2%+5x—6 Q) y=22
b) y=logsx d) y=+v6x’

68 Utiliza as regras de derivacién para calcular a funcién
©eo derivada destas funciéns.

1
a}y=5/; d) YA
X
2x+5
b) y=4> &) y— X;’
2_3 ia
C)y=% f) y=6x*



ACTIVIDADES

69

-1 1al

70

@90

72

[elelel

73

(olele]

74

Calcula a derivada destas operaciéns de funciéns.

a) y=(x— 2)(¢+ 3x) e) y=Inx+¢
b) y =x —¥x f) y=3¥xx
Q) y=xlogx—1 g) y=x2-X
3x44
— h —
e 2x—1 )y 2x —1

Calcula a derivada das seguintes operacions
de funciéns.

|
a) y = 2Xt4 d) y=|LX—+4
e* e*
bl 5S¢ — ¥
Ix GRS
X4
€) y=x*+ 2)log, x f) y= =

Deriva as seguintes funciéns trigonométricas.

- a) y=senxcosx d) y=xtxx
by y = COSZX €) y=xarccosx
X
1
€) y= secxcosecx f) y_?x—

Calcula a derivada das seguintes operaciéns
onde intervefien funciéns trigonométricas.

a) y=2x+ arcsenx+ arccosx
b) y=(1+ ) arctxx
o y=Inx-txx

d) y=-¢e"senx
&) y= oS X
2—x

Determina as derivadas que se indican.

a) f)=Inx 00 e ()
DI =" 0 e £00
Q) f=x—3x F 0 e )

Calcula as seis primeiras derivadas das funcions

€80 y—=senxey=CoSX.

75

1T

76

@eo

268

kx —5

Calcula o valor de k para que a funcién f(x) =

2x+3

cumpra que f'(—1) = 19.

Escribe as funciéns que compofien as seguintes funciéns

e calcula a derivada en cada caso.
a) y=logs (2x+ 1)
b) y=(3x>—3x+ 1)

Q) y= senx
d) y=arcixe*
e) y=23x—4

) y=-1
g) y=cosinx
h) y=3°*

77

[ Jole

78

[elole)

79

-1-1:

080

Calcula a funcién derivada destas funciéns,
aplicando a regra da cadea

a) y=In(’— 5% o y=+x*+x

b) y=2%° d) y = +flogsx

Aplica a regra da cadea para determinar a funcién derivada
destas funciéns.

a) y=Intxx f) y=txInx

b) y = \Jcosx g ¥ =cos\x

o) y=log,x* h) y=logéx

d) y=sen (cosx) i) y=cos(senx)

e) y=arctxx* h y=arctdx

Calcula os coeficientes e expofientes descofecidos

para que se verifique gue as funciéns e as stas derivadas

se corresponden.

a) f=xXx+ald+bx+6
Fi)=3¢+4x—3
b) g¢) = alnx+ bx

g't) = £ | 5
X
A e
X
h(x) = a*['”—z—i]
X x?
d) ix) = ——
oy
2

X)) = —=—
YT

Deriva as seguintes funciéns.
a) y=x.2%
b) y= lenx
Inx
el
elnx
d) y=
X
. e) y=In{xe)
f) y=Inx-¢

81

eec

Calcula a derivada destas funciéns.

a) y=(+ 172 ¥ d y=22
e
B o 2
I x<—3 Xx°—3
b) ,\’:V' 7 e y= 3
x? -3

Q y=

NS
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82 (alcula a derivada destas funciéns trigonométricas.

000

a) y=

b) y =

Q) ¥=

d) ¥y =

e) y=

g =

g y=

1
cos —
X

Cos X

¥

COs X

[COS i]X
X
X

sen

Cos x
sen x

cos X
A

sen ¢os x

h) v =xarctxx

Continuidade e derivabilidade

83 Decide se a seguinte funcién é continua e derivable

290 on todo

0 seu dominio. Se nalgtn punto non é continua

ou derivable, razéao.

84 Debuxa unha funcién continua que non sexa derivable
222 no punto de abscisa x = 4, que no resto do dominio sexa
derivable e que a sta derivada se anule se x & maior

ou igual

ca4.

85 Estuda se as seguintes funciéns son continuas
222 e derivables nos puntos en gue a funcién cambia
a stia expresion alxébrica.

87 Estuda a continuidade e derivabilidade das funciéns.

aeo0

x* —5x se x < =2
a) )=
3x2=2x-2 sex=-2
X +2x—9 se x<3
b) Ax) =4 2x* —4x se3<x<5
P ) se x25

Crecemento. Maximos e minimos

88 Decide se estas funcidns crecen ou decrecen nos puntos
@00 que se indican.

a) y=—2+3x*— x+ 1

En x=1
2x2—3 1
By e o X
A
En x= -2
¢ y=2"+3Inx—8
En x=4
d) y=2x+3x
En x=9

89 Determina os puntos das gréficas destas funciéns
© cuxa tanxente € horizontal.

a) y=3x— 15x+ 13
b) y=2¢+ 3¢ — 36x+ 8
Q) y=2¢+ 3¢ +6x— 12

4
o

X2+ 2x+2
dy=——"-—
X1
9 e X+ 2
xX—2

90 En que puntos das gréficas destas funcions
eoc & horizontal a tanxente? Decide se son maximos

©00

4x+5 sex <2
a) )=
4x2—ix sex>2
2
e X2+ 6x se x < —1
X) =
e 22+ 8x+1 sex=-1

Son continuas e derivables as funciéns en todos
0s puntos do seu dominio?

a) y=|xX* — 4|
b) y= |+ 1]

Derivada dunha funcién

ou minimos.
x> —3x+3
ANyi=———
x—1
b y = I i
) ——2_
xX*+9
o v=
X
5]
X
d) y=
x*+4
91 Sexa afuncion

(-1 [s

) =43 4+ 15x2 — 18x + 10
a) Determina os maximos e minimos da funcion.
b) Calcula lim f(x) e lm f(x.
X—y—cC X400

¢) Faiun esbozo da gréfica da funcion.
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ACTIVIDADES

92 Sexa a funcidn
(-1 J= 3
— X

1— x?
a) Encontra os maximos e miimos da funcion.

b) Determina as ecuaciéns das suas asintotas e a posicion
da curva con respecto a elas.

c) Constrie un esbozo da grafica da funcidn.

f(x)

93 (Calcula os méximos e minimos da funcion.

esl

X
x—4
Determina as ecuacions das suas asintotas e a posicion

da curva respecto delas. Fai tamén un esbozo
da gréfica da funcién.

f(x) =

94 Obtén os vértices das seguintes parabolas, tendo
900 en conta que a tanxente é horizontal neles.

a) y=32%—6x+1
b) y=3+x+9

95 Representa unha funcién continua e derivable
29 cuxa derivada se anule nos puntos (—1,4) e (2, —3),
€ que cumpran estas condiciéns.

im f(x) =—oc
X——00

im () = +o0

X—=+00

Representacion de funcions

96 Dada a funcion y =3 + 6x2 — 36x + 29, resolve.
*®% a) Determina o seu dominio.

b) Calcula as suas asintotas.

¢) Ten puntos de corte cos eixes? Cales son?

d) Determina os intervalos de crecemento
e decrecemento.

e) Calcula os méximos e os minimos.
f) Representa a funcion.

97 Estuda e representa as funciéns polinémicas.
a) y=3x"—4x3—36x2+ 10
b) y=x*—62+12x—5

€) y=3x"—4x> — 48x> + 144x + 212

3x—-2
98 Dadaafuncidon y = - resolve.
x+4

(-1 1o]
a) Determina o seu dominio.
b) Calcula as stas asintotas.
¢) Ten puntos de corte cos eixes? Cales son?

d) Determina os intervalos de crecemento
e decrecemento.

e) Calcula os méximos e os minimos.
f) Representa a funcién.

270

99 Estuda e representa estas funcions racionais.

[-2-1-]

a) y= 5x 41 g y=
x—2 2—X
X2 —2x+1 2x*+2x—4
b) v = dif V= ==
X =3 X+x—-6
100 Representa estas funciéns racionas,
®®e e analiza as sdas caracteristicas.
X X+ 4x+2
NS e AN
x*—3x—4 )y x?
by v = X2+ 2x+3 N 2x
X 4+ 2x+1 4 +x—6
)y X+5 fy x=3
CASE——— = =
x2—3x—4 (x-+Nx-=1

Problemas con derivadas

101 Calcula a taxa de variacién media da funcion
°00 f(x) = 2x* — 2x+ 3 nointervalo [1, 1 + Al.

a) Utiliza o resultado para determinar a taxa de variacién
media nos intervalos [1, 3], [1, 5] e [1, 8].

b) Calcula o limite, cando h tende a cero, da taxa
de variacién media no intervalo [1, 1 + hl,
e comproba que equivale a (1).

102 A partir da definicién, calcula a funcidn derivada destas
©9° funciéns.

a) y=+/x+1

]
b)Y ¥ ===
x

103 As seguintes funciéns pddense expresar como

°eo composicion doutras funciéns mais sinxelas.
Calcula as suas funciéns derivadas de dous modos
diferentes, e compara os resultados que obtés.

a) y=2%" ¢ y=In(3%

)
b) y= (¢ + 7x)? d) y=logax?

104 Obtén as funciéns derivadas destas funcions
=20 ytilizando a regra da cadea.

a} y=elnx
4 E 2
o y=[2] A2+ o2 {2
X X X X
Q y= seni
2
d) y= In(x%)

105 Determina o valor da expresién a para que a funcién
@e° non sexa derivable no punto x = 3.

a sex<3
f=1,
X*+3x—-5 sex=23
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106

@60

107

[elele)]

108

oo

109

000

10

[elele]

111

0eo

Completa a seguinte funcién para que sexa derivable
en todo o conxunto R.
2
X+ x sex <2
) =
bx + 4 sex =2

A recta cuxa ecuacion é y = 9x — 14 é tanxente

4 funcién y = x> — 3x + k Determina en que punto
son tanxentes e calcula o valor de k.

Hai unha soa solucién? A funcién ten dous puntos
en que a tanxente é horizontal. Calcilaos e escribe
a ecuacion desas rectas.

E certo que a funcién y = x> é sempre crecente?
Que ocorre na orixe de coordenadas?

Calculouse que o gasto de electricidade dunha empresa,
de 8 a 17 horas, segue esta funcion.

E@®) =001 — 0362+ 405t — 10

onde t pertence ao intervalo (8, 17).

a) Cal é o consumo &s 10 horas? E &s 16 horas?

b) En que momento do dfa é maximo o consumo?
E minimo?

¢) Determina as horas do dia en que o consumo
se incrementa.

Un investigador estd probando a accion dun
medicamento sobre unha bacteria. Comprobou que
o numero de bacterias, N, varfa co tempo, t, unha vez
subministrado o medicamento, segundo a funcidn:

N = 20r* — 510¢ + 3.600t + 2.000
a) Cantas bacterias habfa no momento de subministrar
o medicamento? E ao cabo de 10 horas?
b) Nese momento, o nimero de bacterias
estd crecendo ou diminuindo?
c) Cal é o momento en que a accion do produto
é mdaxima?
d) En gue momento empeza a notarse o efecto
do medicamento?
e) Eenque momento empeza a perder o seu efecto
o medicamento?

Cal é a ecuacion dunha pardbola que pasa
polo punto (0, 9) e no punto (2, 9) ten como recta
tanxentey — 6x+3 =07

Derivada dunha funcion

112

o0

113

coe

114

115

eeo

116

o8l

117

e@0

118

(-1 Is}

119

(elolo}

Obtén a expresion alxébrica dunha funcién que pasa
por (2, 5), sabendo que a sa derivada é:

F)=2¢+6x—3

e 1
Representa a funcion y = —.
X

a) Considera un punto calquera da funcién que estea
no primeiro cuadrante. Comproba que a recta
tanxente & funcién nese punto forma un tridangulo
€OS semieixes positivos.

b} Demostra que, independentemente do punto que
se escolla, a drea dese tridngulo é sempre a mesma.

A recta tanxente a unha funcién f{x) no punto
de abscisa x = 2 é y = 5x — 7. Calcula o valor da funcién
e da suia derivada no punto de abscisa 2.

Explica canto valen f'(0) e g'(0) nas funciéns

f)=Inx egkx = Jx.
(Podes facer a grdfica das funciéns, se é necesario)

A funcién derivada dunha pardbola é unha recta que

1 1
pasa polos puntos [1, 3] e [—1, —7] Calcula a abscisa
do vértice desa parabola.

Se trazamos a recta tanxente e a recta normal

& funcion y=x* — 122 + 42x — 40, no punto (3, 5)
férmase, cos semieixes positivos de coordenadas,
un cuadrilatero. Determina a sua area.

Sexa unha funcién que non é continua en x = 3.
Iim3 fx) # £(3)

Demostra que a funcién non pode ser derivable
nese punto estudando o limite.

im f(3+ h)—£(3)

h—0 h

Considera unha parabola xeral expresada da forma:
y=ax*+ bx+c

a) Como no vértice a tanxente serd horizontal,
a derivada antlase nese punto. Comprébao
e despexa o valor de x.

b} Encontra tamén o valor de y, aplicandoo
apardbolay=—2x"+ 8x + 4.
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122 Se a gréfica dunha funcién f'(x) € a seguinte, representa
de forma aproximada a funcion f(x).

120 Sexa f(x) = arc tx

SON constantes.

IDEA CLAVE

Lembra o valor da derivada dunha funcién LI
constante.

123 Se f(f() e g(x) son funciéns inversas, é dicir, (g o f)(x) = x

verificase que (g’ o F)(x) = x? ’

121 Dada a gréfica dunha funcion f{x), representa
a funcion f'(x) de forma aproximada.

24 SN

124 Definese o angulo de dias curvas nun punto comdn

como o angulo formado polas sdas rectas tanxentes
nese punto.

i
r : I Aplicao &s curvasy = X e x = y2.

BEEE 125 Verif[ca que se un polinomio ten unha raiz dobre,
. B B nas tamén o é da sta derivada.

T Resolve a ecuacion 12¢° — 16xX° + 7x —~ 1 =0
sabendo gue unha das suas raices € dobre.

IDEA CLAVE | IDEA- CLAVE i

Relaciona o crecemento de f(x) coa sia derivada. | Escribe o polinomio P(x) na forma (x — a)? - Q(x)
- ) - - X).

a q

nun punto é perpendicular ao raio nese punto.

126 Como debe descompofierse un ndmero positivo
a na suma de dous nimeros non negativos
para que a suma dos cadrados dos dous sumandos

sexa minima? E para que sexa maxima? Anélise do enunciado

Tratase de probar que a recta tanxente
4 circunferencia e a recta que pasa
polo centro da circunferencia & 0 punto

Anélise do enunciado g !
de tanxencia son perpendiculares.

Queremos encontrar dous numeros
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pOSitivos Cuxa suma sexa d, de modo
gue a suma dos seus cadrados sexa
minima ou maxima.

Desefio da resolucién

Consideramos a funcién suma dos dous
cadrados e buscamos 0s maximos
ou minimos mediante a derivada.

Clave para resolver o problema
Como 0 < x < g, e 0 Maximo

ou o minimo non esta nese intervalo,
entén serd un dos extremos

do intervalo, 0 ou a.

Desefio da resolucion

Eliximos unha circunferencia xenérica
centrada na orixe de coordenadas,
X+ y? = r’, e calculamos

a ecuacion da tanxente a esa curva
nun un punto (g, b).

Clave para resolver o problema

A pendente da recta tanxente
nun punto {a, b) coincide co valor
da derivada nese punto.

Duias rectas son perpendiculares cando

as sUias pendentes sonme —.
m

Unidade 10



