Limites y continuidad

3. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Intuitivamente, podemos decir que una funcidn es continua en un punto si somos capaces de pintarla,
cerca de ese punto, sin levantar el lapiz del papel, o si somos capaces de recorrerla con el dedo sin
encontrarnos ningun obstaculo (saltos, indefiniciones, etc.). Pero la continuidad de una funcién se
puede estudiar en un punto, en un intervalo o en todo su dominio de forma mas precisa.

3.1. Continuidad de una funcion
En lenguaje matematico, la anterior definicién simple, se complica bastante y se expresa asi:

Dada una funcidn f(x): X —> R, X un intervalo de R, y un punto x =a € X, se dice que la funcién
f(x) es continua en el punto x = g, si:

Para cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que siempre que |x— a| < 9, x € Xse cumple que
|f(x) —f(a)‘ <E&.
Esto lo podemos enunciar diciendo que, si nos acercamos al punto a, entonces las imagenes de la
funcidn se aproximaran a la imagen de a.

Si esto no ocurre, entonces, la funcién no serd continua en x =a y diremos que la funcién tiene una
discontinuidad en x = a.

Compara la definicion de continuidad con la de limite, y observa que ahora el punto a debe pertenecer
al intervalo X, mientras que en la de limite podia no ocurrir. Esta relacion puede expresarse de la
siguiente forma:

Una funcidn f(x) es continua en el punto x = a si, y solo si, se cumplen estas tres condiciones:
» Que para el punto x = a exista fla).

» Que exista y sea finito el limite de la funcién para x = a, lo que implica que existan los limites
laterales y coincidan.

» Que los dos valores anteriores coincidan:
limf(x) = f(a)
x—-a

Bajo estas tres condiciones, la funcién f{x) es continua en el punto x = a.

Continuidad de una funcion en un intervalo abierto

Para que una funcidn sea continua en un intervalo abierto, la funcién debe ser continua en todos los
puntos del intervalo.

Si lo fuera en todo el dominio, decimos que la funcion es continua.

Actividad resuelta

3

i x<2
+ Estudia la continuidad de la funcién f(x) = o X
3x+2 six=>2

Las funciones polindmicas son continuas en toda la recta real. El Unico punto dudoso es x = 2.
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Limites y continuidad

Estudio de la continuidad de la funcién en el punto x = 2:
Comprobemos, como primera medida, que la funcién esta definida en x = 2.
Para x = 2, tenemos que determinar f(2) =3 -2+ 2 =6+ 2 = 8, luego existe.

Calculamos, entonces los limites laterales de la funcién para x = 2.

Limite por la izquierda: lz'm2x3 =2°=8
x>

Limite por la derecha: lin;(Bx +2)=3-2+2=6+2=8
X—

Los limites laterales, existen, son finitos y coinciden.

Veamos si coincide, el limite de la funcion con el valor de la funcién en x = 2.
M2)=8= lim f(x)
x—2

Luego, como se cumplen las tres condiciones, la funcién es continua en x = 2.
Como ese era el Unico punto dudoso, se puede afirmar que la funcidn es continua en toda la recta real.

3.2. Propiedades de las funciones continuas

Las funciones polindmicas, racionales, con radicales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas son
siempre continuas en su dominio.

Por lo tanto, presentaran discontinuidades en aquellos puntos en los que no esté definida y, por lo
tanto, no pertenezcan a su dominio.

Operaciones de funciones continuas
Sean las funciones f{(x) y g(x) continuas en el punto x = @, entonces podemos afirmar que:
flx) + g(x) es continua en x = a.

f(x) - g(x) es continua en x = a.

Jx) es continua en x = q, si g(a)# 0.
g(x)

flg(x)) es continua en x = a, si f'es continua en g(a).

Actividades resueltas

+ Las funciones polinémicas son funciones continuas en todo R.

Basta comprobar que la funcién f{x) = x, la funcidn f{x) = a son funciones continuas para comprobar que
cualquier funcién polindmica es suma y producto de estas funciones.

+ Las funciones racionales son continuas en todo R salvo para los valores que anulan al
x+1

x> -4

En efecto, las funciones racionales son cociente de funciones polindmicas, que son continuas en toda la
recta real.

denominador. Estudia la continuidad de f(x) =

x+1
x2 -

La funcion f(x) = es continua en R — {2, -2}, pues el denominador se anula en dichos valores.
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3.3. Tipos de discontinuidad

Existen varios tipos de discontinuidades de las funciones, que se expresan en el cuadro siguiente:

EVITABLES

(Existen los limites laterales y son
finitos e iguales)

No existe imagen f{a) en el punto

La imagen fla) existe, pero no coincide con los limites laterales

INEVITABLES

Los limites laterales no existen,
bien porque alguno es infinito o
porque son distintos, o alguno de
los limites laterales no existe.

De primera especie

De salto finito (Limites laterales
finitos pero distintos)

De salto infinito (Alguno (o los dos)
limites laterales son infinitos)

De segunda especie

No existe alguno de los limites
laterales.

Las discontinuidades evitables, se llaman asi porque se pueden solventar mediante la redefinicion de la
funcién en el punto, bien porque no estuviera definida, bien porque no coincidiera la imagen con los
limites laterales, que existen, coinciden y son finitos.

Las discontinuidades inevitables vienen dadas porque:

» los limites laterales existen, son finitos y no coinciden (de primera especie de salto finito). Salto
esiguala lim f(x) - lim f(x)
x—-at x—-a~

» existen, pero alguno es infinito (de primera especie de salto infinito). Salto infinito.

» 0 no existe alguno de los limites laterales o los dos (de segunda especie).

Discontinuidad
evitable 2

x3 six<l1

.f00={3x_2

six>1

Discontinuidad de
primera especie
salto finito
X3 six<l1

f(X)={

x+2 six>1

Discontinuidad de 1
primera especie

Discontinuidad de
segunda especie

.

salto infinito l
- 0 six<0
X six<0 fx)= Senl si x>0 -1
N X
S = 1 si x>0 T 2 T v
X A 0 1 2
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Limites y continuidad

Actividad resuelta
#+ FEstudia la continuidad de los ejemplos anteriores.

x3 six<1

i no estd definida en x = 1. Bastaria definir f(x) =
3x—2 six>1

Observa que la funciéon f(x) = {

{ x3 six<1
3x—2 six>1
evitable en x = 1, siendo la funcién continua en R — {1}.

para que la funcion fuese continua. Por tanto, la funcidn tiene una discontinuidad

3 .
La funcién f(x) = { x SLx <1 tiene ambos limites laterales en x = 1 y son finitos, pero distintos,
x+2 six=>1

por lo que tiene una discontinuidad de primera especie en x = 1 de salto finito, con salto 2. Es una
funcidn continua en R — {1}.

.7 x3 Si x < O . ’ . . . . .
La funcién f(x) =1 1 x>0 tiene el limite a la derecha de 0, infinito, por lo que tiene en x = 0 una

discontinuidad de primera especie de salto infinito. La funcién es continua en R — {0}.

0 six<0
La funciéon f(x) ={senl six>0ho tiene limite a la derecha de 0. La funcién seno tiene
X

fluctuaciones cada vez mas juntas por lo que dicho limite no existe. Es una discontinuidad de segunda
especie. La funcion es continua en R — {0}.

Actividades propuestas

25. Estudia la continuidad de las funciones siguientes:

a) fx)=2t!
x° -1
b) f(x) =vx—=5

c) f(x)=log,(x—3)
24+x% six<0
d -{ <
NACY 14+e* six>0
2—x% six<1

: sea continua en toda la recta
k+x six>1

26. Determina el valor de & para que la funcién f(x) = {
real.

27. Estudia la continuidad de las funciones siguientes:

—-2x+3 i x< -1
a) f(x)= 2+3x2 si —1<x<1

— Si x>1
b) f(x) =x—+vx—2
c) f(x):|x—3|—1
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