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SISTEMAS DE ECUACIONES

Un sistema para aprender: atiende, escucha, se paciente; y no lo dejes para después,

1. Sistemas de ecuaciones

Ecuaciones con dos incognitas

Una ecuacion con dos incognitas es una igualdad en la hay dos variables, generalmente X e Yy, que estan
relacionadas entre si.

— Las ecuaciones con dos incégnitas de grado uno se llaman lineales. (Ser de grado uno exige que las
incognitas lleven exponente 1 y que no estén multiplicadas o divididas entre si).

Las ecuaciones lineales son de la forma ax+by =c, donde a, b y ¢ son nimeros; X ey, las incognitas.

— Una solucién de la ecuacion con dos incognitas es cualquier par de ntimeros que verifican la
igualdad. Una ecuacion con dos incognitas suele tener infinitas soluciones. Pueden darse diciendo

X=X e Y=Y,; o diciendo, la solucion es el par (X, ¥, ).

Ejemplos:
a) Son ecuaciones con dos incdgnitas las siguientes igualdades:
x+2y=17; xX*-y=8; xy=-1; y=+vx’-1.
La primera de ellas es de grado uno: es lineal. La segunda y tercera son de grado dos; la cuarta es
irracional.
Dos pares solucion para cada una de esas ecuaciones son:
X+2y =17 — son solucion X =1, y = 8: par (1, 8); y el par (19, —1). No es solucion (2, 7).

x> —y =8 —> son solucion x=3,y = 1: par (3, 1); y el par (-2, —4). No es solucion (2, 4).
X'y =—1 — son solucion X =1,y =—1: par (1, —1); y el par (4, —1/4). No es solucién (0, —1).

y =+x>—1 — son soluciéon x =1, y = 0: par (1, 0); y el par (2, \E) No es solucion (—1, 2).

— Una manera eficaz de encontrar pares de soluciones consiste en despejar una incognita en funcion
de la otra; a continuacion, dando valores a la incdgnita independiente (la no despejada) se obtienen los
correspondientes en la otra (la despejada).

Las ecuaciones anteriores pueden despejarse como sigue:

17_X,0bien X=17—-2y— Observa: si X =15, yznT_Sz%:@par(S, 6).

X+2y=17 =>y=
x*—y=8 = y=x>—-8 — dando a x el valor 2, se obtiene y = —4: par (2, —4).
1
xy=-1 = y=-— — Pares de soluciones son: (1, —1); (-1, 1); (3,-1/3)...
X
b) En un rectangulo de lados X e y pueden establecerse dos ecuaciones; una
asociada a su perimetro; la otra, a su area.

Su perimetro es p=2x+2y;suarea, S=xy. v
Si se sabe que su perimetro es 100 m se obtiene la ecuacion 100 =2X+2y .

Si se parte de que su area es 600 m? se obtiene la ecuacion 600 = x-y . x

Hay infinitos rectangulos cuyo perimetro vale 100 m. Por ejemplo, el de base 40 y altura 10 m; o el de
base 25 y altura 25 m, que resulta un cuadrado; ... Pares, (40, 10); (25, 25); (30, 20)...

Hay infinitos rectangulos cuya drea vale 600 m?. Por ejemplo, el de base 60 y altura 10 m; o el de base
100 y altura 6 m; ... Pares, (60, 10), (100, 6), (30, 20)...

Hay un rectangulo que cumple las dos condiciones a la vez: el de base X =30y altura y = 20 m.
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Sistemas de ecuaciones
Un sistema de ecuaciones es un conjunto de dos o mas ecuaciones.
2xX+2y =100
Xy =600
Los valores X =30 e y = 20 son la solucién del sistema: cumplen las dos ecuaciones a la vez, (Observa
que también valdria la solucion X = 20 e y = 30, correspondiente al rectangulo girado).
— En este tema se estudiaran sistemas lineales de dos y tres ecuaciones con dos o tres incognitas.
— También se estudiaran sistemas no lineales de dos ecuaciones con dos incognitas, como el de arriba.

Asi, con las ecuaciones asociadas al rectangulo anterior puede formarse el sistema

2. Sistemas lineales con dos incognitas

. a Xt+ta,y= . i
Su forma mas simple es H 12 _ b — Las incdgnitas son X e Y; las demas letras representan
a Xx+a,y=bh,

nimeros: a;;, a,, &,; Y &,, se llaman coeficientes; b, y b, , términos independientes.

Son lineales porque las incognitas X e y llevan exponente 1; tampoco se multiplican o dividen.

— La solucion de un sistema es un par de valores de X e y que cumple las dos ecuaciones a la vez.
Cuando la solucidn es tnica se dice que es compatible determinado (SCD).

Si tiene infinitas soluciones se dice que es compatible indeterminado (SCI).

Si no tiene solucion se llama incompatible (SIN).

Interpretacion geométrica
Cada ecuacion de la forma ax+by =c determina los

puntos de una recta en el plano. Para representarla __,.f \ SO
basta con dar dos de sus puntos, que son dos de las 14 ! N
. . Ty 1;1 . ",
soluciones de su ecuacion. VAN \ O
Por tanto, un sistema de dos ecuaciones lineales esta VAR A SO
N /5CD SCI SIN ™~ ™~
asociado a dos rectas. / %,

« Esas rectas pueden cortarse, siendo el punto de corte la solucion del sistema — (SCD).

« Si las rectas son coincidentes, todos sus puntos son solucion: hay infinitas soluciones — (SCI).
. Si las rectas son paralelas, no hay ningiin punto en comun, no hay soluciéon — (SIN).
Observaciones:

Dos rectas son coincidentes cuando tienen proporcionales sus coeficientes y sus términos
independientes. Las ecuaciones (rectas) 2x+3y =—1 y 4x+6y =-2 son coincidentes.

Dos rectas son paralelas cuando tienen proporcionales sus coeficientes, pero no sus términos
independientes. Las ecuaciones (rectas) 2Xx+3y =—1y 4X+6Yy =3 son paralelas.

Resolucion de sistemas

Resolver un sistema es encontrar todas sus soluciones. Para ello, se ha de transformar el sistema
original en otro equivalente que tenga, al menos, una ecuacion con una sola incognita, la cual se podra
despejar con las técnicas habituales.

— Un sistema es equivalente a otro si ambos tienen las mismas soluciones.

Las transformaciones que pueden hacerse en un sistema, de forma que no se alteren sus soluciones son:
1. Transponer niimeros o incégnitas de un miembro a otro.

2. Multiplicar los dos miembros de una ecuacion, por un nimero distinto de cero.

3. Sumar o restar a una ecuacion otra multiplicada previamente por un niimero.

Estas transformaciones se concretan en los tres métodos clasicos de resolucion de sistemas: sustitucion,
igualacion y reduccion.

Observacion: para agilizar los comentarios y calculos se designaran las ecuaciones 1y 2* por E1 y E2,
respectivamente. Si una ecuacion se multiplica por un nimero K se indicara kK-E1 o k-E2.
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Meétodo de sustitucion
Se despeja una incdgnita en una de las ecuaciones y su valor se sustituye en la otra. Se obtiene una
nueva ecuacion, cuya solucion permite hallar la del sistema.

Ejemplo:

L . 4x-2y=8 ) 3\
Para resolver por sustitucion el sistema se procede asi: A R/t

IX+y=1

1) Se despeja y en la segunda ecuacion, E2: y =1-3x. (Podria despejarse en I ARARE
E1, pero es mejor despejar en la ecuacion que resulte mas comodo: evitar 2] ¥ (12)
denominadores es mas comodo). 31/
2) Se lleva (se sustituye) su valor a la primera ecuacion: 4x—2(1—3x)=8. af X

3) Se resuelve la nueva ecuacion: 4x—2(1-3x)=8 = 4x—2+6x=8 = 10x=10 = x=1.
4) El valor x =1 se lleva a la ecuacion despejada: y=1-31=-2.

La solucion del sistema es: X =1 e y = —2. (Comprueba que es correcto).

M¢étodo de reduccion

Se multiplica cada ecuacion por un niimero distinto de 0, con el fin de que los coeficientes de una de
las incognitas sean iguales (u opuestos). Restando (o sumando) ambas ecuaciones se obtiene una nueva
ecuacion cuya solucion permite hallar la del sistema.

4x-2y =8
Ejemplo: Para resolver por reduccion el sistema { 3 y : puede procederse como sigue:
X+ y=

4xL2y'=38
6X4+2y/=2

1) Se multiplica la segunda ecuacion por 2: 5 E2{ . (Los coeficientes de lay son -2 y 2).

2) Se suman ambas ecuaciones, término a término. Se obtiene: 10x=10 = x=1.

3) Ese valor, X = 1, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones. Se obtiene y = 2.

— Comprobar el resultado es una medida de precaucion casi necesaria; se hace sustituyendo los

valores de la solucidn en las ecuaciones iniciales: en las dos ecuaciones. En este caso, se hara con

4x-2y =8 {4-1—2-(—2)=8
%

, que, efectivamente, es cierto.

Ix+y=1 31+(-2)=1

detalle. Six=1 e y =-2, entonces: {
Método de igualacion

Se despeja la misma incognita en las dos ecuaciones. Igualando ambas incognitas se obtiene otra
ecuacion. La solucion de esta nueva ecuacion permite hallar la solucion del sistema.

4x-2y =8
Ejemplo: Para resolver por reduccion el sistema { y puede procederse como sigue:

1) Se despeja la incdgnita X en ambas ecuaciones: 4 . (Seria andlogo despejando Y).
X=-1+3y
2) Se igualan los resultados y se resuelve la ecuacion obtenida:

82 143y = B4+2y=—4+12y=10y=12= yz%zg.

6 . . . . .
3) Ese valor, y = 3’ se sustituye en cualquiera de las ecuaciones despejadas. Si se hace en E2:

x=—1+3-§:>x=—1+%:>x=£.
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Discusion de un sistema

Discutir un sistema consiste en determinar si es compatible determinado (SCD), compatible
indeterminado (SCI) o incompatible (SIN).

— Los tres ejemplos de sistemas de la pagina anterior son compatibles determinados.

. 4x-2y=8 . . : .,
— El sistema 5 | es incompatible: no tiene solucion.
—2X+y=
Al resolverlo, por cualquiera de los métodos (veamos por reduccion) se
obtiene una igualdad imposible. En efecto:

4x-2y =8 4x-2y =8 ) i
= — sumando miembro a miembro =
2X+y=1 2E2 |-4x+2y=2

0 =10, absurdo. 3 /

. /
Recuerda que, graficamente estaria relacionado con dos rectas paralelas. 4
. 2x+y=3 o . e .
— El sistema Ax_2 6 es compatible indeterminado: tiene infinitas soluciones.
—4Xx—- y —

Al resolverlo, por cualquiera de los métodos se pierde una ecuacion (o aparece repetida). En efecto:
2X+y=3 2:El| 4x+2y=6

=
—A4xX-2y=-6 —4X-2y=-6

— sumando miembro a miembro = 0 = 0.

Sistemas lineales compatibles indeterminados (2 x 2): ;como se resuelven?

Lo acabamos de indicar: son sistemas con infinitas soluciones (SCI). Las ecuaciones que conforman
estos sistemas se repiten: son equivalentes; y sus graficas se corresponden con dos rectas idénticas.
Algebraicamente, al transformar las igualdades se llegaria a la igualdad 0 = 0.

Ejemplo:
. 2x-y=3 o : .
El sistema AX 2V = 6 es compatible indeterminado. La segunda ecuacion es el doble de la
X—2y=
2X—-y =3

< 12X—y =3, pues la
4x-2y =6 { y P

primera (E2=2-El): son ecuaciones equivalentes. Por tanto: {
segunda ecuacion sobra (es reiterativa).

En estos casos, las soluciones (que son infinitas) deben darse dependiendo de una de las incognitas
(que pasa a considerarse un parametro: una letra que puede sustituirse por cualquier nimero real). Esas
soluciones se llaman paramétricas. En el ejemplo que nos ocupa resulta mas facil despejar y en funcion
de X, que al revés. Asi, en la primera ecuacion (E1) se deduce que y =2x-3.

Dando valores a X se obtienen las distintas soluciones del sistema. Asi, siXx=1,y=-1;siX=3,y=
3;six=-1,y=-5...
— Otra alternativa (la recomendada) consiste en hacer X = A y escribir ¢l conjunto de soluciones en

X=X\ Xx=h
la forma:

— También podria escribirse X = h, siendo la solucion .
y=2\1-3 y=2h-3

Sien E1 se despeja X en funcion de Y, se tendria:

3 1
3+y 31 o . X=—+—t
X:T:X=E+5y;y51sedlceque y =t (o cualquier otra letra) = 2 2.
y=t

Esta solucion es aparentemente distinta de la anterior, pero ambas generan los mismos pares de
soluciones. (Comprueba que paray =—1; 3; —5..., los valores de X son los dados arriba).
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Qué es un parametro

En Matematicas, un parametro es un numero que se deja indeterminado; ese niimero se denota con
una letra cualquiera, A, t, h, p, m, ... En una ecuacién (o en un sistema) ocupa la posicion de un
coeficiente o de un término independiente. Asi, en la ecuacion 2x—y =m, la m puede tomar el
valor que se quiera (aunque a veces, hay algin valor que no puede tomar; en eso consiste la
discusion, en decir qué pasa si m toma o no un determinado valor). Obviamente, la ecuacion cambia
al hacerlo m: si m =0, la ecuacion es 2x—y =0; si m =-5, la ecuacion serd 2X—y =-5.

(Es el significado de m analogo al de X o y? -No.

— En una ecuacion, las incégnitas X e y se condicionan una a otra: para un valor concreto de X, la y
solo puede tomar el valor que cumpla la ecuacion. Si la ecuacion es 2Xx—y =0, para X =4, la y tiene
necesariamente que tomar el valor 8, y = 8.

— El parametro, en cambio, puede tomar cualquier valor; y ese valor genera una ecuacion en cada
caso. Es lo que se ha dicho mas arriba para 2x—y=m:si m =0, se obtiene 2x—y=0;sim=-5,1la
ecuacion es 2X—Yy =-5.Y cada una de estas ecuaciones tiene soluciones distintas.

— Un pardmetro también puede darse en la solucion. Es lo que se ha decidido en el sistema
2x—-y=3 X=X\
y , cuya solucion es . Aqui la tinica variable es A, aunque al variar
4Xx -2y =6 y=2A-3
A también lo hacen X e y, pero ambas estan condicionadas por A; y no al revés. Asi, siA =1,
entonces X=1ey=-1;0siA="7,sededucequex=7ey=11.
Al revés no puede hacerse. No se puede partir, por ejemplo, de que X =2 e y =—1, pues en ese caso
2= A=2
=
—-1=2A-3 A=1

anterior, {

se obtendria { , que es contradictorio.

Sistemas con un parametro: discusion

En los sistemas con un parametro alguno de los coeficientes o términos independientes esta

. . . . X-y=2

indeterminado, se ha expresado con una letra. Por ejemplo, en el sistema aparece una
2X+my =2

m, que es el coeficiente de lay en E2. Si esa m cambia de valor, el sistema y su la solucién también

lo hacen, seran diferentes. Asi:

X—y=2 4 2
« Sim=1,elsistema es y , cuya solucion es X=—;y =——. (Compruébalo).
2x+y=2 3 3
, . X—y=2 ., 3 1 ,
« Sim=2,elsistema es , cuya solucion es X =—;y =——. (Compruébalo).
2X+2y=2 2 2
. . X-y=2 . . : -
« Sim=-2, el sistema es Py 2y =2’ que no tiene solucion. En efecto, si se multiplica por 2 la
X—2Y=
) ., ) 2E1 (2x-2y=4 )
primera ecuacion se obtiene: I_2y=2 — y restando E1 — E2 se tiene 0 = 2, que es absurdo.

A continuacion se da su interpretacion geométrica.
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Un método de discusion

Lo que acabamos de hacer seria interminable; ademas, ;como se ha encontrado el valor m = -2,
para el cudl el sistema es incompatible?; ;habra més casos especiales?

La respuesta a esta pregunta se encuentra resolviendo el sistema en funcion del parametro; a
continuacion, se analiza si esa solucion es posible y, en su caso, si depende o no de los valores que
tome el parametro.

X—y=2
Asi, para el ejemplo anterior {2 y 5 resolviendo el sistema (por reduccién) se tiene:
X+my =

X—y=2 2E1|2x-2y=4
_)
2X+my =2 2X+my =2

2x-2y=4

tand.
— (restando) E2—El{ (m+2)y=-—

5 — (despejando)

= V= . Esta solucion no tiene sentido cuando el denominador es 0. Esto es, si m+2=0;

m+2
que se cumple para m =—-2. (Para cualquier otro valor de m no hay dificultades).
Por tanto, la discusioén puede hacerse como sigue:
« Sim=-2, el sistema es incompatible.
« Sim#-2, el sistema es compatible determinado.
Para cualquiera de estos casos (con m # —2), la solucién completa se halla como siempre:

, —2 : -2 2m+2
Si y=—— — (sustituyendoen E1: x—y=2)= X- =2=>Xx=2+ =>X= .
m+2 m+2 m+2 m+2
Observacion:
- - . 2m+2 -2
La solucion genérica del sistema, param # -2, es X = ey= . Para cada valor de m se
m+2 m+2

obtiene una solucidn, que se encuentra sustituyendo el valor de m en esas formulas. Asi, por
egjemplo:sim=0—>x=1,y=-1;sim=-5—>x=8/3;y=2/3; ...

Otra forma de discusién
Consiste en transformar el sistema, mediante el método de reduccion (restando o sumando
ecuaciones), buscando que la segunda ecuacion quede con una sola incognita. Asi:

a, X+a,y= a, X+a,y=
{11 12 b1_>”._>{11 ’12 b1
a,y="h,

8y X+a,y =D,
Se analiza ahora la segunda ecuacion: E2=a",, y =b’,, pudiendo suceder:

. (También podria quedar E2=a’,,x=D0",).

1) Si @’5,# 0, puede despajarse y: Y =—2- —> sistema compatible determinado: solucion tnica.
2

2) Si a’5,=0y b’,=0, laecuacion E2 queda 0y =0 — sistema compatible indeterminado: la

incognita y puede tomar cualquier valor; para cada uno de esos valores de Y, la X tomar3 el
correspondiente.
3) Si a’5,=0, pero b’,# 0, la ecuacion E2 queda 0y = 0 , que es imposible — sistema incompatible.

En el sistema de arriba se hace:
X—y=2 2E1 | 2x-2y=4
- ...
2X+my =2 E2-2El (m+2)y=-2

Ahora puede observarse:
1)Sim+2#0=m=-2, SCD;
2) Como b’,=-2#0 el sistema no puede ser indeterminado;

— [a,=m+2; b,=-2].

3) Como a’y,=m+2=0 si m=-2, siendo b’,# 0, para m =-2 el sistema es incompatible.

— A continuacion se proponen tres ejercicios con el fin de asimilar lo indicado.
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Ejercicio 1

Xx—y=1
Discute, en funcion de los valores del parametro m, el sistema y .
2X+my =2
Solucidn:
X—y=1 2E1|2x-2y=2 2X-2y=2
= — (Restando) = .
2X+my =2 2X+my =2 E2-E1| (m+2)y=0

Sim=-2, la segunda ecuacion queda (—2+ 2) y=00y=0<0=0 - SCL
Para cualquier otro valor se m, la 2* ecuacion queda (m + 2) y=0=y=0 — SCD.

En ningtn caso el sistema es incompatible.

Por tanto:
. . . . 2x-2y=2 2X—-20=2—>x=1
« Sim#-2, el sistema es compatible determinado. = .
(m+2)y=0 y=0"T

1
(SDI) = x=1+Yy.

X=y=1 X—=y=
. Sim=—2,elsistema{ y <:>{ y

2X+my =2 0=0
Para cada valor de y se obtiene un valor de X. Por ejemplo, siy=2,x=3;siy=-1,x=0; ...
X=1+t
La solucion suele darse en la forma: { ¢ siendo t cualquier numero real: t € R.
y =

Ejercicio 2
4Xx—-y=-6 )

. Calcula los valores que debe tomar k para que el sistema sea:
kx+2y=2
a) Compatible determinado. b) Compatible indeterminado.  c¢) Resuélvelo cuando k=—1.
Solucién:
El sistema inicial se transforma como sigue:

{4x—y=—6 2E1{8x—2y=—12 {8x—2y=—12
=

Sea el sistema {

j— .
kx+2y=2 kx+2y=2 " E2+El[(8+k)x=-10
10
La segunda ecuacion es: E2 = (8 + k) X=-10 — Puede despejarse X: X = TS expresion que tiene
+

sentido cuando k #—8; no tiene sentido si k =-8 — la E2 quedaria: 0x =-10, que es imposible.
Por tanto:

a) Si k #-8, el sistema es compatible determinado. (Si k =-8, SIN).

b) El sistema nunca es compatible indeterminado.

. . 4x—y=—6 2E1|8x—-2y=-12 8X—-2y=—-12
¢) Si k=-1, el sistema queda: = .
—X+2y=2 —X+2y=2 E2+ElI| 7x=-10
10
Despejando en E2 y sustituyendo en E1: X = — - 4-(—%)— y=—6=y= —g+6 =>y= %
Ejercicio 3
: 4x+by =5 , : : .
Sea el sistema . Comprueba que si b =-2, el sistema es incompatible,
-2Xx+y=4
Solucion:
. ' 4x-2y =5 4x-2y =5 .
Sib=-2, el sistema es & — Contradictorio: 5 #-S8.
-2X+y=4 —2E2 |4x-2y=-8
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3. Sistemas de tres ecuaciones y tres incognitas

Un sistema de tres ecuaciones lineales de con tres incognitas, en su forma estandar, es un conjunto
aX+a,y+a;sz=h

de tres igualdades de la forma: < a, X+a,,y+a,;Z2=b, .
ay X+agy+agz=bh;

Las letras X, y, Z son las incognitas; a; y b, son numeros, llamados coeficientes (de las incognitas)

y términos independientes, respectivamente (algunos pueden ser 0).
Un sistema es lineal cuando las incdgnitas van afectadas por el exponente 1, que no se indica;
tampoco se multiplican o dividen entre si.

. La solucion del sistema es el conjunto de valores de X, Y, z que verifican sus ecuaciones.
« Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.
« Discutir un sistema es determinar sus posibilidades de solucioén. Puede ser:

— compatible determinado, cuando el sistema tiene una unica solucion (SCD).

— compatible indeterminado, si tiene infinitas soluciones (SCI).

— incompatible, cuando no tiene solucion (SI)

Ejemplos:
X+y-3z2=2

a) Laternax =0,y =35,z =1 es solucién del sistema {—2x—Yy+2z =-3. Cumple las tres
3X+y-52=0

ecuaciones (Compruébese). En cambio, Xx=1,y =1, Z= 0 no es solucion: cumple la primera y
segunda ecuaciones; pero no la tercera.

X+y-3z=2 3IXx—y-2z=1
b) Los sistemas {2X—2y+z=-1y <2X—-2y+Z =-1 son equivales, pues ambos tienen por
3X+y-2z=7 X+3y—-3z=8

solucidn los valores x =2,y =3,z = 1. (Puede comprobarse).

Observacién: Una forma sencilla de obtener sistemas equivalentes consiste en sumar o restar las
ecuaciones entre si (membro a miembro; incognita a incognita). Aqui, el segundo sistema se ha
obtenido cambiando E1 por E1 + E2, y E3 por E3 — E2. (Compruébalo).

X+y—2=2
c) Los sistemas { 5X+3y+3z=0y
6X+4y+2z2=2

X+3z=-3 . . .
son compatibles indeterminados. Ambos

3X+2y+z=1

tienen infinitas soluciones. Por ejemplo, las ternas (-3, 5, 0) y (0, 1, —1).
En el primero de ellos puede verse que E3 = E1 + E2. En el segundo, falta una ecuacion.

X+y—z=2
d) El sistema § Xx—2y+3z=0 es incompatible. Puede verse que las ecuaciones segunda y tercera
X=2y+3z=-2

son contradictorias. Una misma cosa, X—2Y +3z, no puede valer, a la vez, 0 y 2.
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Métodos de resolucion

Método de sustitucion. Es el mas elemental de los métodos de resolucion. Consiste en despejar una
incdgnita en alguna de las ecuaciones y llevar su valor a las otras. Se obtiene asi un sistema
asociado al primero, pero con una ecuacion y una incognita menos, facil de resolver.

Ejemplo:
X+2y+2=0 X=3
X+2y+(2x—1)=0 3x+2y =1
2 —=71=1 -5 1=2X-1=> = =><y=—4
3x—y-2(2x-1)=3 -x-y=1
3x—-y—-2z=3 z2=5

Método de Gauss
a; X+a,y+a;z=Dh
Consiste en transformar el sistema inicial, {a,,X+a,,Y+a,3Z =D, , en otro equivalente a él, de la
ay X+ay,y+a;z=h
a; X+a,y+a;z2=h

forma: a,,y+a,,z=b', .(Sistema escalonado: "triangular").
22 23 2 g

_____________

El paso de un sistema a otro se consigue mediante transformaciones de Gauss:

1) Un sistema no cambia si sus ecuaciones se cambian de orden.

2) Un sistema no cambia si una ecuacion se multiplica por un nimero distinto de 0.

3) Un sistema no cambia si una ecuacion se sustituye por ella misma mas la suma o resta de otra.

Asi pues, sumando o restando ecuaciones se elimina la incognita X de la segunda ecuacion (E2); y
las incognitas X e y de la tercera ecuacion (E3).
Estudiando la tercera ecuacion resultante, 8”53z =b"’5, pueden determinarse las posibilidades de

solucion del sistema, pues:
« Si a’’3; # 0= el sistema es compatible determinado (SCD).

La incognita Z puede despejarse; su valor se lleva a las otras dos ecuaciones y se obtienen y y X.
« Si a'’53=0 y b’y =0 = el sistema es compatible indeterminado (SCI).

La tercera ecuacion queda: 0-z =0, que se cumple para cualquier valor de z.

« Si a”’3;=0yb’’;#0= elsistema es incompatible (SIN) — E3 queda: 0-z# 0, absurdo.
Observaciones:

1. No es necesario que el sistema quede triangular; lo importante es dejar una ecuacioén con una sola
incognita (las otras se eliminan sumando o restando). A partir de esa ecuacion se hara la discusion.
2. Las transformaciones de Gauss se facilitan si se busca una incognita con coeficiente’l o —1: a
partir de ese 1 es facil calcular el doble o el triple, y sumar o restar segin convenga.

Ejemplos:
X#y-3z=2 X +y-32=2 X +y-3z2=2

a) 42Xx—-y+z=-4 —» E2-2E1y -3y+7z=-8 — 2E2{ —-6y+14z=-16 >
3X+y+5z2=10 E3-3El| -2y+14z=4 3E3 | —6y+42z=12

X +y-3z=2 X+y-3=2 X=0
— -3y+71=8 = z=1—> -3y+7=-8 = y=5.
E3-E2 287 =28 z=11 z=1

El sistema es compatible determinado. Su soluciones X =0,y =5,z =1.
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2X-y+z=0 El-E2|x-5y =-3 Xx=5y =3
b) { X+4y+z2=3 - X+4y+z=3 —> X+4y+z=3 .
-X+5y =3 -X+5y =3 E3+El 0=0

El sistema es compatible indeterminado (“se pierde” la ecuacion E3), equivalente a:

X—=5y=-3 X-5y=-3 X=5y=-3
- -
X+4y=3-12 E2-EIl oy=6-12 Z2=6-9y

X=-3+5t
Haciendo y =t, se tiene: | Yy = t — Para cada valor de t se tiene una solucion.
Z=6-9t

Observacién: Que un sistema sea compatible indeterminado significa que una de las ecuaciones es
redundante, que depende linealmente de las otras. En definitiva, que faltan datos para concretar la
solucidn; por eso se da en funcioén de una de las incdgnitas. En este ejemplo, las incognitas X y z
dependen del valor que se quiera dar a Y, al parametro t.

X¥y-z=1 X+y-z=1 X+y-z=1
c) 12X-2y+z=0 —» E2-2El{ —-4y+3z=-2 — -4y +32=-2 .
3X—-y =2 E3-3El| —-4y+3z=-1 E3-E2 0=1

Como 0 =1 es falso, el sistema propuesto es incompatible.
Observacion: Que un sistema sea incompatible indica que sus ecuaciones son contradictorias.

4. Problemas de sistemas

Como en cualquier problema, en los que dan lugar a un sistema de ecuaciones, el proceso a seguir
puede ser:

1) Leerlo despacio y entenderlo (también el significado de las palabras del enunciado).

2) Definir las incdgnitas.

3) Descubrir los datos y las relaciones algebraicas entre las incognitas y los datos: escribir las
ecuaciones.

4) Expresar esas ecuaciones en la forma estandar y resolver el sistema obtenido.

— A continuacion se proponen tres problemas con enunciado. Se sugiere al lector interesado que
los procure plantear y resolver por su cuenta; y que después compruebe la solucion.

Problema 1

En los grupos A, B y C, del Grado de Economia de una universidad hay matriculados un total de 350
alumnos. El nimero de matriculados en el grupo A coincide con los del grupo B més el doble de los
del grupo C. Los alumnos matriculados en el grupo B mas el doble de los del grupo A superan en 250
al quintuplo de los del grupo C. Calcula el nimero de alumnos que hay matriculados en cada grupo.
Solucion:

Si el nimero de alumnos de los grupos A, By C son X, Y, z, respectivamente, se tiene:

X+Yy+2z=350 X+y+2=350
X=Yy+2Z —(Se“arregla®) { X—-Yy-2z=0 — (pivotando enx de E1) —
2X+y=52+250 2X+Yy-52=250
X+Yy+2=350 X+y+2=350
— E2-El{ -2y-32=-350 & 2y+3z2=350 = z=50,y =100, x=200.

E3-2El1| —-y-7z=-450 2E3+E2| -112=-550
Hay 200 alumnos matriculados en el grupo A, 100 en el B y 50 en el C.
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Problema 2

Una empresa ha gastado 33500 € en la compra de un total de 55 ordenadores portatiles de tres clases A,
B y C, cuyos costes por unidad son de 900 €, 600 € y 500 € respectivamente. Sabiendo que la cantidad
invertida en los de tipo A ha sido las tres cuartas partes que la invertida en los de tipo B, averiguar
cuantos aparatos ha comprado de cada clase.

Solucidn:

Si el nimero de ordenadores que se compran de las clases A, B y C son X, Y, Z respectivamente, se
tiene:

Cantidad gastada: 900x+ 600y + 500z =33500 — (dividiendo entre 100) - 9x+6Yy+5z =335.

Numero de ordenadores: X+ Yy+2z=55.
Inversion: en ordenadores del tipo A, 900X ; en ordenadores del tipo B, 600y .

Lo invertido en A son % de lo invertido en B: 900x = %‘600y =3600x =1800y = 2Xx—y=0.

Asi se obtiene el sistema:
9x+6y+52=335 EI-5E2|4x+y =60 E1+E3|6x=60—>x=10

X+y+2=55 - X+y+2=55 > X+y+2=55 =y=20,z=25.
2x-y =0 2x-y =0 2x-y =0
Se compran 10 ordenadores del tipo A, 20 del tipo B y 25 del tipo C.

Problema 3

La suma de las edades de una madre y sus dos hijos es de 60 afios. Dentro de 10 afios la suma de las
edades de los hijos sera la actual de la madre. Por tltimo, cuando naci6 el pequefio, la edad de la madre
era 8 veces la del hijo mayor. ;Cuantos afos tiene cada uno de los hijos?

Solucién:

Sean X, y, z las edades de 1a madre, del hijo mayor y del menor respectivamente.

Los datos pueden organizarse mediante una tabla:

Madre | Hijo mayor | Hijo pequefio
Edad actual X y z
Dentro de 10 aiios y+10 z+ 10
Cuando naci6 el pequenio: hace z aflos | X—2Z y—2 0

Por el enunciado, se deducen las ecuaciones:

X+y+z=60 — (suma de las edades actuales);
y+10+z+10=Xx — (suma de edades de los hijos dentro de 10 afios = a la actual de la madre);
X—2=8(y—2) — (relacion de edades cuando nacio el hijo pequefio).
El sistema formado por las 3 ecuaciones, una vez ordenado y simplificado queda:
X+y+z2=060
X—y-2=20 .
X—=8y+7z=0
Por Gauss:
X+y+2=60 X+Yy+2=60 X+Yy+2=60
X-y-2=20 —» E2-El<{-2y-27=-40 — -2y-27=-40 —
X—8y+72=0 E3-El1|-9y+62=-60 E3/3|-3y+2z=-20

X+y+2=060 —>X+12+8=60—>x=40
— —2y-272=-40 —>-24-27=-40—->17=8
E3+E2| -5y=-60 —>y=12

La madre tiene 40 afios; los hijos, 12 y 8 afios.
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5. Sistemas no lineales

Son sistemas en los que alguna de las ecuaciones que lo forman no es lineal. Suelen resolverse
empleando el método de sustitucion; y, alguna vez, por igualacion.

Estos sistemas suelen estar ligados al problema de encontrar los puntos de corte de dos graficas en el
plano. Las coordenadas de esos puntos son los valores X, y de la solucion.

Practicamos con algunos ejercicios.

Ejercicio 1
2x-y =1
Resuelve el sistema ) }
4x“+y =13
Solucion:
y=2x-1

2x-y=1
— (se despejay en E1 y se sustituye en E2) — .
{ pasy Y g ) {4x2+(2x—1)2:13

42 +y* =13
Se opera y se resuelve la ecuacion obtenida.

= 4x* +4x* —4x+1=13 = 8x* —4x—12=0 = x =

4+16+384 4+20 :{X:3/2
16 '

16 x=-1
.3 . 3 . .,
Si x= 5 =y =2. Solucién: punto E, 2|.Six=-1=y=-3. Solucion: punto (-1, -3).
Ejercicio 2

Halla los puntos de corte de la recta 2x—y+4 =0 con la pardbola y = x* +2x+3.Dala
interpretacion grafica.

Solumion. y=@ 43+l
olucion: \ " /
. 2X—y+4=0 *. o f/
Hay que resolver el sistema 5 . \ q [/
y =X +2x+3 \ sl [/
Como Y esta despejada en E2, se sustituye en E1. Queda: \ [N
. 6

2X— ( X% 4+ 2%+ 3) +4 =0 — operando y resolviendo la ecuacion — *'H 5 f‘

> 2X— X2 —2X=-3+4=0=> x> -1=0=>x=+1. \ ::
Sustituyendo esos valores en E2, se obtiene: \..{

parax=1,y=6; parax=-1,y=2. Puntos (1, 6) y (-1, 2). 2x—y=—4
(Sustituyendo en E1 se obtienen los mismos resultados). *

. 4-3/21] 1234
Graficamente: /T

Larecta 2Xx—y+4=0 < y=2x+4, se representa dando dos de sus puntos: (0, 4) y (-2, 0).
La parabola puede trazarse viendo que pasa por los puntos: (0, 3); (1, 6); (-1, 2); (2, 11); (-3, 6).
Ejercicio 3
| y =x
Resuelve el sistema 5 -
y=xX

Soluciodn:

Puede resolverse por igualacion: \/; = x> > (se eleva la cuadrado y se saca factor comun) —
2 2
— (xﬁ) :(xz) Sx=x*=x'-x=0 = x(x3—1):0 =x=0,x=1.

Parax=0,y=0; parax =1,y = 1. Los puntos solucion son (0, 0) y (1, 1).



