TEMA 7: CALCULO DE DERIVADAS.

La Matemitica ha evolucionado siempre a partir de lo pequefic, cuidande los detalles, Los conceptos de limite

y de derivada sen un buen ejemp]o de ello, (Ngo de Hstoria),

1. Definicion de derivada

La derivada de una funcién mide el cambio (instantaneo) de esa funcion en
un punto x = a. Ese cambio es el mismo que el de la recta tangente a la
funcién en ese punto, que es su pendiente m. Lo justificamos como sigue.

Tasa de variacion de una funcion (media e instantanea)

La tasa de variacion media de una funcion f(x) en un intervalo [a, b] es un nimero que da la

inclinacion (la pendiente) de la recta que une los puntos P(a, f(a)) y Q(b, f(b)). Es el cociente
entre el incremento de la funcion y el incremento de la
variable (el cociente de las diferencias). Esto es,
TVM [a,b]= SO~ fla)
b—a
La diferencia f(b)— f(a) da la variacion de la funcion en el

S8

intervalo [a, b]; al dividir por b —a se halla la variacion por fla) |
unidad.

Observaciones:

1. La TVM coincide con la tangente del angulo a que da la

pendiente de la recta secante a la curva f'(x) que pasa por los puntos Py Q de ella.

2. La TVM puede llamarse también velocidad media de cambio, pues la idea de velocidad media en
un trayecto expresa bien este concepto. (Otros nombres para designar la 7VM son: evolucion media,
tasa de crecimiento, incremento medio).

Ejemplos:

a) En cinco dias (semana del 17 al 21 de febrero de 2020) el indice bursatil, IBEX 35, abri6
cotizando a 9981,20 puntos y cerrd la semana en 9886,20 puntos.

A partir de estos datos puede deducirse:

1. La variacién semanal fue de 9886,20 — 9981,20 = —95 (-0,952 %). (Los “nimeros rojos” suelen
indicar pérdidas).

2. La variacién media en esos 5 dias fue:
TVM (IBEX35,[17/02,21/02]) = 9886, 20;9981’ 20 _ 19 (—0,19 %).

3. La TVM es una media, lo que significa que no tiene en cuenta las fluctuaciones intermedias; solo
considera los valores inicial y final, dando por supuesto que las diferencias se dan
proporcionalmente, siguiendo una linea recta. Por tanto, el resultado puede resultar engafioso, pues
no tiene en cuenta las cotizaciones entre semana: ¢l maximo o el minimo, las caidas bruscas...

Asi, el miércoles 19 de febrero el IBEX abrio en 10005,8 puntos y cerr6é en 10083,6, ganando 77,8
puntos (+0,78 %). En cambio, el jueves 20/02 la bolsa abrio en 10083,60 y cerrd en 9931,00, lo que
supuso una variacion (pérdida) de —152,6 puntos (—1,51 %).

TVM [a,b]

f(a)

— Las variaciones bursatiles suelen darse en porcentajes, mediante la expresion 100 %.
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4. El grafico que muestra la evolucion de la bolsa en esos cinco dias es practicamente impredecible.
(Asi, nadie pudo predecir que el lunes
siguiente, 24/02/2020, el IBEX 35
perderia 402,7 puntos, el 4,07 %, lo que
supuso la mayor caida en 4 afios). Por

., 10083.6

A8 |
£10005.8

eso, en la bolsa es muy importante la 7y —— 499310
cotizacion en tiempo real, la variacion |
inStanténea- ; lunes teh  martes 1 ! miércoles 20 - jueves ‘en viernes

b) Las tasas de variacion media de la funcion f(x)= %xz —2x, en los intervalos [0, 6] y [2, 6], son:

TVM [0, 6]=f(6) SO _6-0_,, 8
6-0 6 J2e
— —(= \ 8
TVM[Z, 6]:f(6) f(2)=6 ( 2):2. z’fFP
6-2 4 4 5" 8]
Esos valores coinciden con la pendiente de las rectas que pasan por los Ear
puntos O, Py Q, P, respectivamente. 1:__ P
Observa que en el punto O la curva esta decreciendo; en el punto Q toma su - D; A —
valor minimo; y en el punto P crece a un fuerte ritmo. De nada de eso nos 2 11 2345617
informa la TVM. 2 o)

La tasa de variacion instantdnea de una funcion f(x) en un punto a es el limite de la 7VM en el

intervalo [a, b] cuando b — a, o también en el intervalo [a, a+ h] con & muy pequefio; esto es:

TVI(a) = lim (TVM[a, b]) = lim SOIZJ@ . también TVI(a) = lim L4+ ’2 AN

b—a b—a h—0
Esta tasa da el crecimiento (o decrecimiento) en un punto: mide el cambio instantdneo. Un ejemplo
cotidiano de 7V1 es la velocidad instantanea de un automovil, la que indica el cuentakilometros.

Ejemplos:
a) Para la funcion f(x) =%x2 —2x, la tasa de variacion media en el intervalo [0, /] es:
(h)— £(0) _0,5h* —2h—0

h—0 h
Sih=0,2, TVM[0, 0,2]=0,50,2—-2=—1,9;

sih=0,1, TVM[0, 0,1]=0,50,1-2=—-1,95.

La tasa de variacion instantanea en 0 vale —2:
TVI(0) = }lir%(o,Sh -2)=0,50-2=-2.
%

TVM [0, h]:f =0,5h-2.

(La recta que pasa por dos puntos muy proximos a O tiene pendiente
muy proxima a —2).

b) Para la misma funcion, la tasa de variacion media en el intervalo [6, 6 + A] es:

2
(6+h)_f(6)_(0,5h +4h+6)—6_0’5h2+4h
6+h—6 h
Sih=0.2, TVM |6, 6,2]=0,50,2+4=4,1;si h=0,1, TVM[6, 6,1]=0,50,1+4=4,05.

La tasa de variacion instantanea en 6 vale 4: 7VI(6) = }’ir%(O, Sh+ 4) =0,50+4=4.
%

TVM 6, 6+h]=f

=0,5+4.

(La recta que pasa por dos puntos muy proximos a P tiene pendiente muy proxima a 4).
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Derivada de una funcion en un punto

La tasa de variacion instantdnea de una funcién f(x) en un punto a es la derivada de f(x) en ese
punto a; se denota por f’(a). Estoes: TVI(a)= f'(a).
Por tanto:

fa)=

Aunque ya se ha mdlcado para la TVI, con ayuda de la figura adjunta, puede observarse:

f(a+h) f(a)

1.La TVM]a, a+h]= Jlat h) AC) da la pendiente de la recta secante (la que pasa por los
puntos Py Q): TVM|a, a +h] =tana.

2. Al hacer el limite cuando 4 — 0, fla+h)
}llir%(TVM[a, a+ h]) = f"(a),
—

el punto QO se acerca cada vezmas a P,y la
recta secante pasa cada vez por dos puntos
mas proximos, hasta confundirse con la recta f@y
tangente a la curva en el punto P.

Luego, f"(a) dalapendiente de la recta

tangente a la curva f(x) en el punto

P(a, f(a)).

AR

3. Esta es la interpretacion geométrica de la derivada: la derivada en x =a, f(a), es un numero que
da el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto P(a, f(a)).

Como la ecuacion de una recta es y = mx +n, si se sabe que m = f'(a), y que, ademads, la recta
pasa por P (a, f(a)), entonces:

m=f'(a)—=>y=f'(a)yx+n
Pasa por (a, f(a)) = f(a)= f(a)a+n’

Despejando 7 en la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera se
obtiene la expresion

y=/f(a)=f(a)(x—a)

y=mx+m:>{

Ejemplos:
Para la funcion f(x)= %xz —2x, estudiada anteriormente:
a) Su derivada en x =0 es:

2_ p—
£10)= f(h) £0) .. 0,5h*-2h-0

= lim > —————=1im (0,5A-2) = -2.
h—=0 h h—0

La ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto O(0, 0) sera:

— £ (0)= £(0){x—=0) = y—=0=-2(x—0) = y=—2x.

b) Su derivada en x = 6 es:

f(6+h) AQ)

((),Sh2 +4h+6)—6
£(6) = = lim = 1im (0,5h+4)=4.
h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto P(6, 6) es:
y=f(6)=f(6){x—6) = y—6=4(x—6) = y=4x-18.
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2. Funcion derivada

En los ejemplos anteriores, para hallar f/(0) y f"(6) ha sido necesario repetir el limite
@ = tim L@ D=1 @
h—0 h

Este proceso de repeticion no es necesario, pues existen formulas generales que dan la derivada para
las funciones usuales. Esto es lo que proporciona la funcioén derivada.

, en un caso para a = 0; en el otro para a = 6.

« La funcion derivada de f(x) es una nueva funcion (que se expresa mediante otra formula) y que

asocia a cada nimero real su derivada. Se denota por f"(x).
Su definicion es la siguiente:

F=lim LI

d(f(x)
dx

Si y= f(x), seescribe y'= f'(x).[También se escribe f'(x)= o f(x)= D( f (x))].

(La letra que designa la funcion es lo de menos, puede emplearse g(x), F(x), ...).

« El célculo de la funcién derivada se hace como sigue:
1) Se halla f(x+#h) y ladiferencia f(x+h)— f(x);

S+ - f(x) .
. ;

2) Se halla el cociente

3) Se resuelve el limite, lim Slxth) = J(x) .
h—0 h

Los calculos anteriores, al ser genéricos (deben hacerse en funcion de x y /), pueden resultar muy
complicados a este nivel; por eso se dardn directamente, sin demostrarlos, con la salvedad del
ejemplo que sigue y de la derivada de un polinomio que se hara en el punto siguiente.

Ejemplos:

a) La funcion derivada de f(x)= %xz —2x puede obtenerse asi:

1) Secalcula f(x+4): f(x+h):%(x+h)2—2(x+h)=%(x2+2xh+h2)—2x—2h.
Se halla la diferencia f(x+h)— f(x):

f(x+h)—f(x)=%(x2+2xh+h2)—2x—2h—(%x2—2xj= W +xh—2h .

1
2
2) Se forma el cociente:

TRt e

—h*+xh-2h |Sh+x-2]|h

fG+h)—f(x) o 2 :(lh”_zj_
h h h 2

3) Se resuelve el limite:

() = lim ZEFD =S lim[lh+x—2j=l'0+x—2:x—2.
h—0 h =0\ 2 2

Por tanto, la funcién derivada de f(x)= %xz —-2x es f(x)=x-2.

Si ahora se desea hallar la derivada en cualquier punto, basta con sustituir en f'(x)=x—-2.
Asi:
f0)=0-2==-2; f(H=1-2=-1; f(2)=2-2=0; f[(4)=4-2=2; f(6)=6-2=4.

Www.matematicasjimmm.com José Maria Martinez Mediano



Derivada de un polinomio
Los polinomios son las funciones que se presentan con mas frecuencia. La derivada de un
polinomio es la suma o resta de las derivadas de cada uno de sus términos. Teniendo en cuenta que:

1. La derivada de un niimero es 0
Si f(x)=c = f(x)=0. fix)=c

Recuerda que la derivada mide la tasa de cambio de una funcion: una
constante no varia; su tasa de cambio es 0.

— Geométricamente: la tasa de variacion (la pendiente) de la recta y = c es 0.
Por ejemplo: si f(x)=5 = f'(x)=0;s1 g(x)=-2/3 = g'(x)=0.

2. Laderivadade y = x vale 1
Si f(x)=x = f'(x)=1.

La tasa de variacion de f(x) =x es la pendiente de esa recta, que vale 1.

fx)=x

— De manera analoga, como la pendiente de la recta y = mx vale m, la
derivada de f(x)=mx serd f'(x)=m.
Por ejemplo: si f(x)=4x = f'(x)=4;s1 h(x)=—0,5x = h'(x)=-0,5.

3. Laderivadade y =x* esy’ =2x

Si f(x)=x"= f'(x)=2x.
En este caso, el proceso es:
2 2 2
— +h) —
P =lim IO S () 2 2 lim (2x+ /) = 2x
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

4. Laderivadade y =x" esy = nx""!

Si f(x)=x" = f(x)=mx"".
« Estaregla es valida para cualquier valor de », positivo, negativo o fraccionario.

n—1

Ademas, si la potencia se multiplica por un nimero: f(x)=kx" = f'(x)= k-(x” ), =knx

Ejemplos:
a)Si f(x)=x* = f(x)=4x". b)Si f(x)=Tx* = f1(x)=T7(4x")=28x".
c)Siy :%xz = y= %'Zx:x. d)Si y=-3x" = y= —3-(5x4) =—15x*,

5. Derivada de un polinomio
Si f(x)=ax"+a, X" +..+ax>+ax+a, =
n n—1 2 1 0

f(x)=a, (x” )' +a, (x”_l )’ Fota, (x2 )’ +a;(x) +0 = (la derivada de a, es 0) -

@ =a,n"" +a, s(n=D)x"*+..+a,2x+a,.

Ejemplos:
a) f(x)=7x" =5 +x* —6x+2 = f(x)=T4x" —53x> +2x—6 = f7(x)=28x> —15x* +2x—6.

3 2 2
. 4 3 3 8
b) Si y=%—%—7x+g = y=%x3—§x2—7x+§ = y':%-(3x2)—§'(2x)—7= %—%—7.
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Formula de la derivada de otras funciones

1. Funcion raiz cuadrada

La derivada de la funcion f(x) = Jx es f(x)= L .

2x

Esta formula puede deducirse teniendo en cuenta que f(x)= \/; =x"? y derivando esta expresion

como una potencia ( f()=x"= f'(x)= nx"_l) . Asi:
1 1 11 11 1
1/2 , 1/2-1 -2 _
X)=Ax=x"= f(x)==x"" =—=x — .
fx) =+ S ¥)=7 5 Ry W

— La misma técnica puede aplicarse para la raiz de cualqu1er indice. Asi, para f(x)= 3’/; , puede
seguirse el proceso:

F@=Yx > f)=x" = f’(x)%x”“ =§x—” = fx)=

1 1 1
x2/3 g\/_ %/x_z

W | —

2. Funcion exponencial
« Exponencial de base a: la derivada de f(x)=a" es f'(x)=a" Ina.

« Exponencial de base e: la derivada de f(x)=¢" es f'(x)=¢".

3. Funcidn logaritmica

« Logaritmo en base a: la derivada de f(x)=log, x es f'(x)= 1 log, e
X

« Logaritmo en base e: la derivadade f(x)=Inx es f'(x)= 1 .
X

4. Funciones seno y coseno
« Funcidn seno: la derivada de f(x)=sinx es f’(x)=cosx.

« Funcidn coseno: la derivada de f(x)=cosx es f'(x)=—sinx.

3. Reglas de derivacion para las operaciones con funciones

Al derivar un polinomio se han utilizado dos de las propiedades fundamentales. A saber:
) f(x)=kx" = f(x)= k-(x” ), =knx""
2) f(N)=ax"+a, X" +..= f(x)=a, (x") +a, (x"_l) +....

Estas propiedades, que valen para cualquier tipo de funciones, se formulan como sigue.

1. Derivada de una constante por una funcién

F(x) =kf(x) = (F) =(kfx) =kf(x)

Ejemplos:

2)Si y=23" = y=2(3") = y=23"log;2. b)Si y=5¢" = y=5¢.

¢)Si y=2sinx = y'= 2-(sinx)' =2:CoSX. d)Si y="2Inx = y'= —2~(lnx)' ol 2
x X
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2. Derivada de una suma o diferencia de funciones

F0)=f(0)£g(x) = (F() =(f()+gx) = () +g'x)

Ejemplo:

Si y:—3x2+4sinx—%cosx = y’=—3(x2)'+4(sinx)'—%(cosx)' =
y'=—3(2x)+4(cosx)—%(—sinx) = y'=—6x+4cosx+%sinx.

3. Derivada de un producto de funciones

F)=(/2)0)=f(x)g(x) = (FX) =(f(x)gx) = £ (x)gx)+f(x)egx)

Ejemplos:
a) Si f(x)=2x"-3x y g(x)=3x"+2x-7, la derivada de su producto, (f(x) g(x))' , puede

hacerse de dos formas:
1) Aplicando la formula:

(22 -3x)(3x" +2x—7))' - ((sz —3x)'j-(3x4 +2x-7)+ (24 —3x)'((3x4 +2x—7)'j -
(f(x)'g(x))' = (4x—3)'(3x4 +2x—7)+(2x2 —3x)'(12x3 +2) =
- (12x5 —9x4+8x2—6x—28x+21)+(24x5 —36x4+4x2—6x) = 36x° —45x* +12x% —40x+21.

2) Multiplicando antes las funciones y derivando después:
f(x)glx)= (2x2 —3x)-(3x4 +2x —7) =6x° —9x° +4x° —20x% +21x =

= (f(x)gx) = 6-(6x5)—9(5x4)+4(3x2)—20(2x)+ 21 = 36x° —45x* +12x> —40x +21.
Naturalmente, el resultado es el mismo.
b) La derivada de f(x)=(3x)-cosx es:

F/(x)=((3x)cos x)' = (3x)'-cosx +(3x)(cos x)’ = 3-cos x+(3x)(—sinx) =3cosx—3xsinx.

4. Derivada de un cociente de funciones

Fo =29 (r) = (f(x)j _ S g0) - f()g')

g(x) g(x) (g@)’
Ejemplo
eI (322 ~2x) {(4x—5)~ (327 - 2x)(4x 5
Si y= = y= 5 =
4x-5 (4x-5)
(6x-2)(4x—5)—(3x"—2x)4  (24x7 ~8x—30x+10)—(12x" ~8x)
y'= = y'= =
(4x-5) (4x-5)°
_12x* ~30x+10

( )2 . (El denominador no suele operarse: ya esta simplificado).
4x-5
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5. Derivada de la opuesta de una funcidén

(LY —fw

F =— F = = )

= (f]() 7o ) (f(x)j /@)
Es un caso particular de cociente:

(F(x))l :( 1 J’ _ (1)’f(x) ( )f(X) Of(X) f (X) _f,(x)
/) (f(x)’ (f@)? (o)

Ejemplo:
Para la funcion f(x)= 4x* —5x+1 se tendré:

(1}2(4 1 j —(4x2—5xﬂ)’= ~(8x=5) _ -8x+5

2 2 2 2"
f() SR (4 csean) (4 -sxl) (407 -sx+0)
Evidentemente, esta funcion también se podria derivar como un cociente. Asi:
0'(4x2—5x+1)—1'(8x—5) —(8x—5)

Fx)=— = F(x)= - .
) 4x* =5x+1 - (4)62—5x+1)2 (4x2—5x+1)2

Derivada de la funcion compuesta (regla de la cadena)
Esta propiedad es fundamental, pues se utiliza cuando la funcidn fno se aplica solo a x sino a otra
funcion g(x).

F(x)=f(g(0) = (F) =(f(2) = (gx)g®)
— Aplicada a las funciones estudiadas aqui se tendra:

1. Para potencias vy raices

« Potencia de una funcion: la derivada de y = ( f (x))" es y'= n( f ()c))"_1 f’(x), para todo n.

« Raiz de una funcion: la derivadade y =,/ f(x) es y'= 2f ;)(C))
X

Ejemplos:
. 4 2 3
a) Si F(x)=(2x"-5x"+3) =

= F(x)=3(2x" ~5x* +3) " (2x* —5x* +3) =3{2x" 5> +3)"{(8x* - 10x).

_ 1 2
b) Si F(x)= ij(x)_(x x+)_ 15x* —2x

50°-x*+1 2 5x3—x2+1'

0)Si F(x)=(e") = F(x)=3(c") " (e*) =3{e") . (Operando: F'(x)=3(e> o' =3¢™).
d) Si F(x)=(logx)" = F(x)= 2(log x)z_l (log x)’ =2{(log x)l loge.
X

e) Si F(x)=(sinx)' = F(x)= 4{sin )c)4_1 {sinx) =4{(sinx)’(cos x).
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2. Para funciones exponenciales
. Exponencial de base a: F(x)=a’®,a>0 = F(x)= ' (x)a’ P Ina.
. Exponencial de base e: F(x)=e/™ = F'(x)= f(x)e™.

Ejemplos:
a) Si y=10""" = y'=(2x+5)10*"In10 = y=210>*>"In10.

b)Si y=e* = y= (3x)' e =3¢ c) y= eF = y'= (xz —x)'-exz_x = (2x—1)-ex2_x .

3. Para funciones logaritmicas

« Logaritmo en base a: F(x)=log, (f(x)) = F'(x) =Mloga e.
S/ (x)
~ . _ N AC))
« Logaritmo neperiano: F(x)=In(f(x)) = F'(x)= Iy
x
Ejemplos:
a) yzlog(7x+2) = y= loge. b) y=log(3x2—5x) = y= 6x =5 loge.
Tx+2 3x? —5x
) 1503 95> ~8x
¢) y=In(5x’) = ’=( =—F=—. d) y=In(3x’ —4x* -5) = y=—"— .
)Y ( ) 4 5x° 50 x )Y ( ) 4 3x° —4x* =5

4. Para funciones trigonométricas
« Funcion seno: F(x)= sin( f (x)) = Fx)=f '(x)-cos( f (x)) .

« Funcion coseno: F(x)=cos(f(x)) = F'(x)=—/"(x)sin(f(x)).

Ejemplos:
a) f(x)=sin(dx’ —x) = /(x)=(4x> —x) -cos(4x* ~x) = (8x—1)cos(4x* ~x).
b) f(x)=cos(2x) = f(x)=—(2x)sin(2x)=—2:sin(2x) — No confundir con:
¢) f(x)=2cosx = f(x)=2(cosx) =2(—sinx)=-2sinx.

« La funcidn tangente se utiliza poco en Ciencias Sociales. No obstante, su derivada puede

. sin x . .
obtenerse teniendo en cuenta que f(x) =tanx = ——; por tanto, derivando como un cociente:
cos X

COS x'COS X —sin x*(—sinx) cos” x+sin® x 1

f(x)=tanx=sm—x:>f'(x)= > > > =1+tan’x
COS X (cos x) cos” x cos” x
s 2 2 ) . 2 2 2
Recuerda: sin® x+cos” x=1; sin” x=(sinx)" y cos” x=(cosx)".
Para la funcion compuesta: F(x)=tan (f(x)) = F'(x)= % =f ’(x)-(l +tan®(f (x))) .
cos” (f(x))

Ejemplos:

a) y=3tanx = y'=3(l+tan2 x)= b) y=tan(7x) = y'= 7-(1+tan2(7x)).

cos’ x
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4. Aplicaciones de la derivada

La derivada de una funcién en un punto da la variacion instantanea de esa funcion, la pendiente de
la recta tangente a la curva en ese punto. Esto permite estudiar el crecimiento y el decrecimiento de
una funcidn; lo que facilitara el trazado de su grafica.

— Hay que advertir que estas aplicaciones necesitan que las funciones sean derivables en los puntos
de estudio. ;Pero en qué puntos una funcion es derivable?; ;en qué puntos no es derivable?

« Lo que se dijo para la continuidad sigue siendo valido para la derivabilidad, pues se cumple que:
1) Las funciones usuales (polindmicas, racionales, con radicales, exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas) son (continuas) derivables en todos los puntos de su dominio.

2) Las funciones definidas a trozos seran (continuas) derivables si cada funcion lo es en su intervalo
de definicion, y si lo son en los puntos de unién de los intervalos; para esto tltimo es necesario que
coincidan las derivadas laterales.

Luego, ;continuidad y derivabilidad es lo mismo? No, como se aclara a continuacion.

Relacidon entre continuidad y derivabilidad

Para que una funcion sea derivable en un punto x = a son precisas dos condiciones:
1) Que la funcién sea continua en dicho punto.

2) Que las derivadas laterales existan y coincidan en ese punto.

Las derivadas laterales son:
lim f(a+h2—f(a). Por la derecha: f"(a") = lim f(a+h2—f(a) :
h—0" h—0"

Por la izquierda: f"(a”) =

La derivada, f"(a), existe cuando f"(a”)= f"(a”).
« Geométricamente significa que la tangente a la curva en el punto (a, f(a)) es

la misma tanto si se traza por la izquierda como por la derecha. j i ;
— Las derivadas laterales no coinciden en los picos de las funciones. Por tanto,en —_ '
€sos puntos no existe la derivada. =

— Esta condicidn es particularmente importante en las funciones definidas a trozos. Para esas
funciones resulta obligado comprobar que las derivadas laterales en los puntos de union de los
distintos trozos valen lo mismo. (Se estudiard en 2° de bachillerato).

« Respecto a la continuidad y derivabilidad hay que saber: si una fusion es derivable, entonces es
continua; pero que sea continua no es garantia de que sea derivable.
Esto es:

“Si f(x) esderivableenx =a = f(x) escontinuaenx =a”

“Si f(x) escontinuaenx =a ;2 f(x) es derivable en x = a”
“Si f(x) noescontinuaenx =a = f(x) no es derivable enx = a”

Ejemplo:
La funcion representada a la derecha es
derivable en todos sus puntos, menos en:
= —2, por no ser continua;
x =3, por tener un pico; .
X = 6, por no ser continua. /
— La continuidad es una condicién necesaria, '
pero no suficiente, de derivabilidad. 6 5 4 32 Al 123 4567 80 Y

— La derivabilidad indica que la funcién |
evoluciona suavemente. '

Www.matematicasjimmm.com José Maria Martinez Mediano



Crecimiento y decrecimiento de una funcion

11

El signo de la derivada de una funcidon permite conocer los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la curva asociada a ella. Ademas, en muchos casos posibilita la determinacion de

sus maximos y minimos relativos.

Crecimiento

- Sila derivada es positiva, la recta tangente es creciente y creciente sera la funcion.

Recuerda que:

f(x) es creciente en un punto x = a si 41 £y >0 /f(4) =0
fla—h)< f(a)< f(a+h),para h > 0y pequefio. 31 \\f(r)
Se cumple: F@=0
Si f"(a)>0 = f(x) escreciente enx = a. 14 f(’f) . O
La funcion representada a la derecha es creciente en los puntos 123 4 5 86 7

x =2y x=3: las rectas tangentes tienen pendiente positiva.
Es creciente para los puntos x < 4.
Enx =4 laderivadaes 0, f(4)=0: en ese punto la funcidn tiene un méax

Decrecimiento

1mo.

« Siladerivada es negativa, la recta tangente es decreciente y decreciente sera la funcion.

Recuerda que:
f(x) es decreciente en un punto x = a si
fla—h)= f(a)= f(a+h),para h > 0y pequefio.
Se cumple:
Si f'(a) <0 = f(x) es decreciente en x = a.

La funcion representada a la derecha es decreciente en los puntos
x=1,x=2yx=3:las rectas tangentes tienen pendiente negativa.
Es decreciente para los puntos x < 4.

F1)<0
f1(2)=0
F(3)<0 f&}

S <0 @)=0

1 2 3 4 5 8

21 |

Enx =4 laderivadaes 0, f'(4)=0: en ese punto la funcién tiene un minimo.

Méximos y minimos

Para que en el punto x = a se dé un maximo o un minimo es necesario que f“'(a)=0. En ambos

casos la recta tangente a la curva es horizontal: su pendiente vale 0

« El punto a es un maximo relativo cuando la funcion es creciente a su
izquierda y decreciente a su derecha. Por tanto:

En x = a hay un maximo si: f"(¢ )>0, f'(a)=0, f'(a")<0.

- El punto @ es un minimo relativo cuando la funcién es decreciente a su
izquierda y creciente a su derecha. Por tanto:

En x = a hay un minimo si: f"(a¢ )<0, f(a)=0, f'(a")>0.

Ejemplo:

Si f(x)=-x>+2x = f(x)==2x+2 = f(x)=0six=1.
Six<1, f(x)>0 = f(x) es creciente en el intervalo (—oo, 1).
Six>1, f(x)<0 = f(x) esdecreciente en el intervalo (1, +o0).
Por tanto, en el punto x = 1 la funcién tendra un maximo.
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Representacion grafica de una funcion con ayuda de la derivada primera

Dada la funcién y = f(x), para dibujarla es util el siguiente proceso:

1) Determinar su dominio: excluir los puntos en los que f(x) no esté definida
2) Hallar la derivada f"(x).

3) Calcular las soluciones de la ecuacion f'(x) =0 (puntos singulares).

4) Marcar sobre el eje OX los puntos singulares y aquellos en los que la funcién no esté definida.
Esos puntos dividen al eje OX en varios intervalos.

5) Estudiar el signo de la derivada en cada intervalo anterior: deducir si la funcion es creciente o
decreciente. (Basta con probar un punto de cada intervalo y ver si f’(x) es positiva o negativa).
6) Deducir (de lo anterior) donde se dan los maximos y los minimos, si es el caso.

7) Trazar la grafica ajustandose a la informacion obtenida y dando algunos de sus puntos, entre
ellos los correspondientes a los puntos singulares y a los cortes con los ejes de coordenadas.

Ejemplos:
a) Proceso para trazar la grafica de la funcion f(x)= % X —x+1.

1) Esta definida siempre: Dom (f) = R. -l ~d .

2)y3)sederivacigualaa0: f(x)=x>—1= x*-1=0 =>x=-1;x=1. 372 -
4),5)y 6) Se marcan los puntos x =—1 y x =1 en la recta, y se observa que:

« Si x<-—1, (por ejemplo, x =-2), f'(x)>0= f(x) es creciente. X /
« Si—-l<x<I,(porejemplo, x=0), f'(x)<0= f(x)es decreciente. 3

Por consiguiente, en x = —1 hay maximo. 5 /
« Six>1, (porejemplo,x=3), f'(x)>0= f(x) es creciente; ademas, 7 h
en x = 1 hay minimo. J \,/ J

7) Dando algunos valores se obtiene la grafica adjunta. 3 [ 1 2 3
Puntos: (-2, 1/3); (-1, 5/3), max; (0, 1); (1, 1/3), min; (2, 5/3).

-2
b) Esbozo de la funcién f(x) = 1% , determinando su dominio y /
+Xx

asintotas, y sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
1

=— =0
400

— La funcion esta definida en todo R. Tiene una asintota horizontal, pues lim
x—xo ] 4+ x

La asintota es la recta y = 0, el eje OX; la curva va por encima del eje (siempre es positiva).

2

— Para determinar el crecimiento y decrecimiento hay que estudiar el signo de su derivada.

f(x)= 12 :>f'(X)=ix2—>f'(x)=O enx=0.

I+x (1+x2)

Luego:

« Six<0, (porejemplo, x=-1), f'(x)>0= f(x) es creciente.

« Si x>0, (porejemplo, x=2), f'(x) <0= f(x) es decreciente; ademas, en x = 0 hay maximo.
— Algunos puntos: (-3, 0,1); (-2, 0,2); (-1, 0,5); (0, 1), max; (1, 0,5); (2, 0,2); (3, 0,1).
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