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1. O Espazo VEcTORIAL DOS VECTORES LIBRES

1.1. Derinicion be VECTOR LIBRE
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Define-se un vector fixo AB do espazo tri-dimensional como unha flecha orientada, que
ten orixe no ponto A e extremo no ponto B . O vector fixo posue trés caracteristicas, que

son:

i. modulo do vector: é a lonxitude da flecha e indica-se por \ZE

)

ii. direcion do vector: é a recta do espazo que contén a flecha, ou calquer outra recta

parelela a esta;

iii. sentido do vector: entende-se por tal cada unha das duas posibilidades de percorrer
a recta que determina a direcion do vector.

O vector que ten orixe e extremo
coincidentes, chama-se vector nulo. Este
vector ten moédulo cero e carece de direcion
e sentido.

Di-se que dous vectores fixos AB e CD
son equipolentes :< AB e CD tefien o
mesmo modulo, direcion e sentido. Tal
relacién de equipoléncia indica-se da forma
AB~CD .

Define-se un vector libre {ZE] como o
conxunto de todos os vectores fixos que son
equipolentes ao vector fixo AB, é dicer, o
conxunto de todos os vectores fixos que,
independentemente da sua posicion no
espazo (orixe e extremo), tefien igual
modulo, direcion e sentido que o proprio
AB. Cada elemento deste conxunto que
denominamos vector libre e un
representante do vector libre [ZE} Asi,
dous vectores fixos equipolentes determinan
0 mesmo vector libre.

.

“ direcion ~c

Designaremos por V; ao conxunto dos vectores libres do espazo, e de agora en diante
falaremos simplesmente de vectores para referir-nos aos vectores libres, agas que se
especifique o contrario. Para evitar particularizar un vector libre en algun dos seus

representantes, designaremos os vectores libres da forma U ou similar.
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1.2. O Espazo VEcToRIAL Dos VECTORES LIBRES

O conxunto V; esta dotado dunha estrutura de espazo vectorial, definindo as seguintes
operacions:

i. Suma de vectores libres: esta operacion define-se de forma grafica, utilizando a
"regra do paralelogramo".

ii. Produto dun escalar por un vector libre: o produto dun escalar a#0 por un vector
U, define-se como outro vector que ten as seguintes caracteristicas: igual direcién
que U, o mesmo sentido que U se a>0 e sentido contrario se a<0 e modulo
la| veces o médulo de U. Se a=0, o produto o-U é o vector nulo, que non ten
direciéon nen sentido, e ten médulo 0.

Suma de . |
vectores libres 4 Produto por T
i un escalar T e

cy

- b

Pode demostrar-se sen dificuldade que estas duas operaciéons, definidas de forma
grafica, cumpren as propriedades requeridas para conformar un espazo vectorial,
chamado espazo vectorial dos vectores libres do espazo.

Def3 Un conxunto B formado por trés vectores non
co-planares forman o que se denomina unha
base do espazo V. Aidea de base implica duas
condicions:

Base

i. B é un conxunto linearmente independente;

ii. B é un conxunto xerador, & dicer, calquer
vector do espazo V; é combinacion linear

dos vectores de B. -
ui

Polo tanto, se o conxunto B={i,,U,,U,} é unha
base de V;, entdon calquer vector U podera
obter-se como combinacion linear dos seus
vectores, ou sexa, existen x,y,ze€R tais que U=x-U,+y-U,+z-U;. Os escalares
(x,y,z) chaman-se coordenadas do vector U a respeito da base B={U,,U,,U,} .




Ex

-

E imediato demostrar que as coordenadas dun vector son Unicas para cada base que se
manexe: supofiamos que o vector U ten como coordenadas (x,y,z) e tamén
(x',y',z'), a respeito dunha base B={i, U, 0,/ . Isto significa que
U=x-U+y-U,+z-U; e tamén que U=x"U+y'-U,+z"-U,. Se restamos ambas
expresions resulta (x—x')-d,+(y—y')d,+(z—z')-0,=0 . Pero como os vectores da
base B forman un conxunto independente, a Unica posibilidade de obter o vector nulo a
partir deles é que sexan nulos os escalares, é dicer: x—x'=y—-y'=z-z'=0, que
equivale a afirmar que x=x', y=y', z=z".

A conclusion € que dada unha base e un vector libre, existe unha unica forma de obter tal
vector como combinacién linear da base, é dicer, o vector ten coordenadas unicas a
respeito da base escollida. Isto permite-nos identificar cada vector coas suas
coordenadas a respeito dunha base pré-fixada. Asi, se temos unha base B e un vector
U que ten por coordenadas (x,y,z), diremos simplesmente que U=(x,y,Zz).

En particular, se os vectores da base son unitarios (de

moédulo 7) e perpendiculares entre si (ortogonais), di- Base candnica
se que € unha base ortonormal. Unha base destas
caracteristicas € a que usaremos habitualmente, agas
que se indique o contrario, e referiremo-nos a ela como
a base canonica do espazo vectorial_V;. Esta base
esta formada por trés vectores C=|1, j, k| , unitarios e
ortogonais, e representaremo-la como se indica no
grafico adxunto.

Expresados nunha base calquer, a suma de vectores e o produto dun vector por un
escalar toman a seguinte forma:

i. Suma de vectores libres

-

Se U=x-U+y-U,+z:Uy; e V=X"-U,+y"-U,+Z'-U, , entdn o vector suma sera:
U+V=(X-U+y U4 z-U,)+ (X" U4y " U,+z"0,)=(x+x")-d,+(y+y ') l,+(z+2' )0, .
Expresado en termos de coordenadas: se U=(x,y,z) e v=(x',y',z'), entén
U+v=(x+x"',y+y', z+z') .

ii. Produto dun escalar por un vector libre

Se U=x-l+y-U,+zU; e o € R, o produto resulta:

—

a-U=o-(x-U+y-U,+z-U,)=(0-x-U+a-y-U,+a-z-U,)

Usando coordenadas resulta: se U=(x,y,z) e a € R, entén a-U=(a-x,0y,0-2).
Dados os vectores uU=(-1,2,0) e v=(4,-1,—-2), expresados a respeito da base B=(U,,U,,U,} , obter as
coordenadas do vector vT/:4~ZI—%~\7.Se os vectores da base B son uU,=(71,—1,0), 4,=(-1,0,1) e u,=(0,1,-1)

a respeito da base candnica, obter as coordenadas do vector w a respeito desta mesma base.

A respeito da base B o vector sera W:4'U—%‘V:4-(—1,2,0)—%«(4,—1,_2):(_4,8,0)_ 2,_%7_1): —6,%,1 _
Se queremos obter as coordenadas deste mesmo vector a respeito da base canoénica abonda con interpretar o
q . = 17 - 17 . =
conceito de coordenadas; deste xeito temos: w= —6,7,1 =—6-U1+7~U2+1-U3=
17 17 17 29 15
=—6(1,-1,0)+—(-1,0,1)+1:(0,1,-1)=(-6,6,0)+|———,0,— |+(0,1,—-1)=|—,7,—
(1,-1,0 21,0, 14140, 1,-1)=(-6,6, 0~ 7.0, u(0,1,-11|-2, 7.
. = . o 17 . o 29 _ 15
Asi que o vector w podera expresar-se como W= —6,7,1 a respeito da base B e como W= —7,7,7 a

respeito da base canénica.



Def 4

2. Probuto EscaLAr be VECTORES LIBRES

2.1. DEeFINICION E PROPRIEDADES

Dados dous vectores libres U e V, define-se o produto escalar da seguinte forma:

V,xV, > R )
(a,v) = uv-v:=lu}v]-cos(i,v)

O produto escalar posue as seguintes propriedades:

- -

i. Definida positiva: ¥V U €V, U-0>0: e ademais

ii. Comutativa: ¥V U,VEV,; U-v=v-U.

iii. Homoxénea: VY U,veV, Va€eR o (uV)=(al)v=

iv. Distributiva a respeito da suma de vectores libre

S:

Yu,v,weV, G(V+Ww)=0-v+ia-w
v. Ortogonalidade: ¥ t4,veV, | G,v#0 ULlv

2.2. EXPRESION ANALITICA

(=4

;l

As propriedades descritas anteriormente permiten obter unha formula para o céalculo do
produto escalar de dous vectores a partir das suas expresions en coordenadas a respeito

dunha base de V;

Sexan os vectores U=Xx-U+y-U,+zU; e V=X
u=(x,y,z) e v=(x",y"',z'), expresados na base |

I

E usando as propriedades anteriores resulta; U-V=(xd,+y U,+z0,

Uty

I

1,

—

-

2,

-

2+

Ts) .

—

—

U5, ou equivalentemente

=XX 04Xy T, xX2 GO yx Oy G 4yy Uy U,+yz 'Oy Uy +zx Uy U, 42y U400

) (x'd +y'T,+z"'d,)=

J+zz' U, 0,

No caso de que a base utilizada sexa a candnica C {I /, k} a férmula reduce-se a
U-v=xx '+yy '+2zz", xa que os produtos i-j, i-k e j-k son nulos e os produtos i/,
j j e k-k son 1. Esta formula cofiece-se como expresion analitica do produto escalar

a respeito dunha base ortonormal.

A expresion analitica a respeito dunha base ortonormal permite desenvolver os seguintes

procedimentos:

i. Célculo do médulo dun vector: xa que |ul=Viu,
G =VT- U= x?+y 2+ 22
ii. Normalizacion dun vector: se u=(x,y,z),

1 .
U=
al \/x2+y2+z

se u=(x,y,z),

enton

2 (x,¥,2) & un vector unitario (de médulo 7).

(0]

enton

vector

iii. Calculo do dngulo determinado por dous vectores: se U=(x,y,z) e v=(x",y"',z")

" xx'+yy'+zz'
entdn COS(U,V)

Vx+y e 22 x ey Pz

iv. Ortogonalidade de vectores: se U e
Ulv © 0v=0 < xx'+yy'+zz'=0.

%

son

vectores

non

nulos,



2.3. INTERPRETACION XEOMETRICA

Se denominamos p & proxecion ortogonal
do vector U sobre o vector V , resulta que:

=|t|-cos(u,v)
Ao multiplicar polo médulo de vV obtén-se:

A
- - -

V|-p=I[dl-V]-cos (i, V)=ii-v

<!

Logo a proxecién de U sobre Vv é p=—=.

Se ademais o vector vV fose unitario, enton a proxecion sera p=u-v .

Se U=(x,y,z) son as coordenadas dun  — e -
vector a respeito da base candnica ! /
C= {I / k} e calculamos o produto escalar ’ / -

de U por cada un dos vectores da base,
obtemos respectivamente as trés
coordenadas de U. Cada unha delas
representa, polo tanto, a proxecion de U
sobre cada un dos vectores i, j e k:

x=b-i, y=u-j e z=U-k

Ex 2 Dados os vectores U=(5,—2,3) e v=(1,0,1), expresados a respeito da base candnica, obter o seu produto escalar,
0s seus modulos, o angulo que forman e a proxecion de u sobre v . Obter un vector unitario de igual direcion que
u e sentido contrario.

Ao estar expresados a respeito da base candénica o produto escalar é:
u-v=(5,-2,3)-(1,0,1)=5-1+(-2)-0+3-1=5+3=8 .
Os médulos son  [i|=y52+(—2)2+3°=25+4+9=138 e [v|=V1240%+1°=V2 .

O angulo sera: cos (U/\): |5’| |VV| \/3—8 T2 J8— 4;/9_ logo € un angulo agudo por ter coseno positivo.
u-v

O vector unitario de igual direcion e sentido oposto obtén-se facendo —ﬁ-aZ—%-(i—Zé’): —% T35 —% .

Ex 3 Obter as proxeciéns do vector t=(—4,2,—1) sobre os vectores da base canénica.

Como a base candnica esta formada por vectores unitarios, as proxecions obtefien-se simplesmente multiplicando
escalarmente o vector u por cada un dos vectores da base:

p,=(-4,2,-1)(1,0,0)=—4, p,=(-4,2,-1)(0,1,0)=2 e p,=(-4,2,-1)(0,0,1)=—

Evidentemente obtemos as coordenadas x , y e z do préprio vector U



3. Probuto VEctoriAL DE VECTORES LIBRES

3.1. DeriNiCION, PROPRIEDADES E EXPRESION ANALITICA
Def 5 Dados dous vectores libres U e V, define-se o produto vectorial da seguinte forma:

VXV, =2 V, O : -
S .7 _,onde UXV € un vector que ten as seguintes caracteristicas:
(,v) = Uxv

i. Médulo de UXV : |uxv|=|ul|v|-sen(u,V).
ii. Direcion de UXV : perpendicular ao plano determinado polos vectores U e V .

iii. Sentido de UXV: o sentido do vector UXV ven indicado pola "regra do
desparafusador" ou tamen “da man direita”.

No caso de que algun dos vectores sexa o vector nulo, ou ben se os vectores forman un
conxunto linearmente dependente, enton UXV é o vector nulo.

O produto vectorial posue as seguintes propriedades:
i. Anti-comutativa: ¥ U,V € V, UXV=—(VXT) .

- -

ii. Homoxénea: VY u,veV, Y a€R a(uxv)=(a-U)xv=ux(a-V).

iii. Distributiva a respeito da suma: ¥ U,V,w € V, UX(V+W)=UXV+UXW .

Se traballamos nunha base ortonormal e as coordenadas dos vectores son U=(x,y,z) e
v=(x',y',z'), entdn o produto vectorial UXV obtén-se calculando o determinante

i ] k
UxXv= X y z| .
X' y' ZI

3.2. INTERPRETACION XEOMETRICA

Dous vectores libres U e Vv determinan un
paralelogramo. A sua area A obtera-se como o
produto da lonxitude da base b pola altura h. A
lonxitude da base é o modulo do vector V e a altura é
o produto do médulo de U polo seno do angulo que
determinan ambos vectores, logo:

A=b-h=[t|-V| sen(i,v)=[ixV|. Asi, a area do paralelogramo determinado polos
vectores U e V & o mddulo do produto vectorial de ambos.

Como consecuéncia imediata disto, a area do triangulo determinado por U e V sera:

1 1T - -
A=—-b-h=—-[uxV| .
2 2
Ex 4 Obter dous vectores unitarios e ortogonais a U=(2,-2,—1) e v=(-3,0,4) e a area do triangulo determinado por U

e v.

O produto escalar uxv da por definicion un vector perpendicular a ambos; logo:

i j k L
Uxv=|2 —2 _1=-87-5j-6k=(-8,-5,-6)
-3 0 4
O modulo deste vector € [ixv|=y(—8)?+(—5)?+(—6)’=V125; logo os dous vectores pedidos son
= 1 = 1
W1:W'(—8,—6,—5) e WZZW'(816!5) .
A area do triangulo determinado polos vectores U e v é A=%~|UXV|=%=¥.

6
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Ex 5

4. Probuto Misto be TrRes VEcTORES LIBRES

4.1. DeriNICION, PROPRIEDADES E EXPRESION ANALITICA

O produto misto de trés vectores define-se da seguinte forma:
V,xV,xV, 2> R

(a,v,w) = [4,v,w]:=0-(Vxw)

Esta operacidn posue as propriedades seguintes:

<
<
Y
I
~
<
<
s

i. Permutacion de vectores: ¥V U,V,w €V, |

— -

ii. Rotacion de vectores: Y U,Vv,w eV, [U,

iii. Homoxénea:
Yu,v,weV, YVaeR [o-u,v,w]=[U,0V,W|=[U,V,0-W|=0-[V,d,W]

iv. Distributiva a respeito da suma de vectores:
Y d,,d,v,weV, [i+0, v, ,w]|=[d,v,w+d,V,w]

v. Co-planariedade de vectores: Y u,v,weV, u,v
conxunto {U,V,W] é linearmente dependente <
vectores co-planares.

Se os vectores tefien coordenadas U=(x,y,z), v=(x',y"',z') e w=(x"",y'",z""), a

respeito dunha base ortonormal, entdn o produto misto obtén-se como un determinante:

X y z
[U’V,W]: XI yl Zr
x"' y” z"'

4.2. INTERPRETACION XEOMETRICA

Trés vectores non co-planares determinan un
paralelepipedo. O seu volume V é o produto da
area A da sua base pola altura h. Xa que a base
da figura esta determinada polos vectores Vv e W,
a area é o modulo do produto vectorial [vxw|. A
altura do paralelepipedo € a proxecion do vector
U sobre o vector VXw , que é perpendicular a
base: h:—u-@x*w)
v xw|

~ o u(vxw
. Logo o volume sera: V=A-h=|V X w|-M

Ademais, o tetraedro determinado por U, Vv e W ¢é a sexta parte do paralelepipedo, polo

-

, 17 -
tanto o seu volume é V,=g~[u, v,

[Nota: As expresions que dan o volume han de tomar-se en valor absoluto, para obter volumes positivos.]

—

w] .

Estudar se os vectores U=(—1,4,0), v=(5,1,—1) e w=(0,—3,3) determinan un tetraedro e, en caso afirmativo,
calcular o seu volume.
-1 4 0
O produto misto dos trés vectores é [U,V,w]=|5 1 —1|=60+#0, e polo tanto, non son vectores coplanares, asi
0 -3 3

que determinan un tetraedro.

{&,V,W]:%:m v

[OIEN

O seu volume sera V=



5. O Espazo AFIN

5.1. CoorpenaDAs Dun PonTo

Entendemos por espazo afin tri-dimensional E* o conxunto formado polos pontos, rectas
e planos no espazo clasico de trés dimensions. Para realizar o estudo deste espazo €
necesario identificar esas figuras mediante ecuaciéns. Con esta fin, imos dotar ao
conxunto E° dun sistema de referéncia, que consiste no seguinte: escolleremos un ponto
O que sera a orixe de referéncia e unha base ortonormal C={/, j, k| , tal e como foi
descrita no inicio do tema. O conxunto formado por estes catro elementos
R={0O ,7,7,%} é un sistema de referéncia ortonormal do espazo afin tri-dimensional.

Dado calquer ponto A de E?,
podemos obter o vector OA, que
ten a sua orixe en O e extremo
en A. Este vector chama-se
vector de posicién do ponto A. O A =(0.5,0.8,1.5)
vector 5,7\, contemplado como OB = (2,2,2) £
vector libre, pode expresar-se AB = (1.5,1.2,0.5)
como combinacion linear dos
vectores {7,7,7{}, da forma :
5,7\:x-7+y-7+z-i(’. Os escalares ------------——————- oo J
X, y e Z sonas coordenadas i i
do vector OA a respeito da base :
' a
|

Coordenadas nunha
base ortonormal

C={i,],k}; asi, diremos que
(x,y,z) son as coordenadas do ‘
ponto A a respeito do sistema de
referéncia R=(0,7,],k| .

Conforme este modelo, dados dous pontos A e B, de coordenadas A(x,,y,,Z,) e
B(x,,y,,z,) o vector AB ¢é a diferenza entre os vectores de posicion OA e OB e polo
tanto AB=(x,—x,) i+(y,~y,)-j+(z,—2z,)-k, ou 0 que é o mesmo, o vector AB ten
coordenadas AB=(X,—X,,V,~ Vs Z,—2,) -

Ex 6 Dado o paralelogramo ABCD, no que se cofiecen os vértices A(—1,3,4), B(2,-2,0) e C(1,0,3), obter as
coordenadas do vértice D, as coordenadas do ponto médio do lado AB e as coordenadas do ponto de corte das
duas diagonais.

Os lados BA e CD son iguais, e polo tanto tamén son iguais os vectores BA e CD . Asi que as coordenadas do
ponto D seran as coordenadas do seu vector de posicion OD , que se pode obter vectorialmente como:
OD=0C+CD=0C+BA=(1,0,3)+(-3,5,4)=(-2,5,7) ; logo D(-2,5,7) .

O ponto médio M do lado AB obtén-se do xeito:

— = 1 = 1 3 5 11 1 1
OM=0B+—BA=(2,-2,0)+—-(-3,5,4)=(2,-2,0)+|—=,—=, 2 |=|—=,—, 2| : M(—,—,2].

+5 BA=( Mol )=( =23 ) (2 7<) polotanto M| 7.7 )

. . , == = 1 — 1 3 1 3 7

O ponto de corte das diagonais sera OG:OA+E-AC=(—1,3,4)+§-(2,—3,—1)=(—1,3,4)+ 1,—5,—5 = 0’5’5 |

3 7

G|0,=,—=]|.

logo 2 2)




5.2. Ecuacions pa RecTa

Unha recta r fica completamente = Ecuacién vectorial
determinada se identificamos da recta

algun ponto que pertenza a ela e
a sua direcion. Se
A(x,,¥,,Z,)€r e u=(a,b,c) é
un vector que indica a direcion de
r, di-se que r(A,0) é unha
determinacion linear da recta r .
Partindo desta determinacion a
ecuacion vectorial da recta é: Eee
OX=0A+t-i, ou de xeito
equivalente:

(X!y’Z):(XO’yO’ZO)+t(aibic>

Nesta ecuaciéon (x,y,z) son as coordenadas de calquer ponto X (ponto xenérico) de
r, (x,,Y,,2,) son as coordenadas do ponto A, (a,b,c) son as coordenadas do vector
director U e t é un parametro que toma valores libremente no conxunto R .

X=X,+ta
O desglose da ecuacioén vectorial da as ecuacions paramétricas da recta: "={y =y,+tb .
Z=2z,+lc

Ao resolver o parametro t nas ecuacions paramétricas e igualar obtemos a ecuacion
X=Xy Y=Yo_Z7Z
b c

Por ultimo, se tomamos duas das igualdades que conforman a ecuacion continua,

eliminamos denominadores e reducimos as expresions resultantes, pasando todo ao

primeiro membro de xeito que se anule o segundo membro, aparece un sistema de duas

ecuacions que se cofece co nome de ecuacién xeral, implicita ou cartesiana de r .
x=1-2t

Ex 7 Obter as ecuacions implicitas da recta r , que é paralela a recta S={y =3t e contén ao ponto A(2,-3,0) .
z=t-2

continua: r=

A recta fica determinada por un ponto e un vector director. Ao ser paralelas, r e s tefien a mesma direcién e polo
tanto podemos usar o vector director de s ; asi que a recta buscada & r(A, ;) .

O vector U, pode-se determinar de varias formas. Unha delas consiste en observar os coeficientes de t nas
ecuacions paramétricas de s , co que obtemos 4,=(-2,3,17) .

Outra forma seria dar-lle dous valores a t, co que obtemos dous pontos B, C €s, e o vector BC serve tamén
como vector director: a recta r sera: r(A,u,)=(x,y,z)=(2,—-3,0)+t(—2,3,1) en forma vectorial.

x=2-2t
En forma paramétrica temos '={y=-3+3t , e resolvendo t nas trés ecuacions, resulta rEX_—;:y;‘?:z .
z=t
As implicitas obtefien-se eliminando denominadores:
x:22=2 o X—2=-27 o x+2z-2=0 e y;‘?:z o y+3=3z ® y—3z+3=0
x+2z—-2=0

Reunindo ambas ecuaciéns resulta =

y—3z+3=0"



i - . o —|x=
Ex 8 Obter as ecuacions paramétricas e continua da recta r , de ecuacions implicitas = y

X—y—2z=0"
_|x=y - |x=y=0 . . oo . .
X—y—22=0 X—y-22=0" que é un sistema compatibel indeterminado de rango 2:
s [1 -1 0 0 1 ) . [x=y
M = 1 —1 —2 o onde o menor ‘1 5 #0 ; logo podemos expresar o sistema da forma [x—2z:y e
resolvendo en funciéon do parametro y temos: ii}Z/z:y = )z(z(})/ [1]. Se mudamos o parametro y por t, temos

, . , . z
. E de aqui, a ecuacion continua sera: r:x:y:5 .

O ~ ~

X
as paramétricas: =y
z

Esta ecuacién merece desde logo un comentario, xa que debemos interpretar corretamente o denominador nulo. A

interpretacion resulta evidente se facemos XZ% < x-0=z & z=0; asi que realmente estamos a falar da recta
r={X=Y
z=0

Nota [1]: E completamente inecesario resolver o sistema pasando polo estudo do rango e demais, mas convén ter
claro que non sempre é posibel escoller como parametro calquer das trés variabeis; en particular neste caso non se
pode escoller como parametro z , xa que non € libre: z=0 .

5.3. Ecuacions bo PLano Ecuacién vectorial /
_ do plano /
Un plano &  determina-se |
identificando un ponto / > a(A, v, W)

A(x,,Y0,2,) € o e dous vectores
v=(a,b,c) e w=(a',b',c’)
que indican duas direccidons non
coincidentes do plano, ou
equivalentemente, v e w tal que
rang (v, w|=2 .

1

Di-se que o(A,v,w) é unha
determinacion linear do plano o .

A ecuacion vectorial do plano

dgtfrmirlado desta forma é: ,,
OX=0A+t-U+sw, ou ’
equivalentemente  (x,y,z)=(x,,¥,.2,)+t(a,b,c)+s(a’,b’',c’). Nesta ecuacion

(x,y,z) son as coordenadas do ponto xenérico X de o, (X5, ¥0,2,) son as
coordenadas de A, (a,b,c) e (a',b’,c') son as coordenadas dos vectores directores
Ve Ww,et e s sonparametros que toman valores en R.

X=X,+ta+sa’
Ao desglosar a ecuacion vectorial obtemos as paramétricas: ¢={y=y,+tb+sb" .
zZ=2z,+tc+sc’

Outra forma de obter o plano € pensar no seguinte: os vectores AX, V e W son co-
planares e polo tanto rang [AX,V,w|=2 . Isto implica que det (AX,V,w)=0, ou tamén:
X=Xo Y=Yo 272
a b c |=0.
a' b’ c'

10



Ao calcular o determinante e reducir esta expresion, obtén-se unha ecuacion da forma
Ax+By+Cz+D=0 , que é a ecuacion xeral ou implicita do plano.

Hai ainda outra via alternativa para obter a ecuacion dun plano. Sexa o ponto
A(x,,Y0,2,) €0 e sexa Nn=(A,B,C) un vector perpendicular ao plano ¢ entén
a(A,n) chama-se determinacion normal do plano ©. X& que calquer vector AX
contido no plano ha de ser perpendicular ao vector n, o produto escalar de ambos
vectores debe ser nulo, polo que a ecuacién do plano vira dada pola expresion seguinte:
fAX=(A,B,C)(X—Xg, Y~ ¥, 2~ 2))= A(x—X,J+ By —y, )+ C-(2~2,)=0.

Ao desenvolver esta expresion resulta unha ecuacién do tipo Ax+By+Cz+D=0 , co que
obtemos outra via que nos proporciona de novo a ecuacion xeral do plano. O vector n
denomina-se vector normal do plano o .

L o s x—1
Ex 9 Obter a ecuacion xeral do plano @, que contén a recta rET

=—2y=z+3 e aoponto A(2,3,—4).

A ecuacion do plano @ pode obter-se a partir da determinacion linear ou ben da determinaciéon normal.

Polo primeiro método debemos contar con un ponto do plano e dous vectores direcionais. Contamos co vector director
de r como primeiro vector direcional de @ , e como segundo vector podemos utilizar AP , onde P pode ser calquer
ponto de r .

Asi, tomando P(71,0,—-3)er e U,=(2,—21, 1) como vector director de r , podemos obter a ecuaciéon de o da

== T AP =1 =3 1 5

- - 13
forma a(A,AP,d,) , que sera: a=det(AX,AP,i,)=

’ =0 & —(x-2)+3(y-3)+(z+4)=0 =

o —5(x—2)+6(y—3)+13(z+4)=0 = —5x+6y+13z+44=0 .

Outra forma de obter o plano é utilizar o produto vectorial AP X, como vector normal de © e obter a ecuacion a
través da determinacion normal oA, AP Xd,) .

_ 5=+ = 137 _ _g 13 . :"._’__g 13
= 1+3/+2k—( ,3, ; logo cx_nAX—( 2,3,2

k
= -1 -3 1
|2 2772

(x—2,y—3,z+4)=0, co que

obtemos unha ecuacion equivalente & obtida anteriormente.

1



6. Posicions ReLATIVAS

Neste epigrafe estudaran-se as distintas configuraciéns espaciais que poden adoptar
entre si as rectas e os planos no espazo afin. Para isto utilizaran-se as ecuacions xerais
das figuras e estudara-se a compatibiladade dos sistemas de ecuaciéns resultantes, que
equivale a estudar o rango das matrices de coeficientes e ampliada de tal sistemas.

6.1. Posicions ReLaTivas be Dous PLanos

Sexan os planos de ecuaciéns a=Ax+By+Cz+D=0 e f=A'x+B'y+C'z+D'=0, e as

) . A B C . A B C D
matrices de coeficientes M=| " —, ,| e ampliada M*=| " , , .
A" B' C P A' B' C' D
* GRAUS DE . .
rang M | rang M * | COMPATIBILIDADE | (oo™ oc POSICION RELATIVA INTERSECION
1 1 Qompaﬂpel 2 Planos coincidentes Plano
indeterminado

1 2 Incompatibel -Planos paralelos e distintos o

2 2 Compahpel 1
indeterminado

Planos secantes Recta

Planos paralelos Planos secantes

Planos coincidentes

No primeiro caso, os dous planos tefien ecuacions equivalentes, polo que os coeficientes
A B C_D
A" B C'" D'

[Nota: Esta proporcion admite consecuentes nulos sempre que o sexan 0s seus respectivos antecedentes.]

de @ e P son proporcionais, isto é:

No caso de que os planos sexan paralelos
resulta: A_B_C #* D
. A 1 BI - C [} D [}

Chama-se feixe de planos paralelos ao conxunto
de todos os planos parelelos a un plano o dado.
Se a=Ax+By+Cz+D=0, segundo a condicion
anterior, calquer outro plano & paralelo a o tera
unha ecuacion do tipo d=Ax+By+Cz+k=0. O
feixe de planos paralelos a o e
IM={8=Ax+By+Cz+k=0 | k € R]}.

A recta intersecion de dous planos secantes @ e [ ten por ecuacidon xeral o sistema
Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+C'z+D'=0"
sistema obtefien-se as ecuacions paramétricas da recta intersecion.

formado polas ecuacions de ambos planos: Ao resolver este

12



6.2. Posicions ReLaTivas DE TREs PLanos

Sexan 0s planos a=Ax+By+Cz+D=0, p=A'x+B'y+C'z+D'=0 e
A B C

y=A""x+B"'y+C''z+D"''=0 e as  matrices M=|A" B' C' e
AII B" CI'

A B C D
M*: A' BI C' DI
A" B" C" D"

GRAUS DE

LIBERDADE POSICION RELATIVA INTERSECION

rang M | rang M * | COMPATIBILIDADE

1 1 Comp.

. . Planos coincidentes Plano
indeterminado

1 2 Incompatibel Planos paralelos [1] Ji

indeterminado

Planos secantes dous a dous| o

[2]

Triedro Ponto

2 3 Incompatibel

2
2 2 Comp. 1 Feixe de planos secantes [1] Recta
0

3 3 Comp. determinado

[Notas: [1] Dous dos trés planos poden ser coincidentes; [2] pode acontecer que cada plano corte aos
outros dous formando un prisma, ou ben que dous deles sexan paralelos e corten ao outro.]

Planos coincidentes Planos paralelos Planos secantes dous a dous (prisma)

Planos secantes dous a dous (dous paralelos) Planos secantes (feixe) Planos secantes (triedro)




No caso do feixe de planos secantes, a recta
intersecion denomina-se eixo do feixe e
obtén-se resolvendo o sistema formado
polas ecuacions de dous dos seus planos.

En xeral, entende-se por feixe de planos
secantes o conxunto de todos os planos que
contefien a unha determinada recta. A
ecuacion de calquer plano deste conxunto
obtén-se como combinacién linear das
ecuacions de dous deles, que non sexan
coincidentes, da seguinte forma.

Se a=Ax+By+Cz+D=0 e P=A'x+B'y+C'z+D'=0 son as ecuacions de dous
planos distintos do feixe, calquer outro plano & deste feixe de planos secantes tera
ecuacion d=i-(Ax+By+Cz+D)+u-(A'x+B'y+C'z+D"')=0.

Asi, o feixe de planos secantes € o conxunto:
>={8=\-(Ax+By+Cz+D)+u-(A'x+B'y+C'z+D')=0 | A,u € R} .

No caso do triedro, o ponto intersecién calcula-se resolvendo o sistema formado polas
trés ecuacions.

Ex 10 Estudar a posicion relativa dos planos a=x+y—z—1=0, pf=x—y+z+3=0 e y=2x—-y+z+4=0 . No caso de que
sexan secantes, obter a ecuacion da recta intersecion e a ecuacion do plano que pertence ao mesmo feixe de planos
secantes e que contén ao ponto O(0,0,0) .

17 1 —1 17 1 -1 -1
O estudo dos rangos das matrices M= -1 1 e M*=l1 -1 1 3 da como resultado
2 -1 1 2 -1 1 4

rang M=rang M *=2 , polo que estamos ante un sistema compatibel indeterminado con 7 grau de liberdade, asi que
os trés planos cortan-se nunha recta (feixe de planos secantes). As ecuacions implicitas da recta intersecion r (eixo
do feixe de planos secantes) seran o sistema formado por dous dos planos, sempre que non sexan coincidentes.

x+y—-z—1=0
X—y+z+3=0 "

Logo podemos tomar como ecuacions implicitas da recta: =

Calquer outro plano do mesmo feixe tera por ecuacién unha combinacién linear destes dous planos, asi que sera da
forma d=t(x+y—z—1)+s(x—y+z+3)=0 .

Nesta ecuacién, facendo que O(0,0,0) €9 , resulta —t+3s=0 . E tomando por exemplo t=3 e s=1 obtemos
3=3(x+y—z—1)+(x—y+z+3)=0 = 8=4x+2y—2z=0 ,outamén 6=2x+y—z=0 que é o plano que buscamos.
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6.3. Posicions ReLATIVAS DUNHA RECTA E UN PLano

r=|A'x+B'y+C'z+D"=0

xan lano a=Ax+By+Cz+D=0 I =, 7, 'y i
Sexan o plano y e a recta A x+B" y+C" 24D _p GO que
A B C A B C D
se forman as matrices M=|A' B' C'|e M*=| A" B' C' D'
A rr B r C () A r B r C r D L
rang M | rang M *| COMPATIBILIDADE | SRAUS DE POSICION RELATIVA INTERSECION
2 2 Comp. 1 A recta esta contida no plano Rectar
indeterminado
, recta e o plano son
2 3 Incompatibel baralelos Ji
3 3 Comp. determinado 0 Secantes Ponto

[Nota: E imposibel que o rango de M sexa inferior a dous. De ser asi as duas ecuaciéns que determinan a
recta serian equivalentes e polo tanto non determinarian unha recta.]

Recta contida no plano Recta paralela ao plano Recta e plano secantes

y 78

O ponto intersecion, no caso de seren secantes, calcula-se resolvendo o sistema de trés
ecuacions.

Outra posibilidade para o calculo do ponto intersecion € introducir as ecuaciéns
paramétricas da recta na ecuacion xeral do plano e resolver a ecuacion resultante no
parametro t da recta.

15



6.4. Posicions ReLativas be Duas RecTas

r=|Ax+By+Cz+D=0 A" x+B"y+C"'z+D"''=0

Sexan _A1X+B'y+CIZ+DI:0 e :AI"X+B"'y+C1'IZ+D'I!:0 duas reCtase
A B C A B C D
) A" B' C(C' A’ B’ C' D'
M= M*=
as matrices A" B C" e A" B'' C'' D'
A!I! B!II CI!! Arll BI!! C!l! D!'I
GRAUS DE

rang M | rang M * | COMPATIBILIDADE POSICION RELATIVA INTERSECION

LIBERDADE

2 2 Comp.

A . Rectas coincidentes Recta
indeterminado

2 3 Incompatibel Rectas paralelas e distintas Ji

3 4 Incompatibel Rectas que se cruzan J7)

1
3 3 Comp. determinado 0 Rectas secantes (cortan-se) Ponto

Rectas coincidentes Rectas paralelas Rectas secantes

' Ex 11 Estudar a posicion relativa das rectas r=x=y-1=z+3 e s=x—1=y—2=2z+4 . No caso de seren secantes, obter
as coordenadas do ponto intersecion e a ecuacién do plano que as contén.

Podemos transformar as ecuacions en implicitas, facendo:

=x=y—1= 3 X—y+1:0 =x—1=y—2=2 4 X—y+1:0

== e e x-z-3=0 © S=X v o e x—2z-5=0"
17 -1 0 17 -1 0 1

O estudo dos rangos das matrices M=; _01 _01 € M*:; _01 _01 _13 da como resultado
17 0 -2 17 0 -2 -5

rang M=rang M *=3 , polo que estamos ante un sistema compatibel determinado, asi que as rectas cortan-se nun

ponto.
Resolvendo o sistema por calquer método cofiecido obtemos o ponto intersecién: rns=P(1,2,-2) .

O plano que contén a ambas rectas pode obter-se da forma o(P,d ,d,), onde G, e U son os vectores directores
de r e s,ousexa: a=det(PX,d, u,)=0



7. AnNGuLos E DISTANCIAS

7.1. AncuLos

Anqulo determinado por duas rectas

Dadas duas rectas, define-se o angulo
determinado por ambas como o menor dos
seguintes angulos: o determinado polos
vectores directores das duas rectas e o seu
suplementar. En calquer caso ambos
angulos tefien o mesmo coseno, en valor
absoluto, polo que o angulo buscado fica
determinado polo signo positivo do coseno.

Asi que, se U.,=(a,b,c) e d,=(a',b’',c")
son os vectores directores dasrectas r e S
temos:

laa'+bb'+cc'|
\/32+b2+02‘\/a'2+b'2+c'2’
laa'+bb'+cc |
vaZ+b?+c2Ja'?+b'2+c'?
i. Perpendicularidade de duas rectas: rls < 0, 0,=0 < aa'+bb'+cc'=0 .

.. . NN a b c
i. Paralelismo de duas rectas: r|ls < rang {u,,u,J=1 < S -p ¢ Sempre que

—

cos (r;s)=lcos (i,,,)|=

logo o angulo determinado polas

rectas r e s sera 0(r,s)=acos

os denominadores non sexan nulos.

Anqulo determinado por dous planos

Dados dous planos, define-se o angulo
determinado por ambos como o menor dos
seguintes angulos: o determinado polos
vectores normais dos dous planos e 0 seu
suplementar.

Utilizando o mesmo critério que no caso das
rectas, se fi,=(A,B,C) e n,=(A',B',C")
son os vectores normais dos planos @ e f:

cos (oc:B):‘cos (A, :ﬁﬁ)‘: AA'+BB'+CC |

VA B+CP A +B P +C
|AA'+BB'+CC’|

A%+ B*+C?A'?+B"?+C"?"

i. Perpendicularidade de dous planos: alp < n,n,=0 < AA'+BB'+CC'=0.

A B

A'"B' T C"

logo o angulo determinado polos

planos @ e P sera B(G:B)ZaCOS\/

ii. Paralelismo de dous planos: o||p < rang (n,,n}=1 sempre que

os denominadores non sexan nulos.
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Angulo determinado por unha recta e un
plano

Dados unha recta e un plano, define-se o
angulo determinado por ambos como o
angulo determinado pola recta e a sua
proxecion ortogonal o plano.

Este angulo é complementar do formado
pola recta e a direcion normal do plano, asi
que se U,=(a,b,c) é o vector director da
recta e n,=(A,B,C) o normal do plano,

enton:
sen (ffa)Z‘COS (Jr:ﬁ(x) = [aA+bB+cC| , logo o angulo determinado pola recta
VaZ+b2+c?y A2+ B2+ C?
laA+bB+cC]|

r eoplano o sera 0(r a)=asen

Vat+b’+ o’ A%+ B*+C%

: . . Lo a b _c
i. Perpendicularidade de recta e plano: rla < rang (U, n,}=1 A"B-C
sempre que os denominadores non sexan nulos.

ii. Paralelismo dunha recta e un plano; rlla & &,:n,=0 < aA+bB+cC=0

Ex 12 Calcular o angulo determinado polo plano a=x—2y+3z=4 e arecta r5%1=y+ 1=2z .

-
V)
=

A1V

<y

O angulo pedido sera 6(7, a)=asen

,onde U, e V, son os vectores director de r e normal de Vv,

<y

2 |

respectivamente.

1
2,1,5

—

u. =

r

e v,=(1,-2,3), logo 6(F,a)=asen———=——

18
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Tema 4 / XeoMETRIA NO EsPAzo AFIN TRI-DIMENSIONAL MaremATica Il 202

7.2. DisTANCIAS

Distancia entre dous pontos

A distancia entre dous pontos A e B éo
médulo do vector AB: d(A,B)=|AB| .

Distancia entre un ponto e un plano

Se A e n son un ponto e un vector normal
do plano, a distancia dun ponto P ao plano
€ a proxeciéon do vector AP sobre o vector

normal n, asi que:
AP-B| _|Axy+By ,+ Cz,+D)|
d(P,a | =0 -0 2 con
(P,a) Al VAZ+B2+C?

P(x,,¥y,2,) € n=(A,B,C).

Distancia entre dous planos paralelos

Se a e B son dous planos paralelos e A,
€ un ponto do plano @, resulta
d(a,p)=d(A,,p), de forma que este caso
non € sendn unha aplicacion do anterior.



Tema 4 / XeoMETRIA NO EsPazo AFIN TRI-DIMENSIONAL

Distancia entre un ponto e unha recta

A distancia entre un ponto P e unha recta
r(A,a) coincide coa altura  do
paralelogramo determinado polos vectores
_|APxdl

|
[Nota: Hai que lembrar a interpretacion xeométrica do
produto vectorial.]

AP e U,asique d(P,r)

Distancia entre duas rectas paralelas

Este caso reduce-se a unha aplicacién do
anterior, sen mais que tomar un ponto
calquer dunha das rectas e calcular a
distancia entre ese ponto e a outra recta, asi
que d(r,s)=d(A,, s),onde A €r .

Distancia entre duas rectas que se cruzan

Se temos as rectas r(A,,d,) e s(A,d,),
entén a(A,,d,,U,) é o plano que contén ao
ponto A, e ten por vectores direcionais os
vectores directores de r e s, e asi

dir. 5)- (A A,,d.,4,

|, x|

[Nota: Esta férmula é consecuéncia da interpretacion
xeomeétrica do produto escalar como proxecion.]

MaremATica Il 2022




8. TRres ProeLEMAs CLAsicos

8.1. SivETRICO DUN PoNTO A RESPEITO DUN PLANO

Dado un ponto P e un plano o, chama-se
simétrico de P a respeito do plano ao ponto
P’ tal que a recta PP' sexa perpendicular
a a e que estea a mesma distancia do
plano que o ponto P: PP'la e
d(P,a)=d(P’',a).

A vista da definicion resulta evidente que a
condicion da distancia non é suficiente para
determinar o ponto P’ . O problema resolve-
se facilmente de xeito construtivo en trés
pasos:

i. traza-se a recta perpendicular a @ e que contén ao ponto P, r(P,n,), onde n, é
o vector normal de o ;

ii. obtén-se en segundo lugar o ponto Q, intersecionde @ e r;

iii. finalmente calcula-se vectorialmente o ponto P’ facendo OP'=0P+2-PQ.

8.2. SiMETRICO DUN PonTo A RESPEITO DUNHA RECTA

Define-se o ponto simétrico de P a respeito
dunha recta r como o ponto P’ tal que a
recta PP' sexa perpendicular a r e que
estea a mesma distancia de r que o ponto
P: PP'Lr e d(P,r)=d(P',r).

Este problema resolve-se de xeito
semellante ao anterior:

i. traza-se o) plano a(P,d),
perpendicular a r e que contén ao
ponto P, onde U, é o vector director
de r;

ii. obtén-se o ponto Q, intersecion de o
er;

iii. finalmente calcula-se vectorialmente o ponto P’ facendo OP'=0P+2-PQ.
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Ex 14 Obter o simétrico do ponto P(0,—1,1) arespeito darecta r=x=y=2-z.

Usando o vector director da recta 4,=(7,7,—1) como vector normal dun plano perpendicular a r e que pase por P
resulta: a=x+y—z+k=0; Pea & —1-1+k=0 & k=2 © a=x+y—z+2=0
x =t
Arecta en forma paramétrica sera =X=y=2-2Z < | y=t e introducindo na ecuacién de © obtemos:
z=2-t
t+t—(2—1)+2=0 < 3t=0 < t=0, co que o ponto intersecién rna é Q(0,0,2) .

Logo o oposto de P(0,—1,1) obtén-se como: OP'=0P+2PQ=(0,—1,1)+2(0,1,1)=(0,1,3) ; asi que o oposto de
P sera P'(0,1,3).

8.3. PerpenDIcULAR CoMUN A DuAs REcTAs

Dadas duas rectas r e s que se cruzan, chama-se perpendicular comun a recta p que

—

corta a ambas perpendicularmente. Se r(A,,d,) e s(A,,d,) son as duas rectas, a
det (A X ,i,,d,xd,)=0

r

erpendicular comun tera por ecuacions implicitas: P= — )
Perp P P P ldet(AsX,us,u,XuS):O

Abonda con pensar que estas son as ecuacions de dous planos que contefien as rectas
r e S respectivamente.

Existe outra forma de resolver o problema utilizando as expresions paramétricas das
rectas. Sexan P,(x,+ta,y,+tb,z,+tc) e P/x,+sa',y,+sb’,z,+sc') dous pontos
xenéricos das rectas r e S. Se estabelecemos a condicidon de que ambos pontos
pertenzan ademais a perpendicular comun, entdén o vector 1?155 ha de ser ortogonal aos
vectores U.=(a,b,c) e Ud,=(a',b',c’').

Polo tanto obteremos as ecuacions da perpendicular comun a r e a S resolvendo o

—_—

o P,P.i=0
sistema:. {—s .
P.P,u,=0
x =t
Ex 15 Obter a ecuacion da recta perpendicular comun as rectas rfxzi=y31 =z+4 e SSy=2t-2 .
z=-3

Sexan P.(2u—23u+1,u—4) e P,(t,2t—2,—-3) dous pontos xenéricos de r e s respectivamente (ver nota ao pé)
esexan U,=(2,3,1) e 0,=(1,2,0) dous vectoresde r e s respectivamente.

Facendo os produtos P,P.u,=0 e P,P. u,=0 , obtemos:

2(t-2u+2)+3(2t-2-3u—1)-3-u+4=0 _ [8t—14u—4=0

t—2u+2+2(2t—2-3u—1)=0 5t—8u—4=0
‘4 —14‘ ‘8 4‘
-8| 24 5 4 12
Resolvendo o sistema obtemos t=m=?=4 e u:m:FZZ'
5 -8 5 -8

Logo introducindo nas ecuacions de r e s os valores u=2 e t=4 obtemos os pontos P, e P, e podemos

—

construir a ecuacion da recta perpendicular comun p a partir da sua determinacion linear p(P,,P, Ps) .

Nota: escollemos u como parametro da recta r para evitar que coincida co parametro t que corresponde a s .
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Teva 2 [ EanETRIA No Egpaze AR TREDIVMENSIONAL  Edzrciclos 2 SoLlcions

1.

O Espazo VectoriAL Dos VECTORES LIBRES

11.

12.

13.

Dados os vectores U=(2,—3,5) e v=(—6,1,0), achar:

-

. 0smoédulosde U e V;
. 0 produto escalar G-V ;
. 0 coseno do angulo determinado por U e V;

a proxecion ortogonal de U sobre Vv e ade V sobre U;
o valor de m para que o vector (m,2,3) sexa ortogonal a U .
1 2 2 1 2 1
B: _;01__ ’ 07___1_ s __7__70 :
Estudar se 75 75 ( 75 \/3) 7575 € unha base ortonormal

do espazo V;.
Calcular o médulo do vector U, que ten coordenadas (7,7,7) a respeito da base
B=|d,,0,,d,| , sabendo que |0,|=|T,|=|G;=2 e que (u,,uz):(u1,u3):(u2,u3)=% :

Calcular o valor de m para que os vectores U=110,+mu,+3U; e V=0,+2U,+U,
sexan ortogonais, sabendo que B=|0,,U,,;| é unha base do espazo V; tal que
|J1‘:2, ‘u_'2|:3, ‘u_'3|:1 e Uy U,=4, G,U,=3, U,0,=12.

Se U e V son vectores tal que (U+Vv)°=25 e (—v)°=9, calcular U-V .

Se |u|=9 e (U+V)-(u—Vv)=17, calcular |v| .

Calcular os valores de x e y para que o vector (x,y,7) sexa ortogonal aos
vectores (3,2,0) e (2,1,—1).

Dados os vectores U,=(2,0,0), G,=(0,1,-3) e U,=ad,+bu,, que relacién han
de satisfacer a e b para que =172

Achar dous vectores unitarios e ortogonais a (2,—2,3) e (3,-3,2).

Determinar os valores de a e b, con a>0, para que os vectores V,=(a,b,b),
V,=(b,a,b) e V;=(b,b,a) sexan unitarios e ortogonais dous a dous.

Demostrar que se dous vectores tefien igual médulo, entdbn o vector suma e o
vector diferenza son ortogonais.

Dous vectores U e V son tal que (U—Vv)?=lu|=[V|=9. Calcular o &angulo
determinado por U e V.
Determinar o vector ou vectores unitarios v=(a,b,c), a,b,c>0, que forman un

T - T ., -
angulo de g radians co vector U=(1,1,1) e 4 radidns co vector w=(2,0,2).



16.

Dados u=(3,1,—1) e v=(2, 3,4), achar:

. 0s seus modulos;
. 0 seu produto vectorial,
iii. un vector unitario ortogonala U e Vv ;

a area do paralelogramo determinado polos vectores U e V.

Dados os vectores U=(—2,0,4) e v=(—1,0,0), para que valores de @ o
médulo do vector (U+V)x(G—v) é 47

Calcular o volume do paralelepipedo determinado polos vectores 0=(2,1,3)
v=(1,2,3),e w=(—1,1,0) . Interpretar o resultado.

2. O Espazo AFiN EucLipiano TRI-DIMENSIONAL

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.
26.

27.

28.

29.

24

Calcular as coordenadas do ponto A, sabendo que ,@:(2,3,4) e B(5,-3,7).

Comprobar se son equipolentes os vectores AB e CD, con A(2,1,3),
B(5,4,1), C(2,1,5) e D(3,2,—1). En caso negativo, dar un ponto D' de
forma que AB e CD' sexan equipolentes.

Calcular as coordenadas do ponto médio do segmento de extremos A(3,2,-5) e
B(3,1,7).

Dados os vértices A(3,3,6) e B(6,12,18), que determinan o segmento AB,
calcular as coordenadas dos pontos que dividen a AB en duas partes iguais e dos
pontos que o dividen en trés partes iguais.

Nun triangulo AEC o baricentro é G(71,2,1), o ponto médio de BC ¢é

M(2,4,6) e o ponto médio de AC é N(3,2,1). Calcular as coordenadas dos
vértices A, Be C.

Achar a ecuacién da recta que contén aos pontos A(2,3,4) e B(8,-2,3).
Estudar se o ponto C(2,7,3) esta alineadocon A e B.

Estudar se os pontos A(2,3,1), B(5,4,3) e C(2,1,2) estan alineados.

Demostrar a seguinte proposicion: os pontos A;,A,,A;,...,A, estan alineados
o rang |A Ay, A A, A A =1,

Achar a ecuacién do plano «.(A,V,w),con A(1,0,1), v=2i—j e w=3j—k.

Estudar se os planos determinados por A(71,0,0), B(0,2,0) e C(0,0,-1) e
por A'(3,0,0), B'(0,6,0) e C'(0,0,—3) son paralelos.

x=2t
Achar a ecuacion do plano que contén & recta '={y=3+t e ao ponto A(2,—-1,2).
z=1-t
Achar a ecuacion do plano que contén a orixe de coordenadas e a recta de
ecuacions g——&2—2—1
3 2 '

Dados os pontos P(3,4,1) e Q(7,2,7), determinar a ecuacién xeral do plano

—_—

que é perpendicular ao segmento PQ e contén ao ponto médio deste segmento.



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

3.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Achar a ecuacion do plano que contén ao ponto A(7,0,0) e é paralelo ao plano
X—2y+4z+2=0.
y+1

. . -2
Achar a ecuacién do plano determinado polas rectas r=x—1= 2 :ZT e

y—2 _ z-3
2 3

Achar a ecuacién da recta s que contén a A(7,0,1) e é paralela a recta r
intersecion dos planos a=x+y+z—-3=0 e p=2x—2y+z=1.

S=X=

Achar a ecuacion do plano que contén a orixe e € paralelo as rectas

rEx—3:y—7:z—8

e S=Ex=y=z.

2 3 4
Achar a ecuacion do plano que contén ao ponto A(7,7,2) e é paralelo &s rectas
p=|3Xx+y=0 _ (_|2x—-2y=4
4x+z=0 y—z=-3
Determinar o plano que contén a recta = )2(+y—1—_0 e é paralelo a recta
X—y+z=0
s=X=1_y_z+2
2 3 4

Estudar se os pontos A(7,2,3), B(4,7,8), C(3,5,5), D(-1,-2,-3) e
E(3,2,—1) son co-planares.

Que relacion deben verificar os parametros a, b e ¢ para que os pontos
A(1,0,1), B(1,1,0), C(0,1,1) e D(a,b,c) sexan co-planares?

Demostrar a seguinte proposicion: os pontos A;,A,,As,...,A, son co-planares
o rang |A A, A Ay, AA =2,

Posicion ReLaTiva DE RecTas E PLaNos

Determinar a posicién relativa do plano a=3x—-2y+z=3 e a recta
r=2x—-2=3y=6z+1.

Determinar n e m para que os planos 6x—my+4z+9=0 e 9x—3y+nz=n sexan
paralelos.

Estudar a intersecion dos planos x—y+z=0, 3x+2y—2z=1 e bx=1,
especificando se é vacia ou se trata dun ponto, unha recta ou outra figura.

X+y+z=2
Discutir, segundo o valor de k , a posicion relativa dos planos {2x+3y +z=3
kx+y+4z=11

3x—ay+2z=a—1
Discutir a posicién de {2x —58y+3z=1
x+3y—(a—1)z=0

Discutir e interpretar xeometricamente, segundo o parametro o, o sistema
3X—y=ax

5x+y+2z=ay .

dy+3z=az

25



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

26

x—=2y—2z=1

r=
Dada a recta X+5y—7=0

e o plano a=2x+y+mz=n, determinar m e n

de modo que:

. ' e O sexan secantes;

. I e & sexan paralelos;

rco .
Determinar a posicioén relativade r=x=—-y=—z e s= z=2, y=x+2.

x—4=5z
y=4z-3"

x=z—1
y=2-3z ©

Dadas as rectas =

. indicar se se cortan, son paralelas ou se cruzan,;
. achar a ecuacién da recta que contén a orixe e corta as duas rectas dadas.

Determinar a e b para que os planos a=2x—-y+z=3, P=x—y+z=2 e
Y=3x—y—az=b se corten nunha recta r . Achar a ecuacion do plano que contén
a estarecta r eaoponto P(2,1,3).

Dadas as rectas r, que pasa polos pontos P(0,8,3) e Q(2,8,5), e
S= Xx—y+7=0
y—2z=0

. estudar a sua posicion relativa e o ponto de corte, se € 0 caso;
. obter a ecuacion da recta que contén a P e é perpendicular ao plano que contén a

reas.

X+2y+z=m

2X—y—z42=0 se corta coa recta

Averiguar para que valor de m a recta =

x—1_y+1_ z—4
2 3 5
exista.

S=

. Calcular o ponto intersecion de ambas, no caso de que

Achar as ecuacions dos planos que pasan polo ponto A(—7,2,—3), coa condicién
de que as proxecidéns ortogonais da orixe de coordenadas sobre eses planos
pertenzan arecta (x,y,z)=(0,4,1)+t(1,0,0) .

Para cada valor de a, os pontos P(71,2,3) e A(0,1,a) son simétricos a respeito
dun plano. Obter a ecuacién deste plano e dar, en particular, o plano que
corresponde ao caso a=2.

Obter a ecuacién dun plano que contefia a orixe de coordenadas e non tefia pontos
Xx=1+3A

comuns coarecta '=(y=—1-2h .
Z=2+A\

-

Dados os planos o(A,,n,) e B(As; N;), demostrar que: «lp < rang { 1., nﬁ}:1 _
Baixo que condiciéns @ e B seran planos coincidentes?



55.

56.

57.

. r e s cortan-se < rang fJ,, g[ u,u,,A A

Dadas as rectas r(A,,0,) e s(A,,d,), demostrar:
1)=1;

rils < ranglJ

r e s cruzan-se < rang | G, A A} 3.

Dada arecta r(A,,u) e oplano o(A,,7n), demostrar que: rljo = U-n=0.

2X+y —z= 0

Determinar a ecuacion dos vectores que son ortogonais a recta = X—y+3z= 0 €

interpretar xeometricamente o resultado.

4. AnNcuLos E DisTANCIAS

58.

59.

60.

61.

62.

64.

65.

66.

Calcular o angulo que ven determinado polas rectas r=2x=y=z e
s= 2x—4=y—1=z+3 . Achar, se é posibel, o plano que as contén.

Calcular o angulo determinado polos planos o=x—y—-3z=1 e
=3x+2y—z+3=0.

Calcular o angulo determinado polo plano oa=3x+y—2z+7=0 e a recta
_|x—2y=38

3y+z+8=0"

Calcular o angulo determinado polo plano n=x+2y—3z+4=0 e a recta
_|2x—2=0
3y+2z=12"

X;3 %:z+1 e os pontos A(1,7,0) e B(2,0,—3), determinar

Dada arecta r=

razoadamente:

. as ecuacions dos planos @ e P que contefien & recta r e aos pontos A e B,

respectivamente;

. 0 angulo determinado polas rectas r e AB.

Dado o plano a=2x—y+2z=4 e o ponto A(7,—3,2), calcular:

. a distancia do ponto ao plano;
. as coordenadas da proxecion ortogonal de A sobre o .

xX=2A+3u
Calcular a distancia do plano n=4x—10y+2z=—1 ao plano O={y=A+u
Z=A—u

Dados os planos a=2x—y+2z=2 e P=—4x+2y—4z=1:

. demostrar que son paralelos e calcular a distancia entre eles;
. determinar a ecuacion do plano perpendicular a ambos que contén ao ponto A,

intersecion do plano @ e o eixo OX , e ao ponto B, interseciéonde p e OY .

Achar a ecuacién dun plano paralelo ao plano a=2x—2y+z=8 e que diste 6
unidades do mesmo.

27



67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.
75.

76.

77.

78.

28

x—1_y+1_ z+2
] 2 3 2
a=3x+4y=1 e p=4x—3z=1 . E a solucién Unica?

Dados A(1,1,3) e r= x=t, y=2+t, z=2t , achar:

Determinar un ponto da recta r= que equidiste dos planos

. a ecuacioén do plano perpendicular a r que contén ao ponto A;
. a intersecion deste plano con r;

a distanciade A a r.

Calcular a distancia entre as rectas rzx:y—_1:d e S= ZZO_ .

2 3 x+y=1
Atopar os pontos que pertencen & recta determinada por A(7,2,5) e B(6,5,6) e
distan 5 unidades da orixe de coordenadas.

z—3

y , achar:

Dado o ponto P(1,2,1) earecta r=x+1=y—2=

. as ecuacions da recta S que contén a P e corta perpendicularmente a r ;
. 0 ponto intersecion das rectas r e S;

as coordenadas do ponto simétrico de P a respeito de r .

Determinar @ e b para que os planos a=x+2y=z+1, f=2x+y+az=0 e
y=3x+3y—2z=b conteflan a unha mesma recta e achar o ponto simétrico de
0(0,0,0) a respeito de tal recta.

-1
Dado o ponto P(1,2,—2) e arecta rEXT:%:Z, calcular as coordenadas do

ponto simétrico de P a respeito de r .
Achar a proxecién ortogonal da orixe de coordenadas sobre o plano x+2y+3z=4 .

Demostrar que o ponto A(—17,1,0) non é co-planar con 0(0,0,0), C(0,1,0) e
D(1,2,1) e calcular a distancia de A ao plano determinadopor O, C e D .

Achar un plano que contefia a A(0,2,0) e B(0,0,2), e corte ao eixo OX nun
ponto C, de forma que o triangulo AEC tefia area 4 u?.
Achar a ecuacion do plano determinado polos pontos A(71,—1,1), B(1,2,2) e

C(2,1,1) e calcular a area do triangulo que determinan as suas intersecions cos
eixos de coordenadas.

Dado o plano 2x+4y+z=8,se A, B e C son os seus pontos de intersecion cos
eixos de coordenadas OX , OY e OZ , respectivamente:

r . r A
. calcular a area do triangulo  pgc;

. achar as ecuacions da recta perpendicular a ese plano e que contén a orixe de

coordenadas;

calcular o volume do tetraedro determinado polo plano dado e os trés planos
coordenados.



79.

80.

x=1+A
As traxectorias de dous avions vefen dadas polas rectas '=(y=71-A e

=1+2\
x=1-\
S=iy=)A . Estudar se as traxectérias son coincidentes, secantes ou ben se se
z=2
cruzan. Obter a distancia minima entre ambas traxectorias.
X=2—-\
A traxectéria dunha nave ven dada pola recta '={y=3+A . Estudar se a nave
Z=1+2 A\

atravesara o plano 3x+y—z=0 e calcular, nese caso, o ponto de contacto e a
distancia percorrida até ese ponto desde o ponto inicial P(2,3,1) .

5. VARIEDADES

81.

82.

83.

84.

85.

86.
87.

x=1+t X=s
Achar a ecuacioén da recta p que sexa perpendiculara r=\y=1+t e r=(y=s—1
z=1+t z=—1

e que tefa un ponto de intersecién con ambas.

Dados os pontos A(0,2,0) e B(0,2,9), determinar o conxunto de pontos que
equidistan de A e B. Que figura representa este conxunto?

Calcular o volume do tetraedro de vértices P(71,7,1) e as interseciéns do plano
a=2x+3y+z=1 cos eixos de coordenadas. Calcular o simétrico de P a respeito
do plano o .

Un raio de luz incide no plano a=2x+y+z=1, seguindo a direcién da recta e é
reflectido por el. Estudar se o raio reflectido incide no ponto A(2,—3,1) e narecta
S=EXx=y+2=z-3.

Calcular o volume dun cubo, sabendo que ten unha aresta sobre a recta

x=1+2t
_ _x_y-8 8 z—6
r= —

}Z/__f t6t e outra sobre arecta s= 13 2 =78

Calcular o angulo que forman as diagonais dun cubo.

No tetraedro ABCD cofiecen-se os vértices A(1,0,1), B(0,0,0) e C(0,1,1),
x=1

a recta que contén a aresta AD=\y=1-t e o plano que contén & cara
z=t

BCD=x—-y+z=0 . Obter os seguintes elementos:

. vértice D;
. angulo determinado pola recta AC e o plano BCD ;
. distancia do vértice B acara ACD;

volume do tetraedro.
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88.

90.

91.
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No paralelepipedo adxunto cofiecen-se os pontos A(2,-1,1), B(0,1,-2),
C(1,0,1) e F(-2,-1,0).

. Calcular as coordenadas do ponto médio da B C

cara ABCD . A N D
ii. Dar a ecuacion da diagonal AG . /\F_ SR N
G

. Dar a ecuacion do plano que contén as

arestas BC e EH .
Calcular o volume do tetraedro de vértices ABCE .
Calcular o angulo determinado polas caras ABCD e CDHG .

. Calcular a altura do paralelepipedo (nota: a base é a cara EFGH ).

Dados os pontos A(0,7,0) e B(2,2,—1) eoplano n=x+y+z=4:

. comprobar que A e B estan situados no mesmo lado do plano T ;
. determinar un ponto P do plano 7, tal que a suma das distanciasde P a A e de

P a B sexa minima.

Estudar por que un tripode sempre ten os trés pés apoiados no chan. Acontece
igual con unha mesa de catro patas? Por que?

Intrepretar xeométricamente o facto de que trés vectores no espazo tri-dimensional
formen un conxunto linearmente dependente. Dados os vectores u,=(7,2,1),
i,=(1,3,2), v,=(1,1,0) e v,=(3,8,5), demostrar que os vectores U, e U,
son combinacion linear de V; e V,. Obter a ecuacion xeral do plano que contén &
orixe e aos vectores V, e V,, e determinar a posicion relativa de U, e U, a
respeito de tal plano.



6. SOLUCIONS

il=+'38 . SO 15 .. 15
I V. COS(U V) —_—— Vi. pﬁ<v):—_
V|=+37 V38+37 /38

iil. U-v=-15 V. PV(U)Z——%?? vii. m:—%

2. E unha base normada pero non & ortonormal, x4 que os angulos determinados por
cada par de vectores non son rectos.

3. lil=2V6
249
4 M=t
5. 0-v=4
6. [v|=8
7. x=2e y=-3
8. |u)=1 = 4a°+10b°=1
. _\2 V2
9. u,= > (1,1,0) e 5 (1,1,0).
10. a=1, b=0 ou a:%, b:—%.
11. Consiste en comprobar que o produto escalar dos vectores suma e diferenza é
nulo.
. 17
12. O(U,V)—acosﬁ
- _[2+V2 1 2-V2 L _[2=42 1 2442
13. v,= 7 2 2 )ouvz— 7 2 4 |
1= v =220(1,2,1)
i. |[v]=v29 B
iii. Uxv=(7,—14,7) v. adreaé 7J6u’.

15. oa=4 ou a=0.

16. O volume é nulo porque o paralelepipedo en realidade non € unha figura sdlida,
debido a que os trés vectores son co-planares.

17. A(3,-6,3)
18. AB e CD non son equipolentes; D'(5,4,3).

3
M\|3,=,1
o w2
9 15 . — . .
20. O ponto M(2 > ,12| divide AB en dous segmentos iguais; P(4,6,10) e

Q(5,9,14) dividen AB en trés.
21. A(-1,-2-9), B(-3,2,1) e C(7,6,11).
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22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.

29.
30.
31.

32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

32

r= =———=4—-z: C non esta alineadocon A e B.

Non estan alineados.

E suficiente pensar que se os pontos estan alineados, os vectores que os unen
tefien a mesma direcion.

O=X+2y+6z=7
Son paralelos.
3x+4y+10z=22

Trata-se dun feixe de planos secantes xa que a orixe de coordenadas esta na
recta: logo o plano pedido pode ser calquer do feixe de ecuacion
X—=3_  y+2

3 > z—1, que  tameén se pode expresar da forma
n=s(x—3z)+t(y+2z)=0 s,teR.
2x—y+3z=19
x—2y+4z=1
7X+4y—5z+7=0
ypox=1_, _ z-1
3 4
x—2y+z=0
X—8y+4z=4
13x—2y+5z=3

Non son co-planares.
a+b+c=2

Abonda con pensar que se os pontos son co-planares, entdn os vectores que os
unen estan contidos nun mesmo plano.

Secantes: cortan-se en P 2,1,—2 )
m=2 e n=6.
) cr |1 1
A intersecion é arecta r= g,z+§,z zeR.

, 5
Os planos son secantes formando de triedro < k;«éE. E son secantes dous a

, 5
dous, formando un prisma se kZE .
Os planos son secantes en forma de triedro & a#5 e a#2; forman un prisma
< a=>5 e determinan un feixe de planos secantes < a=2.

E un sistema homoxéneo polo que é compatibel en todos os casos. Ten solucién
unica (0,0,0) para a#0, a#3 e a#4; nos casos a=0, a=3 e a=4, 0
sistema ten solucion multiple (sistema compatibel indeterminado).



45.i.

46.
47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
54.

55.
56.
57.

58.

59.

60.

61.

62.i.

63.i.

23
r e a4 son secantes < m¢—7;

rllo < m=—£ e n;«ég
7 7

rco < m:—2 e N=—=.
7 7
Son rectas que se cruzan.
Son rectas que se cruzan; a recta secante comun as rectas r e s é
v=(7t,—13t,t) teR.

Tenque ser a=—171 e b=4;oplanoé x+y—-z=0.

x=-2t
As rectas cortan-se no ponto A(7,8,4);arectaé P=|y=8+t .
Z=3+2t
25

Son secantes < mzj.

Os planos son m,=—3x+4y+z=26 ¢ m,=—4x+4y+z=33

2
O plano pedido ten ecuacion arzx+y+(3—a)z+a _213:0, en xeral. O caso

particular a=2 ten como soluciéon n=2x+2y+2z=9 .

Os planos pedidos deben ser paralelos a recta r .

Se os planos son paralelos, os seus vectores normais tefien a mesma direcién; o
e P seran coincidentes < rang {EQ,EB,A_QZB}:1 .

E suficiente con pensar na configuracion grafica dos vectores en cada caso.

Idem o anterior.

Son ortogonais a r os vectores V=(x,y,z) que verifican a ecuacion
2x—7y—3z=0 ; este conxunto de vectores representa un plano que contén & orixe
de coordenadas e € perpendicular a recta r .

0(r,s)=0;oplano & a=8x—7y+3z=0.

2154
77

51154
77

0(c,B)=acos

0(o, r)=asen

T
nlr, polotantooanguloé 5.

Son os planos a=x—2y+4z=—1 e P=2x—y—z=7;

- 2154
AB)=
0(r, AB)=acos ==
5
d(A,a)=—=
( ’a) 3u
ecions a1 228
a proxecion é 9 99/
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64. =||o, polo que a distanciaé d(n,0)= %0 Y-

65.i. a||p xa que os seus vectores normais tefien a mesma direcion;
i dla.p)=2
i. d(a,p) g Y

ii. oplano é n=x+2y=1.
66. Existen duas posibilidades: o,=2x—2y+z=—10 e a,=2x—2y+z=26

19 17 5 3 41 27
67. Existen duas posibilidades: P(8 16" _§) e P 10’20’ 10).

68.i. n=x+y+2z=8

i. P(1,3,2)
iii. pola construccion anterior d(A,r)=d(A,P)=v5u .
69. d(r,s):3—@u
11
7 24 | 18 1 30
70. P(O,g,? eP( 7 7,7)
71.0. s=(1+7t,2+t,1-2t) t€R
. 4 5 5
i. rns= Q( 33 3)
1147
ii. 333
(8 14 2
72. a——1eb—1,0( 17 11).

3 10 16
73 (7 7 7)
2 4 6
75. d(A,0CD)="%u

76. Existen duas posibilidades: o,=V6 x+3y+3z2=6 e a,=—V6x+3y+3z=6 |

77. Adreaé 314 u°.

78.i. Adreaé 421 u°.
i. r=2x=y=4z

. 32
iii. ovolume é 3 u’.

79. As traxectorias cruzan-se e a sua distancia minima é > u.

34



80.

81.

82.

83.

84.
85.

86.

87.i.

vi.
89.i.

90.
91.

P

i. P

A nave toma contacto co plano no ponto Q(0,5,5) despois de percorrer unha
distancia de 26 u .

p=(-1-k,—1+k,—1) keR

E o plano de ecuacién z:%.
, 9 3 . . 3 82
O volume é 36u e 0 simétrico é P( 7777

O raio reflectido non incide en A e tampouco na recta r .

Ovolume é 8 u°.
O angulo é acos %~0,94 .

D(1,1,0)
V6

. asen —

3

d(B,ACD):ZB—@U

, 3
ovolumeé < u".

3
3 1
—,—=,1
2" 2’ )
. A X+T1 33—z
. AG= 3 _y+2——2

iii. BCHE=7x-5y—42z=3

ovolume é 12 °

8105
105

aalturaé 12V2u.

Pode-se demostrar que o signo da expresion que resulta de introducir na ecuacion

xeral do plano as coordenadas de calquer ponto do espazo depende do lado do
plano no que esta situado tal ponto;

9 1

2 Z ___

"4’ 4

Supdn-se que o chan é un plano, que é a chave da cuestion.

acos

Os vectores U; e U, son combinacion linear de V, e V,, polo que ambos estan
no plano determinado por V, e V,: n=x—y+z=0.
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