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1. AwvLxeBrA DE MATRICES

1.1. DeriNnicioN bE MATRIZ

Di-se que A ¢ unha matriz real de m filas e n colunas, se A é un conxunto ordeado

a11 a12 IS DY a1n

321 a22 IS DY a2n
de numeros reais, organizado en filas e colunas, da forma: A=

a,, @po - ... @p,

Os elementos da matriz identifican-se da forma @;, de maneira que os subindices i e j
indican a fila e a coluna respectivamente na que esta situado o elemento. A matriz
designa-se con unha letra maiuscula, neste caso A, ou ben da forma (a,-,) . O conxunto
de todas as matrices reais de m filas e n colunas representa-se por Mm’,,(IR) , € di-se
que A é unha matriz real de dimension mxn: A e Mm,n(IR) )

Duas matrices A e B son iguais se tefien a mesma dimension e coinciden os elementos
da mesma posicién, ¢ dicer: se A,BeM, . (R), A=(a;) e B=(b;), enton
A=B e a;=b;, Vi=1..m V j=1..n,

Di-se dunha matriz A que é cuadrada se ten o mesmo numero de filas que de colunas.
Neste caso, os elementos que ocupan as posicions 77, 22, ..., é dicer, os elementos da
forma a; conforman o que se denomina diagonal principal da matriz, e di-se que a matriz
¢ cuadradade orde n: A€ M, (R).

Unha matriz é rectangular se ten distinto numero de filas que de colunas.

Chama-se trasposicion de matrices a operacion de transformar as filas dunha matriz en

colunas e, consecuentemente, as colunas en filas: se A=(a,) € M,, ,(R), entén a matriz
7 t

traspostade A ¢ A=(a;)eM, .(R).

Resulta evidente que (A=A .

-2 0 -1
4 1
Dada a matriz A= 2 indicar a sua dimension, o elemento a;, e obter a sua trasposta.
2
1 - 5 k 2

Ao ter trés filas e catro colunas, é unha matriz de dimensién 3x4 , é dicer A € M;4(R) .

) s - 2
O elemento as; € o que ocupa a posicion correspondente a fila 3 e coluna 2, logo 332=—g .

3 0 1
-2 4 -2
Atrasposta sera A'= ; €M, 4(R) .
0 — &k
2
-1 = 2
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1.2.

Tipos DE MATRICES

Atendendo aos elementos que integran unha matriz, distinguen-se os seguintes tipos:

Matriz fila € a que ten unha soa fila; matriz coluna é a que ten unha soa coluna.
Matriz nula € a que ten todos os seus elementos iguais a cero.

Dentro das matrices cuadradas distinguen-se as seguintes:

Vi.

Vii.

Matriz diagonal € a que ten nulos todos os elementos que non pertencen a diagonal
principal.

ii. Matriz escalar é unha matriz diagonal na que todos os elementos da diagonal

principal son iguais.

Matriz unitaria € unha matriz diagonal na que todos os elementos da diagonal
principal toman valor 7.

. Matriz triangular superior é a que ten nulos todos os elementos a; con i>j.

Matriz triangular inferior € a que ten nulos todos os elementos a; con i<j.
Matriz simétrica é aquela que coincide coa sua trasposta: A é simétrica & A'=A.

Matriz antisimétrica ou hemisimétrica é aquela que é oposta da sua trasposta: A é
antisimétrica « A'=—A. Nota: a definicion de matriz oposta da-se no seguinte epigrafe.

Ex 2 Exemplos de matrices.

-2
Matriz fila (5 —4 2/e M,,;(R) ; matriz coluna ;)2 €M, ,(R) ; matriz nula g € M,;(R)
7
5 0 g -7 0 0 100
Matriz diagonal 5 €M,(R);escalar | 0 -7 0 |€M;s(R);identidade ou unitaria /;:=|0 1 0| Ms(R)
= 0o 0 -7 0 0 1
3
1 -1 0 0 0
¢ -1 1 00
Matriz triangular superior (0 —4 2a|€ M3(R) ; triangular inferior 1 11 0 € M,(R)
0 0 -3
t t t t
3 2 1 3 2 1
Matriz simétrica A=|2 3 —5|eM,(R): A=|2 3 -5|eMs(R), A=A < a,=a,
17 -5 3 17 -6 3
0 -2 5 0 -2 5
Matriz antisimétrica B=| 2 0 7|€M;(R): B= 0 7|€My(R), B=—B < b,=—b;
-5 -7 0 -5 -7 0




1.3. Operacions MATRICIAIS

Def 2 (R) definen-se duas operacions:

i. Suma de matrices: dadas duas matrices A=(a;),B=(ab;) € M,, ,(R), a suma de
A e B é outra matriz da mesma dimensiéon que A e B que se obtén sumando os
elementos de ambas que ocupan a mesma posicion: A+B:=(a,+b,) €M, (R).

ii. Produto de matrices por escalares: dada unha matriz A:(a,j) € Mm,,,(IR) e dado un
escalar o € R, o produto de @ por A é outra matriz de igual dimensiéon que A
que se obtén multiplicando o escalar @ por todos os elementos da matriz A

a-A:=(a a,.j) € Mm,n(IR) .

Estas operacions, asi definidas, cumpren as seguintes propriedades:

No conxunto das matrices M,, ,

i. Asociativa dasuma: V A,B,CeM,,
il

. Comutativa da suma: V A,Be M,

2(R) (A+B)+C=A+(B+C).
Elemento neutro da suma: 3EeM,, (R) /| YV AeM, (R) A+E=E+A=A.
Elemento simétrico da suma:

VAeM, (R) 3 —AeM, (R) | A+(—A)=(-A)+A=E.

WR) A+B=B+A.

v. Distributiva do produto a respeito da suma de matrices:
VABeM,, (R) VaeR a(A+B)=a-A+a-B.
vi. Distributiva do produto a respeito da suma de escalares:
VAeM, . (R) Va,BeR (a+f) A=a-A+p-A.
vii. Pseudo-asociativa: V Ae M, (R) V o,BeR a:(p-A)=(a-p)-A
viii. Elemento neutro do produto por escalares: YV Ae M, (R) 1-A=A.

Unha estrutura como a que se esta a definir, na que se cumpren as oito propriedades
enunciadas anteriormente, recebe o nome de espazo vectorial sobre o corpo RR:

M, (R),+,R].
Ex 3 4 -2 17 1 0 —1 1
Dadas as matrices A=| 0 -3|, B={ 0 3| e C=|1 0| calcular 3A—§(B—C).
-5 2 -4 1 17 1
1 4 -2 1 17 1 0 -1 4 -2 1 17 2 6 4 -2 17 2
3A-5(B-C)=31 0 -3|-51|0 3|1 0|=3|0 -8-5|-1 3F5{0 -3|-3|-1 3|
-5 2 -4 1 17 1 -5 2 -5 0 -5 2 -5 0
1 4 -2 17 2 1 24 —-12 17 2 1 23 —14
=5 1610 -3-[-1 3|l=5{| 0 —18|-|-1 3||=5| 1 21
-5 2 -5 0 -30 12 -5 0 -25 12

Ex 4 Probar a propriedade distributiva do produto a respeito da suma de matrices.

Sexan as matrices A=(a,/ €M, ,(R) e B=(b;je M,, ,(R) esexa a €R .

4

a{a;+b;)| = 2

a(A+B) 2 01'[(31,)"'(130)] = [o-a;+aby) 2 (a-a;)+(oby) g a-(ay)+a(by) Y wA+aB

[1] Substitucion das matrices polos seus elementos; [2] suma dos elementos de ambas matrices que ocupan a mesma posicion; [3] produto do escalar O
por cada un dos elementos; [4] propriedade distributiva do produto a respeito da suma de nimeros reais; [5] definicidon da suma de matrices elemento a
elemento; [6] definicién do produto dun escalar por unha matriz, elemento a elemento; [7] expresion matricial.

[a+b ]—



2. CowmsINACION LINEAR E DEPENDENCIA LINEAR

2.1. ComBINACION LINEAR DE VECTORES

O conceito de combinacion linear parte da idea de realizar operacions de suma e produto
por escalares dentro dun espazo vectorial. No caso das matrices, por combinacién linear
dun conxunto de matrices 7= M, M,,..., M, entende-se a matriz A que resulta de
sumar multiplos das matrices M,,M,,...,M, : diremos que A é combinacion linear das
matrices {M1, M2,...,Mk} o Ja,0,..,0, €ER [ A=a M +o, M+ +a, M, .

Esta idea pode trasladar-se as filas ou colunas das matrices, xa que, en definitiva, unha
fila dunha matriz non € mais que unha matriz fila, e coas colunas sucede o analogo. Mais
ainda, as filas ou as colunas poden entender-se como vectores de |R" (vectores de n
componentes) en virtude do que se denomina un isomorfismo de espazos vectoriais. Polo
tanto, de aqui en diante, realizaremos o estudo das combinacions lineares de vectores de
n componentes.

Def3 Diremos que un vector v € R” é combinacion linear dos vectores v,,v,,...,v, € R"
e Joy,0,...,0, €ER [ v=a, vV to, Vot oV, .

Dado un conxunto de vectores {v1,v2,...,vk} cR" e un vector v € R", poden dar-se os
seguintes casos:

i. o vector v non & combinacion linearde V4, V,,...,V,, & dicer, v non pode obter-se
realizando operacions lineares cos vectores V,V,,...,Vy;

ii. o vector v & combinacion linear de V4, V,,...,V,, e como tal, pode obter-se de
unha unica forma realizando operacions lineares cos vectores V;,V,,...,Vy;

iii. o vector v é combinacién linear de V,,V,,...,V, e pode obter-se de varias formas
distintas realizando operacions lineares cos vectores V,,V,,...,V, .

Ex 5 Obter os vectores u,=(2,-3,1), u,=(1,2,0) e u,=(-3,2,-2) como combinacién linear do conxunto
A=((-1,1,0),(1,0,-1),(0,1,—1)] .

Trata-se de expresar o vector u,=(2,—3,7) daforma a(-1,1,0)+8(7,0,—1)+y(0,1,—1) , logo:

—a+p=2
a(=1,1,00+8(1,0,-1)+y(0,1,-1)=(2,-3,1) & lo+y=—3
—p—y=1

Sumando as duas primeiras ecuacions obtemos p+y=—17, ecuacion equivalente a terceira das que compofien o
sistema. Logo resulta a=-y—-3 e p=-y—1, asi que tomando diferentes valores y € R obtemos distintas solucions
ao sistema.

Para y=0, por exemplo, resulta a=—3 e f=—1 e asi obtemos: —(-17,7,0)-3(1,0,-1)+0(0,1,-1)=(2,-3,1)
Para y=1,resulta a=—4 e p=—2: —4(-1,1,0)-2(1,0,—-1)+(0,1,-1)=(2,-3,1)

Logo o vector u,=(2,—-3,1) é combinacion linear do conxunto A, e existe unha cantidade infinita de combinacions
lineares do conxunto A que dan como resultado o vector u; .

—o+p=1
No caso do vector u,=(1,2,0) temos: @(=7,7,0)+3(7,0,—1)+y(0,1,-1)=(1,2,0) = | q+y=2
—B-y=0

Sumando as duas primeiras ecuacions obtemos p+y=3, ecuacion que & incompatibel coa terceira. Polo tanto o
sistema non ten solucién e di-se que o vector u,=(1,2,0) non é combinacion linear do conxunto A.

Ex 6 Casos particulares:
Todo vector é combinacion linear de si mesmo: (5,x,—1)=1:(5,x,—1)
O vector nulo é combinacion linear de calquer conxunto: (0,0,0)=0-(—1,1,0)+0+(1,0,—1)+0-(0,1,—1)



Def 4

Ex 7

2.2. DepenpeNciA LINEAR

E interesante en particular o caso do vector nulo, que chamaremos O, vector que ten
nulas todas as suas componentes e é o elemento neutro da suma de vectores. Dado un

conxunto de vectores {v1,v2,...,vk} cR", sempre se pode obter o vector nulo como
combinacion linear dos vectores V,, V,, ... , V,. En definitiva, o vector nulo é

combinacion linear de calquer conxunto de vectores, xa que seria abondo con tomar
todos os escalares nulos (que chamaremos combinacion linear trivial ou solucion ftrivial).

Polo tanto, dado un conxunto {v,, v2,...,vk] cR", o vector nulo ha de estar no caso ii ou
ben no caso iii. Se o vector nulo esta no caso ii, existe unha unica forma de obté-lo a

partir dos vectores Vv,, V,, ... , V,, e esta forma forzosamente sera a trivial:
O=0-v,+0-v,+...4+0-v, . Pola contra, se o vector nulo estad no caso iii, entdon habera
varias formas diferentes de obté-lo a partir dos vectores Vv,, v,, ..., V.. Unha destas

formas é a mencionada anteriormente, na que todos os escalares son nulos, e as outras
han de ser combinacions lineares nas que algun escalar sexa distinto de cero (“solucion
non trivial”). A vista destes dous casos, definimos o seguinte:

Un conxunto de vectores {v,,vz,...,vk} cR" ¢ linearmente independente se a unica
forma de obter o vector nulo como combinacion linear de v,, Vv, , ..., V, é a trivial, ou
expresado de maneira mais formal: {v1,v2,...,vk}clR" € linearmente independente
o YV o,,0,,...,0, €ER a, V,+a,V,+..+0,v,=0 = a,=a,=...=a,=0.

Reciprocamente, diremos que o conxunto {v,,vz,...,vk} cR" é linearmente dependente

se € posibel obter o vector nulo como combinacion linear non trivial dos vectores Vv, , Vv, ,
, V., de mais formas que a trivial: {v,,v2,...,vkl cR" é linearmente dependente

e Ja,,0,,...,a, €R [ a,v,+a,v,+..+a,v,=0, conalgun dos % distinto de cero.

Estudar a dependéncia linear do conxunto A=|(—1,7,0),(1,0,-1),(0,1,-1)] .

Sabe-se que o vector nulo €, de xeito trivial, combinacion linear de calquer conxunto; en particular 0=(0,0,0) é
combinacion linear de A=|(—1,1,0),(1,0,-1),(0,1,—1)| : (0,0,0)=0-(—1,1,0)+0-(1,0,—1)+0-(0,1,—1) .

Trataremos de saber se esta € a Unica forma de obter o vector nulo como combinacion linear do conxunto A, ou se
hai mais de unha forma:

—o+p=0

a(=1,1,0)+p(1,0,-1)+y(0,1,-1)=(0,0,0) = | q+y=0 < a=pP=-7Y  logo hai soluciéns distintas da trivial.
—p-y=0

Por exemplo, a solucién a=1, p=1 e y=—1 faique 71-(—1,7,0)+1-(1,0,—1)+(-1)(0,1,-1)=(0,0,0) .

Asique A=|(—-1,1,0),(1,0,-1),(0,1,—1)] é un conxunto linearmente dependente.



Th1

Relacién entre Combinaciéon Linear e Dependéncia Linear

Existe unha relacion imediata entre os conceitos de combinacién linear e de dependéncia
linear dun conxunto de vectores, a través do seguinte resultado:

Un conxunto de vectores C={v1,v2,...,vk}cIR” € linearmente dependente <
3 i=1,...,k | v, é combinacién linear dos outros vectores do conxunto C.

Demostracion

= Condicién necesaria

Partamos da hipotese de que o conxunto {V1,V2,--.,Vk} é linearmente dependente. Isto
equivale a que existe algunha combinacién linear distinta da trivial que dea como
resultado o vector nulo, é dicer: I a,,a,,...,a, €ER [ o, Vv, +a,V,+...+a, v, =0, onde
polo menos un dos % ¢ distinto de cero. Supofiamos que ¢ o,#0 . Enton temos a

expresion equivalente oV, =—0, V,—...—a,V,  Porser o,#0 podemos multiplicar esta
expresion polo inverso de ®1, e resulta: L-oc v =—%-v — —ﬂ-v .
’ 0(1 1 1 OL1 2 0(1 k
. ., ) Oy . .
Reducindo esta expresion obtemos que V==, Vo Ve, que equivale a afirmar

que o vector V, € combinacion linear dos vectores {Vp Vosees Vk} g.e.d.

[Nota: Se supofiemos que o escalar non nulo é calquer outro distinto de 1 —xa que algun ten que haber— a
demostracion faria-se de forma analoga.]

< Condicién suficiente

Supofiamos que algun dos vectores € combinacién linear do resto: por exemplo o
primeiro vector V,. Daquela V,=a,V,+...+0, 'V, onde a,,...,a, €R. Esta expresion
equivale a vV,—a,v,—...—o,V,=0  que non é outra cousa que unha combinacion linear
non trivial que da como resultado o vector nulo. Por tanto o conxunto {V1,V2,..-,Vk} é
linearmente dependente g.e.d.

[Nota: Se no lugar de V; fose outro o vector que é combinacion linear do resto, a demostracion seria
similar.]

Ex 8 Probar que se o conxunto A=|(-7,7,0),(1,0,—1),(0,1,—1)] é linearmente dependente, entdn algun dos seus

elementos é combinacion linear dos outros.

No anterior exemplo probou-se que o conxunto A=|(—1,1,0),(1,0,—-1),(0,1,—1)] é linearmente dependente, que
equivale a afirmar que existen combinacions lineares distintas da trivial que dan como resultado o vector nulo:

a(=1,1,0)+p(1,0,—1)+y(0,1,—1)=(0,0,0) = a=p=—y
Se escollemos algunha solucion non frivial, por exemplo y=2, resulta a=p=-2 e polo tanto:
—2(=1,1,0)-2(1,0,—1)+2(0,1,-1)=(0, 0,0)

Nesta igualdade podemos expresar calquer vector que tefia escalar non nulo como combinacién linear dos outros
dous facendo:

—2(-1,1,0)-2(1,0,—-1)+2(0,1,-1)=(0,0,0) < 2(0,1,-1)=2(-1,1,0)+2(1,0,—-1) = (0,1,—-1)=(-1,1,0)+(1,0,—1)

Asi que o vector (0,1,—1) & combinacion linear dos vectores [(—7,17,0),(1,0,—1), .



2.3. Ranco buN CoNxunTo DE VECTORES

O resultado anterior permite desenvolver o seguinte proceso: un conxunto 7T de
vectores, linearmente dependente, pode convertir-se en independente eliminando un por
un aqueles vectores que sexan combinacion linear dos que ainda permanecen no
conxunto. Deste xeito, no momento en que non teflamos xa nengun vector que sexa
combinacion linear de outros, ese conxunto pasa a ser linearmente independente.
Atendendo ao anterior define-se o conceito de rango dun conxunto.

Def5Se T ¢ un subconxunto dun espazo vectorial V , chama-se rango do conxunto T, e
escrebe-se rang T , ao maior numero de vectores de T que forman un subconxunto
linearmente independente.

Tal definicion do rango dun conxunto de vectores pode entender-se tamén referida ao
conxunto de filas ou ben ao conxunto de colunas dunha matriz. Se A€ M,, ,(R), define-
se o rango de A, e escrebe-se rang A, como o nimero maximo de filas de A que
forman un conxunto linearmente independente, ou tamén como o numero maximo de
colunas de A que forman un conxunto linearmente independente. Pode probar-se, ainda
que non se fara, que o rango entendido en relacién as filas coincide co rango expresado
en termos das colunas. Como consecuéncia deste resultado, o rango dunha matriz sera
sempre menor ou igual que o menor dos indices da sua dimensiéon: se AeM, .(R),
entdn rang A<min{m,n}| .

Ex 9 4 -2 1
Estudar o rango da matriz A=| 0 -2 5|.
-5 2 0

Podemos tomar filas ou colunas, indistintamente. Traballando por exemplo coas filas, a matriz A pode-se contemplar
como o conxunto formado polos vectores A=|(4,-2,1),(0,-2,5),(—=5,2,0)|, ao que lle estudaremos a sua
dependéncia linear:

—_a

40-5y=0 f’——g

a’(47_211)+6(01_215)+Y(_57210):(01010) < _2(1_2[3+2y:0 < 4(1
a+5p=0 Y="5

Logo existen multiples solucidns, asi que o conxunto A=|(4,-2,1),(0,-2,5),(~5,2,0)| e linearmente dependente e
sabe-se que algun dos seus vectores tera que ser combinacion linear dos outros; tomando unha solucion particular,
por exemplo a=5,resulta p=—7 e y=4 e asi:

5(4,-2,1)-(0,-2,5)+4(-5,2,0)=(0,0,0) < 5(4,-2,1)+4(-5,2,0)=(0,-2,5), logo a segunda fila &
combinacion linear das outras duas.

Estudaremos a dependéncia linear do conxunto A‘'=|(4,-2,1),(-5,2,0)| :

40-5p=0
a(4,-2,1)+p(=5,2,00=(0,0,0) ® | —2¢q+2y=0 = a=p=y=0
a=0

Logo o conxunto A'={(4,—2, 1),(-5, 2,0)} é linearmente independente, asi que o maior nimero de filas da matriz A
que forman un conxunto independente é 2 : rang A=2

Nota: se traballasemos coas colunas obteriamos o mesmo resultado.
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Ex 10

3. Probuto be MATRICES

3.1. Derinicion bo ProbuTto b MATRICES

Di-se que duas matrices A e B son multiplicabeis se o nimero de colunas de A é igual
ao ndmero de filas de B: AeM, ,(R) e Be M, (R) son multiplicabeis :=n=p . SO
neste suposto definiremos o produto A-B, que non tera sentido no caso de que o
numero de colunas de A sexa distinto do numero de filas de B.

Nas condiciéns anteriores, define-se o produto A-B da seguinte forma: A:-B é unha
matriz de dimensibn mXxq na que o elemento da posicion j €é a suma das
multiplicacions, elemento a elemento, dos elementos da fila /i da matriz A cos
elementos da coluna j de B.

a11 a12 oo DRy a1n b11 b12 DR Y b1q
] 8,y 8y ... ... 8y by by oo o by, )
E dicer,se A=| ... ... ... ... ..|eB=[... ... .. ... ..| oelemento j da
a,, apn, a,, by b, ... ... b,
matriz produto obtén-se multiplicando escalarmente a fila i de A pola coluna j de B:
b
by
(a,, a, ... ... a;, =a;;by+a,by+...+a,, b,

b

J]

[Nota: Non se debe esquecer que n=p.]

17 -2 0 -3 1
Calcular o produto A-B,con A=|3 2 1| e B=|1 4].
5 0 -4 0 -6

As matrices son multiplicabeis, porque A€ M;;(R) e B € M;,(R) , logo o produto serd unha matriz A-B € M;,(R) .

1 -2 0|[-3 1) [1(-3)-2-1 1-1-24 -5 -7
AB=|3 2 1|1 4|=|3(-3)+2:1 3-1+2:4+1-(-6)|=| -7 5
5 0 -4/{0 -6 | 5(-3) 51-4(-6) | |-15 29




3.2. PROPRIEDADES

O produto de matrices posue as seguintes propriedades (dado por suposto, no que
segue, que as matrices son multiplicabeis):

i. Propriedade asociativa: V A,B,C (A-B)-C=A-(B-C).
ii. Propriedade distributiva a respeito da suma de matrices:
VY A,B,C A(B+C)=A-B+A-C etamén V A,B,C (A+B)-C=A-C+B-C.

ii. Elemento neutro: se AeMmy,,(IR), as matrices unitarias de orde m e n,

17 0 ... ... 0 17 0 ... ... O
o 1 ... ... 0 o 1 ... ... 0

l=... ... ... ... . |eM(R) e I=|.. ... .. .. ..|eM(R), cumpren a
o o .. .. 1 o 0 .. ... 1

propriedade de que /A=A e Al =A.
iv. Propriedade homoxénea: V A,B VY a € R a-(AB)=(a-A)-B=A-(a-B).

E de especial interese salientar que a operacién produto de matrices non cumpre a
propriedade comutativa, x4 que en xeral A-B#B-A. Isto terd consecuéncias mui
importantes a hora de resolver ecuacions matriciais nas que aparezan produtos de

matrices.
Ex 11 R 17 -1
Calcular a matriz simétrica de orde 2 tal que comute con A:(_3 2 ) :
_|by b2 . P dae i =
Sexa B= a matriz pedida: pide-se que A-B=B-A
b21 b22
A~B=( 1 —7), by bi|_[ bu—by bi—bs, B A= by by ( 1 —1): by—=3bz —by+2by,
=3 2[\by byl \=3byt+2b, —3b,+2b, by by)\=3 2 bp=3bgy —by+2by)

bi1—by=by;—3by,

A-B=B-A = b1, —b=—by+2b4,
—3b,+2b,=b,—=3b,,
—3b,,+2b,,==b,+2b,,

Como ademais B é simétrica, ten que ser b,,=b,, , logo do sistema anterior obtemos:

. —b,=—b _
b,—by=b,—3b,, & —b,=—3b,, « b,=b,=0 co que o sistema se reduce a 2771 = by=by
—3b;;==3by,

g z ,con k €R, é dicer, calquer matriz escalar.

Polo tanto a matriz que procuramos é da forma Bz(



Def 7

4. Sistemas LINEARES E MeToDo DE GAuss

4.1. Sistemas bE Ecuacions LINEARES

Chama-se ecuacion linear de n incognitas a toda expresion do tipo
a, X,+a, X,+...+a,x,=b, na que a,,a,,...,a,€R son os coeficientes da ecuacion,
X4, X5,..., X, son as incognitas e belR € o termo independente. Entendemos por
solucion da ecuacion ao conxunto formado por todos os vectores (s,, 32,...,sn) e R" tal
que ao substituir cada incognita X; polo valor S; a ecuacion convirte-se nunha
identidade. Un sistema linear de m ecuaciéns e n incégnitas € un conxunto de m
.1 X;+a5 Xo+... 485, X,=b;

ecuacions lineares da forma | 221 X1+ 822 Xz* .. 482 X, =by

8,1 X +8,, X,+. .. +a,, X, =b,,
A solucién dun sistema linear sera o conxunto de vectores (s,,s,,...,s,) €R” que son
solucién de todas e cada unha das ecuaciéns que conforman o sistema e entendera-se
que resolver un sistema consiste en obter todos os elementos do conxunto solucion.
Diremos que duas ecuacidons son equivalentes, ou en xeral, dous sistemas lineares son
equivalentes se tefien o0 mesmo conxunto solucién.

Un sistema linear chama-se compatibel se ten solucion e incompatibel no caso contrario.
No caso de ser compatibel, o sistema sera ademais determinado se a sua solucion
contén un s6 elemento (solucidon unica), e indeterminado se a sua solucion ten mais dun
elemento (neste caso a solucion € un conxunto que contén infinitos elementos e di-se que
a solucién é multiple).

Chama-se sistema homoxéneo ao sistema linear no que todos os termos independentes
son nulos. E imediato que todos os sistemas homoxéneos tefien solucién, é dicer, son
compatibeis, x4 que cando menos o vector (0,0,...,0)€R" é solucion de todas as
ecuacions. Esta solucion recebe o nome de solucion trivial.

Un sistema linear pode ser expresado das seguintes formas:
a1 Xq+84° Xo+.. 484, X,=b;
: 8y° X+ 8oy Xo+...+80, X, =b
i. Forma usual { “2" "7 7# 72 an SnT 2

8, X,+a8,, X,*...+a, X, =b

m
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. a21 a22 i a2n b2
ii. Forma matricial M*=| ... ... ... ... ...|que se chama matriz ampliada do
am1 am2 amn bm
a11 a12 DY a1n
a21 a22 “oe a2n
sistema, en tanto que M=| ... ... ... .. | é a matriz dos coeficientes do
am1 am2 amn
sistema.
811 812 ..o 8n| X, |by
8y 8y ... Ay llx,| |b,
iii. Produto matricial |... ... ... ...|l...|7|...|,ousimbolicamente M-X=B.
am1 am2 amn Xn bm
aqq aq; ain b,
8y az 8o b,
iv. Forma vectorial | ... |'X+¥| ... [Xet... ¥ [ ['Xpa=|...|, ou tamén expresado en
am1 am2 amn bm

termos das colunas: C; x;+C,x,+...+C x,=B onde C,,C,,...,C, son as
colunas dos coeficientes e B e a coluna dos termos independentes do sistema.

Ex 12 2x—-83y+z=0
Expresar de distintas formas o sistema linear S={ x+5z=—4
—3x+2y+z=-3
|2 -3 1|0
Forma matricial: a matriz ampliada do sistema é M= 1 0 5| —4|, en tanto que as trés primeiras colunas
-3 2 1| -3
2 -3 1
conforman a matriz de coeficientes M= 17 0 5].
-3 2 1
2 -3 1|(x 0
Produto matricial: | 1 0 5||y|=|-4
-3 2 1]\z) \-3
2 -3 1 0
Forma vectorial: se chamamos C;=|-3|, C,={ 0|, C;=|5 e B=|-4| temos a expresién vectorial
1 2 1 -3

C, x+C, y+C;z=B .

1



Ex 13

42 MEeTopo pe GAuss PARA A RESOLUCION DE SISTEMAS LINEARES

O método de Gauss para a resolucion de sistemas lineares é unha sistematizacién do
método de reducién, baseado na eliminacién progresiva de incognitas a través da
realizacion de transformacions apropriadas entre as ecuaciéns. En particular, para
desenvolver este método utiliza-se a matriz ampliada do sistema e o obxectivo ultimo
consiste en triangular esta matriz, sumando-lle as suas filas multiplos de outras filas da
préopria matriz. O fundamento do método € que se a unha ecuacién dun sistema lle
sumamos unha combinacion linear das outras ecuacions, o sistema resultante é
equivalente ao inicial. Asi, realizando as transformacions oportunas (chamadas
transformaciéns elementares da matriz) nas filas, a matriz ampliada do sistema
convertira-se en outra matriz triangular superior na que sera imediato calcular o valor das
incégnitas sen mais que recuperar a ecuacioén correspondente a cada fila nesta nova
matriz. A correcta interpretacion da matriz obtida tras aplicar este método informa
ademais acerca da compatibilidade do sistema, e no caso de ser compatibel indica tamén
se a solucion é unica (sistema compatibel determinado) ou se & multiple (sistema
compatibel indeterminado).

Se na matriz resultante aparecen filas nulas (que se corresponden con identidades do
tipo 0=0), seran eliminadas. Entre as restantes filas, se hai algunha que tefia nulos
todos os coeficientes e o termo independente distinto de cero (correspondente a unha
igualdade do tipo 0=k#0 ), o sistema sera incompatibel.

Finalmente, a comparacion entre o numero final de ecuaciéons non dexeneradas e o
numero de incognitas proporciona a resposta: se coinciden o sistema sera compatibel
determinado, e se hai menor numero de ecuaciéns que de incognitas, o sistema sera
compatibel indeterminado.

Neste ultimo caso, a diferenza entre o numero de incégnitas e o numero final de
ecuacions chama-se grau de liberdade do sistema e é indicador da dimension da
solucion, é dicer, esta diferenza corresponde-se co numero de variabeis libres, tamén
chamadas parametros, dos que dependera a solucién.

Existe a sua vez unha extension do método de Gauss, que da lugar ao chamado método
de Gauss-Jordan. Conforme este método, unha vez que se obtén a matriz triangular de
Gauss, e eliminadas as posibeis filas nulas resultantes, intenta-se diagonalizar a matriz,
sempre sumando a unha fila multiplos de outras filas. Consigue-se con isto un sistema
equivalente ao inicial no que cada ecuacion contén sé unha das incognitas, polo que
resulta sumamente cémodo o calculo da solucién.

2x—3y+z=0
Resolver utilizando o método de Gauss o sistema linear S= xX+5z=—-4
|73x+2y+z:73
|2 -3 1 0
A matriz ampliada do sistemaé M= 1 0 5 —4|.
-3 2 1 -3
2 31 o (2 -3 1 o™ (2 -3 1 0
17 0 5 —4 ~l0 3 9 -8 ~0 3 9 -8 [1],logo:
-3 2 1 -3 0 2 16 -15 0 0 30 -29
30z=-29 = z:—%; Gt = _—8—92_78+%_l @ 5y 3yrz=0 © X_3y—z_1_70 %_g.
yrEe=me = YETTE TR TE T 0 S T2 2 6
oo (B 7 29
Polo tanto a solucion é (6’30’ 30) .

12



[1] Continuando co método de Gauss-Jordan resulta:

Gk 5

T 100 &

2 -3 1 0 "370’:_5;3[;3 60 —90 0 29\ (60 0 0 50 |% 7
o0 3 9 -8 ~0 30 0 7 ~0 30 0 7WF3~010%
0 0 30 —-29 0 0 30 -29 0 0 30 —-29 29
00 1 30

L. . 7 2
Desta forma obtemos a solucién explicitamente: ng » Y=35 € z=—3—g .

4.3. MeTtopo bE Gauss PaRA 0 CALcuLO Do RANGO DUNHA MATRIZ

O método de Gauss permite tamén obter o rango dunha matriz, da seguinte forma: sexa
A' a matriz triangular superior resultante de aplicar o método de Gauss & matriz
A€ Mm,,,(IR) ; ao eliminarmos as filas nulas que se obtivesen, as filas non nulas de A’
forman un conxunto linearmente independente, e polo tanto o numero de filas non nulas
sera o rango da matriz A’ , que a sua vez é igual ao rango da matriz orixinal A.

Ex 14 2 3 _o
Calcular o rango da matriz B= ? g —12 i
2 -3 2
2 3 -2 ZFE’_'; 2 3 _2 117:4;_2;3: o 3 _o\BFa2F, (5 4,
5 2 -2, |0 =11 6| ° |0 —11 6 |0 —11 6 B
17 0 1 0 -3 4 0 0 26 0 0 26| polo tanto rang B=3.
2 -3 2 0 -6 4 0 0 -4 0 0 0

13



5. Matriz INVERSA

5.1. Derinicion bE MaTRIZ INVERSA

Def8 Dada unha matriz cuadrada A € M_(R), chama-se matriz inversa de A e designa-se
por A~ a outra matriz de igual orde que A tal que A-A'=A""A=/_,onde /, é a
matriz unidade de orde n.

n?

Di-se que unha matriz cuadrada é regular ou inversibel se ten inversa. En caso contrario
diremos que a matriz é singular.

52 CALcuLo DA INVERSA

O método de Gauss-Jordan serve tamén para o calculo da inversa dunha matriz
cuadrada regular. Dada unha matriz A € M_(RR) regular, o método consiste, neste caso,
en diagonalizar a matriz A e realizar simultaneamente as mesmas transformacions das
filas de A na matriz unidade de orde n . Ao final do proceso a matriz A convirte-se na
matriz unidade de orde n, mentres que a matriz unidade se convirte na inversa de A.

O caélculo da inversa dunha matriz resolver sistemas do tipo M-X=B, onde M ¢é a
matriz de coeficientes do sistema, X € a matriz coluna das incognitas e B é a matriz
coluna dos termos independentes, sempre que M sexa unha matriz cuadrada regular.
Neste caso existe a inversa de M , e polo tanto:

M-X=B = M " (M-X)=M"B = (M M) X=M"B = | . X=M"B = X=M"B.

Asi, a matriz incognita X € o produto da inversa de M pola matriz B dos termos
independentes: X=M"-B.

[Nota: No caso de que a ecuacion matricial sexa do tipo X-M=B | a solucion sera X =B-M~". A diferenza
entre ambos casos debe-se a que o produto de matrices non é comutativo.]

15
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6. DEeTERMINANTE DUNHA MATRIZ CUADRADA

6.1. Derinicion bE DETERMINANTE E PROPRIEDADES

Def9 Dada unha matriz cuadrada A € M, (R), define-se o determinante de A como unha
aplicacion que a toda matriz cuadrada A asdcia-lle un niamero real, que se chamara
determinante de A e designara-se por det A ou tamén por |A| . Tal aplicacion ten varias
propriedades, que seran descritas a continuacién. Para iso utilizaremos unha notacién
particular, que facilitara a expresion e a comprension das mesmas.

Se A€ M,(R) é unha matriz cuadrada de n filas e n colunas, identificaremos da forma
F,,F,,....,F, asfilas e da forma C,,C,,...,C, as colunas de A.Ademais usaremos ©
para designar un escalar calquer. Asi, a matriz A podera expresar-se da forma
A=(F, ,F,,...,F.) facendo referéncia as suas filas ou ben A=(C,,C,,...,C,) se
queremos referir-nos as suas colunas. Unha fila nula ou unha coluna nula nunha matriz,

identificaremo-la por O . Daquela, o determinante dunha matriz A posue as seguintes
propriedades.

[Nota: As propriedades seguintes son vélidas para calquer fila ou coluna da matriz.]
12 O determinante conserva a suma de filas ou de colunas:
i. det(F,,...,F+F',...,F )=det(F,,...,F, ...,F )+det(F,,....F',....F,)
i. det(C,,...,C;+C,’,...,C,)=det(C,,...,C,,...,C, )+det(C,,....C,',...,C,)
22 O determinante conserva o produto de filas ou colunas por escalares:
i. det(F,,...,a-F,,...,F )=a-det(F,,...,F,,...,F,)
i. det(C,,...,a-C,...,C,)=a-det(C,,...,.C,...,C,)
32 O determinante conserva o produto de matrices: det(A-B)=det A-det B..
42 A permuta de duas filas ou colunas dunha matriz alterna o signo do determinante:
i. det(F,,...F,...F, .. F,)=—det(F,,..F,..F,..F,

jree- i

i. det(C,,...,C,,....C,,...,C,)=—det(C,,...,C,,...,C,,...,C,)

1

53 Se unha matriz ten unha fila ou unha coluna nula o seu determinante é cero:

i. det(F,,...,0,...,F,)=0 i. det(C,,...,0,...,C,)=0
62 Se nunha matriz duas filas ou duas colunas son iguais o seu determinante € cero:
i. det(F,,....,F,,....,F,...,F,)=0 i. det(C,,...,C,,...,C,,...,C,)=0

72 Se nunha matriz unha fila € multiplo de outra ou ben unha coluna é multiplo de outra
o seu determinante é cero:

i. det(F,,...F, .. aF,..F)=0 i. det(C,,...,C,,...,a-C;,...,C,)=0

82 Se nunha matriz unha fila € combinacién linear de outras filas ou ben unha coluna é
combinacion linear de outras colunas o seu determinante & nulo.

92 Ao sumar-lle a unha fila unha combinacion linear de outras ou ben a unha coluna
unha combinacidn linear de outras o determinante non varia.

17



Ex 16 1 2k+1 0 k
0 2mn 1 T
Demostrar que o determinante 2 € nulo.
4 8 -3 2
4 4 0

Utilizando a primeira das propriedades dos determinates obtemos:

1 2k+1 0 k| |1 1 0 k||1 2k 0 k
0 2=n % nZO 0 % n+0 2n % b1t
4 8 -3 2/ 4 4 -3 214 4 -3 2
4 4 k 0 4 4 kK 04 0 k 0

Resultan dous determinantes nulos, x4 que o primeiro deles ten a primeira e segunda colunas iguais (sexta
propriedade) e o segundo ten a segunda coluna multiplo da cuarta (sétima propriedade).

Asi que o determinante inicial € nulo por ser suma de dous determinantes nulos.

7. CALcuLo po DETERMINANTE DUNHA MATRIZ CUADRADA

7.1. DetermiNanTEs DE OrDE 7 E 2

O determinante dunha matriz cuadrada de orde 7 coincide co valor do seu Unico
elemento: det (a,,)=a,,

a,, a,| . . .
Se A= a” 372 é unha matriz cuadrada de orde 2, o seu determinante calcula-se da
21 22

dqr Ap

seguinte forma: det A= =88y 85,8y,

aZ’l aZ2
7.2. DeterMINANTE DE OrRDE 3

ayy 8 Adgs
Se A=|a,,; a,, a,| éunha matriz cuadrada de orde 3, o seu determinante é:
a31 a32 a33

d,; 4 QA
det A=|a,; a,, @,|=81782833%8,,8,385+8,38,183,— 838,83/~ 8;,8,,833—8,8,383, .
Az Qdj Ag

Existe unha descricién grafica que permite memorizar
esta formula, e que se cofiece como regra de Sarrus.

Ex 17 s 3 17 -2 4
Calcular os determinantes ’ ‘ e k 3 -1.
-4 5
0 5 1
2 3
=2.5-3-(-4)=10+12=22
2, J-25-a(-4)=10+
1 -2 4
k 3 —1=131+(=2)(-1)-0+4-k-5-4-3-0—(—2)-k-1—1-(=1)-5=3+20k+2 k+5=22 k+8
0 5 1

18



Def 10

Ex 18

Ex 19

7.3. DeTerMINANTES DE ORDE SUPERIOR

O calculo de determinantes de matrices de orde superior a 3 fara-se utilizando o
método de desenrolo polos elementos dunha fila ou coluna. Antes da descricidon deste
método é preciso definir alguns conceitos.

Sexa @; un elemento dunha matriz cuadrada A de orde n; define-se menor
complementar do elemento @;, e designa-se por %;, ao determinante de orde n—17 que
se obten ao eliminar na matriz A afila i eacoluna j.

O adxunto dun elemento a; designa-se por A; e define-se como A, :=(— 1)’”-(1,/. :

Asi definido, o adxunto € un numero que coincide co menor complementar se a suma de
sub-indices i e j do elemento a; é par, e co seu oposto se esta suma € impar.

Define-se matriz adxunta de A, e designa-se por Adj A, como a matriz formada polos
adxuntos dos elementos de A: Adj A=(A))

4 -1 3
Dada a matriz A=[{0 -2 5 |, obter o menor complementar ©2: e o adxunto A, ; calcular a matriz Adj A
3 5 -2

(adxuntade A).

O menor complementar @21 obtén-se eliminando a fila 2 e coluna 7 da matriz A, e calculando o determinante

resultante: oc2,=‘_51 _32‘=(—1).(—2)—3~5=2—15=—13

O adxunto Az obtén-se a partir do menor complementar: A,=(—1)2""-ay=(-1)*(-13)=—1-(-13)=13

-21 15 6
A matriz adxunta é a matriz formada por todos os adxuntos da matriz A: Adj A=| 13 -17 -23
1 -20 -8

A vista do precedente, o método para o calculo de determinantes de calquer orde é:
1° seleciona-se unha fila ou unha coluna da matriz A ;
2° calculan-se os adxuntos dos elementos da fila ou coluna selecionada;

3°0 determinante buscado ¢ det A=), a;-A;, onde a; son os elementos da fila ou
coluna selecionada a A; son os adxuntos correspondentes.

2 -1 3 =2
Calcular o determinante da matriz A= _43 g :g ‘; polo método de desenrolo polos elementos dunha fila ou
-1 4 0 1

coluna.

Atendendo a formula det A:Z a;A; , sempre que un elemento &; sexa nulo, o valor do seu correspondente
adxunto A; é irrelevante; por este motivo é conveniente escoller filas ou colunas que contefian elementos nulos.
Neste caso podemos escoller as filas F, ou F,, ou ben as colunas C, ou C;.

Escollamos a fila C, , formada polos elementos a,,=—1, a,,=0, a;,=2 e a,=4 ; daquela teremos que calcular os
adxuntos A,,, A,, A, e A, , ainda que ao ser a,=0 podemos evitar o calculo de A,, .

4 -3 4 2 3 -2 2 3 -2
Os menores complementares son: 0.,,=|-3 —2 1|=—22, a;,=4 -3 4|=—24 e a,=|4 -3 4|=—4.
-1 0 1 -1 0 1 -3 -2 1

E os adxuntos seran A,=(—1)"?(-22)=22, A,=(—1)*%(-24)=24 e A,=(—1)"*(-4)=—4; logo o determinante
& dot A=Y a;A;=a,y Aty Ayt 8y Ayt Ay=(—1):22+0-Ay+ 2-(— 24)+4-(~4)=—22- 48— 16=—86
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Ex 20

74 CALcuLo DE DETERMINANTES POR TRANSFORMACIONS ELEMENTARES

Dito dunha forma un tanto imprecisa, chaman-se transformacions elementares algunhas
das operacions descritas anteriormente como propriedades dos determinantes. O uso
destas transformacions permite obter un método alternativo para o calculo de
determinantes. O fundamento deste método é a propriedade 92, que afirma que o
determinante non varia se a unha fila se lle suma unha combinacién linear de outras filas
ou ben se a unha coluna se lle suma unha combinacién linear de outras colunas. Asi, o
meétodo consiste en triangular a matriz cuadrada de partida, tendo en conta as seguintes
propriedades dos determinantes:

i. ao sumar-lle a unha fila un multiplo ou combinacién linear de outras filas, ou a unha
coluna un multiplo ou combinacion linear de outras colunas, o determinante
conserva o seu valor;

ii. ao permutar duas filas ou duas colunas o determinante cambia de signo;

iii. ao multiplicar unha fila ou coluna da matriz por un escalar distinto de cero, o seu
determinante ve-se multiplicado polo mesmo factor.

Calcular o determinante da matriz A=

2 -2 3
5 -2 0
-1 0 2
-2 3 1

12 3
W 1l0o 2 -9
“ 2000 5
06 4

2 -2 3 1
5 -2 0 3 2 fa
_4 0o 2 _q| Polomeétodo das transformacions elementares.
-2 3 1 1
G 1 -2 3 2[2F 1 -2 3 R 1 2 3 2"
m |3 -2 0 5|FF@ |0 4 -9 -1 B 0 2 -9 -1 _
-1 0 2 -1 0o -2 5 1 0o 0 &5 1
1T 3 1 =2 0 5 -2 —4 0 -3 -2 4
F,—3F. 5F,—31F,
2 172 3 2 1.2 3 2
—1 Bl 110 2 -9 —1 6 110 2 =9 —1|\@ 1 5505, _
1 T 20 0 5 1 1010 0 5 1_1012524_24
8 0o 0 31 11 0 0 0 24

Explicacion do proceso:

[1] C,=C,

F,~3F,
[2] | Fs+F,
F,~F,

[3] C,+2C,

[4] —2F,

[6] F.—3F,

[6] 5F,~31F,

(7]

20

Ao permutar duas colunas o determinante muda o signo.

Son trés operacions independentes que modifican cada unha das filas F,, F; e F, sumando-lles
multiplos da fila F, . Estas trés operacions poden facer-se de xeito simultaneo.

Muda a coluna C, sumando-lle un miltiplo de C, .

Ao multiplicar unha fila polo factor —2 o determinante sofre esa mesma modificacién, polo que debe
ser introducido o factor corretor —51 .

Muda a fila F, sumando-lle un multiplo de F, .

Representa en realidade duas operacions consecutivas: a primeira multiplica F, polo factor 5 e, en

consecuéncia, introduce o factor corretor a segunda resta un multiplo de F; .

1.
5

O determinante dunha matriz triangular é o produto dos elementos da sua diagonal principal.



Th 2

8. ApLicacions bo CALcuLo b DETERMINANTES

8.1. CALcuLo pA INVERsA DUNHA MATRIZ CUADRADA

Di-se que unha matriz A, cuadrada de orde n, é unha matriz regular se ten inversa, é
dicer, se existe A’ tal que A-A’1:A’1-A:In. O calculo de determinantes proporciona

un resultado polo que podemos recofiecer se unha matriz € regular ou singular, ou sexa,
se ten ou non inversa, e ademais permite calcular a inversa no caso de que exista.

Proposicion

Sexa A unha matriz cuadrada de orde n; entéon: A é regular < det A#0 ; e ademais

- 1
. PR .. A 1: A .t A
se A éregular a matriz inversa de A é: Gt A dj

Demostracion

= Condicién necesaria

Se A é unha matriz regular enton 3 A" / A A '=A""-A=I_. E polas propriedades dos
determinantes: det A-det A"'=det (A-A”")=det I,=1. Polo tanto det A#0 e ademais

_ 1
det Al=——— .
det A
< Condicién suficiente
_ 1 :
Supofiamos que det A#0. A demostracion de que a matriz A 1=m-Adth é
precisamente a inversa de A consiste en realizar o produto de A pola matriz
A, A, .. . A,
. A, A, . o A,
Adj A=l ... ... .. ... ..|, onde A; son os adxuntos dos correspondentes
A, A, ... ... A,

elementos a; da matriz A.

Utilizando propriedades dos determinantes, de demostracion pesada, obtén-se que os
elementos da diagonal principal da matriz produto tefien valor det A, mentres que o

det A 0 0
0 detA ... .. 0
resto dos elementos son nulos: Adj' A-A=A-Adj' A=
0 0 ee ... det A

resulta a matriz identidade.

. 1
Polo tanto, ao multiplicar este produto por dof A

21



Ex 21

Ex 22

-2 3t
Estudar se a matriz A=| t 0 1| é regular e calcular, se é posibel, a sua inversa para t=2.
17 2 3
-2 3t 81-56 7
dot A=l { o 1=3+20-9ts4=2£—0t+7 : det A=0 & 247-9t+7=0 « t=I9EV81=66_0=5 _ |t=7
1 23 ’ 4 4 t=1

Logo a matriz é singular se t=Z ou t=1 e éregular VY t;tz ,t#1 .

2 2
-2 3 2
No caso particular t=2 o determinante da matriz é det A=|2 0 1|=2-2°-9-2+7=8-18+7=-3 , polo que a matriz
17 2 3
A éregular, é dicer, A eM,(R) | A-AT=ATA=I,.
1 -2 -5 3 1 2 5 -3
Logo ainversasera A'=—|-5 -8 6|=3|5 8 -6
4 7 -6 -4 -7 6
2.3 2,2 5 =3 (=23 22 5 -3 /(300 (100
AAT= 2 01-5-5 8 —6=§-2 o 1|56 8 —6=§-030=010
17 2 3 -4 -7 6 1 2 3/\-4 -7 6 0 0 3 |0 0 1
125—3—2321300100
A~A”:§~ 5 8 —6[|2 0 1|=5(0 3 0|50 1 0
-4 -7 6 17 2 3 0 0 3 |0 0 1

Logo en ambos casos resulta A-A'=A""-A=I, , polo que a inversa é correta.

8.2. CALcuLo po RaNGO DUNHA MATRIZ

Outra aplicacion dos determinantes é o célculo do rango de matrices, € dicer, a
determinacion do numero maximo de filas ou de colunas dunha matriz que forman un
conxunto linearmente independente. Atendendo a propriedade 82 e ao seu reciproco, se
o determinante é distinto de 0 entén o conxunto formado polas filas é linearmente
independente e, de igual xeito, o conxunto formado polas colunas é tamén linearmente
independente.

O método consiste polo tanto na busca da maior sub-matriz cuadrada de A que tefa
determinante distinto de cero. Esta sub-matriz informa do numero maximo de filas e
colunas de A que forman un conxunto independente, e indica tamén que filas ou colunas
integran tal conxunto maximo.

3 3 -1 2
Obter o rango da matriz A=| 0 9 1 7.
-5 -2 2 -1

Se chamamos F,, F, e F; asfilase C,, C,, C; e C, as colunas, resulta que partindo das duas primeiras filas
e duas primeiras colunas temos:

‘g S‘=27¢0 [1], logo tanto (F,,F,} como {C,,C,] son conxuntos linearmente independentes e rang A>2 .
3 38 -1 3 3 2

Engadindo F; e C; temos |0 9 1|=0 e aomudarmos C; por C, resulta (0 9 7|=0.
-5 -2 2 -5 -2 —1

Logo, partindo do determinante [1] € imposibel obter un novo determinante de maior orde que o contefia. Como
conclusion resulta que rang A=2 ; ademais (F,,F,] e (C,,C,} son linearmente independentes e calquer conxunto
que contefia mais filas ou colunas sera forzosamente linearmente dependente, polo que podemos concluir a maiores
que F3; é combinacién linearde F; e F,,eque C; e C, son ambas combinacion linearde C; e C,.
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Ex 23

1
Obter o rango da matriz A= _11
0

dependendo do valor do parametro k .

- XxO
O N X

Chamando F;, F,, F; e F, asfilase C;, C, e C; as colunas e tomando o determinante formado polas trés
Ultimas filas, temos:

1 k 2
det (F,,F3, F,)=|-1 1 0/=k—1,de xeito que k—1=0 = k=1 .
o 1 1

Logo, no caso xeral k#1 os conxuntos formados polas filas {F, F;F, e polas colunas (C,,C, C;] son
linearmente independentes, asi que rang A>3 . Resulta evidente que o rango de A non pode ser superior a 3, xa
que é imposibel atopar un conxunto de mais de trés colunas que sexa linearmente independente (non hai mais que
trés colunas). E como o rango ha de coincidir tanto para filas como para colunas, resulta finalmente que se k#1,
rang A=3 . Asi que os conxuntos {F, F;F, e {C,,C, C;} son linearmente independentes e a fila F; debe ser
combinacion linear das outras trés filas.

1
1
=1
0 1

{F,, F; F, é neste caso nulo, tratamos de formar outro de orde trés que non o sexa.

No caso particular k=171, a matriz A transforma-se en A=

1
3 e como o determinante formado polas filas

- _aad

E imediato ver que o determinante de orde 2 formado combinando {F; F,} e {(C,,C,} é distinto de cero:
‘_1 1‘:— 1#0 ; logo a unica posibilidade de formar un novo determinante de orde trés a partir deste ultimo consiste en

0o 1
17 0 1
engadir F; e C;, co que obtemos: |-7 1 0=0.
o 1 1

Logo se k=1, resulta rang A=2 , con (F,F, e {C,,C,] como conxuntos linearmente independentes e F, e F;
que seran combinacion linearde F; e F,,e C; que sera combinacion linearde C; e C,.

Resumindo: rang A=3 V k#1 e rang A=2 < k=1.
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Th3

9. CowmpaTiBILIDADE E RESOLUCION DE SISTEMAS LINEARES POR DETERMINANTES

9.1. Teorema pe RoucHe-FROBENIUS

O caélculo do rango da matriz de coeficientes e da matriz ampliada dun sistema linear
proporciona toda a informacion necesaria acerca da compatibilidade dun sistema,
conforme o enunciado do Teorema de Rouché-Frdbenius.

Teorema de Rouché-Frébenius

Sexa S=C; x,+C,x,+...+C -x,=B un sistema linear de m ecuacions e n incognitas,
e sexan M a matriz de coeficientes e M* a matriz ampliada do sistema, entén: S é un
sistema compatibel < rang M=rang M * .

Ademais, no caso de que rang M=rang M* , o sistema sera compatibel determinado
< rang M=rang M *=n e o sistema sera compatibel indeterminado
< rang M=rang M *<n .

Demostracion

Sexa o sistema linear S=C,-x,+C, x,+...+C, -x,=B ; resulta o seguinte:

S é compatibel < 3(s,,s,,...,s,)€R" /| C,s,+#+C,S,+...+C-s,=B < acoluna B é
combinacion  linear das colunas de  coeficientes C,,C,,...,C, =
rang (C,,C,,...,C,)=rang (C,,C,,...,C,,B) < rang M=rang M* .

Para demostrar a segunda parte, supofiamos que o sistema é compatibel (e, polo tanto
rang M=rang M*) e indeterminado, polo que tera polo menos duas soluciéns distintas
(s,,8,,...,8,) e (s,',s,",..,S,") . Logo C,s,#+C,s,+...+C,s,=B e
C;s,'+C,s,'+..+C,'s,'=B | e restando ambas expresions obtemos que
C,(s,—s,")+C,(s,—s,')+..+C,(s,—s,')=0, onde non todos os factores que
multiplican as colunas C,,C,,...,C, son nulos, x4 que supuxéramos que as solucions
eran distintas. Isto equivale a afirmar que o conxunto das colunas C,,C,,...,C, é
linearmente dependente e polo tanto rang M=rang M*<n .

Reciprocamente, supofiamos que (S,,S,,...,S,) é unha solucién do sistema, de maneira
que C;s,+C,s,+...+C s ,=B . E supofiamos tamén que rang M=rang M*<n , polo
que o conxunto das colunas C;,C,,...,C, é linearmente dependente. Asi, ha de existir
un conxunto de escalares 0.4,0,,...,a,, de xeito que non todos sexan nulos e tal que
C,0,+4C,a,+..+C 0,=0

Sumando as duas combinaciéns lineares das colunas C;,C,,...,C, resulta
C,(s,+a,)+C, (s, +a,)+...+C (s, +a,)=B, asi que (S,+0,,S,+0,,...,S,+0,) serd outra
soluciéon do sistema, distinta da inicial, o que equivale a afirmar que o sistema é
compatibel indeterminado.

Segundo o anterior, se un sistema é compatibel indeterminado, ou sexa,
rang M=rang M*<n, o rango da matriz de coeficientes indica cantas e cales son as
ecuacions principais e as incognitas principais do sistema. O resto de ecuacidéns son
prescindibeis por seren combinacion linear das principais. O resto das incdgnitas perden
tal condicion para convertiren-se en parametros, é dicer, pasan a ser variabeis libres
(poden tomar como valor calquer numero real) das que dependera o valor das incognitas
principais, e dicer, das que dependera a solucion do sistema.

24



Ex 24

xX+y—2z=1
Estudar a compatibilidade do sistema linear S={ 4x—4z=5 .
2x—2y=3
17 1 =2 17 1 -2 1
As matrices de coeficientes e ampliada son, respectivamente, M=|4 0 —4| e M*=|4 0 —4 5|.
2 -2 0 2 -2 0 3
1 1 17 1 -2
‘ ‘:—4;&0 => rangM=>2 e |4 0 —4/=0 = rang M<3; polo tanto rang M=2 .
4 0
2 -2 0
17 1 1
4 0 5/=0 e polotanto rang M*=2 ; logo temos un sistema compatibel xa que rang M=rang M*=2 .
2 -2 3

Como ademais o rango € inferior nunha unidade ao numero de incognitas, resulta un sistema compatibel
indeterminado con 7 grau de liberdade.

O maior determinante distinto de cero, que € o que proporciona o rango de ambas matrices, indica tamén que
ecuacions podemos considerar como suficientes para resolver o sistema, a vez que indica que incognitas poden ser
consideradas como variabeis dependentes e que outras poden adoptar o papel de variabeis libres ou parametros.

1 1

4 0‘;&0 , polo
tanto o sistema pode reducir-se as duas primeiras ecuacions (a terceira ecuacion € combinacion linear das duas
primeiras) e as duas primeiras incognitas ( z converte-se en parametro). Deste xeito obtemos o sistema equivalente

" —2z=1 . o =2z+1 . .
S'= );+Xy_4 ZZ:5 ou incluso S''= );+Xy:4zz++5 , onde o parametro pasa a formar parte dos termos independentes.

Neste caso o maior determinante non nulo é o formado polas filas {F,, Fz} e polas colunas {C,,Cz} :

Este ultimo sistema pode resolver-se facilimente polos métodos de Gauss ou Gauss-Jordan, entre outros:

1 F,oF,
Gl 1 " {1 0| 248
4F ~F, = +=
(1 1‘2z+1 N(o 4‘42—1;Fe~0 Z-y _ Z*y
4 0 | 4z+5 4 0| 4z+5 10 z+§ 0 1 z—l
4 4
y .5 1 . 5 1
A solucion polo tanto sera X=z+,, y=z-7, z € R , ou tamén Z+Z’Z_Z’z zeR .
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9.2. Recra DE CRAMER

A regra de Cramer é un método directo para o calculo da solucién de sistemas lineares
compatibeis.

Def11/Sexa S=C,; x,+C, x,+...+C, -x,=B un sistema linear, di-se que S ¢é un sistema de
Cramer :< amatriz M dos coeficientes de S é unha matriz cuadrada regular, ou o que
é equivalente, se det M#0 .

Th4 Regra de Cramer

Se S é un sistema de Cramer, entén S é compatibel determinado e a sua solucién é
(i
_ det (B,Cz,...,C,,) _det(C,,B,...,Cn) det(C,,...,B,...,Cn)

X,= , X,= , € en xeral
! det (C,,C2,...,Cn) 2 det (C,,Cz,...,Cn) i det(C,,Cz,...,C,,)

onde a coluna B ocupa na matriz de coeficientes o lugar da coluna C; .

Demostracion

[Nota: A demostracion fara-se para o calculo de X, xa que o célculo do resto das formulas é similar.]

O facto de ser S=C, x,+C, x,+...+C -x,=B un sistema de Cramer implica que a matriz
M de coeficientes é cuadrada e regular, polo que o det M#0 e como consecuéncia
rang M=rang M*=n. Asi, todo sistema de Cramer é compatibel determinado.
Supofiamos que a sua solucion é (s,,S,,...,S,), de maneira que
C,-s,+Cy,s,+..+C -s,=B; logo utilizando as propriedades dos determinantes resulta:

det (B,C,,...,C,)=det (C,-s,+C,s,+...+Cs,,C,,...,C,)=

=det (C,s,,C,,...,C,)+det (C,s,,C,,...,C,)+...+det (C,s,,C,,...,C,)=

=det (C,s,,C,,...,C,)=s, det (C,C,,...,C,).

Igualando o primeiro e o ultimo membro das igualdades anteriores resulta a igualdade
det (B,C,,...,C,)
det (C,,C,,...,C,) "

=det (B,C,,...,C,)=s,det (C,,C,,...,C,), de onde se obtén S,=

Ex 25 2x—y—z=3
Estudar se S={ x+2z=0 ¢é un sistema de Cramer e resolvé-lo nese caso.
X—3y+z=1

Para ser un sistema de Cramer a sua matriz de coeficientes ha de ser regular, € dicer, cuadrada e con determinante

non nulo:
2 —1 -1 2 —1 —1
M=|1 0 2|€M;(R) e detM=|1 o 2|=14#0 ;logo S é un sistema de Cramer.
17 -3 1 1 -3 1
3 -1 -1 2 3 -1 2 1 3
0O 0 2 170 2 17 0 0
Asoluciené: x=- -3 11166 11 1 11 __2_ 1 1T -3 17N__8_ 4
T o1 T4 7 YT o1 ] 14 7 © T o1 4 14 7
17 0 2 7 0 2 17 0 2
17 -3 1 17 -3 1 17 -3 1
Asi que X_§ -1 Z——i ou, expresada en forma vectorial: 8§ 1.4
q _7: y_ 7: - 7 3 p . 71 7, 7 o
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Embora a regra de Cramer foi estabelecida para sistemas compatibeis determinados,
tamén pode ser utilizada para resolver sistemas indeterminados. O proceso consiste en
selecionar as ecuacidns e incognitas principais, a partir do estudo do rango da matriz de
coeficientes. Unha vez feita esta selecion, as ecuacions non principais poden desprezar-
se e as incognitas non principais (os parametros ou variabeis libres) pasan a formar parte
dos termos independentes de cada ecuacion. Na sua nova expresion, o sistema pasa a
ser de Cramer e aplica-se-lle a regra correspondente.

Ex 26 [72x+2y+z:0
Estudar se S=| x-y+z=3 & un sistema de Cramer e resolvé-lo se é posibel.
4x—-4y+z=6
-2 2 1 -2 2 1
M=|1 —1 1|eM;(R) e detM=|1 —1 1/=0;logo S non é un sistema de Cramer.
4 —4 1 4 —4 1

Calquer determinante de orde 2 formado coas duas primeiras colunas é nulo, debido a que son opostas. Logo
trataremos de buscar determinantes de orde 2 non nulos coa primeira e terceira colunas:

‘_12 ;‘:—3;60 [1], asi que rang M=2 e os conxuntos |F,,F, e |C,,C; son linearmente independentes.
-2 1 0

Ademais | 1 1 3|=0, asi que rang M=rang M*=2 , polo que temos un sistema compatibel indeterminado, con
4 1 6

1 grau de liberdade.

Tomando as duas primeiras ecuacions e reservando como incognitas x e z, podemos transformar e reducir o
sistema suprimindo a terceira ecuacion, por ser combinacion linear das duas primeiras, e considerando y como libre
(parametro):

—2X+z=-2y
X+Z=y+3

O sistema inicial é equivalente a S , que si é un sistema de Cramer xa que, por [1], a sua matriz de

coeficientes ten determinante non nulo.

Resolvendo polo método de Cramer obtemos:

-2y 1‘ ‘—2 —2y’
,oly+3 1:—3y—3:y+1 o z=L1 y+3|_-6_,
‘—2 1‘ -3 ‘—2 1‘ -3

1 1 17 1

Asi que a solucion é x=y+1, z=2, V ye€R outamén: (y+1,y,2) yeR.
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Ex 27 [ kx+2y—z=2
Estudar a compatibilidade e resolver, se € posibel, o sistema 3=l 4x+ky+z=—1 , dependente do parametro ¢ .

3x—y+2z=-3
kK 2 —1 kK 2 -1 2
As matrices do sistemason M=|4 k 1 |eM;(R) e M*=[4 k 1 —1|€M;4(R).
3 -1 2 3 -1 2 -3
k 2 -1 -
det M=|4 Kk 1|=2k’+4k—6; det M=0 & 2k’+4k—-6=0 = k’+2k—3=0 < e g
3 -1 2 -

Polo tanto teremos un sistema de Cramer sempre que k#1 e k#—3 , é dicer, un sistema compatibel determinado,
no que rang M=rang M*=3 .

Nos casos particulares temos:

17 2 -1 2 1 2 17 2 2
k=1: M*=|4 1 1 —-1]; ‘4 1‘=—7¢0 > rangM=2 e |4 1 —1=0 = rang M*=2 | logo é un
3 -1 2 -3 3 -1 -3

sistema compatibel indeterminado con 7 grau de liberdade, por ser rang M=rang M*=2<3 .

17 2 -1 2 3 2 -3 2 2
k=—3: M*=|4 1 17 —1); ‘_4 3:17&0 = rang M=2 e |4 -3 —1|=4#0 = rang M*=3 | logo
3 -1 2 -3 a 3 -1 -3

€ un sistema incompatibel, por ser rang M<rang M * .

En resumo: estamos ante un sistema compatibel determinado (sistema de Cramer) se k#71 e k#—3, un sistema
compatibel indeterminado con 1 grau de liberdade se k=1 e un sistema incompatibel se k=-3 .

Resolucion no caso xeral k#1 e k#-3 :

2 2 -1 k 2 -1
-1 k 1 4 -1 1
wo=8 =1 2] k=1 _ k—1 1 13 -3 2| k-1 _ 1
k2 —1|  2k*+4k-6 2:(k—1)(k+3) 2(k+3)’ Y=k 2 1| 2k?+4k—6 2(k+3) g
4 Kk 1 4 Kk 1
3 -1 2 3 -1 2
k 2 2
4 Kk -1
R —3|_—3k’-7k+10_—(k—1):(3k+10) _ 3k+10
"k 2 -1 2k?+4k—-6  2-(k—1)(k+3) = 2(k+3)
4 k 1
3 -1 2
. 1 1 3k+10 , 1 1 3k+10
Asi que X_2(x+3)’ y_2(x+3)’ Z——m ou en forma vectorial: 2(x+3)’2(x+3)’_2(x+3) k#1, k#-3 .

Resolucion no caso xeral k=1 :

=—7#0, logo tomando as duas primeiras ecuacions e duas primeiras

O maior determinante non nulo é ‘4 1

12‘

incgnitas, obtemos o sistema equivalente S'= 4);:2};‘/::_2;_21 , que se pode resolver tamén polo método de Cramer:
z+2 2’ ’1 z+2 ‘
X:—z—1 11_3z+4__3z+4 e _|14 —z—-1_-56z-9_52z+9
1 2’ -7 7 ‘1 2‘ -7 7
4 1 4 1
Asi que a solucién é x:—3z7+4 , y=5z7+9 , V z€R outamén: (_3z7+4, 5z7+9,z) ZER.

29



SN AV A RICES D EERVINANGES NS ISTENMASHENEARES I NERERCICIOS ERS GIUEIONS
1. Aixesra bE MaTRICES
2t 0 a+3
1. Calcular o valor dos parametros seguintes para que as matrices A=|—1 =« 0.5
3 1 -1
-7 0 3
B= 1 iguais.
e _4 5 1| sexaniguais
2
-1 -2 5 1
. . |t 3 0 -1
2. Calcular o valor dos parametros para que as matrices A= e

t-s 0 -4 s
17 -1 -7 0

-3 0 &5 -1

B= 0 3 0 a+b sexan simétricas.
b 0 -4
17 -1 -7 0

3. Demostrar que se A e B son matrices simétricas, enton A+B tamén é simétrica.

4. Demostrar que o conxunto M3,4(IR), coas operacions naturais, € un espazo
vectorial sobre o corpo RR.

2 -1 3 5 O 0 0 3
5. Dadas as matrices A=lo0 1 2 -1|, B={2 -2 5 1 e
3 0 -2 1 3 2 -1 1
o 1 -1 2 1
C=|1 1 0 3|,calcular 2A+2(B-C) e —4A- B+§C).
o o 1 -1
. . -3 1 _|-1 -5
6. Resolver o sistema de ecuacidns matriciais: 2A—B= 1 5 4A+7B= p 9|
17 -3
A+4B=
* (0 2

7. Consideran-se duas matrices A e B que verifican A+B=‘; g e

A-B=| 2 3| caloular A*-B?.

-1 0
3 17 3 0 5
8. Resolver a ecuacion matricial 2A—X:X+ZB,con A=|0 3| e B=|—-4 3.
2 -5 17 0
17 0 4 1
9. Resolver a ecuacion matricial —2B—A+2X=3A ,con A=|-1 2| e B=| 2 0]|.
3 1 -1 3
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2. CowmsINACION LINEAR E DEPENDENCIA LINEAR

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Obter trés combinacions lineares diferentes cos vectores u=(3,—1,2,0),
v=(1,5.0,-2) ¢ w=(0,0,-3,2)

2 J J J -
Expresar o vector a=(0,—1,2,6) como combinacion linear dos vectores
u=(3,-1,2,0), v=(-1,0,0,2) e w=(3,0,3,-1).

Expresar o vector a=(0,—1,2,6) como combinacion linear dos vectores
u=(3,0,2,1), v=(1,0,2,2) e w=(3,0,—1,0).

Obter de varias formas distintas o vector a=(3,3,—4) como combinacién linear
dos vectores u=(-1,1,2), v=(2,1,-3) e w=(0,3,1).

Obter de varias formas distintas o vector O=(0,0,0) como combinacion linear dos
vectores u=(-1,1,2), v=(2,1,-3) e w=(0,3,7).

Obter de varias formas distintas o vector a=(3,3,—4) como combinacién linear
dos vectores u=(-1,1,2), v=(2,1,-3) e w=(0,-3,17).

Dados os vectores u=(2,—-3,0), v=(1,0,4) e w=(—1,2,3):
cantas combinacions lineares distintas producen o vector nulo?
€ posibel obter o vector u como combinacion linearde v e w ?

é posibel obter algun dos vectores u, v ou w como combinacion linear dos
outros dous?

Demostrar a seguinte proposicion: un conxunto de vectores {U1,U2,---,UI~ é
linearmente dependente < algun dos vectores do conxunto é combinacion linear
dos outros vectores.

Calcular o valor de t sabendo que o vector vector b=(0,t—1,2,4) é combinacion
linear dos vectores u=(1,1,1,—-1), v=(-1,0,2,-3) e w=(—-2,1,0,0).

Estudar a dependéncia linear do conxunto
T=((-1,1,4),(0,0,0),(2,-1,2),(0,1,3),(2,—2,—-2)|. Eliminar de T a minima
cantidade de vectores para obter un subconxunto de T que sexa linearmente
independente.

Estudar o rango do conxunto T do exercicio anterior.

3. Probuto be MATRICES

21.

22.

23.

Comprobar, utilizando exemplos, que se verifican as propriedades do produto
matricial.

Dadas trés matrices A, B e C, sabe-se que A-B-CeMZ,S(IR) e que
B-C e M4,3(IR) . Obter de forma razoada a dimension de A.

17 2 1 4 1 1
Dadas A=|2 1 2| e B=|—-4 2 0], calcular A-B, B-A, A-Ae B® .
17 2 3 17 2 1
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

o 1 170 0 X
0 0|, I,={0 1 0|, V=(3 -2 4) e W=|y|, calcular A/,
17 1 0 0 1 z

Dadas A=

a wiN

I;A, AW, V-W e W-V.

;11
13 _ 13 13

Calcular M, onde M= 0 1 0
0 0 1

Se A é unha matriz cuadrada de orde n tal que A’°=A, |, é a matriz identidade
de orde n e B=2A—1,, calcular B?.

1
Se A é unha matriz tal que A’=A e BZEA , calcular B?, B°, B*® e B".

a
17 b

Aportar algun exemplo no que se amose que o produto de matrices, en xeral, non &
comutativo.

Calcular os valores de a e b na matriz A= para que A’=A.

Obter as matrices que comutan coa matriz _03 ;)
. _|1 a _|1 b
Demostrar que as matrices A= 0 1] © B= 0 1 comutan, V a,beR.
5 1 vy 17 0 —1
Calcular o valor de Y para que as matrices A=|2 y 1| e B={0 1 0
3 0 -1 -1 0 0

comuten.
Demostrar que se A e B son matrices de igual dimension, enton (A+B)'=A'+B".

Supondo que as matrices A e B poden multiplicar-se, demostrar que
(A-B)=B"A".

Demostrar que dada unha matriz A, o produto A-A' é unha matriz cuadrada e
simétrica.

E certa, en xeral, a igualdade matricial (A+B)’=A?+2 AB+B*? Hai algunha
circunstancia na que tal igualdade sexa certa?

Se A e B son matrices cuadradas de orde n, é certa a igualdade
(A+B)-(A-B)=A*-B*?

Unha empresa produce farifias para alimentacion animal de trés tipos, misturando
en distintas cantidades catro matérias primas: cada saco de farifia do tipo | contén
20 unidades da matéria prima A, 15 da B, 20 da C e 5 da D; o saco de
farifia do tipo Il compén-se de 5, 30, 20 e 10 unidades, respectivamente e a de
tipo Ill contén 70, 10, 10 e 30 unidades, respectivamente. Cada unha das
matérias primas € subministrada por duas cooperativas diferentes aos prezos
seguintes: a cooperativa T vende a 7€ cada unidade da matéria prima A, a
3€ aB,a2€ a Cea 5€ a D eacooperativa K vendea 2€, 4€, 1€ e
4€ | respectivamente.



i. Formar con estes dados as matrices F coas componentes dos distintos tipos de
farifa e P cos prezos das matérias primas para cada cooperativa, de forma que

F e P sexan multiplicabeis.
ii. Calcular e interpretar o produto F-P .

iii. Que cooperativa permite minimizar os custos de producion de cada tipo de farifia?

iv. Se se queren producir 700 sacos de farifia do tipo I, 90 sacos do tipoll e 710
sacos do tipo Il encargando-lle toda a subministracion a unha soa cooperativa, a
cal se lle encargaria, dando por suposto que as calidades dos produtos
subministrados son semellantes? Obter a resposta matricialmente.

4. SistemAs LiNEARES E METoDO DE GAuss

39. Discutir e resolver os seguintes sistemas lineares, utilizando o método de Gauss, e
indicar o grau de liberdade do sistema, no caso de ser compatibel indeterminado:

2x+3y—z=3 y+3z—t=5 X+2y—z=8
. | x—=3y+2z=0 ii. \(xX—y—z+3t=2 Vi. 12x+3y+8z2=12
" 13x+3y—2z=3 X+2z+2t=7 —2x+dy—b5z=—7
X—y-z==9 2x —3y+4z=—1 x—2y=3
X+y+z+t=0 iv. {4x—y+2z=3 vii X+3y=-2
. [3x—3z+2y+t=0 2x+2y—2z=3 L y—x=1
"4z -2t+2x-3y =0 ox—3y+4z=3 2y +x=-3
—X—y—3z+4t=0 dx — _ _
X—y+2z2=5 X—y=z
viii. (y—z=x
zZ—x=y

40. Resolver os seguintes sistemas utilizando o método de Gauss-Jordan:

X+y+z+t=0 2X+5y+z+3t=6
i 3x+2y—z+t=0 i X+3y+2z+5t=0
" |2x—3y+4z-2t=0 "= x+3y+3t=-2
—Xx—y—3z+5t=0 y+2z+3t=-2
2 1 3 17 —1
41. Calcular as inversas de A=|0 1 7 |, B={2 1
17 —4 -3 0 0

utilizando o método de Gauss-Jordan.

5. Matriz INVERSA

2 1
42. Resolver a ecuacion AX+B=C, onde A=[0 1
17 0

4 3 1
c=|2 -1 -2].
2 2 -1

x+3z+1=0
i 2x+2y+z=0
"I x—4y+z+5=0
2y+z—-2=0
1 -3 2
2l e C={0 1
1 -2 =2
1 5 2 1
6|, B=|1 -3 -1
-2 3 1 -2

1
-1
-2

e
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

17 2 3 1 3 1 17 0
Dadas as matrices A=| 2 1|, B= e C=|—-1 2 1|, resolver a
-1 0 2 -1 1 17 -1 1

ecuacion matricial ABX—-CX=2C .

Resolver a ecuacién matricial AXB=C, onde Az(_1 O), B:(2 1

0 1 5 3] ©
(1 0
o] 7).
Resolver a ecuacion matricial AX—-2B=3X, con AZ(_21 _35 ©
|1 =3 2
B_2 0 -2)°
Obter, se existe, a matriz X tal que B2X—-BX+X =B, con B:(g _31 '
. 2 1 0 1 0 1 2 0 ,
Dadas as matrices A= 3 _2), B—(3 4 9 e C—_1 1 4 , resolver, se é

posibel, a ecuacion A-X+C-B'=B-B'.
Se A, B e C son matrices cuadradas da mesma orde, sabe-se que da igualdade

AB=AC non se pode deducir que B=C . Probar que tal conclusiéon pode derivar-
se no caso de que a matriz A sexa regular.

Se A e B son duas matrices cuadradas inversibeis de orde n: ten inversa a
matriz produto AB ? Razoa-lo.

Probar que se A é unha matriz regular, entéon a inversa do cuadrado de A
coincide co cuadrado da inversa de A e, en xeral, a inversa da poténcia n -ésima
de A coincide coa poténcia n -ésima da inversa de A.

1 a
a*-2
a sua inversa en funcién do parametro a.

Comprobar que € unha matriz regular para todo valor de a e calcular

Resolver os seguintes sistemas utilizando a matriz inversa:

X+y—3z=2 x+y—z—3=0
2x+y—6z=1 i. 12x—=2y—3z=1
3x—4y—z=1 xX+y—2z—-2=0
. T, .t X 1 17 —1
—(A-A = =
Resolver o sistema 3( )y 4]>con A o _4]-
2 0 56 |[x\| [-3 4
Resolver a ecuacion | 1 1 —2||y[+| 1 |=|—1]|, de duas formas diferentes.
-1 1 1]\z 2 1
Se A é unha matriz cuadrada de orde trés, probar que A+A' é unha matriz
17 2 1
simétrica. Calcular a inversade A+A',con A=|0 1 0].
2 0 3



56. Demostrar que a matriz A=

2
1

1
2

verifica a ecuacion A’+a A+p/,=0 ,onde /, é

a matriz identidade de orde 2, e determinar neste caso os valores dos parametros
o e . Utilizar o anterior para calcular a inversa de A.

6. DETERMINANTE DUNHA MATRIZ CUADRADA

57. Calcular o valor dos determinantes:

58.

-1 5 iV 10 viii 3 5‘
;4 3 0 1 1 -3
7 L7 0‘ |12 20‘
;g 3 "o 7 11 -3
7 g 7 o‘ L 12 —20‘
-1.5 o -7 1 -3
—1 11 i P 5‘ P 2 20‘
5 3 e o—12 1103
7
Calcular o valor dos determinantes:
1 2 0 19 —22 —4
1 -3 2 vi. 19 —22 4 Xi.
5 3 -4 19 —22 —20
1 -3 2 1 2 3
1 2 0 vi. 0 2 3 Xii.
5 3 -4 0 0 3
2 -3 1 1 0 0
0o 2 -1 vii. |4 -2 0 Xiii.
4 3 5 9 6 -3
2 -3 —4 10 0
0 2 4 ix. 0 1 0 Xiv.
4 3 -20 0 0 1
20 —-30 —40 3 0 0
0 20 40 x. |0 -3 0
40 30 -200 0 0 -3

Xii.

Xiii.

XiVv.

XV.

QR OO O OR

QOR O R O

Xy
0 x
t—1 1
2 t+1
ayq a;,
k‘a11 k'a12
a;; k-ay;
ay k-ay
0
0
o
0
o
0
3 2
-1 0
2 2
17 -1
a+1 b
-1 1
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59

60.

61.

62.

63.

64.

. Calcular o valor dos determinantes:

4

QO VA A0 OO OO O

QO A0 AN SO N~

-1 0

17 3
-2
-2 1

Q2 OO A NWO SWih=~

1
5
-1
3

2L O OO aAaNWA NN

~\

2
4
-1

2

1
1
0
1
3
2

Calcular o valor de x na matriz A:(

1

13

6 10 14
7 11 15
8 12 16

5x
6x
7X
8x

9k

10k
11k
12k

Calcular o valor dos determinantes:
5 9

13z
14z
15z
16z

-2 t 0 0 O
-1 v Ot 0 O
2 "0 0t 0
2 0 0 0 t
-t 0 0 O
vi 0O -t 0 O
|0 -t 0
0 0
172 3 6
vii 2 3 4 9
"3 4 5 9
4 5 6 15
x—1 x-—2
xX—2 x-3
X 0 1
Calcular o valor de x na matriz A={0 x—-1 0
1 0 X+1

SORA JO o

viii.

X OO - OWN=
OO = X O N WN

1
201
-3

47

- O X O Bm_&w

5.5

-22

A Xx © O

tal que det A=—1.

PR NSIEN

tal que det A=0.

~N QW

11
15

16
25
36

1
1
1
1
1
1
1
X

12
16

16
25
36
49

Calcular o valor dos determinantes utilizando transformacions elementares:

133

Obter a matriz A=(a;) € M,;(R), tal que a,=a;=0 e A+A'=4l,, onde I; &
matriz identidade de orde 3, sabendo ademais que det A=10.




65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73

Resolver as ecuacions:

X X X X —-X a b ¢
x 1 0 X_o ioma X b cl_
x 0 x 1 "l-a -b —x c
x x 1 0 -a -b —c x
a b c
Sabendoque |p g r|=25, calcular o valor dos determinantes:
u v w
2a 2c¢ 2b w u v a+p 3a+2u 4p+u
2u 2w 2v i. |c+r a+p b+q ii. [c+r 3c+2w 4r+w
20 2r 2q 3c 3a 3b b+q 3b+2v 4q+v
Calcular utilizando transformacions elementares, o valor do determinante
2+a b c
a 2+b c | e xustificar as transformacions utilizadas.
a b 2+c

1 a b+c
1 b a+c
1 ¢ a+b

Demostrar que o determinante € nulo sen utilizar a regra de Sarrus.

Sabendo que det A=5 e que A é unha matriz de orde 2, calcular o valor de
det (3A) . Razoa-lo.

Se A é unha matriz cuadrada de orde 4, que relacion existe entre det A e
det (kA), con ke R?

Sexa A unha matriz de orde 2 con colunas C, e C, e determinante 4, e sexa
B outra matriz da mesma orde e determinante 2. Se C é a matriz de colunas
C,+C, e 3C,, calcular o determinante da matriz B-C™".

Calcular o valor dos determinantes de orde n:
1 1 17 ... 1 17 x O 0
-1 x 17 ... 1 0 1 x 0
-1 -1 x ... 1 i. |10 0 1 0
1 -1 -1 .. x x 0 0 .. 1
1 2 3 4 n
-1 0 3 4 n
. Calcular o valor do determinante de orde n T -2 0 4 n )
-1 -2 -3 0 n
-1 -2 -3 —4 0
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7.

38

INvERsA DUNHA MATRIZ CUADRADA

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

170 -1
Averiguar para que valores de t a matriz A=|0 t 3 | é singular. Calcular A™’
4 1 —t
para t=2.
17 -1 1 -3 2 1
Achar a inversa das matrices A=|2 1 2| e B=| 0 17 —-1].
o 0 1 -2 -2 -2

0 7 5
Calcular ainversade M=|3 4 a| nos casos en que sexa regular.

7 0 5

2 1 1 5 2 1
Resolver a ecuacion AX+B=C, onde A=|0 1 6|, B=|1 -3 —-1| e
17 0 -2 3 1 -2
4 3 1
C=|2 -1 -2].
2 2 -1

17 2 3 1 3 1 17 0

Dadas as matrices A=|2 1|, B= e C=|—-1 2 1], resolver a
2 -1 1

0o 1 17 -1 1

ecuacion matricial ABX—CX=2C .
. _ -1 0 2 1 |1 0

Resolver a ecuacion AXB=C , con A= 0 1 ,B—(5 3| € C—(O e
Dada a matriz A:? g g , calcular os rangos de A-A" ede A“A,sendo A' a
matriz transposta de A. Para o valor a=1, resolver a ecuacién matricial
A-A-X=B, sendo B= g)

Sexa M unha matriz cuadrada de orde 3 con det M=—1 e que ademais verifica
M*+M+1,=0 , sendo /; a matriz unidade de orde 3. Calcular os determinantes
das matrices M+/; e 3M+3I; .

Sexan A, B e C trés matrices cuadradas da mesma orde. Sabe-se que da
igualdade AB=AC non se pode deducir, en xeral, que B=C . Probar que se no

caso particular de ser A unha matriz regular, entén si se pode derivar tal
conclusion.

Sexan P e Q duas matrices cuadradas regulares de orde n. Ten inversa a
matriz PQ ? Razoa-lo.

Demostrar que se A ¢é unha matriz regular, enton det (A" ")=(det A)".



8.

RaNGO DuNHA MATRIZ

85.

86.

Vi.
Vii.

viii.

Calcular o rango das seguintes matrices:

2 1 0 1 =2
A=|—-1 0 2 3 1
5 2 v. E=|1 0 0
01 0
2 5 1 00 1
B=| 3
1 4 _1 -1 -5 2 -5
3 2 v F=l 2 3 -1 4
' 3 1 0 3
170 -1 2 4 -2 2
C=|-1 1 0
o -1 1 3 -4 1 0 2
17 2 -3 5 —1
D= -2 -1 1.0 -2 vih. G=|0 2 -2 3 -1
=1 2 7 3 7
4 1 1 -2 0 4 342
3 -2 -1 3 1
coso seno O
viii. H=|—-sena coso O
0 0 1
-3 -1 1 =2
5 3 0 3
Dada a matriz A=| 1 3 3 0 |:
-1 1 2 -1
2 -2 —4 2

. engadir-lle unha fila de forma que aumente o seu rango unha unidade;
. engadir -lle unha fila de forma que non aumente o seu rango;
iii. engadir -lle duas filas de forma que aumente o seu rango unha unidade;

engadir -lle duas filas de forma que non aumente o seu rango;
suprimir-lle unha fila de forma que diminua o seu rango unha unidade;
suprimir-lle unha fila de forma que non diminua o seu rango;

suprimir-lle duas filas de forma que diminua o seu rango unha unidade;
suprimir-lle duas filas de forma que diminua o seu rango duas unidades;

. suprimir-lle duas filas de forma que non varie o rango.

39



87. Calcular, en funcién de t, o rango das matrices:

2 t t—-1 0 —1 t 10
i. A=|—1 0 iv. D=| -1 1 0 2 3 1
5 2 0 —1 t+1 viii. G=|0 t 1
2 2 2
i. B=|t 1 v. E=|-3 t 1
-2 6 t+1 —1 t-—-1 1 -5 2 _5
i oozlt —2 1 1 1 t+1 viii. H=23t f _07 ;
17 3 t vii. F=| 1 t+1 1 > 4 5
t+1 1 1 B B

88. Obter o rango do conxunto T=/(-2,3,-1),(1,0,-1),(0,1,—1),(-2,1,1),(-2,2,0) .
89. Estudar o rango do conxunto B=|(1,a,b),(0,1,¢),(0,0,1) .

9. CowmpPaTBILIDADE E RESoOLUCION DE SISTEMAS

40

90. Estudar, usando o teorema de Rouché, a compatibilidade dos seguintes sistemas e

resolvé-los, se é posibel:

2xX—y—z=1
i. {(x—y+2z=3
y—2z=0

x+3y=1
i. | x=3y=2

2x+y=1

x+y—t=0

4y +z—-3t=—1
2X—2y—z+t=1

91. E compatibel determinado o

3xX+y—2z=0 y—3z=t-2
x—y—-z=0 vi x=5-3t+y
x+3z=0 T x—z=t+y
2X+2y—3z=0 2z—t+5=2y
x—y—-z—-t=1 X 2
X—y+z+t=1 5 O+ z=—1
X+y—z+t=2 . 13x 1 1
X+y+z—t=—1 VI \5=* 7 V=5
—2x+2y+gz:4
5
X+2z2=2
sistema (6x+2y=1 ? Razoar a resposta e, en
X—2y+4z=3

consecuéncia, xustificar se tén unha, nengunha ou mais de unha solucién.

92. Estudar a compatibilidade dos seguintes sistemas, e resolvé-los se & posibel,

dependendo do valor dos parametros:

X+2y+3z=k ax+y=1 xX+by+z=1

i. 12x+4y+6z=8 iv. (x+ay=1 X+by+z=>b
3x+6y+9z=12 x+y=a K+ y +2=1
mx+y—z=1 X+my+z=m+2 viii. | x+ky+z=k

i. | x—2y+z=1 V. {mxX+y+z=m X+y+kz=K?
3x+4y—2z=-3 x+y+mz=—2(m+1) (m+2)x+y+z=m—1
3x+2y+az=1 2x+y—z=1 ix. {mx+(m—1)y+z=m—1

ji. {5x+3y+3z=2 Vi. (x—2y+z=3 (m+1)x+(m+1)z=m—1
ax+y—z=1 5x —5y+2z=m



X.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

ax+2z=2 ax+2y+3z+t=6 ii X+my—z=m

Sx+2y=1 .| X+3y—z+2t=1 " |2x—y+nz=n
X—2y+bz=3 X 3x—ay+z=2
5x+4y+3z+3t=9
17 1 1
Calcular os valores de t para que o rango da matriz A=|2 2 2| sexa 2.
3 3t
Estudar a compatibilidade dun sistema homoxéneo de trés ecuacions e trés

incégnitas, dependendo do rango que tefia a sua matriz de coeficientes.

y+2z=0
Estudar a compatibilidade do sistema {3y+z=0 . Resolvé-lo se é posibel.
my+z=0
. 3x—2y+z=5 . .
Dado o sistema _ ., engadir—lle unha nova ecuacién, de forma que o
2X—3y+z=4

sistema resultante sexa:
incompatibel;

. compatibel indeterminado: resolvé-lo neste caso;

compatibel determinado: resolvé-lo.

mx+2y=m
Estudar a compatibilidade do sistema {3x—y=m , e substituir a terceira ecuacién
X—y+z=4
por outra de forma que o sistema resultante sexa compatibel indeterminado para
todo valor de m .

X+y—z=5
2X+y—2z=2
para que ao engadir ao sistema anterior a ecuacién x+2y—z=m resulte un
sistema compatibel indeterminado.

Resolver, se é posibel, o sistema linear e calcular o valor de m

x+1 —z=1
2V 7%=

Dar a solucién do sistema para os distintos valores de a.

2x+y+az=0

ax+3y=2
Calcular os valores de a que fan compatibel o sistema (3x+2y=a e resolvé-lo
2x+ay=3
neses casos.
X+y+z=a—1
Discutir o sistema linear {ox+2y+z=o segundo o valor de @, e resolvé-lo nos
X+y+az=1
casos en que sexa compatibel indeterminado.
Discutir, segundo os valores de k os sistemas:

x+ky =3 . | x+3ky=1
kx+4y =6 " kx—3ky =2k +3

LY



103.

104.

106.

107.

108.
. Pode ser incompatibel un sistema de duas ecuacions e trés incognitas?

109.

110.

111.

112.

42

X+2y+z=3
ax+(a+3)y+3z=1"
de a. Calcular a solucion para todos os valores de a que fagan o sistema
compatibel.

Dado o sistema estudar se € incompatibel para algun valor

mx—y=1

Dado o sistema _ ,
xX—my=2m-—1

calcular m para que:

. non tefia solucion; iii. tefa solucién Unica;

. tefa solucion multiple; iv. tefia algunha solucién na que x=3.

(1+t)x+y+z=1

. Dado o sistema {x+(7+t)y+z=1+t | calcular o valor de t para que:

x+y+(1+t)z=1+t°

. non tefia solucion; iii. tefa solucion unica;
ii. tefa solucion multiple; iv. tefia algunha solucién en que y=0.
3x—ky=3
Ao estudar e resolver o sistema S=|y+3z=6 atopou-se, para certo valor do
X+kz=5

parametro k , que o sistema é compatibel indeterminado e que a solucién para a
primeira incégnita pode expresar-se da forma x=7+2t. Calcular o valor de k
para o que foi resolto o sistema e obter a solucion para as incégnitas y e z.

Nun caixeiro automatico introducen-se notas de 710, 20 e 50€ . O numero total
de notas € 730 e suman 3.000€ . Sabe-se que o nimero de notas de 70€ ¢é o -
veces o de notas de 50€ .

. Calcular o nimero de notas introducidas de cada valor para a=2.
ii. Que acontece co caixeiro se ovalorde o é 37

Neste ultimo caso, se houbese un total de 700 notas no caixeiro, canto difieiro
deberia haber en total, para que sexa posibel unha composicion do caixeiro nestas
condicions?

Responder razoadamente (aportar exemplos, se é posibel) as seguintes cuestions:

. Pode ser compatibel determinado? Pode ser compatibel indeterminado?

Pode ser compatibel determinado un sistema de trés ecuacions con duas
incognitas?

Discutir a compatibilidade dun sistema linear de cinco ecuacions e catro incognitas
con matriz ampliada de rango 5.

E certo que un sistema linear con menos ecuaciéns que incognitas sempre ten
solucién? Razoa-lo.

Sexa S un sistema linear compatibel e sexa S' o sistema homoxéneo que ten a
mesma matriz de coeficientes que S . Realizar un estudo comparado da solucién
de ambos sistemas.

Sexa S un sistema linear homoxéneo con igual nUmero de ecuaciéns que de
incégnitas. Estudar razoadamente o valor do seu determinante sabendo que o
sistema é compatibel indeterminado.



113

114.

115.

116.

117.

118.

119.

Resolver por Cramer:

x+3y =4
2x—y=1
10x+4y =3
20x—-5y=29

x—y=1
X+y+z=11
2X—y+z=5
3x+2y+z=24

X+y+z=m+1

mx+y+(m—1)z=m . Dar a

x+my+z=1
m=1 e interpretar o que acontece neste Ultimo caso.

6x+18y—10z=0

Resolver o sistema homoxéneo |7x—2y—4z=0

4x+10y —6z=0

. Resolver utilizando a Regra de Cramer os sistemas lineares:

Vi.

X+y+z=6
X+z=4
y+z=5

X+y—2z=9
2x—y+4z=4
2x—y+6z=1

solucién para m=2 e para

Calcular t para que os sistemas seguintes tefian algunha solucion distinta da

trivial e resolvé-los en tal caso:

2x —ty+4z=0
X+y+7z=0
tx—y+13z=0

X—y+z=0
i. (2x+y—z=0
X+y+tz=0

Calcular o valor de k para que os seguintes sistemas se podan resolver por
Cramer:

Resolver por Cramer o sistema

Resolver os sistemas lineares:

—_— ——  ——

X+y—11z=4
2X+ky+7z=1
X—y—-z=3

3x-2y+z=1
2X+y+z=-2
x—3y=3

2x-5y+z=0
X+y—2z=5
-3x+11y—4z=1

X+y—z+t=—-8
X—y+z+t=2
X+y+z—t=6
—X+y+z+t=—4

iv.

V.

xX+y=5
i. 1 y—3z=k
x+z=1
(2bx+ay=c
|-3bx+2ay=4c"

X+y+z+t=2
2x—-y—z-2t=5
3x+2y+3z—-t=20
—X+y—z+2t=-10

x—by+3z=—-14
3x—-y=11
X+z=3

Vi.

Vii.

a6y+J§z:—%9
2x+3y+z=1,56

—x+10\/§y+2 z=0
X—2y+z+5t—r=3
—x+;—y—2t+3r=—2
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10. VARIEDADES

120.

121.

122.

123.

124.

44

Discutir e resolver os seguintes sistemas lineares e interpretar xeometricamente a
sua solucion:

—Xx+y=1 —X+y=—1 —X+y=—1
2x—-2y=2 i. (x—3y=3 ji. (x—=3y=3
x—3y=3 X+y=—1 2xX+3y=6

Razoar se é posibel que un sistema de catro ecuacions e trés incégnitas sexa
compatibel.

Razoar se é posibel que un sistema de n ecuaciéns e n—171 incognitas sexa
compatibel.

Calcular o rango das seguintes matrices, utilizando o método de Gauss:

170 -1 2 3 17 2 3 4 -1 2 3 4 5
2 -1 0 1 3 . 5 6 7 8 . |12 1 83 2
3 -1 -1 3 6 19 10 11 12 0 4 4 7 7
5 -2 -1 4 9 13 14 15 16
Catro cidades estan conectadas por via aérea Londres

> P V L R

segundo o grafo adxunto, no que as frechas
indican unha conexidén que parte da orixen e Riode
chega ao extremo da frecha. A matriz que Janeiro x Vigo

p |0 1 1 1

representa este grafo é A=y [1 0 1 0], Port
L 000 1 ore
R \1. 0 1 0

onde o valor 7 indica que existe unha conexién da cidade correspondente & fila
coa cidade da coluna e 0 indica o contrario. Responder as seguintes cuestions:

. De que cidade parten mais voos e cal recibe mais?
. E posibel realizar un véo directo de Rio a Vigo? E indirecto? Cantas etapas son

necesarias?

iii. Calcular o cuadrado da matriz A e interpreta-la.

Cantos aviéns hai que enlazar para viaxar de Londres ao Porto?

Estudar matricialmente se é posibel viaxar de Londres a Vigo e cantos avions
habera que enlazar.

. O seguinte esquema representa un entramado

. . . 500 200
urbano no que se indica, para cada tramo, o sentido

da circulacion e a cantidade de veiculos por hora 0o " x 300
que poden circular.

. Propér un sistema de ecuacions para os cruces A, ‘ d
B, C e D eobterosvaloresde x, y, ze t. o . o0
- D - c -
. Comprobar que polo tramo AD poden pasar cada
hora entre 700 e 300 veiculos. 100 100




126.

127.

128.

iii.
129.

. Se se cerrase o tramo AD por obras, formaria-se algun tapoén circulatério? Onde?
X+y=2 o X+y=2
x+1,0001y=2 x+1,0001y=2,0001
dezmilésima nun dos seus termos independentes, polo que se poderia esperar que
as suas solucions fosen mui semellantes.

Os sistemas lineares difiren sé nunha

. Resolver cada un dos dous sistemas e comparar as solucions.

. Interpretar xeometricamente cada sistema e a sorprendente disparidade das
solucions.

Os bois de Newton: 75 bois paceron en 712 dias a herba dun prado de 60 areas.
En 15 dias, 87 bois paceron a herba dun prado de 72 areas. Supdn-se que a
cantidade de herba que pace diariamente cada boi, a cantidade inicial de herba por
cada area e a cantidade de herba que crece diariamente por cada area son
constantes. Calcular a cantos bois pode alimentar durante 78 dias un prado de
96 areas.

Sabendo que toda parabola ten unha ecuacion da forma y=ax’+bx+c :

. E posibel trazar unha parabola polos pontos A(-1,2), B(1,0) e C(3,6)? No
caso afirmativo, é unica ou existen varias posibilidades?

. O mesmo para os pontos A(—1,2) e B(1,0).
O mesmo para os pontos A(—1,2), B(1,0), C(3,6) e D(—3,10) .

Dados trés pontos do plano A(x,,¥,), B(X,, ¥,) e C(X;, ¥5),con X;, X, e Xy
distintos, baixo que condiciéns pode trazar-se unha parabola que contefa os
pontos A, Be C?

11. SOLUCIONS

1
2
3
4

. A#B V t,aeR.
. t=—2 e s=—7 ,amatriz B non é simétrica en calquer caso.
. Pode-se ter en conta que unha matriz € simétrica se coincide coa sua trasposta.
-8 g —% 24
4 -4 8 12 1 5 5 3
2A+2(B-C)=| 2 -4 14 —-6|; —4A-|B+-Cl=|-= = —-13 =
2 2 2 2
12 4 -8 6
-156 -2 179
2 2
_1(-11 1 _1/5 -7
A 9( 4 22) B_Q(—1 —1)'
2 p2_1(31 13
A 8_2(11 19)'
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11.
12.
13.

14.

15.

16.

XZ% 12 15
13 —40
6 1
X=|0 4
5 5

u+3v+0w=a.

17.

18.
19.

20.

O vector a non é combinacién linearde u, v e w.

O vector a pode obter-se da forma a=au+fv+yw , sempre que a=71-2y e
p=2-vy.

O vector O pode obter-se da forma O=au+fv+yw , sempre que a=—-2y e
p=—vy.

O vector a pode obter-se da forma a=au+fv+yw , de maneira Unica con a=1,
=2 e y=0.

I.S6 unha; ii.€ imposibel; iii.€ imposibel.

t=25 .

E un conxunto linearmente dependente. E preciso eliminar dous vectores (entre

eles o vector nulo) para lograr un subconxunto de T que sexa linearmente

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27

independente.
rang T=3.
AeM,,(R).
-3 7 2 7 11 9
AB=|6 8 4|: B-A=|0 -6 0|;
-1 11 4 6 6 8
25 39 18
B*=|-100 -32 -28|.
-38 15 -1
2X+Z7
Al,=1,A=A; AW=l 3x
5x+y+z
n n
17 1 1 1T — —
M™=l0 1 0] e, enxeral, M"= 13 13|
00 1 o 1 0
o o0 1

B’=1,.Enxeral B'=I, se k é pare B*=B se k éimpar.

. En xeral B”=%‘A VY neN,

6 6 8
A-A=l6 9 10|;
8 10 14
—2x 4x

3x

3z

: V-W=(3x—2y+4z); W-V=|3y -2y 4y].

-2z 4z



28.
29.

30.

31.
32.
33.
34.
35.

36.

37.

38.

iii.
39.

40

41.

42.

43.

44.

45.

Tenque ser a=0 e b=7 ou a=171¢e b=0.

a,, a
=121 | a,=0, a,,=a,,+5a,, .

Son matrices da forma A=
4y Ay

AB#B-A VyeR.

(A-B)'=B"A".

A demostracion consiste en probar que a trasposta de A-A' coincide coa propria
AA.

(A+BY=A’+2 AB+B’ = A-B=B-A; é dicer, a igualdade é certa s6 no caso de
que as matrices A e B comuten.

Para que a igualdade sexa certa é condicion necesaria e suficiente que as matrices
A e B comuten.

i.0 produto F-P representa o custo de producién de cada tipo de farifia segundo a

130 140
cooperativa subministradora: F-P=|185 190|;
210 190

. a cooperativa T minimiza os custos de producién das farifias tipo | e tipo Il e a

cooperativa K minimiza os custos da fariia tipo Ill;
para esta producion, a cooperativa K da un mellor prezo total.
i.(0,2,3);ii.(0,0,0,0) ;iii.(7-2z-2t,5—-3 z+t,z,t) z,t € R; iv.incompatibel;

6-z 6z—1 437 62 23
o 62 23| .. i (0.0.0
< 5 2 Z€|R,VI.(—73 17373 | vilincompatibel; viii. (0,0,0) .
(0,0,0,0):ii.(2,1,0,—1) - iii. (~1,1,0) .
25 -9 4 17 1 -3 -4 2 =3
-1 1 —1 1 —1 1
A:a7—9—14,B:§—270,C:1—82 8 —-3].
-1 9 2 0 0 3 2 —-10 -3
-1 7 3
X=|1 -16 -7
0 3 1
1 -1 1 3
XZE -5 1 -1
0 0 —4
-3 1
x4 )
_1(8 -6 -2
X‘5(—2 6 8)
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46.

47.

48.
49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57. i

58.

59.

60.

61.

62.

63.
64.

65.

66.
67.

4t

2110 9
_1/-4 6
X=711 _26
Lembrar que regular equivale a ter inversa e tamén a ter determinante non nulo.

Obtén-se a identidade (A-B) =B "-A".
Obtefien-se as identidades (A°) '=(A7")? e (A" '=(A7)".

2_ —
det A=—2+0 ¥ acR: A'=—1[@ 2 —a
2\ —a 1
i.(5,3,2);ii.(3,1,1)
—1
1
1
—1
1
1—4 4 2
5 -1 =2
2 -2 0
_ . a1 2 —1
a=—4e p=3:;ainversade A ¢é A 314 2).
i. —i;g;ii.g;iii. —3;§8;iv.1;v.49;vi.49;vii. —56 ; viii. —14 ; ix. =56 ; x. 56 ;

Xi. =56 ; xii. x2; xiii. —1; xiv. 0; xv. 0

i. 22 :0i.— 22 ;iii. 22 ; iv. —88 ; v. —88.000 ; vi. 0 ; vii. 6 ;viii. —6 ;ix. 1: x. =27 ; xi. o
: Xii. o ; xiii. 0; xiv. (a+1)-(a+b+1)

i, —123 ;0. 24 ;iii. 24 ;iv. 1; v. t*; vi. t*; vii. 0 ; viii. 0 ;ix. 1—x*; x. 0

det A=—1 V xeR.

—1+5 —1-5

ou X=

A=—1 =1 x=
det o x=1; x > 2 .

—t

A= 0|, teR
2

~ O N
SN O

i. 13 ;ii. —19 ;iii. 8 ;iv. (x+1)°
Son todos nulos.

i. x=0 ou x:% ii. x=a, x=—b, Xx=Cc ou x=b—a—c.

i. 200 ;ii. —75 ;iii. 600
4-(2+a+b+c)



68

69.
70.

71.

72.
73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82
83

84

85.

. Abonda con sumar-lle a terceira coluna a segunda.

det (3A)=45
det (kA)=k*-det A
B-C™': det (B-C"):%.
i (x+1)"" 75 1—(=x)"
n!
’ —t°-3 -1 t
A'l=——— | 12 4-t —3| VteR-{1,3]; en particular, para t=2
(t=1)-(t-3)
—4t -1t
7 1 -2
resulta a matriz A '=[-12 -2 3
8 1 =2
S 1 1 -3 ;-4 2 -3
A”:§ -2 1 0 eB*’:ﬁ 2 8 -3|.
0 0 3 2 —-10 -3
1 ; 20 —-35 7a-20
M'=—————|7a-35 —-35 35 | Va#5
9(@-5)|" 56" 49 o1
-1 7 3
X={1 -16 -7
o 3 1
S|=7 7T -7
X=-2|20 13 4
15 —15 10
_[-3 1
x5 )

rang (A-A')=rang (A"“A)=2 V a€R;.amatriz é X=(_21) .

det (M+1,)=1 e det (3M+31,)=27 .

. A demostracion fundamenta-se na existéncia da matriz inversa de A.

. Se P e Q son duas matrices regulares de orde n, entén a matriz PQ é regular

e (PQ)'=qQ P,

. A demostracibn é consecuéncia da propriedade dos determinantes:

det (A-B)=det A-det B .
i.rang A=2 ;ii.rang B=1;iii.rang C=2 ;iv.rang D=3 ;v.rang E=3;
vii. rang F=2 ; vii. rang G=2; viii. rang H=3

86.

49



1
2 se t#——

87. i.rang A=2 VY teR;ii.rang B= ;ilii.rang C=2 VteR;
1 se t:_E

1
2 se t=+y2 2 se t=—1 ou t—E

< rang E=
3 se t;«éi%2’v' I

iv. rang D:[ y
3 se t#—1 e t;«éE

1 se t=0
vi.rang F=12 se t=—1 ;vii.rang G=3 VteR;
3 se t#0 e t#—1

3 se t=1

i rang H=
vill. g 4 se t#1

88. rang T=2
89. rang B=3 V a, b,ceR

90. i. (3%%) ii.incompatibel; iii. (t—y,y,3t—4y—1,t), y,t € R; iv.solucién ftrivial
17 33 .(80 48 21 11) . 13.318 716 31.730

91. E un sistema de rango 2, compatibel indeterminado (solucién muiltiple).

9o i |SCl = k=4: (4—2y—-3z,y,2z), y,Z€R
"SI o k#4

, 1 m+11 2m+16
i. SCD VmeIR.( 5 5 5
8 3a—4 6(a’*~4a+5) 6—3a
D 1 —:
| SOP = ARt e At ) (3a=8) (a—1/(3a—8) (a— /{328

_ _8
Sl  a=1 ou a—3
SCl & a=1: (1-y,y), y€R
iv. {\SCD < a=-2: (—1,-1)
SI © a#=1 e a#—2

Sl & m=1
SCl © m=—2- 3Z+4,3Z+2,Z . zeR
V. 3 3
SCD © m#1 e m#-2: m(m—6) m’+3m+3 —2(m+1)
(m—1)-(m+2)" (m—1)-(m+2)" m—1

. |SCl & m=8: (x,3x—4,5x-5), x€R
i
SI © m#8



93.
94.

95.

96.
97.

98.

Sl & k=-2
SCl = k=1: (x,y,1-x-y), x,y€R

Vii. 2 2
o k1)1 (k+1)
SCD & k#1 e k#-2: w12 k12’ k12
vii SCl & b=1: (x,y,1-x-y), X,y €R
1Sl o b#1
SI & m=-1
SCl o m=1 ou m=0- (-z,2z,z), z€R para m=1
ix (-z—1,z+1,2), z€R para m=0
SCD & m#1 e m#—1 e m#0: m—2’ 2 , 1
m+1 " m+1 m+1
Sl = a=t
3
« |SCl & a=1: X’20)§—3’11:94X,21—836X . xeR
SCD « a#1 e axl: |1, 1 T1=5a 7-4a
3 \7-3a 7-3a 7-3a 7-3a
S| « ab=12 e a#3 (= b#4)
|sCl e a=3 e b:4:bg7_5x,2_3x, x €R
Xi. 5 2
2b—8 ab—10b+28 4a-3
D #12:
SCD = ab (ab—12’ 2(ab—12) ’ab—12)
sl o m;t—l oU ni_2- (1—mn)z+m(n+1),(n+2)z+2m—n,Z . zeR
ii 2 2m+1 2m+1

__1 __
S © m= 2 e n=-2

rang A=2 < t#3

Un sistema homoxéneo é sempre compatibel. Se M ¢é a matriz de coeficientes do
sistema, este sera determinado << rang M=3; e sera indeterminado
< rang M<3 .

E un sistema compatibel por ser homoxéneo e determinado por ser
rang M=2 ¥ m € R: logo a sua solucion & a trivial (0,0) .

O sistema é incompatibel se m=—6 e compatibel determinado se m#—-6 e é
imposibel substituir a terceira ecuacion por outra de xeito que resulte un sistema
compatibel indeterminado para todo valor de m .

A solucién é (z—3,8,z) z€R e o sistema de trés ecuacions sera compatibel
indeterminado se m=13..
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99.

100.

101.

102. |

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

52

« 4—2(x—1)-(a+2)’_ 2 , a,X€ER e a#-2
a+2 a+2

J

O sistema é compatibel & a=-5; neste caso a soluciéon é x=y=—1.
SI & a=1

SCl & a=2: (x,1-x,0), x€R
SCD & oa#1 e a#2

Sl & k=-2
SCl « k=2: (3-2y,y), y€R
i.
| 6 3
SCD & k#2 e k#-2: 12 k12
2k+4 k+3

SCD o k#—1 e k#0:

i, k+1° 3k(k+1)
Sl © k=—1 ou k=0
@) sistema é incompatibel < a=3; a solucion é

8 3a—1
3-5 VYV a3 —y), YyER, Va=3.

i.O sistema é incompatibel & m=-1;

ii. o sistema é compatibel indeterminado ® m=1;
iii. 0 sistema é compatibel determinado ® m#1 e m#—1;
iv. pode ser m=1 (SCI), caso no que o sistema ten solucion (x,x—1) x€R, e

4 e
para x=3 resulta y=2; ou ben m=—§ (SCD) e neste caso a solucion é unica:

x=3 e y=-5.

i.O sistema é incompatibel & =-3;

ii. o sistema é compatibel indeterminado < t=0;

iii. 0 sistema é compatibel determinado < t#0 e t#-3;

iv. pode ser t=0 (SCl), caso no que a solucion & (1-y—z,y,z), y,Z€ER, e
para y=0 resulta (1-z,0,z), z€RR;ouben t#0 e t#—3 (SCD) e a solucién
neste caso é Unica paracada valorde t: x=—1, y=0 e z=t+2.

O valor para o que se estudou o sistema é k=2 e a soluciéon é x=7+2t, y=3t e
z=2—-t.

Para a=2, introducen-se 80 notas de 10€, 10 de 20€ e 40 de . Para
a=3 o problema s6 teria solucién no caso de que a suma total fose de 2.000€ .

i.Si, ten que ser o rango da matriz de coeficientes 7 e o da ampliada 2;

ii. non porque o rango da matriz de coeficientes nunca sera igual ao numero de
incognitas; se é compatibel, forzosamente ha de ser indeterminado: abonda con
que as matrices de coeficientes e ampliada tefian ambas 0 mesmo rango;

iii. si, as matrices de coeficientes e ampliada deben ter rango 2.

Sera en todo caso un sistema incompatibel porque se o rango da matriz ampliada
é 5, a matriz de coeficientes sera de rango 4 e polo tanto diferentes.



110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.
122.
123.

Non, abonda con pensar nun sistema no que a matriz de coeficientes sexa de
rango inferior ao da ampliada.

No caso de que S sexa compatibel, enton os sistemas S e S' seran
determinados ou indeterminados simultaneamente.

O determinante da matriz de coeficientes ha de ser nulo, para que se cumpra a
condicién de que o seu rango sexa inferior ao numero de incognitas.

Cigqy.a (181 23
|.(1,1),||.( 13 13
A regra de Cramer, aplicada de maneira formal, da a seguinte solucion:

m*—m2-2m+1 m
T~ ,1_m,m(m+1)

m=1. Se m=1 o sistema é incompatibel. Para m=2, a solucién resulta ser
(-1,-2,6).

(2y,y,3y), yER

i, (5,4) ;iv. (4,5,2) ;v.(1,2,3) ; vi.

; mas esta solucion non é valida para o caso

. . .. . 12 e
i.O sistema é indeterminado < t=3 ou t:—7; nestes caso a soluciéon é

12
(-5z,-2z,z), z€R para t=3 e (-282,35z,z), z€ R para t:—7;

ii. 0 sistema é indeterminado < t=—1 e neste caso a solucion é: (0,z,z), zeR.

19
i.O sistema é incompatibel & k=——, logo pode resolver-se por Cramer para

5
19
todo k?&—? ;

ii. o sistema é sempre compatibel determinado e polo tanto pode resolver-se por
Cramer para todo valor de k .

2c 11c

7b’ 7a

i.(3+3y,y,—7y—8), y € R;ii.incompatibel; iii. (1,—2,3,—4) ;iv. (1,2,3,-4) ;

" (7_8 47 _g)_vi_(1.oooﬁ+346 45V2+500 _ 2.0002+327 |
177177 17)° 902+1.050 "90v/2+1.050" 90+2+1.050 |’

Vii. (x,3x+6t—-9r—6,5x+7t—17r+3,t,r), x,t,r €R

i.E un sistema incompatibel; cada ecuacién é unha recta no plano XY e as duas
primeiras ecuacions son paralelas, polo que a intersecién das trés rectas € un
conxunto vacio;

A solucion é Y a#0 e b#0.

ii. € un sistema compatibel determinado: son trés rectas que se cortan no ponto
P(0,—1);

iii. € un sistema incompatibel e corresponde a trés rectas que se cortan por pares
pero non hai nengun ponto de corte comun a todas elas.

Si é posibel.
Si é posibel.
As trés matrices son de rango 2.
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124.

125.

126.

127.

128.

129.

54

i.Porto € a cidade da que parten mais e Londres € a que chegan mais voos;
ii. non, precisan-se duas etapas como minimo;

2 0 2 1
jii. a matriz A%= (1) g ; 0 representa as conexions que se poden realizar en
o 1 1 2

duas etapas;
iv. dous avions;

v. pode-se chegar nun minimo de trés etapas.

170 0 1 600

i. A matriz do sistema é 110 0 500 e a solucidn
0 1 1 0 200
0 0 1 1 300

(600—t,t—100,300—t,t) t €R;

ii. como consecuéncia da solucion do sistema, o valor de t ten que estar
comprendido entre 700 e 300 veiculos/hora;

iii. forma-se un tapén en B.

As suas solucions son (2,0) e(1,1), respectivamente. Para interpretar este
fendmeno convén representar os dous sistemas (cada ecuacién é unha recta e
cada solucion é o ponto do plano no que se cortan as duas rectas que conforman o
sistema).

A solucion é 738 bois. Indicacion: a solucion obtén-se tras impor-lle a certo
determinante a condicién de ser nulo; por que?

i.Existe unha Unica parabola que é y=x?—x ;

ii. existen infinidade de posibilidades, todas elas de ecuacidn
y=ax?—x+c | a+c=1;

iii. non é posibel trazar tal parabola.
Sempre.
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