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LITERATURA E MATEMATICAS
O oito

Sharrif ia sacando os libros [da mifia bolsa] e ordenandoos nunha morea sobre o
escritorio mentres lia coidadosamente os titulos.

—Xogos matemdticos de xadrez... ah! Os niimeros de Fibonacci! —exclamou, con ese
sorriso que me facia sentir que tifia algo contra min. Sinalaba o aburrido libro de
Nim-. De modo que che interesan as matemaéticas? —preguntou, mirdandome con
intencién.

—Non moito —dixen, pofiendome en pé e tratando de volver gardar as miiias per-
tenzas na bolsa. [...]

~Que sabe exactamente sobre os niimeros de Fibonacci? [...]
—Usanse para proxecciéns de mercado ~murmurei-. [...]

—Entén non cofiece o autor? [...] Refirome a Leonardo Fibonacci. Un italiano na-
cido en Pisa no século X11, pero educado aqui, en Alxer. Fra un brillante cofiece-
dor das matematicas daquel mouro famoso, Al-Kwarizmi, que deu o seu nome 4
palabra «algoritmo». Fibonacci introduciu en Europa a numeracion ardbiga, que
reemprazou os vellos nimeros romanos...

Maldicién. Debin comprender que Nim non me fa dar un libro s6 para que me
entretivese, ainda cando o escribise el mesmo. |...]

Permanecin lendo case ata a0 mencer e a mifia decisién resultara produtiva, ainda
que non sabia con certeza como. Ao parecer, os ntimeros de Fibonacci tisanse pa-
ra algo mais ca as proxeccions do mercado de valores. A resolucion dun problema
levara a Fibonacci a formar esta interesante sucesién de numeros empezando po-
lo un e sumédndolle a cada nimero ao precedente: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... [.. ]
Descubriu que os cocientes entre cada termo e o anterior se aproximaban ao nu-

1+ 5 ) o .
mero T @ que este numero descnbla tameén a estrutura dE todas as cousas

naturais que formaban unha espiral.
KATHERINE NEVILLE

Os numeros de Fibonacci aparecen con frecuencia na natureza. Por exemplo,

0 numero de espirais dos xirasoles ou das pifias é sempre un destes nimeros.

Ademais, como se di nesta novela, ao dividir cada termo da sucesién de Fibonacci

entre o anterior, obtense unha nova sucesién de nimeros que se aproximan
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cada vez mais ao niimero de ouro: . Ainda que non a descubriu Fibonacci,

esta propiedade é verdadeira. Comprébaa ti mesmo.




ANTES DE COMEZAR... LEMBRA

Sucesions

Unha sucesion é un conxunto
ordenado de ntumeros reais:

ai, dy, ds, ds, ds, ..., p_1, Ay, Anyl, -

A cada un dos numeros
que forman a sucesién chamaselle
termo da sucesion.

O termo xeral dunha sucesion é
unha expresion alxébrica

que nos permite calcular calquera
termo da sucesion, sabendo

o lugar, n, que ocupa,

e represéntase por d,.

Factorizacion
dun polinomio

Factorizar un polinomio

é expresar un polinomio como
produto de factores que tefian
o menor grao posible.

Para factorizar un polinomio
podese utilizar a extraccién

de factor comun, a regra de Ruffini
e as igualdades notables.
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Consideramos a sucesion:
2,4,6,810,12...

O seu termo xeral é a, = 2n, sendo n o lugar que ocupa o termo
na sucesion

a; — E o terceiro termo da sucesién: as =2 - 3=6

a; — E 0 sétimo termo da sucesién:a; =2 - 7= 14

O termo 34 da sucesion é: gy =2 - 34 = 68

O termo 1.000 da sucesion é: d; g = 2 + 1.000 = 2.000

Z

Fa n P
Se unha sucesion ten por termo xeral g, = , enton:

n+4

o . . i =2 1
« O primeiro termo da sucesion €: d; = = e == (0],

182-2 32
1844 2

« Otermo 18 da sucesién é: aig =

10002 —2 _ 999.998
1.000 + 4 1.004

« Otermo 1.000 da sucesion &: G o = = 995,01

Repasa

1 Escribe os termos 14, 123 e 2.345 destas sucesions.

a) a, =n*—3n+2 b) a, = nt4
2n+1

Factorizamos o polinomio P(x) = 2x* 4 8x* + 2x* — 12x.

PRIMEIRO. Se 0 polinomio non ten termo independente, sacamos factor comun.

2+ 8x%% 4+ 2% — 12x = 2x(x> + 4x> + x — 6)

secunpo. Calculamos os divisores do termo independente do polinomio.
Div (—6) = {1, £2, +3, +6}

TERCEIRO. Para comprobar se un divisor, g,
do termo independente é rafz,

realizamos a division entre (x — a) | 1 5 6
pola regra de Ruffini.

I 5 6 |0
Despois de encontrar a primeira raiz, 7 5 _6
repetimos o proceso.

T 3 [0

O polinomio factorizado é:
4 83+ 2xF — 120 =2x(3 + 4 + x — 6) = 2x(x — 1)(x + 2){x + 3)

Repasa

2 Factoriza este polinomio: P(x) = 7x° + 14x* — 35x® — 42x?

Urudade 9



Simplificacion
de fraccions alxébricas

(y* — )2 =2x +1)
2

Simplificamos a fraccion alxébrica:
Xy (x —1)

PRIMEIRO. Factorizamos 0s polinomios do numerador e do denominador.

=X =2+ Py -n =2+ Py —Dx—12

Xy (x=1) T X2 (x =) r x4 x=1)
Sacamos factor comun y* Cadrado dunha diferenza:
Y-y =yly-1) =21 == 1)

secunpo. Dividimos o numerador e o denominador entre os factores comuns
a ambos.

Ply =90 =7 _ yly —x—=1

XLty - X

e Simplifica estas fraccions alxébricas.

x% 4+ 2x 41 9 yi(x* — 4x + 4)
x(x+1) x(x—2)
X (x* —4) (x* —9)(y* —16)
b e
) x—2) D yx—6)y+4r

Suma e resta
de fraccions alxébricas

Para sumar ou restar fraccions
alxébricas é necesario reducilas
a comun denominador.

Logo stimanse ou réstanse

0s seus numeradores e dividese
entre o denominador comun.

SIES2) . PR3
n-=+1 n—1

Realizamos esta operacién:
Comun dencminador:(n + Xn — ) =n> — 1

3P =2 (@ -N:(n+N=n-1 (30" =2(n=1) 3n*~3n*—2n+2

mael n*—1 i ir =1

43 (i -Din=N=n+1 (P +3)n+10) _n+n+3n+3
n—1 n”—1 n—1

31°-2 43 _ 330" -2n+2 n*+n’+3n+3

n+1 n—1 n?—1 ' n”—1
_ 20 —4n —5n—1
] nz—..-T

Q Resolve estas operaciéns e simplifica o resultado.

2 -
X 3x+1 b) (ZX_Z)_X 1

a) (x+1)—

x—1 3x




€ Sucesions. Limite dunha sucesion

1.1. Sucesions

Unha sucesion de ntimeros reais ¢ unha funcién que asocia a cada nu-
mero natural n un namero real a,.

fIN—R
1"“—)0.1
2—)a2

W 2l

A cada un dos ntmeros da sucesién: d;, d,, ds, ..., d,, chamaselle termo da
sucesion, e o termo d, é o termo xeral da sucesién.

Exemplos

1 Encontra o termo xeral destas sucesions.

a) 2,4,6,8,10,... b) 1,4,9, 16,25, ...
a)N—R b) A N— R
] —f)=ag,=2 1 —fN=0=1
2 —fQ=a,=4 2 —f=0a0,=4
3—sf3)=a;=6 3 —fB)=a;=9
4 — S fh=a,=8 4 —fd=a,=16
n—fin=a,=2n n—sfm=a,=n
100 — A100) = Gy0 = 2 - 100 =200 100 —— f{100) = ty0 =
= 100?=10.000
2 Calcula os cinco primeiros termos da sucesion de termo xeral:
a, = M, sendoa, =1
a,; +1
a, = Opy + 2 n=2’ 4 = a+2 =—3—='I,5
Gpq + 1 a+1 2
anzan_‘+2 n=3 03=GZ+2=1='|'4
O +1 a, +1 5
a, = Gat2 n=4a, s = as + 2 =l=1'417
Ap_y + 1 as+1 12
a, = Gn- + 2 =5 as = ds +2 =ﬂ=1,414
pq + 1 a, +1 29
Comprobamos que os termos desta sucesién son nimeros racionais
gue se aproximan ao valor de J2 = 141421,
ACTIVIDADES
1 Obtén o termo xeral destas sucesions. 2 (oa tUa calculadorg, calcula os cinco primeiros termos
Qny+3
8 7 1 b 3 s da sucesién recorrente a, = a1—+1’ sendoag, =1,
T T T s T = B n-1
5 15 45 1 4 1 e determina o nimero ao que se aproxima.
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1.2. Limite dunha sucesiéon

O limite dunha sucesién de ntimeros reais, de termo xeral a,, é un nime-
ro real a cando, para valores moi grandes de n, os termos correspondentes

da sucesién se aproximan a el.

Isto escribese como: lim a, = a

n—x

Lese: «O limite da sucesién a,, cando n tende a infinito, é a».

Exemplo

3 Calcula o limite das seguintes sucesions,

a)

b) a,=n*—1

a)

b)

d)

a, =l ¢ a,=-2"

n
d) a,=(—1)"-n

1
dp=—— ai, ay, 4z, Ay, ds, ..., am, ceny 0100,
n

L I
4" 577107 100"
1, 0,5 0,§; 02502 ...; 0,1, ....0001; ...

a,—— Q

A medida que avanzamos na sucesion, os seus valores fanse cada vez mais
pequenos e proximos a 0.

/ima,,:Iimizo

n—= =

an=n*—1—0,3,8,1524,...,100, ..., 10.000, .. a,——> +oo
A sucesiodn crece indefinidamente.

lima, = lim(n* —=1) = 4

n—ex A=

dp=—2"—>—=2,—4,-8,-16,-32,...,—1.024, ... Qp—> —0o0

Os valores dos termos da sucesién son cada vez mais pequenos.

ma,=lim —2"= —x
n—e n—o

dp=(=1)"-n—>—1,2,-3,4,-5,6,-7,8, ...

Os termos situados en posicidn par son positivos, e os termos situados
en posicion impar son negativos. Non podemos determinar o valor
dun termo con n moi grande.

a, non ten limite.

ACTIVIDADES

Non esquezas

Q limite dunha sucesién,
se existe, é Unico.

3 Con axuda da tla calculadora, atopa o limite 4 Escribe sucesiéns de nlimeros reais que cumpran

das seguintes sucesidns.
a) a, = (_1)2n+4

b) a,=n?

¢ a,=n*—n

Limite dunha funcién

3 a) l"i’la"=3

d) g, =0,2" BRI

que o seu limite, cando n tende a infinito, &

¢) lma, =+
Nn=rxo

d) lim a, non existe
n=x
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€) Cailculo de limites

2.1. Limite de potencias

oo

lim n* = {1
n—»co O
Exemplo

sek >0 +oo sek >1
sek =0 limk" =<0 seQ <kl
sek <0 A Non existe sek < 0

4' Calcula estes limites.

a) limn? = 4o, porque 2 > 0. ¢} lim(—2)" — Non existe, porque —2 < 0.
1 1) 1
b) limn?=Ilm-—=0 d) Iim[—] =0, porque 0 < — < 1.
n=% no« n2 a—e 2 2

2.2. Limite dun polinomio

im (@n* + apn™ + .. 4 ain + ao) = lim apn® = ay - lim n*

Non esquezas IE i

n—e n—yoo

Exemplo
+o0 sek>0
k-(+0)=
(+0) {—oo se k<0 5 Determina os limites.
: 2 - — 2. f 2 — —
k.(—oo):{_w e k>0 a) Zl_ngn +n—2)=3 r{mn 3 (+w) =+
to s k<0 b) lim(—n*+n*—n)= (=N Imn’ = (—1)- (o) = —
2.3. Limite dun cociente de polinomios
0 sek<p
R k-1 k
Decatate (!) im arh” + ap-in” - + ...+ an + do — lim apn _ 123 S€k=p
e b +bon?™ + .+ bin+by 2o byn? b,
© sek >p
Sek>p:
k
im 2~ b e dso Exemplo
e byn? p
. 6 (alcula estes limites.
im % - e eI g 32 2 3n_2
o= bpn? o a) lim A2 = - c) Iim n—< _p
e 2n—1 = 2n? —1
p— 2 -—
by fim 3tn—2_3 d) fim 2 Fn—=2 _
nox o 2n? 2 == —2n—1
ACTIVIDADES
5 Calcula estes limites de sucesions. 6 Calcula os limites das sucesiéns que presenta os seguintes
a) limn? o Im 3f nt termos xerais son.
= ' iy 8n (n—1"
. ' : e——— )
b) imn d) im 0,5 o T3] (2"
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€) Operaciéns con limites

Se a, e b, son duas sucesiéns de nimeros reais e existen os seus limites, sempre
se cumpre que:

e lim(a, + b,) = lim a, + lim b,

n—% n—o n—so=

e lim(a, —b,) = lim a, — lim b,

n—ow n—® n—®

o lim(a,-b,) =1lma, limb,

n—yo0 n—so n—o
a lim a,
. n o« .
o lim = 2= — sempre que lim b,# 0
o=\ by lim b, now
n—s®
° p/ lim a,
n—® r—x
¢ lim logy a, = log, lim an lim Ina, = In lim a,
n—% = n—% n—ow

o limalr = (h’m an)nl =" se lima, # 0e hm be #+ 0

n—w n—e n—sw©

Exemplo Non esquezas
7 Calcula estes limites. N e k>1
(03]
dn+1 3n? 4n 41 3nt 4 3 km:{O s§O<k<1
a) lim|——+ = lim +/im =425 =
= 2n n?—3 ns= 2n e 30 20 ] 0 e k>
=
) 4n3—1 2 3 2 +o e 0<k<]
b) /im n = lim An+ n = (4-o0) T_ +oo
= 7n 3n +1 = 7N ao= 30 4] 3
2
q lim|— J /lm—+l/m o’ =0+ '//m il = #3 =3
ne=yze n—m 2n n—m nz \ n—soc n2 ‘I
2w —1)" PR ()
d) lim|———— =|lm = _} =0
as=|  3p3 ase 3n3 3
Laka) 1
e lm9 " = (lm9)™ " =92 = Jo =3
2
f) imin T3 i 22 L 2 = an2
e2p e 2n?
ACTIVIDADES
7 Calcula os seguintes limites. 8 Calcula estoutros limites.
2 4 ( 4 3 71
a) fim 3n ]- 2l c 'lﬂ a) fim Qi + a c) lim 9 7
me | p 2t +3 N +nr2 2 +1 3 +n+
2 i 3 a4l
b) fim In 7 i L 1] by fim In 22! d) fim 0,1 "
2n = | n—1 n+1 me 2 e

Limite dunha funcién 221



@) Indeterminacions

Nalgtins casos, ao calcular limites obtemos expresiéns que non nos permiten
determinar se un limite existe e cal é o seu resultado, ou non existe. Fstas ex-
presiéns denominanse indeterminacions.

Tipos de indeterminacions
Podemos diferenciar os seguintes tipos de indeterminaciéns.

* Indeterminacions asociadas 4 suma ou 4 resta:
(0) = (+o0) (=) = (=) (=) + (+00) (+) + (~o)
Estas indeterminacions exprésanse como o« — .
* Indeterminaciéns asociadas ao produto:
0-(+®)  0-(-®)  (+):0 (~)-0
Estas indeterminaciéns exprésanse como 0 - .

¢ Indeterminaciéns asociadas ao cociente:;

0 40 +o0 — —co
0 +o0 —o0 +oo —o
. o ! 0 o
Estas indeterminacions exprésanse como — e —.
0 o
* Indeterminacions asociadas 4 potenciacion:
1+°° 1—°° _!_000 . 000 OO

Estas indeterminacions exprésanse como 1°, «® e 0°.

Exemplo

8 Se lima, =a, lim b, =+ e lim ¢, = —o0, calcula estes limites.

n—se now n—ye

+o0 se a>0
a) lim(a, -b,) =a-(+)=10- se g =0 — Indeterminacién

Non esquezas B - S g<0
a4+ % =4 -1;00 se a>1 o
g—00=—00 b) lim(a”) = a™ = 1 sea=1 — Indeterminacion
noe 0 € 0<axl
TR 0= o0 Non existe se a<0
—C0 — 00 = — O

¢) lim (b, + ¢,) = (+o0) + (—0) = +00 — 0 — Indeterminacién do tipo e —

n—o

d) lim (b, —¢,) = (+00) —(—0) = +0 + cc = J-

n—%

ACTIVIDADES
9 Explica por que non son indeterminacions. 10 Pon exemplos de limites que produzan indeterminacions
0 = dos seguintes tipos.
a) w- o b) — ) — d) = : !
% 0 a) 0-w b) 1* )" d) 0°
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© Resolucion dalgunhas indeterminaciéns

Imos estudar certos métodos que nos permitiran resolver unha indeterminacion
e encontrar o valor do limite.

5.1. Indeterminacién do tipo %

Estas indeterminaciéns adoitan aparecer ao calcular limites con cocientes de
polinomios nos que hai radicais, e resélvense dividindo entre a maior potencia
de n.

Faino asi
COMO RESOLVEMOS LIMITES QUE PRESENTAN UNHA INDETERMINACION DO TIPO %

Resolve estes limites.

2 3/ 3 —1

a) fim—>0 b) fim 2"

n—ox n3 +-I n—e n + 5
PRIMEIRO, Determinamos se o limite presenta o tipo de indeterminacion Rt}

[ea}

) 3n? 3 (o) © .8 -1 3 40 o
a) Iim - - — b) fim —— - - —

e Voo o I +oo %

SEGUNDO. Determinamos a maior potencia de n, considerando que o expofiente
de n que estd baixo a raiz queda dividido entre o indice da rafz.

3/8n* —1 — Mayor grado de n: %
) —
n+5 — Mayor grado de n: 1

| 30> — Mayor grado de n: 2
v +1 — Mayor grado de n: %

n de maior grac — n? n de maior grao — n

TERCEIRO. Dividimos o numerador e o denominador entre a potencia de n calculada.

£l

2
a) IimL=lim —/ = lim %:iz-koo
n—s= [n3+-| n—x [n3_,_‘| no Il_n-_?;— L O
n Ve ot
Yan® —1 S8 1
3fan3 ( 3 3
b) /im--8”71=//m#=/im-\#:‘/§=z
== n4-5 = n45 s 45 1
n n

ACTIVIDADES

11 Calcula os seguintes Iimites, resolvendo
as indeterminaciéns que poidan presentar.
n +3¥n
n

+n+1

fc_ 2
b) fim a) fm 2=

a) lim
Nz n—x n n

Limite dunha funcién

Non esquezas

Y4 = +x
Mo =17% se k é impar
Non existe se k é par

Non esquezas

a
20

+o0 sea>0
a .
— = {Indeterminacion se a =0
0 —0 sea<0

[¢a]
12 Presentan indeterminaciéns do tipo — estas sucesidns?

o0

En caso afirmativo, calcula o limite.

I5—n?

|

b) fim
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5.2. Indeterminacion do tipo co — oo

Estas indeterminaciéns adoitan aparecer ao calcular limites da diferenza de ra-
dicais e da diferenza de cocientes de polinomios. No primeiro caso hai que
multiplicar polo conxugado, e no segundo temos que realizar a diferenza dos
cocientes.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS OS LIMITES CUNHA INDETERMINACION DO TIPO co — oo

Resolve estes limites.

2 3
a) Iim[22n+1— zn_H] b) Iim(\/n2+4—\/n2—3)
n—w n n n—e

pRIMEIRO. Determinamos se o limite presenta o tipo de indeterminacién o — oo,

2 3
a) fm N — o —0 b) /im(\/n2+4—\/n2—3)——>oo-oo
= 2n4+1 P41 e

SEGUNDO. Resolvemos a indeterminacion, tendo en conta se son radicais
ou cocientes de polinomios.

= Se é unha diferenza de cocientes de polinomios, realizamos a resta das fraccions
alxébricas.

* Se é unha diferenza de radicais, multiplicamos e dividimos polo seu conxugado.

2 P _ a4 - ngon?

M+l 4 QN0+ 2P+ 42n+1

b) VP14 — n2_3=(\/n2+4—\/02—3)(\/n2+4+\/r)2—3):
Vi 44 ++n? -3

. 7
Vn'+4 +n* -3

TerceiRo. Calculamos o limite co novo resultado.

2 3 3 2
a) /im[ 2n n ]—lim n+2n 1

2n+1 - 1) = 2t 2n4 2

n—x=

by im (W +4 V" —3) = im 0

7

ACTIVIDADES

13 Calcula os seguintes limites. 14 Calcula estes limites.

n—yo

2 ] a) im (N2 —4 = —3n)

2 -1 —1
. A b) im (2n—n? +5)
i n* —n* 42
b) lm[nz+1+ e ] o) ﬁm(\/n2+7 +\3n+n)
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5.3. Indeterminacién do tipo 1~

Estas indeterminaciéns adoitan estar asociadas ao calculo do limite da sucesién

que presenta como termo xeral d,

-

n
Para resolver esta indeterminacién utilizamos a igualdade lim = [1 + —] =e
n—so

n

e transformamos a sucesion da que queremos calcular o limite nunha sucesion
deste tipo.
Exemplo
9 Calcula os seguintes limites,
1 2n 1 nli:)v;Zn
a) lim|1+— =Iim[]+—] =T
n—w n n—w n
)" i i
limN+—| =lm [1+—] = Iim[1+— = ¢?
n—x n n—=x n n—ox n
1 n n’!_lz;n
b) im{1——| = /im{1-—J -1
n—w n n—o n
1 n 1 -n]™" 1 -n]™!
fim|1—— —Iim[1+—] = lim [H——] = /im[1+—] = e
no" n n-—x _n n—wx _n n—x= _n
2 n n)/_r)r;n
¢ lim[1+—= =llm1+—] T
n—® n n—seo n
n ]2 n 2
oY o 2 ﬂ
lim[1+—=| =im{1+—| =Im||1+— = |lm 1+ — =¢?
n—yo n n=poe n—sx noo
2 2 2
2 3n-2 "/ingn—Z
d) Iim[1+— = lim 1+—] - 17
n—w n n=->m n
2
5 3n-2 ] 3n—2 [ ] ;(3 2)
lim[1+— =lm{1+ — = im [1+ — =
n—® n n—e ﬁ A~y ﬂ
2 L2
i 2272
1 ) i 6n—4
=[lim|14+— —e 1 — b
n—w ﬁ
| 2 ‘
ACTIVIDADES

15 Calcula os seguintes limites.
n
5]
n

Limite dunha funcién

a) lim

n—s®

2n

-4

b) fim

n—sce

16 Calcula estoutros limites,

a) lim [1 + i]

n—® n

Decatate (@)
] n
A sucesion [H— *] é:
n
1]]
a=[1+-| =2
1
2
a, = ]+i :3=2,25
2 4
17 e
a; = 1+—] = — =2,37037...
3 27

@i = 1,01 = 2,70581. .

Tratase dunha sucesion que é
sempre crecente e que tende cara
ao numero 2,718281...,

gue denominamos nimero e.

b) lim

n—x

3n-2
[1+i]
2n
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@ Limite dunha funcién no infinito

lm fo) =+ lim f() =+ Se consideramos a expresion alxébrica dunha funcién f(x) como o termo xeral
Y ya Y dunha sucesion, o limite da funcion cando x tende a infinito coincide co limite
da sucesion.
X X
* O limite dunha funcién f(x), cando x tende a +%, é un niimero
real L, cando para valores moi grandes de x, os valores da funcién apro-
X 7 ximanse ao nimero L.
lim fx) =1L
Yy \a /oy gt
m fG) =—  lim f(x) = —= Lese: «O limite da funcién f(x) cando x tende a o0 é L».
¢ O limite dunha funcion f(x), cando x tende a —, é un numero
Y lim () =L real L, cando para valores moi pequenos de x, os valores da funcién apro-
LA R ximanse ao numero L.
X lim f(x) =L
X——

Lese: «O limite da funcién f(x) cando x tende a —o0 é L».

X Exemplo
Fi@ Calcula o limite destas funciéns cando x tende a infinito.

a) fix) =2
X

Representamos a funcidn para estudar os valores de f(x) cando a variable x
toma valores moi grandes e moi pequenos.

Y4 Cando x toma valores moi grandes,
I[\ ) X — oo, f{x) aproximase a 0.
X = 1=
LI, oo (2 2
o] I b S m fix)=fm —=0
1 \\* HM( ) oot
Decatate (@3 S R U Cando x toma valores moi peguenos,
[ i T I x — —oo, f{x) tamén se aproxima a 0.
Na practica, o grao dos Jr ) 2
polinomios decide o limite, polo X/Lnlf(X) = X/Lfl S 0
que a substitucién de x por n non 3
se realiza e dase b} )= A+ 2
o resultado directamente. x* =7
43+ 4 A partir do célculo de limites para as sucesions, substituimos x por n,
im ————=—=4 cando x — 4, ou por —n, cando x = —wx.

xofe x3 7 1
A+ L 4an*+2n 4

m w4, fim S —
A X —7 1 xofe 437 note g3 7 1
3 )3 o _AR3 —
m AX+ XX - Jm H=n) +2(-n) — Im —4n —2n — 4 —4
xo— 3 7 n==e () -7 nse® gt 7 —1
ACTIVIDADES
17 Calcula os seguintes limites. 18 Calcula estes limites.
- & ) 24+2x )
a) Im ) et B oI | ek by lm [—2—
x>+ |y X—y-po0 (X2 _6)(2)(_])3 x| 3y 1 3 Xxof 2 4
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@ Limite dunha funcién nun punto

7.1. Limites laterais

Ao aproximarnos a un punto podemos facelo pola esquerda, con valores me-
nores ca el, ou pola dereita, con valores maiores.

¢ O limite dunha funcién f(x), cando x tende a un punto c pola
esquerda, é un ntimero real L, cando para valores de x moi préximos a ¢
e menores ca ¢, os valores da funcién aproximanse ao nimero L.

lim f(x) =L

G G

Lese: «O limite da funcion f (x) cando x tende a ¢ pola esquerda é L.

¢ O limite dunha funcion f(x), cando x tende a un punto ¢ pola de-
reita, € un numero real L, cando para valores de x moi préximos
a ¢ e menores ca ¢, os valores da funcion aproximanse ao ntimero L.

im f(x) =L

X R

Lese: «O limite da funcién f(x) cando x tende a ¢ pola dereita é L.

Exemplos

11 Calcula os limites laterais da funcién f(x) = enx=—1,

x+1
Representamos a funcion para estudar que valores toma f(x) para valores
moi proximos a — 1 pola dereita e pola esquerda.

Cando x toma valores moi préximos
a —1 emenores ca —1, os valores
de f(x) tenden a —co.

m fx) = fim —— = —w

x==1" =" ¥ + " b : 1
Cando x toma valores moi proximos ~_\ | Bl
a —1 e maiores ca — 1, 0s valores de f(x) TN :

tenden a +oe.

im fx) = lim —— = 4o
x=—T" -1+ X+]

x* =1 se x<1
—x+4 sex>1

Para calcular o Iimite lateral dunha funcién nun punto substituimos na funcién
a variable x polo punto 1; se non obtemos unha indeterminacién, ese é o limite.

@ Calcula os limites laterais de f(x) = { enx=1.

Limite pola esquerda: fim f(x} = im(x* =N =17 -=1=0

x=1 x=T

Limite pola dereita: Iirq fX)=Im(—x+4)=—-1+4=3

x=T"

ACTIVIDADES

19 Calcula os limites laterais no punto x = 3 de:
Xx—3 s x<3 x—1

f =] .

& {x2+1 e x>3 a) flx) = 2

Limite dunha funcion

Y] lim f() = 4w -\lirrif(x) = 4o

i€ X

lim f(x)= ~oo\ h‘m_ fx) = —oo

x=bc

Y4 . .
lm ) = L i\ =
i ¢ X
L/ lim f(x) = —oo
Y4 lim () =+oof!
0 e
; m f(x) =L
1 € )}
lim f(x):—co\i

Os limites laterais non coinciden.

20 Calcula os limites laterais en x = 0 das seguintes funciéns.

b) flx) = —
Ix]
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YI !
Ll el
7Y
A
| :C X
h'nlf(x) =1L lim f(x) = L,
tim f(x) =L }T(l fx)=1L
Decatate (@

Para comprobar o signo
de /im f(x), substituimos x na

x-52"

funcion por un valor préximo a 2
emenorca .

2 2

X +2 _199+2 g

X—2 T 1,96 —2
x=1.99

fim f(x) = —c0

x=2"

Facemos o mesmo para fim f(x).
+

x—=2
2 ‘IZ
X 42 _ 2,0¥ 42 >0
x—=2 2,012

x=2,01

im f(x) = 4+

x=2"

ACTIVIDADES

21 Calcula o limite da funcién

F0) = x?—1

enx=2eenx=>5.
x—=5

228

7.2. Limite dunha funcion nun punto

¢ O limite dunha funcion f(x), cando x tende a un punto ¢, é un nt-
mero real L cando lim f(x) = lim f(x) = L.

ol limf(x) =L

Sg=E

Lese: «O limite da funcién f(x) cando x tende a ¢ € L».

¢ Da mesma maneira, lim f(x) = 4o o —o0, cando os limites laterais son

X=3C

iguais a estes valores.

* Se lim f(x)# lim f(x), dicimos que non existe o limite de f(x) cando x

tende a c.

Exemplo

43 Calcula os seguintes limites de funciéns.

a) fd=x*+2enx=—1

Representamos a funcién para estudar
que lle ocorre a f{x) cando x toma valores moi
préximos a — 1. E comprobamos que o0s
valores de f{x) tenden a 3.
im f(x)=lim (x> +2)=3

x—=—1

x—==1

2

b) fix) = X< +2

X pu—
Para calcular o limite dunha funcién nun punto podemaos substituir
x polo punto na funcién; se obtemaos un ndmero, ese é o limite.

2 2
lim f(X):/imX—i——z: ¥+2 _11_
x—-3 X3 X_2 3_2 ]

enx=3eenx=2

11

Se ao substituir x polo punto na funcidn, obtemos un limite con resultade
40 OU —oo, € necesario calcular os limites laterais.

X*+2  2X+2 6

im f(x) = lim =—_ =4
x=2 x=2 oy — 2 2 —_ 2 O
>0 >0
2 2
im fx) = fim 2 — im ) = fm 222 — 4
x=2" x=27 X — 2 x=2+ k=2t X — 2
<0 >0
2 2 + 2 2
fim X +2 # Im al —— Non existe fim X +2
=2 ¥ — 2 =22 x =2 =2 x — 2

22 Razoa se existe ou non o limite da funcién

X—2 3
el I
x+3 x=2

fx) =

enx=2enx=3eenx=4.
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Faino asi

COMO CALCULAMOS O LIMITE NUNHA FUNCION DEFINIDA A ANACOS

x—1 <_
Calcula o limite de: f(x) = € X ! enx? -leenx? 0.
2x?+4 se x>-1 Y4

PRIMEIRO. 5€ NG punto no gue queremos calcular o limite, a funcion pasa dunha
expresion alxébrica a outra, calculamos os seus limites laterais.

Imfix)= Im (x—=0=~-1—-1=—-2

x==1" X==T

/I'erf(X): /il’)‘)+ (=22 4+ 4)==2.(—1P +4=2
fim f(x) = /im+ f{x) — Non existe fim f(x).
= = e Os limites laterais non coinciden.

SEGUNDO. Se non é un punto do tipe anterior, calculamos o limite nese punto
substituindo a variable x polo punto na expresién alxébrica da funcion.

Imfx) =lm(-2x+4)=—-2.0+4=14
x=0 x=0

0> -1
. .. . 0 Non esquezas
7.3. Indeterminacion do tipo ry
. . . . L. . . Se un polinomio P(x) toma
Esta indeterminacion adoita aparecer ao calcular limites dunha funcién racio- ° valoF Denx=c, érztén

¢ divisible por (x — ¢).
PlO)=0—>Pl) = (x — ) P{x)

P(x)

(x)
factorizar os polinomios do numerador e do denominador e simplificar.

nal, » R punto ¢ no que P(c) = 0 e Q(c) = 0. Para resolvela hai que

Faino asi
COMO RESOLVEMOS OS LIMITES CUNHA INDETERMINACION DO TIPO %

- X2 +3x+2
Resolve este limite: Jim XS+
== x4

PRIMEIRO. Determinamos se o limite presenta o tipo de indeterminacion —.
im X H3X+2 (P 43(=D+2 0

x==1 3 (=1 +1 0

SEGUNDO. Factorizamos os polinomios do numerador e do denominador, simplificamos
a fraccidn alxébrica e calculamos o limite.

X4 3x+2 ) e x +2) ) X+2
Im ———— == |jm —=Z L 22T oy, AT
x—-1 X3—|—? Tx—-)—] M(XZ—X-F]) T x——1 XZ—X—i-]
Factorizamos Simplificamos
_ —142 _1
- (=12 — (=T +1 - 3 Os limites laterais coinciden.,
ACTIVIDADES
. = . X" —1
23 (alcula os seguintes Iimites. 24 Calcula //m1 1 sem=2em=3.
X3 X —
A1 i X —=2x* +x b) fim x*—16 Podes determinar o limite para un valor m
X1 %2 3x 42 ¥==2 348 calquera?

229
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€) Ramas infinitas. Asintotas

Na grafica dunha funcién poden existir tramos nos que a funcion se afasta in-

definidamente. Estes tramos chdamanse ramas infinitas da funcion.

¢ Cando unha rama infinita se achega indefinidamente a unha recta, esa
recta chamase asintota, e a rama infinita, rama asintética.

A A "} '

Asintotas verticais

Asintotas horizontais

¢ Se a rama infinita non se achega a ningunha recta denominase rama pa-

rabolica.
oo lim f(x) = —oo AN fim f) = —
X Y T y T
| X X i X X
lirf‘ Ji0) = 4o ™~ lim f(x) = +o0 e

Asintotas verticais, horizontais e oblicuas

Unha funcién f(x) ten unha asintota vertical en x = c se lim f(x) = £.
X—>C

Faino asi

COMO CALCULAMOS AS ASINTOTAS VERTICAIS DUNHA FUNCION RACIONAL
— X

, e L 1
Calcula as asintotas verticais da funcion f(x) = 5
X —_—

pRIMEIRO. Determinamos as raices do polinomio do denominador.
X—2=0->x=2
secunpo. Calculamos o limite da funcién neses puntos. Se o resultado
é 4+ ou —o,afuncién ten unha asintota vertical nese punto.
1—x —1

fim = — = —® — f(x)ten unha asintota vertical en x = 2.
¥22 x ) 0
Tercelro. Calculamos os seus limites laterais para determinar vk /: =2
a situacion da rama infinita con respecto 4 asintota. !
1— 1—1,99 - !
x=199 > =X 2171 X e |
x—2 199-2 =T X —2 P ;
x=2,01—> I=x 12200 6, jim =— :
x—2 201-2 X — 4

ACTIVIDADES

25 Pon un exemplo dunha funcién que tefia como asintotas
verticals as rectas que presentan as ecuacions:

=" XK=t =

230

26 Calcula as asintotas verticais das funcions.

a) f)=— b) flx)=

X X5 —

o fl)=——

X3 —4x
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Unha funcién f(x) ten unha asintota horizontal en y = k se l@w fG) = k.

Faino asi

COMO CALCULAMOS AS ASINTOTAS HORIZONTAIS DUNHA FUNCION
2x3 41

x? —3x

Estuda se a funcién f(x) = ten unha asintota horizontal.

prRIMEIRO. Calculamos o limite da funcién cando x — . Se o resultado é distinto
de 400 0U —o0, a funcién ten unha asintota horizontal.

2x°—1 _ 2

lim = — = 2 f(x) ten unha asintota horizontal en y = 2.
X% x4—3x

SEGUNDO. Para determinar a situacion da rama infinita con respecto & asintota,

Calculadora

Para saber como

se comporta a funcién

cando x — +co, damos valores
moi grandes a x.

calculamos o signo de f(x) — k para valores de x moi grandes e moi pequenos. X =1000— 2/ 1000+1
o 10007 — 3 1.000
2X2 41 6x+1 14 ' .
f(x)—k= —2=
X2 —3x ¥ 3y Facemos o mesmo cando
5 X— oo,
6x +1 . , S U ey ‘_‘\"‘
X = 40 - 7 o > 0— f(x) por enriba da asintota y=2
x? —3x >
X
6 1
X —> —00 — ox+l < 0— f{x) por debaixo da asintota
x* —3x
Unha funcién f(x) ten unha asintota oblicua en y = mx + n se:
. x)
lim f*:mqﬁoe lim [f(x)—mx] =
X—3x Y X
Faino asi
COMO CALCULAMOS AS ASINTOTAS OBLICUAS DUNHA FUNCION .
, Decatate (9>
Estuda se a funcién f(x) = X +1 ten unha asintota oblicua.
x—2 Ao igual que na asintota
24 horizontal, para determinar
‘ ; % R a posicidn das ramas infinitas
X — X +1 2 asi
prRIMEIRO. Calculamos ﬁ Neste caso, resulta: (x) =X = + con respecto a asmtota'
X X X X2 —2x oblicua, calculamos o signo
. . de f(x) — (mx + n) cando
seGunpo. Calculamos o limite desta expresién cando x — oo, X—> +o0e cando X —> —oo,
2
im S XX Lo e i
X%y x=e 32 _Jx Coy=x+2
TERCEIRO. Se 0 resultado é un numero distinto de 0, calculamos o limite de f(x) — mx.
2 1 oy
lim [f(x)—mx] = /im[x -H—x]: lim >+ =2 Y X
X—® x=o| 2 __ 9 Xo® oy 5 o
r
Por tanto, f(x} ten unha asintota oblicua que é y = x + 2.
ACTIVIDADES
27 Pode ocorrer gue unha funcién tefia unha asintota 28 (alcula as suas asintotas e representa as funcions.
horizontal e outra oblicua cando x — 4-? 57 x2 3
a) f(x)= b) f(x)= 0 flx)=
Razoa a resposta. 41 X241 X2+

Limite dunha funcion
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@) Continuidade dunha funcion

Non esquezas

Unha funcién é continua
nun intervalo se é continua
en todos os puntos do intervalo.

Unha funcién f(x) é continua nun punto x = g se se cumpre que:
1.° Existe f(a).
2.° Existe lim f(x).
X—>a
3.° Cumprese que f(a) = lim f(x).
X—d

Se unha funcién non é continua nun punto, dicimos que a funcién pre-
senta unha descontinuidade nese punto.

Continuidade nas funcions elementais

As funcions elementais presentan descontinuidades nos puntos nos que non
estan definidas.

ACTIVIDADES

29 Estuda a continuidade destas funcidns.

232

a) flx)=x72
b) fix)=+vx—4

Q) f(x)=In{1—x%)

¢ As funcions polinémicas son continuas en todo R.

* As funciéns racionais non son continuas nos puntos que anulan o de-
nominador.

* As funciéns con radicais de indice par non existen nos valores que fan
o radicando negativo. Se o indice ¢ impar, son continuas.

 As funciéns exponenciais son continuas en todo R.

* As funcions logaritmicas non son continuas nos pumntos nos que a ex-
presion da que queremos calcular o logaritmo se converte en cero ou
nun nimero negativo.

¢ Das funcions trigonométricas, a unica funciéon que non é continua é

. T
f(x) = tx x, xa que non existe en x = 7 + k.

Faino asi

COMO ESTUDAMOS A CONTINUIDADE DUNHA FUNCION

Estuda a continuidade destas funciéns.

a) fix)= X'+ 1 b) f(x)=+v1—x

x—2

pPRIMEIRO. Determinamos os puntos nos que a funcién non esté definida.

a) Non esta definida cando o denominadoré ceroix —2=0—x=2

b) Non esté definida cando o radicando é negativo: 1— x < 0 = x > 1
SEGUNDO. A funcién presenta descontinuidades nos puntos que calculamos
e é continua no resto.

a) f(x)écontinuaenR — {2}. b) f(x) é continua en (—es, 1].

30 Calcula m e n para que a funcion f(x) sexa continua en R.

2 se x<1
fix)y=<mx+n sel<x<3
4 e x213
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@ Tipos de descontinuidade

Descontinuidade evitable L& B
Prodiicese cando existe lim f(x), pero ocorre /,—m)—\
unha destas condiciéns. *~¢ ' Decatate <D
. a X
e Non coincide co valor da funcién nese . Adescontinuidade evitable
punto. Y chamase asf porque, redefinindo
(a) # lim f(x o valor da funcién nese punto,
Jla) x—)af( ) e = a funcion € continua.
* A funcién non estd definida no punto. i % « A descontinuidade de salto finito
é frecuente nas funciéns

definidas a anacos, nos puntos

Descontinuidade de salto finito nos que a funcién cambia

Y4 Producese cando non existe lim f(x) debido a a sia expresidn alxébrica.
3 . L e « Na descontinuidade de salto
o _\ que, a.unda que existen os limites laterais, estes non infinito existe unha asintota
: coinciden. vertical enx = q.
| a X im f(x) # lim f(x)
x—a” x—a’
Descontinuidade de salto infinito YA ;k
Un ou os dous limites laterais son infinitos. 1
im f(x) =t ou lim f(x) = %o h @ X
x—a” x—a* '
Exemplo

14 Estuda a continuidade e clasifica os puntos de descontinuidade desta funcién.
2

S S— Se X <2 ! |
e f T
fix)=4 x(x-1) i ¥
Esta funcidn presenta descontinuidadesenx=0,enx=Teenx= 2. Esta funcion presenta os tres tipos
2 . .
. . X . -
» fim f(x) = lim ——— =0, pero non existe (0) — A descontinuidade de descontinuidades.

x—=0 x—0 X(X _ ])
é evitable; f(x) serfa continua en x = 0, definindo f(0) = 0.
x? x2
o Im —— = —» lim ——— = 4 — A descontinuidade
=T x(x =) x>t x(x —1)
éinevitable, de salto infinito; f(x) ten unha asintota vertical en x = 1.

2

o m =X => lim (x* —4x 4 5) = 1 = A descontinuidade
x—2" X(X — '[) x—2*
é inevitable, de salto finito; en x = 2, a funcidn cambia a sta expresidn
alxébrica.
ACTIVIDADES
31 Estuda a continuidade da funcién que asigna a cada 32 Estuda a continuidade destas funciéns.
ndmero a sda parte enteira. :
= = <1
y= [X] 1 se XS
_ a) fx)=2F b) £(x) =1 X
Especifica os tipos de descontinuidades que presenta x—2 bt se 1<x<4
esta funcion. 5 se x>4
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PROBLEMAS RESOLTOS

Limite dunha sucesién

1. COMO SE CALCULA O LIMITE DUN COCIENTE
DE POLINOMIOS CON RADICAIS

@§ Calcula os seguintes limites.

a) fim——"
n—se n5 +1
2
b) fim - " +1
e 4n+5
32
9 fim =4
== Jn11
SOLUCION

PRIMEIRO. Determinase o grao dos polinomios

do numerador e do denominador, tendo en conta
que cando hai un polinomio baixo un radical,

0 seu grao € o grao do polinomio dividido

entre o indice do radical.

2. COMO SE RESOLVE A INDETERMINACION 1=

P(n) ]"‘"’
Q(n)

NOS LIMITES DO TIPO [

16 Calcula: Iim[

no=

n+_|]n+2
n—1

SOLUCION

PRIMEIRO. Determina se o limite presenta o tipo
de indeterminacién 1%,

n+1)" n+1
] [lim -

n—%

n—1 me n—1

im (n+2)
fim [ ]

N " fim b,
malr = (/Im a,,)ﬁ-ﬂ= "
palle e

| —

SEGUNDO. SUmase 1 e réstase 1 dentro da paréntese.

LR n—sx

n+_| n+2
_1]
n—1

/im[H— =Iim[1+ -

far fﬂ]m_

a) Numerador—— 3n Grau =1
Denominador— «/n°* +1  Grau = %
b) Numerador— /50’ +1 Grau =§
Denominador— 4n+5 Grau=1
2
€ Numerador—— ¥n? —4 Grau= 3
Denominador— +n+1 Grau = %

SEGUNDO. Compdranse 0s graos obtidos

para aplicar os resultados cofecidos

na resolucién de limites de cocientes

de polinomios.

a) Grao do numerador < Grao

do denominador

3
im ——2— =0

b) Grao do numerador = Grao

do denominador

sl s
Ilmii—

e 445 4

¢) Grao do numerador > Grao

do denominador

i n41

=1

n+2
2
= lim [1 + ]
e n—1

TERCEIRQ. Pasase o numerador da fraccién
ao denominador.

= lim |1+
=8 n—1

2

n+2 _I n+2
lim [1 + ]

n—1

cuarTo. Multiplicase o expofiente polo denominador
que se obtivo e polo seu inverso.

n+2 "__].L.(n_(.z)

. 1 2 n-t
=lm|1+
nose n—1 o= n-—1

2 2

quinTo. Témase a parte do expofente necesaria
para formar a sucesién cuxo limite seréd e.

2n+2)
et
2

im {[1+
o n—1

| 2

sexto. Resdlvese o limite tendo en conta
as operacions con limites.

2(n+2
i ( ])
row  n—
1 2 fm 24
=g -1 —=g?
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Limite dunha funcién nun punto

1. COMO SE CALCULA O LIMITE DUNHA FUNCION
NUN PUNTO

17 Calcula os seguintes limites.

a) IifT;\/x2 +16

2
b) lim
x4 x4

SOLUCION

PRIMEIRO. Substittiese x polo punto no que se quere
calcular o limite.

a) /irr;\/xz 416 =J32 +16 =5
x—

2 2
by im = o
o4 x4 44
X +3 —34+3 0
o fim =— -
xo=3x2 =9 (=32-9 0

seGUNDO. Comprébase se o resultado obtido
€ un ndmero, é « ou é unha indeterminacion.
En cada caso, procédese dun modo diferente.

+ Se o resultado é un nimero, o limite estd resolto.
a) imyx2+16 =5
x—3

» Se o resultado é o, & necesario calcular os limites
pola dereita e pola esquerda.
x? 3,992
b) Sex=39 5 ——=—""—
x -4 3,99-4

2

fim =~
x4~ X — 4
2 4 12
Sex =401 5= 2 g
Xx—4  4,00-4
2
im =+
x4t X — 4

2

Por tanto, non existe fim .
X4 x — 4

0
» Se oresultado € unha indeterminacién do tipo —,
resélvese factorizando os polinomios. 0
3 im - }4 _
>3 (x4 T)(x —3)

1

C) xll—>rr—73 Xz —9

= lim ! = = ——

x>-3 x -3 —3-3

Limite dunha funcidn

2. COMO SE CALCULAN LIMITES DE COCIENTES
DE POLINOMIOS

4& Calcula os seguintes limites de cocientes
de polinomios.

. X+6
a) lim
X2 o 3

b) fim X8
x>3 ¥ 3
2 _2x—3
c) /imxi
x—3 x2 —9

SOLUCION

PRIMEIRO. EstUidase se o0 denominador da fraccién
alxébrica se anula no punto en que se quere calcular
o limite.

a) Sex=2— Denominador: x—3 # 0
b) Se x =3 — Denominador; x ~3 =0

¢} Sex=3— Denominador; x¥* —9=0

SEGUNDO.

» Se o denominador non se anula, substittese
ese punto na funcién e calculase
¢ resultado.

a) lm X+6 =ﬂ=—8
x=2 x—3 2--3

TERCEIRO.

« Se o denominador se anula, comprébase
se tamén se anula o numerador.

b) Se x=3— Denominador: x—3 =20
Numerador: x4+6#0

¢) Sex=3— Denominador: ¥* —9=0
Numerador: x*—2x—3=0

» Se o numerador non se anula, o limite é .

b) lim X+6 :gz—f—oo
X33 x — 3 o]

= Se o numerador tamén se anula obtense
. . .0
unha indeterminacion do tipo H Para resolver

este tipo de indeterminacions dividese entre
(x — ¢), sendo ¢ 0 punto en gue se quere
calcular o limite.

9 im xX2=2x—3 — i P —2x—3):(x =3 _
=3 x2 -9 =3 (x2—9):(x—3)
g X341
x=>3 x + 3 343
_A_2
R
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B PROBLEMAS RESOLTOS

3. COMO SE CALCULAN LIMITES NUN PUNTO 2. COMO SE ESTUDA A EXISTENCIA DE ASINTOTAS
DE COCIENTES DE POLINOMIOS CON RADICAIS NUNHA FUNCION
/ 2
&3 Calcula este limite: fim AXE6 =3 @1 Determina se a funcién f(x) = = *9 ten
x—3 x—3 X

asintotas e calculaas.
SOLUCION .
SOLUCION

PRIMEIRO. Estldase se o Iimite da unha indeterminacion. ) '
PRIMEIRO. Calculase fim f(x). Se o resultado
X—®

e XXES =3 N316 3 Y & un nlmero, existe unha asintota horizontal.
x=3 x—3 3-3 0
 x2+9 , ) .
. L im = oo = Non ten asintotas horizontais.
SEGUNDO, Para resolver a indeterminacion, x=wm X
multiplicanse o numerador e o denominador
polo conxugado do polinomio que ten a raiz. SEGUNDO. Estidanse os puntos en que a funcién
non esta definida e calctlase o seu limite. Se este limite
im VX+6-3 im (_\/x +6— 3) (\/X +6+ 3) _ é o, existe unha asintota vertical. Neste caso,
>3 x 3 =3 (x—3) (\/x-f-—6+ 3) Eietgrmmase a situacion da rama infinita con respecto
4 asintota.
. (x+6)—3
=lim = 19
=3 (x=3)(x+6+ 3) fx) = — Non esté definida para x = 0.
X
. x»/_% 1
21@3 ' - 6 fi ﬂ _2_ +c0 — Asintota vertical en x = 0
=3 (Jx+6+3) I =7= enx =0
2 2
Se x =-0,01— X+9 <0 — lm X +9 = —c0
X x>0 X
Ramas infinitas. Asintotas 2 2
X+ 9 . X*+9
Sex=0,01— >0— lm = +o0
1. COMO SE REPRESENTA GRAFICAMENTE X =0 X
UNHA FUNCION, CONECENDO AS SUAS ASINTOTAS
E OS SEUS PUNTOS DE CORTE _ fx) .
TERCEIRO. Se im —— = m # 0, calcllase
X—3®
o y lim [f(x) — mx]. Se este limite é tamén un nimero,
20 Debuxa a gréfica dunha funcién que ten: Xy
Unha asintota hori ' — existe unha asintota oblicua e determinase a situacion
* Unha asintota horizontal en y = —2. da rama infinita. En caso contrario, non existe.
» Candox— o ex —> —w, a funcion esta s
por enriba da asintota. X +9
« Corta o eixe X nos puntos —1 e 4, iim & — Iim X m X +9 —1%0
« Ten unha asintota vertical en x = 2. =X =X el &
2
SOLUCION im [0 — mx] = lim[x +9 —x]: m 2 =0
x3@ X—=x= X X%

PRIMEIRO. Represéntanse as asintotas e os puntos

. Ten unha asintota oblicua en y = x.
de corte nos eixes de coordenadas.

Como f(x) — x = 2’ resulta:

SEGUNDO. Represéntase a informacién que se .

da sobre as stas ramas infinitas.

= 1,000 - 2 >0
TERCEIRO. Unense as ramas infinitas cos puntos = X 12

de corte mediante curvas. ,
Asi, se x — +oo,

a gréfica esta por enriba
da asintota.

X:—].OOO—)3<O

X
Asi, se x — —eo,
a gréfica estd por debaixo
da asintota.
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2. COMO SE DETERMINA UN PARAMETRO PARA
QUE UNHA FUNCION DEFINIDA A ANACOS
SEXA CONTINUA

Continuidade dunha funcion

1. COMO SE ESTUDA A CONTINUIDADE
NUNHA FUNCION DEFINIDA A ANACOS

22 Estuda a continuidade desta funcién, e determina
os tipos de descontinuidade que presenta.
1

x+3
fX)={—x*+14 se 0<x<3

Jx* +16 se x >3

se x<O0

SOLUCION

PRIMEIRO. Estidase a continuidade
das distintas funciéns no intervalo
en que estan definidas.

é unha funcién racional.

Sex<0—=flx)=
X
Non estd definida candox+3=0—x= —3.

f{x) ten unha descontinuidade en x = —3 de salto
infinito porgue os limites laterais son co.

Se 0 < x< 3 —fix) = —xX*+ 14 é unha funcién
polindémica. Sempre esta definida.

Sex>3—-flx)= \/xz 4+ 16 € unha funcién radical
de indice par. Non esta definida cando o radicando
é negativo. Como x> + 16 é sempre positivo,

f{x} sempre esta definida.

SEGUNDO. EstUdase a continuidade nos puntos

en que a funcién pasa dunha expresion alxébrica
aoutra. Para iso, calculanse os limites pola dereita
e pola esquerda neses puntos.

Parax=0:

fim o1 m (—x*+14) =14
x=0" x4+ 3 3 x—0*

f(x) ten unha descontinuidade en x = 0 de salto finito,

porque existe f(0) = % pero non existe li_)m0 f(x).

Parax=3:

fim(—x* +14)=5 mx*+16 =5

X3 x—3*

f(x) é continua en x = 3.

Limite dunha funcién

@E Calcula k para que a funcion sexa continua.

x> =9
flx)=1 x—3
kx +1 se x >2

se x <2

SOLUCION

PRIMEIRO. Determinanse os puntos en que
a funcién pode presentar descontinuidades.

A funcién sé presenta problemas en:

* x =3, porque este punto anula o denominador

2_
deX 9.
X—=3

Como esta parte da funcién corresponde
ax < 2,0puntox =3 non éunpunto
de descontinuidade.

» x =2, porgue neste punto a funcién pasa dunha
expresién alxébrica a outra.

SEGUNDO. NOs puntos en que se pode presentar
descontinuidade, calctlanse f(a) e fim f(x).
XxX—a

Neste caso; estlidase o puntox = 2.
fD=k-24+1=2k+1

) 2 2
im fg = fm =2 =2 =9 _¢
x—=2 x—=2" x—3 2—3
m fx) = fim (e 1) = k- 2+1= 2k +1

x—=2+ x—=2+

TERCEIRO. Calculase k para que a funciénenx=a
e o limite nese punto coincidan,
isto &, fla)= lim f(x).
f2) = lim f(x)=lm f(x)
x—=2"

x—-2*
2k+1=5—-2k=2

Para que a funcién sexa continua en todos os seus
puntos, débese definir como:

x* =9
se x <2

Ax)=1 x-3
2x 4+ 1 sex>2
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ACTIVIDADES

Limite dunha sucesién

33 Calcula o termo xeral das sucesidns cuxas primeiros

©9% termos son:

a) 1,-1,1,-1,.. b) 1,2,48, ...

34 Con axuda da calculadora, calcula o limite desta sucesion

©00 definida de forma recorrente.
- 3a,_,+ 2

a1 = 1
4Gn_1 +3

35 Calcula o limite da seguinte sucesién con axuda
©00 da taboa.
=

2n+1

n

‘a5 50 | 500 | 5000 | 50000

ad,

36 Comproba a igualdade con axuda da taboa.

( Tolvs

im 2O -3
== 904
n ' 5 - 50 500 5.000 50.000
Indeterminacions

37 Calcula os seguintes limites de sucesiéns.

[ Jelo]

2 2
a) jm|37*n _n +2]
=N =3 n—1
q__ 2
by fim [ =302 _ 0 ]
(=3 3n n+3
2_
c) lm 2n—fn—ﬂ]
re 2n+1
2 a__
d) lim 6n +1_9n 5]
== 2n+4 3046

38 Obtén os resultados de:

eac Jzi
a) fim YA £n—3
e 34

2
by fim STH30+2
n— \fn3 + ant
9 Jm J5—2n+6n°
e 2 _n_ 6
39 Determina os limites.

(-1-1s

a) ,{m(n— \fn2+4n—_1)
b) nlinl(\fdrnz +n+31 —Bn)

c) Iim (4n —Jen? + 2)

n—w
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Limite dunha funcién no infinito

40

®00

4

42

(-] jo]

45

@00

Calcula os seguintes limites,

e

a) Im x*+4+2x* -3 o Im - -
s x5 x2 4 2x +1
by fim Inlxl d) lim xe*
X—3—oc X+

Representa as funciéns.

flx)=2x-3 glx) = x*+2x —1
A partir da gréfica, calcula os seguintes limites.
a) Im f(x) ) Iirﬂ f(x)
b) lm g(x) d) fm_ g(x)
Calcula.
a) lm (x*—3x%
X—y—+ao

b) fim (x*+2x3+x2=17x)
Xey-00

Q) lim (—2x* +8x3 —3x* 4+ 27x — 42)

X400

d) /in+v (1—3x3 +5x2 — 6x)

Determina os limites.

a) fim (6x3+ x?)
X—y—ce

b) fim (x* +4x° +7x* —=12x+)
X=y—00

c) lm (5x® —3x* —16x+3)

X——ca

d) lim (7 —12x 4+ 3x* +9x%)

x——ce

Calcula os limites.
a) fim |-2t* + 5|
t—=4-

b) lim |r*+ 6t +3

Calcula os Iimites, e comproba o resultado
€0a tUa calculadora.

2_
a) lim 2x°—6x+3
xode x2 3y 4 5
2__z.3_ 1
b) fim 2X°—6x"—x+1
xo4e Ax2 4 Ex D

3 _
e e
o= 6x2 _3x3 4 x

2 -
) fim 2t x=12
xotw y2__y3 .49
— 4 g
e) Ilm it aie
X423y 4 Ix? —3
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46 Calcula estes limites con axuda da calculadora,
@00 a comproba o resultado obtido.

X 45x+7
m e —
x> x4 x +1
ju} 3
b) lim At x—2x
x3-w Jx? _3x 411
; X3 —2x* —10x
c) lim
xo=m _x2 4L Ix3 —x+3
2
d fm X“4+3x+ 21
x>—w Gx2 _ Ax3 1+ Jx

a)

47 Escribe, en cada caso, un polinomio, P(x), para obter
000 gs resultados indicados cando calculamos o limite.

_ 8x*+6x—1
im ———
X—y+oa P(X)
a) 4 c 0 e) —w
b) 5 d) 4+ f) |
48 Encontra o valor de:
e00
a) lim (\,fré_fxz +2x —4x? —3)

X%

b) /ir:) (wfrx2—2X+1 —Jx2—2X+4)

49 Calcula os limites.

e SEAL] | =z
a) [im [ + J
aoac 5 X+ 2
8 2x2 + 1
b} fim [ X Ka ]
x>\ x2_Jx 2x—4

50 Obtén os resultados de:
: _ 2
a) m Y3xF6C
Bo=E X242
(44 3 92
b) fim W 2xT 4+ 5x° —2x
S 3x—1

51 Determina.

a) lim w b) fim \/—_x—_\/_2___

x—0 X x—2 X =

Limite dunha funcién nun punto

52 Determina os limites, calculando previamente
@00 g seus limites laterais.

2-— —
a) /im—{——?’—)ﬁ d) Im KL
X2 2x —5 X=3—1 X2—2X
b) fim (14 2x)* e) lm ln{x+1]
X3 x—2 3
I x*—2x+3 5
c fim fxi f) Im ———
=0\ x4 A= AR

Limite dunha funcion

53 Con axuda da calculadora, completa a taboa e
sle] 2

) comproba que se f(x) =

Xx—3

x | 0 | 09099 0999|100 101 11
f(x) _

54 (Calcula os limites indicados na funcion.

e g(x)={2x+4 se x<4
X =2x+1 sex24
a) ,li,rrla g(x) d) Lma alx)
b) fim g e) lm glx)
<) lim_gx) f) fm_glx)

55 Observa as gréficas das funciéns f(x) e g (x),
000 a calcula os seguintes limites.
a) fim f(x) im f(x)
x—=1 x—>Tt

YA

X
b) fim g(x) lim g(x)
x=1 x—=T1"
.Y__
= X
56 Determina os limites, e se é preciso, calcula
©00 o5 |imites laterais.
2 2
a) /imX alz0 a) /imX+2X
x—=2 X—2 x4 8—-2)(
b) fim d) Im—t=2X
x>3 9. x? 1 x2 —2x 41

57 Calcula os limites.

eeo : '
a) fim cos x ¢) lm senx
xom ysy ST
2
oS X
b) fim xx d) /im
N2 =T gen x

2

, enton /im] fix) =—0,5.
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ACTIVIDADES

58 Dada a funcién f(x) definida a anacos, encontra os limites.

[elele}

2x+1
'.;)

flx) =

x—1
X2 +6x—32

a) lim f(x)

X—p—00

b) fm f(x)

X—>+-00

o lm f(x)

xX——2"

d) /m f(x)

x—-2%

e X < —2
se 2L<x<3

se x>3

e) Im f(x)

x—=-2

f) fim f(x)

x=33"

g) lm f(x)

x—3*

h) lim f(x)

X3

59 Calcula os limites laterais e o seguinte limite.

[o]e]s]
fim

60 Resolve os limites.
m (2x —3)(x +3)
x=>=3 (x + )x + 3)
2 ER
b) fim 2x°—9x+10
x=2 3x2 _Tx 42
3| 2 o
o Jm 3x° +12x - X 4

X2 —x—6
%23 x2 _6x+9

xo-4 x3 L 7x2 1 14x + 8
3 __Qgy2
d) fim Xx°—9x° +15x+ 25
x5 x3 _5x2 4 2x —10
2 _
&) Im _2x 1x +14
x=2 4x? —16x + 16

3 A _ o
D frr af it st st U]
x=>=1 X34 2%+ x

61 Dada a funcion:

f(x)

2% 43x=2

2 —4

determina os seguintes limites.

a) Iim f(x)
X+

b) ,/m f(x)
o) Zn_vwf(x)
d) lm f(x)

x——2

Asintotas dunha funcién

62 Encontra o Iimite da funcién cando x tende a 0

©0% e cando x tende a 3.

X4

flx)=

x3 —3x2

Especifica o valor dos limites laterais,

se é necesario.

240

63

[ Tela}

64

(elele]

65

@00

oec

67

(-1 Ta]

[elee]

Determina o limite, e comproba o resultado

coa calculadora.
2 -
im [u : 3x]

=>tw| o x4 2
Observa as téboas de valores da funcion.
Fx) = 4x? —5x
2x2+7
X ' 1 i 10 - 100 . 1.000 | 10.000 -
f(x) | -0 1,69 ‘ 1,974 _j 1,9975 | 1,99975 _
X _ —1 -10 —f——100 | -—1300 ;_—10.000_
00 1 217 2,024__ 20025 | 2,00025:

E certo que y= 2 é unha asintota? Cando x tende a +,
estd a funcion por enriba ou por debaixo da asintota?
Que sucede cando x tende a —eo?

—2x

, e 3 .
Decide se a funcién y = ten alguna asintota
horizontal, e sitda a funcidn con respecto a esa asintota.

Observa as taboas de valores da funcién.

3x+1
fx) = 22T
Xx—3
x | 2 | 25 | 29 | 209 | 2999 | 29999
f(x) —7 | =17 | —97 | —997 | —9997 | —99.997
X 30001 | 3,001 3,01 3,1 35
fo) | 100003 | 10003 | 1003 103 23

E certo que x = 3 ¢ unha asintota vertical?

Cando x tende a 3 pola esquerda, a rama infinita
da funcién tende a 4+ ou —e? Que sucede cando
xtende a 3 pola dereita?

Decide se a funcién y = ten algunha

x> —3x —
asintota vertical, e estuda as stas ramas infinitas proximas
a esas asintotas.

Observa a taboa de valores da funcién.

2
f(x)=4x + 6x
2x —3
x | 10 | 100 1000 | 10000

f(x) 27,06 206,09 2006009 | 20.006,0009

Esta é a tdboa de valores da recta y = 2x + 6.
x 10 100 1000 | 10000
y=2x+3 | 26 | 206 2.006 20.006

E certo que a recta é unha asintota da outra funcion?
Que posicidon tefien cando xtende a +oo?

Investiga a posicion relativa de ambas cando
xtende a —oo,
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69 Comproba se a rectay = x -+ 3 é unha asintota oblicua
@eo 2

da funcién y = . En caso afirmativo, decide

xX+2
a posicién que ocupa unha respecto da outra.

70 Calcula as asintotas oblicuas das funciéns e a stia posicion
°0% relativa respecto delas.

2%+ 4

x—1

2
b) f(x) = 2x°+ 4
2+ x

a) f(x)=

71 Determina todas as asintotas das funciéns,
@e0 g sitiia as silas ramas infinitas.

] A e ) Foxpm 2
X+3 x—1
2
B i) = St 2 A g i
Xx+1 X2 —5x4+6
3
A ) e B o) et
x—5 X+ x+1

72 Obtén todas as ramas infinitas e as asintotas
2% das funcidns, e decide a posicién que tefien entre si.

3_

3) f(X):x_Zx+1
2x* —5x3
3.—

b) f(X)=X__7X+1
2x2—8
3_

C} f(X): _XA
2x2 48
3 _

d) f(x) = X —7/x+1
2x+8

73 Calcula as asintotas destas funcidns, e a posicién
©9® das ramas infinitas.

X' —6x°+12x—8

a) f(x)=
X+3
X —6x2+12x—8
b) f(x) = B
X +x—6
O fix) = x> —6x2+12x—8
X—=2
X —6x24+12x—8
d) f(x)=
X2 —4
&) flx) = X —6x +12x—8
(x—2y
£) flix) = x*—6x*+12x -8
x2+4

74 Calcula as ramas infinitas e as asintotas das funciéns.
Q0C

o y=logx
d) y=ixx

a) y=x>+5x— |
b) y=2"—1

Limite dunha funcién

75 Encontra as asintotas das funcions.

[elele] -
[2x — 3 2x

a) y= b) }’=—4 -

& - X

Continuidade dunha funcién. Tipos

76 Observa a gréfica da funcién e determina
€00 estes limites.

lim f(x) im f(x) fim f(x)
x—=0 x—=0* x—=0
lim f(x) lim f(x) fim f(x)
X2 x—>3 X2

Estuda a continuidade da funcion f(x).

77 Completa a tdboa para a funcion.
2800

2
— 2X —
=
x—3
L ox | 25 | 29 | 2999|3001 | 301 | 31 | 35
fx) Ll

Comproba que o seu limite, cando x tende a 3, &:
fim f(x) =4
x—3

Canto vale f(3)? Fai unha representacién da funcion.
Que diferenza hai entre as gréficas
def()edey=x+41?

78 Debuxa unha funcion que sexa continua, salvo en x = —1,
©e0 gue tefia un salto infinito e que tefaen x = 3
un salto finito.

79 Debuxa unha funcién cuxo domino sexa [0, +), e que
©°° presente un punto de descontinuidade evitable en x = 4.

80 Determina os puntos de descontinuidade das seguintes
“0¢ funcidns.

1 X+2
a) y= g y=—7>F
X+3 X —7x+12
X+2
S f) y=+vx-5
Y X —x+12

g) y=vx*—2x—8

) y=+4+x

d y=va—_3x—x h y=Jx—2x+8
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81 Estuda a continuidade das funciéns en x = 3,
=% a se presentan descontinuidade, decide de que tipo
de descontinuidade se trata.
Xx+3 se x<3
a) flx)=46 sex=3
x2—2x+3 se x>3
121 se x<3
X —
b) f(x) = B se x=3
x-—2 € x>3
In (x—2) se x <3
Q) flx)=1-2 sex=3
sen (x —3) se x >3
12
sex<3
d) fix) =4 x-3
x=15 sex >3
x+1 L
&) f(x) =14 x—1 S
=) sex =3
82

83

[ 1-To]

84 Fstuda a continuidade en tode o dominio das funcidns.
* Determina os puntos de descontinuidade que presenta

242

ACTIVIDADES

¢ continuas?

3

Xx+1
a

—2x =7

a) flx)=

log (ax +7)

eenx=0.
25 =1
Y=112

—= T
X

cada unha delas

a) y=sen(x+ w)

b) y=In(x+e)
c) =tx(x—£)
s 2

d) y___ 2x—3

Que valor debe tomar a para gue as funciéns sexan

sex <—2

e x=-2
se x > —2

e x £ -2
sex >—2

sex < —2

sex>—2

Razoa se a seguinte funcion é continuaen x = 3

sex 23

sex <3

85 [nvestiga se as funcidns son continuas.
000

log (x +7) ex<3
sex =3
a) fx)=1 |
5
sex >3
X+2
[ [3x+5
2 se x < —1
by flx) = 0 s e
x+1 se x >—1
5
sex <1
9 fo=12"
5 se x=1
rsdig] sex >1

86 Estuda a continuidade da seguinte funcion.

log (t+7) set<3

g(t)= ;_) set=3

set>3

7—t

Se presenta puntos de descontinuidade, estuda o limite
cando t tende a eles e decide que tipos
de descontinuidades son.

87 Estuda a continuidade das funcidns.

o000

a) y=I[ {Parte enteira de x)
b) y =
[xd
0 y=|2-1|
il
dyfy I
T

Problemas con limites

88 Observa a gréfica da funcion e determina os limites que se
#2% indican.

............

a) Im f(x)

x——c

b) fim f(x)

X4

) fm f(x)

x—=-2

d) lim f(x)

x->—1

Unidade 9



89 (alcula os Iimites indicados na funcién definida a anacos.

X +5x 41 X <1
h(X) - { se

362 -5x+6 sex>-—]

a) Im hix) c) Xﬁrz)ﬁ h(x)
b) Im_h(x) d) fm_h(x)

90 Calcula lim (f o g), sendo as funciéns:
060 x—3
g0=x+2  fo=—2"]
2x% —10x
91 Fai a gréfica aproximada dunha funcién que cumpra
090 35 seguintes condicidns.
+ lim f(x)=0

X——c=

s Jim f(x) =40

X——-2"

s lim f(x) = 4o

X4

. Iim2+ fx) =—o

92 Realiza a gréfica aproximada dunha funcién que cumpra

©90 35 sequintes condiciéns.

. [/'fz; g(x) — —

. /ir_p glx)=13

. ///727+ g(X) =-2

« lm glx)=0
X=3t-00

93 Constriie a gréfica aproximada dunha funcién
29 gue cumpra estas condicions.
* lim hix)=1

X—3—c0

» lim h(x) = —=

x=0"

B Iirg+ h(x) = 4o

« fim h{x)=1

X=3+x

94 Representa tres funcidns que cumpran que /im3 fix)=5
X—.

®®% e cada unha destas condicidns.
a) f(3)=5 b) f(3) non existe.

95 Debuxa unha funcién continua que cumpra que f(x) &
©°¢ negativa se x > 3 e é positiva se x < 3.

a) Cantovale Iim3 Ax)?Ef(3)?

b) Hai un posible resultado? Razoa a resposta.

96 Calcula as asintotas destas funcions,

x2—4x+4 X2 —4x+ 4
flx)=—— gl)=———
) X2+ x—2

Razoa as diferenzas entre ambas as funcions.

Limite dunha funcién

c) f(3)=2

97 Escribe unha funcién racional para cada caso.

{elele) o s .
a) Que tefiax= 2 e x= —3 como Unicas asintotas.

b) As stas Unicas asintotas sonx= —2 ey = 3.
©) AssuUasasintotassonx=4ey=2x 1.

98 Calcula o valor de a para que o limite tefa valor
LD -y AFELT
finito: fim <X 13 _ g
X
Con ese valor de g, calcula b para que se verifique que:
_ 2x* 43
im ———
X—>4-0a X — ‘|

—ax—b=0

2x2 43

Quie relacién existe entre a funcién y = ;
X =

earectay=ax+ b?

99 Calculouse que a poboacién de raposos nunha leira

ceo 62 + 3

se rexe pola férmula z = 100 —, onde z
I

representa o nimero de raposos e t é o tempo
transcorrido, en meses.

O veterinario da leira observou que, nos primeiros seis
meses, a poboacién aumentou. Investiga se o crecemento
sera indefinido, se tendera a estabilizarse a poboacién ou
se tendera a diminuir.

mc

e expresa a masa M dun corpo en funcién
da sua velocidade v, sendo ¢ a velocidade da luz
(300.000 km/s).

Calcula o limite da masa M cando vtende a c.
A vista dese resultado, cres que un corpo
pode alcanzar esa velocidade?

100 Afamosa férmula M = ﬁ débese a Einstein,
ct—v

101 Representa mediante unha funcién definida a anacos

©90 3 tarifa dun aparcadoiro.

®_\
APARCADOIRO
Horario: de 10:00a 22:00 horas
Tarifas:

® Cada hora ou fraccién: 2 €
e Mais de 5 horas: 10 €
e FEstancia maxima: 12 horas

@ ®

-

a) Estuda a sua continuidade.

b) Clasifica os puntos de descontinuidade, se os tivese.
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PARA FINALIZAR...

Reflexiona sobre a teoria

102 Calcula o valor de k para que o seguinte [imite

2
! X k2
sexa un namero real: fim Lo
x—2 Xz — 4
Para o valor de k obtido, canto vale o limite?

103 Calcula os limites.

a) limx- senJ«

x—=0 X x> 5

IDEA CLAVE

Ten en conta que, ainda que non saibas o valor,

si sabes entre gque valores esta.

104 Que ocorrera coas raices da ecuacion

ax? + bx 4+ ¢ = 0 se o coeficiente a tende a cero
e os coeficientes b e ¢ son constantes, sendo b # 0?

IDEA CLAVE

Calcula o limite de cada unha das raices
candoa — 0.

Pensa un pouco mais

p b
107 Demostra que a recta de ecuacion y = —X
a

XZ y2
é unha asintota da hipérbole —- — W — 1l

Andlise do enunciado

Qs coeficientes da recta relaciénanse
cos coeficientes da hipérbole.

Desefo da resolucion

Formulanse as condicions necesarias
para que haxa unha rama asintotica.

Clave para resolver o problema

Despexa a variable y na hipérbole

e comproba gue ocorre

coa diferenza entre estas ddas funciéns
e a recta cando x —> <.

b) /im 208 Cos X

1
105 Comproba que Iirrz) ex non existe.
x—

IDEA CLAVE

Compara os limites laterais cando x — 0.

106 Estuda a continuidade de cada unha das seguintes

108

funcions.
2 sex <0
a) Yy=9 1
5% sex >0
AL
b) y:{SX sex <0
2 sex 20
xz-seni se x #0
Q y= X
0 se x =0
IDEA CLAVE

O punto dubidoso é x = 0. No primeiro caso

é necesario calcular os limites laterais en x = 0;
no segundo, a funcidn é igual & esquerda

e & dereita de cero.

Se medimos o dngulo x en radians, demaostra

. sen x
gue lim
x=0 X

—al

Se o0 dngulo x se mide en graos sesaxesimais,
sen x T

entén fim
x—0 X

Analise do enunciado
Temos que resolver unha indeterminacion

d tioo
O S
* 0

Desefio da resolucion

A medida da
lonxitude do arco
esta comprendida
entre a medida
dos segmentos
ABe AC.

0 = A

Clave para resolver o problema

A 4rea do sector circular OAC
esta comprendida entre a area

Py
dos tridngulos OAA% e OAB.
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