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LITERATURA E MATEMATICAS

En busca de Klingsor

Certa vez, un reporteiro preguntoulle a Einstein:
-Existe unha férmula para obter éxito na vida?
—S1, haina.

—Cal é2? —preguntou o reporteiro, insistente.

—Se A representa o éxito, dirfa que a f6rmula ¢ A = x + y + z, onde x é o traballo
ey, a sorte —explicou Einstein.

—E que seria 0 27
Einstein sorriu antes de responder:
—Manter a boca pechada.

Un mozo norteamericano, Bacon, estuda Fisica no Instituto de Fstudos Avanzados de
Princeton e alf cofiece a Einstein, do que lembra algunhas anécdotas coma esta. Ao fina-
lizar a Segunda Guerra Mundidl, faise espia e viaxa a Alemana para encontrar o mdximo
responsable das investigacions atomicas realizadas polos nazis, que se agocha baixo o
pseuddnimo de Klingsor. Nas suias pescudas axudalle un matemdtico, de nome Links, que
formou parte do equipo de investigacion nuclear.

Por que estabamos xuntos o tenente Bacon e eu [pensaba Links]? Cando nos en-
contramos por primeira vez? Cal era a nosa misién? Como se cruzaron, en fin, as
nosas vidas paralelas? Para responder a estas cuestiéns non me queda méis reme-
dio ca falar un pouco de min.

Localizo o meu nacemento no mapa da mifia imaxinacién como un pequeno punto
debuxado no centro dun plano cartesiano. Cara arriba, no eixe dos ¥, estd todo o
positivo que me ocorrey; en contraposicién, cara abaixo descubro as mifias des-
Venturas, 0s meus retrocesos e as minas desgrazas. A dereita, no etxe dos x, encon-
tro os actos que me definen, aqueles que voluntariamente convertin no centro da
mina vida —desexos, anhelos, obsesions—, mentres que, 4 esquerda, xacen esas por-
ciéns do meu ser que me modelaron contra a mifia vontade ou a mifa conciencia,
esas partes aparentemente impredicibles ou espontaneas que, non podo negalo, ta-
mén me levaron onde estou agora. Cal seria o resultado final dun exercicio coma
este? Que forma apareceria no medio da folla? Seria posible trazar as coordenadas
que percorrin ao longo do meu traxecto? E obter, a partir desa lifia, a formula que

me resuma en corpo e alma?
JoraE Vorri

Xulga a metéfora de Links. Seria posible representar unha «vida» mediante
unha curva nun sistema de coordenadas cartesianas?




Propiedades numéricas

= Nunha fraccién, o denominador nunca pode ser cero.

» EnR non existe a raiz cadrada dun ndmero negativo.

Sevx =a—a* =x
x non pode ser negativo, porque @’ é sempre positivo.

+ Non existe o logaritmo de O nin dun ntimero negativo.

Selog,x=b — d®=x
x non pode ser cero, perque ningunha potencia € igual a cero.
x non pode ser negativo, porque a°, como a > 0, é sempre positivo.

« O seno e o coseno estdn definidos para calquera dngulo.

= Atanxente non existe cando o coseno é cero.

sen x ) i 37
Comoix x = , @ tanxente non existe se x = — + 2kx OU X = —— -+ 2 krr.
cos X 2 2

' Dada a funcién f(x) = log (sen x):

a) Esta definida para x = —121? b) E para x = %?

Intervalos

Un intervalo ¢ un conxunto

de niimeros que se corresponden
cos puntos dun segmento

da recta real.

+ Se os dous extremos do intervalo pertencen ao intervaio, dise que é pechado.

0 2

O intervalo pechado [0, 2] contén todos os puntos comprendidos entre O e 2,
incluidos os seus extremos, 0 e 2.

Se os extremos do intervalo non pertencen a el, dise que é aberto.

U 2
O intervalo aberto (0, 2) contén todos os puntos comprendidos entre O e 2,
excluidos os extremos, 0 e 2.
Se o extremo menor do intervalo pertence ao intervalo € o extremo maior
non, dise gue & pechado pola esquerda e aberto pola dereita.

0 2

O intervalo pechado pola esquerda e aberto pola dereita [0, 2) contén
todos os puntos comprendidos entre 0 e 2, incluido 0 0 e excluido o 2.

- Se o extremo mencor do intervalo non pertence ao intervalo e o extremo maior si,

dise que é aberto pola esquerda e pechado pola dereita.

0 2

O intervalo aberto pola esquerda e pechado pola dereita (0, 2] contén todos
0s puntos comprendidos entre 0 e 2, incluido o 2 e exclufdo 0 0.

@ Expresa as seguintes condiciéns en forma de intervalo.

a) —1<x<5 ) x<-2
b) x>7 d) Todos 0s nimeros reais.




Funciéns

menos tres unidades.

A cada numero, £, facémoslle corresponder o seu cadrado

y=x*-3 ou

fx)=x*-3
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3 Expresa, de forma alxébrica e mediante unha taboa, a funcién que
asigna a cada nliimero o seu cubo menos dias veces o seu cadrado.

Gréficas discretas,
graduadas e continuas

Y4

As gréficas graduadas estan formadas
por segmentos horizontais

situados a distintas alturas.

A0 representar estas funcidns Gnense
0s puntos mediante lifias horizontais.

As graficas discretas estan formadas
por puntas illados.

Neste tipo de funciéns sé

SE representan os puntos.

=y

As gréficas continuas podense
representar dun sé trazo.

Ao representar este tipo de funciéns
Unense os puntos representados cunha
lifa.

‘ Debuxa estas funcions e indica de que tipo son.

a) Un vendedor de mobles ten un soldo fixo de 480 €, e por cada
moble que vende, cobra 10 € de comisién.

b) A cada nimero real facémoslie corresponder o seu dobre menos 2.




€@ TFuncions reais de variable real

Non esquezas E
L

Unha funcién pode cortar varias
veces o eixe X, pero sé pode
cortar unha vez como maximo
oeixe Y.

Unha funcioén real, f, de variable real é unha relacion que asocia a ca-
da nimero real, x, un tnico nimero real y = f(x). Pédese expresar des-
ta forma:

fR—> R
x — y = f(x)

A variable x denominase variable independente e a variable y ¢ a varia-
ble dependente.

Exemplos

ngﬁ Indica se as gréficas corresponden a funciéns ou non.
a) Yi b) v c Y

8

™
Xy
>y

Nas gréficas a) e ¢) existen valores da variable X aos cales lles corresponden méis
dun valor de Y. Estas gréficas non corresponden a funciéns.

Na gréfica b), a cada valor de X para o que existe a gréfica, correspéndelle
un unico valor de Y. Esta gréfica corresponde a unha funcién.

2 O prezo do metro de tea é 7,50 €. A relacidn entre as magnitudes /onxitude
de tea, en metros, e prezo, en euros, € unha funcion?

A relacién entre a lonxitude da tea, X, e o seu prezo, Y, podémola expresar como:
y=750-x

Se agrupamos alguns pares de valores en forma de taboa, temos que:
Lonxitude (m) 0,5 1 15 2 25
Prezo (€} 3,75 7,50 11,25 15 18,75

Para cada lonxitude, x, temos un Unico prezo, y (unha cantidade de tea non pode
ter dous prezos distintos).

A relacion entre estas duas magnitudes é unha funcién.

ACTIVIDADES
1 Xustifica se as sequintes gréficas corresponden a funciéns. 2 Razoa, en cada caso, se a relacién entre as magnitudes
é unha funcién ou non.
a) b) \

a) A distancia entre ddas cidades e o tempo
que se tarda en ir dunha a outra.

b) A cantidade de froita que compra unha familia,
en quilogramos, e o prezo por quilogramo.
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¢) Aaltura dos alumnos dun centro escolar
e a sda idade.

=y

Unidade 7



@ Dominio e percorrido

Dada unha funcion f: R — R, tal que y = f(x): Y4
* O dominio da funcion ¢ o conxunto D C R dos valores para os g
que esta definida a funcion. Represéntase por Dom f. E
¢ O percorrido da funcién é o conxunto de valores que toma a fun- §
cion. Represéntase por Im f. =
Dominio X
Faino asi
COMO DETERMINAMOS O DOMINIO DUNHA FUNCION
Calcula o dominio destas funciéns.
a) fx)=3x*+2x—7 ) fx)=+vVx—1 e) fix)=senx
34+2x—7
b) f(x) = 2k T d} f(x) =log (x+ 1) f) f0)=1txx
PRIMEIRO. Consideramos as operacions que aparecen na expresion alxébrica de f(x).
+ As expresions polindmicas estan definidas para todos 0s ndmeros reais.
* As expresiéns con x no denominador non estan definidas cando o denominador
se anula.
+ As raices de indice par s¢ estan definidas para radicandos positivos.
+ Os logaritmos s6 estan definidos para nimeros reais positivos.
* As razéns trigonométricas do seno e do coseno sempre estan definidas.
« Atanxente non estd definida cando o coseno é cero.
a) Esta definidaen R.
b) Non estd definidasex+1=0 — x=—1
c) Soestddefinidasex—1>0 — x> 1
d) Soestadefinidasex+1>0 — x> —1
e) Estd definidaenR.
3
f) Nonestd definidase cosx=0 — x= % + 2kmex= Tﬂ + 2k
SEGUNDO. Expresamos as condicidons anteriores no dominio da funcién.
a) Domf=R d) Domf= (-1, +o0)
b) Domf=R — {1} e) Domf=R
3
c) Dom f=[1, +o0) f) Domf=R—{j2l+2k1T,7ﬁ+2k’K}
ACTIVIDADES
y
3 Determina o dominio e R 4 Cal é o dominio destas funcions?
e o percorrido 1T V[ o
desta funcion. T - a) ) =vx+4
+ L +—t—t—+ ! b)f(X)=
_.i . ,u\_‘ i x? —16
E/ il 6 ) Q) fx)=9x*+ 6x* — 9x
LSS d) flx) = cosx
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€ Crecemento. Concavidade

Decatate

Se a recta tanxente

nun punto atravesa a grafica
dunha funcién, dicimos

que a funcién ten

un punto de inflexién.

N

| x

Y

Unha funcién f é constante nun
intervalo (g, b) se para calquera
par de valores do intervalo

se cumpre que: f{x;) = f(x,).

Xy

a  x x, b

ACTIVIDADES

5 Enqueintervalos é
crecente esta funcién?
E decrecente?

Unha funcién f é crecente nun intervalo
(a, b) se para calquera par de valores x;,
Xz, con x; < X, do intervalo se cumpre

que: () < f(x,).

Unha funcién f é crecente nun punto x,
se existe un intervalo centrado en x,
(xo — h, xo + h), para o que a funcién é
crecente.

Yi
§EN)

SO

A

Y

f (6]

S

b ¥

a X Xo X3 b

Unha funcién f é decrecente nun inter-
valo (a, b) se para calquera par de valores
X1, X2, con x; < X, do intervalo se cumpre

que: fix;) > f(x,).

Unha funcién f é decrecente nun punto
se existe un intervalo centrado en x,
(xo — h, Xo + h), para o que a funcién ¢

<)

decrecente.

Unha funcion f é concava nun punto se a
recta tanxente a grafica de f nese punto es-
ta por debaixo da grafica.

Unha funcion f é convexa nun punto se a
recta tanxente 4 grafica de fnese punto es-
ta por enriba da grafica.

Exemplo

3 Indica os intervalos de crecemento desta
funcion. En x = 4, é cdncava ou convexa?

Se tomamos x;, x; € (—00, 3), con x; < X,
cumprese que f{x;) < flx,). A funcién
é crecente no intervalo (—co, 3),

Se tomamos X, X, € (3,5), con x; < x,,
cumprese que f(x,) > f(x,). A funcion
é decrecente no intervale (3, 5).

Y

Convexa

Céncava
en x;

'
'
)
)
)
'
|
'
)

X X2 X

Se x, X3 € (5, +00), f{x;) = f(x,). A funcidn é constante en (5, 4-00).
En x =4, a recta tanxente esta por enriba da grafica. A funcion é convexa
nese punto.

da funcion.

Enx =2, é concava
ou convexa?
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6 Estuda o crecemento
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@ Maximos e minimos

Unha funcién f presenta un méximo rela- Y4 Maximo

tivo nun punto x, se existe un intervalo absoluto Maximo
centrado en xy, (xo — h, x, + h), tal que  fodl._ /N relativo
para calquera punto x do intervalo se  fo) |- - \---------
cumpre que: f(x) < f(x,).

Unha funcién f presenta un maximo ab-
soluto nun punto x, se para calquera va-
lor x do dominio da funcién se cumpre

que: f(x) < f(x).

= . .—-—
&
bl

¥ Unha funcién f presenta un minimo rela-
T tivo nun punto x, se existe un intervalo

centrado en xo, (xo — h, xo + h), tal que
0\ para calquera punto x do intervalo se

Jo) o cumpre que: f(x) > f(x,).
relativo; | I‘{ffﬂim Unha funcion f presenta un minimo ab-
;| absoluto __, soluto nun punto x, se para calquera va-
X x X lor x do dominio da funcién se cumpre

que: f(x) > fix,).
Exemplo

4' Determina o dominio, o percorrido, os intervalos de crecemento
€ 0s maximos e minimos desta funcion.

Domf=R —(2,3) Im f=[-3, 4-00)

fé crecente en: (—1,1) U (3,4) U (5, +-c0)

fé decrecente en: (~oe, —1) U(1,2) U (4, 5)

Existen dous maximos relativos, enx = 1 e en x = 4: P(1,3)e Q4, 6)
Existe un minimo relativo en x = —1: R(—1,2)

Non existe maximo absoluto, porque o maior valor da funcion é 4o,

Existe un minimo absoluto en x = 5, xa que o valor minimo da funcién, —3,
se alcanza neste punto: 5(5, -3)

ACTIVIDADES

7 En que puntos da
funcion hai
maximos relativos?
E minimos relativos? Ten
maximos
ou minimos absolutos?

0 percorrido,
0 crecemento

de f(x).

Funciéns

8 Estuda o dominio,

€ 0s maximos e minimos

Non esquezas

« Unha funcién ten un maximo
relativo en x; se a funcién,
nese punto, pasa de ser
crecente a decrecente,

4

Maximo

Xo X

* Unha funcién ten un minimo
relativo en x, se a funcién,
nese punto, pasa de ser
decrecente a crecente.
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© Simetrias

Decétate )

Hai funciéns que non son pares
nin impares.

f=x—1—=f—x=—x—1
Esta expresién non coincide

coa expresion de f{(x)
nin coa expresiéon de —f(x).

ACTIVIDADES

9 Debuxa a gréfica dunha funcién para que sexa:

176

a) Impar.
b) Par.

Dada unha funcién f de variable real, dicimos que é:

Simétrica respecto do eixe Y, se para Y
calquera punto x do dominio da funcién \

se cumpre que: f{—x) = f(x). F=x)|=f00
Estas funciéns tamén se denominan fun- \\

cions pares. =

|

) Simétrica respecto da orixe de coor-
denadas, se para calquera punto x do do-
minio da funcién se cumpre que: f{(—x) =

= =—fC).
f(=x) = —f() Estas funciéns tamén se denominan fun-
cions impares.
Exempio v
5 Completa a grafica [

desta funcién para que sexa: d -

a) Par. o

b) Impar.

a) /\Y o b) \ Y _

/ ; \/ ;
Faino asi
COMO DETERMINAMOS A SIMETRIA DUNHA FUNCION
Estuda a simetria destas funcions.
a) flx) =+/x* +1 b) glx) = —>
x2 41
PRIMEIRO. Substituimos x por —x na expresion alxébrica da funcién.
a) fe =0 +1=x"+1 b gr=— =
(=% +1 x2 41
sEGUNDo. Comprobamos se esta funcidn é igual & primeira ou & stia oposta.
a) fl—x)=1flx) — flx) é simétrica respecto do eixe Y.
b) g(—x) = —glx) — glx) é simétrica respecto da orixe.
10 Xustifica se estas funciéns son simétricas.
xt+2
a) flx) = _21_ b) glx) =vx® =3
X
Unidade 7



@ Periodicidade

Unha funcién f é periédica, de periodo T(T > 0), se para calquera valor x
do dominio da funcion se cumpre que:

fo) =fx+ T+ fx +2T) = ... = fix + k - T), con k un niimero enteiro.
Ou o que é 0 mesmo:
fx+ kD) =fx),Vhe Z

Unha funcién ¢ periédica se unha parte
da sua grafica se repite cada certo inter-

Yi
valo. Asi, cofiecido o valor da funcién [\ / \. ; \
nun intervalo de amplitude T, podese ] ; 'O
construir o resto da grafica trasladandoa U U T U X

4 dereita e 4 esquerda en todo o domi-
nio da funcion.

Exemplos

6 Decide se esta gréfica corresponde a unha funcién periédica e, se & posible,
determina o periodo.

3

L

A funcién asocia a cada nimero positivo a stia parte decimal; por tanto, é a gréfica
dunha funcién periédica cuxo periodo é 1.

@ A partir desta gréfica, representa unha funcién
periédica de periodo 4.

Desprazamos a gréfica da funcidn 4 dereita e & esquerda.

ACTIVIDADES
11 Representa unha funcién periédica tal que o periodo 12 Razoa se as seguintes graficas corresponden a funcidns
o determine esta gréfica. periddicas.
v a) YA b) Yy o
T 1 SERANEEES ol B
121 0 ) )AL 0 = B I {1

o EmmE LA FHHA
N ADamAmAmAS LA
TR 6 O {;\JU_UUUX WL EERE

_ ! | I I 1 1 13 1 11 ] ]
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€) Transformacions de funciéns

Se se coniece a grafica de y = f(x), pédense obter as graficas doutras funciéns a

partir dela.
Representacion de y = f(x) + k

Se cofiecemos a grafica de y = f(x), a
grafica da funcién y = f(x) + k obten-
se trasladando f(x) verticalmente k uni-
dades cara arriba, se k > 0, e k unida-
des cara abaixo, se k < Q.

Y foc+k  fx—h

k>0/k<0

7 ﬁf\ﬁ X

9

Representacion de y = —f(x)

A grifica da funcion y = —f(x) é a
grafica simétrica de y = f(x) respecto
do eixe X.

fl—=x) Y fGo

i

Exemplo

r fo) +k
ﬁ\ﬁo/ )
— i -
/\ \i%— k i

Representacion de y = f(x + k)

A partir da grafica de y = f(x), a gréfica
da funcién y = fix + k) obtense trasla-
dando f(x) horizontalmente k unidades
cara 4 esquerda, se k > 0, e k unidades
cara 4 dereita, se k < 0.

§ (€3]

X

N
L%

—f)

Representacion de y = f(—x)

A gréfica da funcién y = f{—x) é a gra-
fica simétrica de y = f(x) respecto do
eixe Y.

8 A partir da gréfica de f(x), representa a funcion fl—x 4+ 2).

ACTIVIDADES

13 Tendo en conta
a gréfica de y = (),
identifica a que
funcién corresponde

cada unha das
graficas que aparecen
na figura.

178

14 A partir da gréfica YA

de y = f(x), representa

estas funcions.

a) y=fx)—3 it :.] Pttt
b) y=fix+2) %' \_

Q) y=—f—x)

Unidade 7



@ Operacions con funciéns

Dadas duas funciéns f e g cuxos dominios son Dom f e Dom g, respectivamente:

o A suma de funciéns f e g é outra funcién, f + g, tal que para calquera
valor, x, que pertence aos dominios de ambas as funciéns se cumpre

que: (f + 60 = fx) + g(0).
e O produto de funciéns f e g é outra funcién, f-g, tal que para calquera
valor, x, que pertence aos dominios de ambas as funciéns se cumpre

que: (f - ©x) = f(x) - g0

O cociente de funciéns f e g é outra funcién, i—, tal que para calquera

valor, x, que pertence aos dominios de ambas as funciéns se cumpre

que: [i](x) S
g

,cong(x) # 0.
g(x)’

Faino asi
COMO CALCULAMOS VALORES PARA AS OPERACIONS CON FUNCIONS

Considera as funcions f(x) =vx* + 1 eglx) = % Determina o valor

das seguintes funciéns nos puntos que se indican.

c) [L](—D
g

prRIMEIRO. Determinamos cada unha das funciéns que resultan ao operar.

a) (f+g)4) b) (f-g)}(-2)

2N F1+x
2

\/,_
2\lx3 +1

a) (f+9)x) =

(f- g =vx*+1
' 3
c) [L](X)= <+l

=
2

g X X
2
segunpo. Calculamos o valor das funciéns en cada punto.
’43
a) (f+g)(4)=2— ;_] +4 2—\/&;——4_4 =65 +2
2. (=2 +1 22—
b) (f-g)(—2) ol 22) =2 5 ! — Non existe, xa que v —7 non é real.
13
0 [L](—h:ﬁ( 8= 3
g -1
ACTIVIDADES

15 Determina o valor destas funciéns no punto x = —5,

sefl)=x"—3egl)= X+3.

indican.

a) (f—gk b) (f- g} a) (f-g)—4)

Funciéns

Decatate (&>

16 Tendo en conta gue f(x) = \/x—se gx) =

O dominio das funciéns
f+gef-géoconxunto

de todos os valores que
pertencen a Dom fe Dom g.

Dom (f+ g)=Dom fnDom g
Dom (f- g) =Dom fN Domg

O dominio da funcién —

é o conxunto de

todos os valores que pertencen
a Dom fe Dom g e, ademais,
non anulan g ().

x> +3
x-|-1'

calcula o valor das seguintes funciéns nos puntos que se

b) H(—n
g
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€) Composicion de funcions

Non esquezas Eil‘%

Para determinar o dominio

de g o f(x) temos que encontrar
os valores dé x que cumpren
que:

« xestd nodominiode f.
« f{x) estd no dominio de g.

Dadas duas funcions, [ e g, chamase funcion composta de f con g a fun-
cion (g o f) que cumpre que:

(g o f)x) = glfC0]
{ gof
x L5 fo0 5 glf)]

A expresion (g o f)(x) lese como f composta con g de x. Para nomeala comézase
pola funcién da dereita, porque é a primeira que acttia sobre a variable x.

En xeral, (g o f)(x) é distinto ca (f o g)(x).

Exemplo

@ Dadas as funcions f(x) = x> + 1 e g(x) = 2x — 3, calcula o valor
das funciéns compostas que se indican.

a) (gof)(2)
b) (fo g)(—2)
) (gofix)
d) (fo gix)
e) (fo g)(x)

a) (goHA=glfAl=9g)=2-5-3=7
f)=22+1=5
b) (fog)(=2) =flg(~2] =f-7) = (=7 +1=50
gt-2)=2-(-2~3=-7
Q @o A =glfl =g’ + 1N =2x"+1)—-3=2 -1
) =x"+1

d) (Fog)) =Flgl=f2x —3)=2x =3P+ 1=4x*—12x+ 10

g =2x~3
@) (FoN ==+ 1)=0+1P+T1=x"+2*+2

) =x"+1
ACTIVIDAD' S
17 Determina’o valer da composicién de funcions 18 Sef(x) =v2X° eg(x) =x — 4, calcula o valor destas
que se indica en cada apartado, en x = —4, se fix) = x* funciéns nos puntos que se indican, determinando
Bt x—1 primeiro a composicion de funcidns correspondente.
X a) (Fog)(s) b) (go)s)
a) (fo g Q) (Fof)l) Xustifica, a partir dos apartados anteriores,
b) (go ) d) (gog)x) se a composicién de funcidns é conmutativa.
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@ Funcion inversa

* A funcién inversa dunha funcién f é outra funcién, f', tal que para

calquera valor x do seu dominio se cumpre que:
Se f(x) = b, entén f~'(h) = x.
* Sef™' éafuncion inversa de f, camprese que:
flof=fof'=1

A Id chamamola funcion identidade e definese como Id(x) = x.

As graficas dunha funcién e da sta Y4 .
inversa son simétricas respecto 4 1o / 10
rectay = x. 2 11

""" 18 X
y=x,"‘

Faino asi

COMO CALCULAMOS A FUNCION INVERSA DUNHA FUNCION e
Atopa a funcién inversa de:
5x
a) fx)=3x—1 b) g{x) =
e 2x —1
PRIMEIRO. Expresamos a funcién na forma y = f(x) e intercambiamos x por y
en ambos os membros.
5x 5x
a) f)=3x—1 - y=3x—1 b) g(x) = - y=
y ) g <1 Y T
x=3y—1 5
x=-—2_
2y —1
SEGUNDO. Despexamos y na ecuacion resultante.
a) x=3y—1—>y=x—H b)x=%—>2xy—x=5y
y —
y2x — 5y =x
)= X
X -5
Afunciéninversade fi) =3x — 1 é&: A funcién inversa de g(x) = 2XSX ] é:
Fip0 = X g0 = —=
3 2% -5
ACTIVIDADES
. iy 0 74+ x
19 Sef(x) =3x+2eg(x) = o~ : 20 Descubre cal é a funcion inversa de f(x) = \
X X
a) Determinagof,fogegog. a) Representa as funcions f(x) e ' (x).
b) Atopa as funciéns inversas de f(x) e de g(x), e comproba b) Comproba se as stas graficas son simétricas respecto
que fo e g o gdan afuncién identidade. arectay=x.
Funciéns

Decatate

» Afuncién identidade

é a funcién gue a cada valor

lle fai corresponder ese mesmo

valor.
ld(x) = x

» Non debes confundir a funcion

) oo
inversa, f !, coa funciéon —
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PROBLEMAS RESOLTOS

Concepto de funcion

1. COMO SE DETERMINA SE A RELACION
ENTRE DUAS MAGNITUDES DEFINE UNHA FUNCION

’l@ O pai de Xaime comprou un coche que marca
0 consumo instantaneo de combustible en litros
por cada 100 km. Un dia, Xaime anota os consumos
segundo a velocidade, mentres o seu pai circula
por tramos de estrada recta.

Velocidade

40 80 100
/h) 60 120
ol 7 6 48 53 65
(¢/100 km) ' ! !

Cres que esta taboa define unha funcién? Cales son
as suas variables? Debuxa a sua gréfica.

SOLUCION

PRIMEIRO. Determinanse as variables da relacion.

Velocidade — V
Consumo — C

SEGUNDO. Estidase se a cada valor da variable X
lle corresponde un tnico valor da variable Y.

Segundo a tdboa, a cada velocidade, x, correspéndelle
un dnico consumo, y.

Por tanto, a relacion velocidade—consumo
é unha funcién.

TERCEIRO. Represéntanse os puntos da tdboa.

(o

cuArTO. Decidese se se poden unir 0s puntos.

Neste caso, Uinense 0s puntos, porgue

ainda que non aparezan na tdboa todos

0s consumos, para calquera velocidade sempre
hai un consumo.

Dominio e percorrido

1. COMO SE CALCULA C DOMINIO E O PERCORRIDO
DUNHA FUNCION A PARTIR DA SUA GRAFICA

11 Calcula o dominio
e o percorrido
desta funcion.

SOLUCION

PRIMEIRO. Establécense o primeiro e dltimo valores
de x para os que esté definida a funcién.

Neste caso, x = —1 ex=8.

SEGUNDO. A partir da grafica da funcién determinanse

0s tramos e 0s puntos en que non estd definida

a funcion. Esta funcién non esta definida no intervalo

[2,31eno puntox=>5.

TERCEIRO. Exprésase o dominio cos datos obtidos:
Dom f=[-1,8] —[2, 3] — {5

cuArTO, Establécese en que valores de Y a funcion
alcanza o méximo e o minimo. O minimo alcdnzao
eny=0eomaximoeny=>5.

auinto. O percorrido da funcion é o intervalo formado

por eses valores: Im f= [0, 5]

2. COMO SE CALCULA O DOMINIO DE FUNCIONS
NON ELEMENTAIS

12 Calcula o dominio desta funcion: f(x) = \.' %
|2 _

SOLUCION

PRIMEIRO. Determinase o dominio das funciéns
elementais correspondentes.
X #2

3 esta definidasex*—4#0 —
Xt -4 X # =2

5 esta definida se X2+ 3 >0.

x° —4 x*—4

SEGUNDO. A interseccion dos distintos dominios

é o dominio da funcioén.

Represéntanse os intervalos correspondentes a cada
inecuacién, tendo en conta que, para que

a fraccion sexa positiva, os dous polinomios deben ter

0 mesmao signo.
Domf=[-3, -2 U (2, +=)

| B
x+3>0 —< O >
x1—4>0(#] |2—,
x+350<—1 |
X —4<0 . S —

-3 =2 2
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Estudo dunha funcién Periodicidade

1. COMO SE REPRESENTA UNHA FUNCION CONECENDO 1. COMO SE DETERMINA O PERIODO
ALGUNHAS DAS SUAS CARACTERISTICAS DUNHA FUNCION
13 Representa unha funcién con estas caracteristicas. 14 Determina o periodo das seguintes funciéns.
« Dominio f=R —(—2,2) a) Y

« Percorrido f= (—o0, 4] Bl

= Pasa polos puntos (—5, 0), (=3, 0), (=2, —3), /\ /-\
(2,0) € (6, 0). s NS X

« Ten maximos en (—4, 2) e (4, 4). 2 2

« Ecrecente no intervalo (—oo, —4],

« E decrecente no intervalo [4, +c0). b) 14

SOLUCION

PRIMEIRO. Estlidanse o dominio e o percorrido.
Marcanse lifas descontinuas nos extremos . ' d ' —_— T
en que non esta definida a funcion.

Y4

c) Y

T 6 O S _/ I/ }
%___..f__._{_.._l___ fpe - | - 14
o T

s r T

5
PRIMEIRO. Se é unha funcidn periddica, a sta gréfica

repitese cada certo intervalo. Determinanse

os extremos dun deses intervalos.

- S W SN (S N I Y WL 1

i S N E [T CHT ] S T SO S S R S 1 SQOLUC] 0 N

SEGUNDO. Represéntanse ¢s puntos polos que pasa
a funcién e os puntos en que hai minimos

e Maximos.

. . a) Y 4
Sobre 0s minimos represéntase un arco Intervalo [0, ]

coa sua parte cdncava cara arriba. Sobre os maximos 1 .
ponse un arco coa stia parte concava cara abaixo. A g

v \/ 1\/, X
. e o 14 2

.
' {0 i
5 1 . = ™ =
S B e
| + - .
(TN 0 1 b) Y Intervalo [0, 2]
T S A L | X FAN PAY /\
i T 1 A o VAR
e EEEEEE ? 17 28
4 : r : VA
1. LA 1 i : 8 1 i 1 X
2
TERCEIRO. Seguindo as indicaciéns das frechas o) v Intervalo [=2, 2]
que indican a direccidn da gréfica e os puntos | 1 | '
polos que pasa, represéntase a funcion. / / 1 4 r.-“

SEGUNDO. A diferenza entre os extremos destes

L x intervalos é o periodo.
a) T=n—-0=m~
b) T=2-0=2

Q) T=2—-(-2)=4
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PROBLEMAS RESOLTOS

Transformacions de funcions

1. COMO SE DETERMINA A GRAFICA DUNHA FUNCION
A PARTIR DE SIMETRIAS E TRANSLACIONS VERTICAIS
DOUTRA GRAFICA MAIS SINXELA

15 A partir da gréfica de f(x) = x> + x%,
determina a grafica destas funciéns.
Yi

fi x)

a) g =—x*—x*-2
b) h(x) = =3 +x2—2

SOLUCION

PRIMEIRO. Establécese a relacion entre

as duas funcions.

a) g =—x=x"=2=—0+x) -2

=R 00 = ) — 2= —[f) + 2)
b) h)= -+ x* - 2=(—x*+(—x?*-2
= — ) — 2

SEGUNDO. [dentificanse as simetrias e as translaciéns
verticais necesarias para representar as gréficas,
e debuxanse.
a) flix) + 2 ———— Desprazase f{x) verticalmente
2 unidades cara arriba.
—[fix) + 2] — Debuxase a grafica simétrica
& anterior respecto do eixe X.

b) f—x) —— Debuxase a grafica simétrica a f(x)
respecto do eixe Y.
f(—x) — 2 —— Desprazase a grafica
verticalmente 2 unidades
cara abaixo.

184

2. COMO SE DETERMINA A GRAFICA DUNHA FUNCION
A PARTIR DE SIMETRIAS E TRANSLACIONS
HORIZONTAIS DOUTRA GRAFICA MAIS SINXELA

qg Determina a gréfica da funcién
i) = —(x + 2)* — (x + 2)? a partir da grafica
de fl(x) = x* + x%

SOLUCION
PRIMEIRO. Establécese a relacion entre as duas funciéns.
i)=—+2 - x+27=—[x+ 2P+ x+ 27

0= i = —fx+2)

SEGUNDO. |dentificanse as simetrias e as translaciéns
horizontais necesarias para representar as graficas,
e debuxanse.
flx+ 2) —— Desprazase f(x) horizontalmente
2 unidades cara & esquerda.
—f{x + 2) — Debuxase a gréfica simétrica
da anterior respecto do eixe X.

Operacions con funciéns

1. COMO SE CALCULA O DOMINIO DA SUMA,
DO PRODUTO E DO COCIENTE DE FUNCIONS

17 Dadasf(x) = —
x* —4

o dominio das seguintes funcions.

b) (f-g)x)

eglx) =x+ 1, calcula
a) (f+9)x)
SOLUCION

f
<) [—](X)
g
PRIMEIRO. Calctilase o dominiodefeg.
Domf=R —{-22} Domg=R

seGUNDO. Calcdlanse os dominios das operaciéns.

» Odominiode f+ gef-géoconxunto de todos
os valores que pertencen ao Dom fe ao Dom g.

a) Dom(f+g)=DomfNDomg=R —{-2,2}
b) Dom(f-g)=DomfNDomg=R —{-2,2}

. f
« O dominio de — & o conxunto de todos os valores

g
que pertencen ao Dom fe ao Dom g e non anulan g(x).

¢) Dom L:R— (=22} —{-11=R—{-2—1,2}
g
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Composicion de funcions

1. COMO SE COMPONEN FUNCIONS

16 Dadas as funciéns f(x) = x* + 8 e g(x) =3 log, x,

atopa estas funciéns compostas.
a) fog b) gof

SOLUCION

PRIMEIRO. Aplicase a definicién de composicién

de funciéns.
a) (fog)x) =flg]=f(3log,x)

glx)=3log, x
b) (g0 NKX) = glfix] = gix* + 8)

f)=x2+8

SEGUNDO. Substittiese a variable x da funcién
pola expresion que estd entre parénteses.

a) f3log;x) = (3log; x*+8=9logix+8

f)=x*+8

b) g(x* + 8) =3 log, (x* 4 8)

glx) =3log, x

2. COMO SE EXPRESA UNHA FUNCION COMO
COMPOSICION DOUTRAS FUNCIONS

19 Expresa esta funcién como composicién doutras

funciéns mais sinxelas.
h{x) = cos [In (x* — 1)1

SOLUCION

PRIMEIRO. Dividese a funcién en funciéns
mais sinxelas.

hx) =x?—1

hy(¥) = Inx

hs(x) = cos x
SEGUNDO. Compoiiense as funciéns

para comprobar que son iguais & funcion
que se busca.

h3[h2[h1(x)]] =hy [hz(x2 — D =hs[In(*— N =

M) =x*—1 hy) =Inx

= cos [In(x* — 1)] = hx)

hslx) = cosx

Funciéns

3. COMO SE CALCULA O DOMINIO DA COMPOSICION
DE DUAS FUNCIONS

@@ Calcula o dominiode g of.

fx = X+ gix) = Vx —1
X

SOLUCION

PRIMEIRO. Determinase a expresion da compaosicion
das funcions.

(goNx) = g{f{x) = g[ —1

X

SEGUNDO. Calculase o dominio da funcién
que resulta.

x+1

« Afraccién esta definida para x # 0.

X
« Araiz esta definida sempre que o radicando sexa
positivo ou cero.

x+1 130 - 41—

X X

>0—-5 x>0

A interseccion dos dous dominios é o dominio
da composicion.
(0, +9)

Y

0
Dom g o f=(0, +x)

Funcién inversa

1. COMO SE DETERMINA A GRAFICA DUNHA FUNCION
INVERSA

21 Debuxa a gréfica da funcién f(x) = 2*

e a gréfica da sta funcién inversa.

SOLUCION

PRIMEIRO. Debuixase a grafica da funcion y = x,
que € a recta bisectriz do 1."e 37 cuadrantes.

SEGUNDO. Represéntase a grafica de f(x) ea sUa
simétrica con respecto a esa recta.

x+1]_ I"x+1
\I

185



ACTIVIDADES

Concepto de funcién Propiedades das funciéns
21 Razoa se as seguintes gréficas poden corresponder 24 Comproba se os seguintes puntos estan nos dominios
©09 a unha funcién. 2ot de cada funcién.
a) a) Ospuntosx=3,x=2ex=—5 para a funcion
fx)=Vx+1.
b) Ospuntosx=3,x=4ex=>5 paraa funcién
) =In(x— 4).
c) Ospuntosx=2,x=—2ex=0paraafuncién
Fx) = 3x—6 '
x+2
b)
25 FEstuda se os valores da ordenada, y, estan incluidos
220 nos percorridos destas funciéns.
a) Asordenadasy=3,y=2ey= -5 para a funcién
) =+3x =3,
b) Asordenadasy =0,y =30¢ey= —3 para a funcion f(x)
=x>—5x+6.
c) 13 A
€) Asordenadasy=1,y= = ey = —7 para a funciéon
fo) = 272
X+2
26 Determina o dominio destas funciéns.
[eleTe]
s *
a) fix)= 0 f=—
7 X< +1
d) 5 1
X e
b) fix) = d) fix) =
x—3 X+ 2x
27 Estuda o dominio das seguintes funciéns.
080
a) y=+x+3 d) y=+v5-2
b) y=J2x2 +3x—2 &) y=vx*+2+9
il:) Realiza unha taboa e representa estas funcions. 0 y= Jxt —ax 44 f) y= l6 £ 5 —x?
a) Cada namero enteiro relaciondmolo co seu nimero
de divisores positivos. 28 Escribe o0 dominio das funcidns.
b) Cada numero real refacionamolo coa sta parte enteira. 290 a) y=log, (x — 4)
c) A cada ndmero facémoslle corresponder el mesmo b) y=cos(l —x)
menos o seu valor absoluto. Inx
o y=3
d) A cada nimero correspondelle o valor 2. .
d) y=sen(x—m)
23 Ao longo dun dia medimos 10
59 3 Jonxitude, en metros, e y=In A

da sombra que proxecta
un farol desde o amencer
ata gue anoitece.

29 Analiza o dominio das seguintes funciéns.

As medidas, tomadas cada a) y=1094(5+%)

duas horas, desde as 6:00 h, b) y= ZSXT
mdstranse a continuacion. ¢ y= =

0 25 17 5 2 d) y=2— txx

6 19 32 0 3

; e v=
a) Cres que as tdboas definen unha funcion? " [ L J
- = . . . g|x+—

b) En caso afirmativo, identifica as stas variables.
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30 Determina o dominio das funcions.

¥ a) y=+x+T14++8—x
by y=%¥x+2-Jx+3
) y=A2x—4 -N1—x

31 Estuda o dominio e o percorrido das seguintes funcions.
oco

a) y=5-3 d) y=2-4#

b) y =2+vx—1 e y=+v3—-x +4/34+x
3 2

c = — f —

I X ¥ x—2

32 Estuda as caracteristicas das seguintes funciéns.

(-1 Ja]

=

/:

O

33 Considera a funcion que relaciona o tempo, en dias,
°9% coa superficie visible da Lda.

a) E unha funcién periddica?
b) En caso afirmativo, indica o periodo.

34 Fstuda as simetrias da funcién.
fx) = x> — 3x
Transformacions de funcions

35 Dada a grafica da funcién y = x*

o0

¥

representa estas funcions.
a) y=(x—2) 0 y=x+3)F
b) y=x*+3 d y=x*—4

Funcidns

36 A partir da seguinte funcion:
900

obtén a grafica destas funciéns.

12 12
a) g¥)=—— Q i)=—+1
x—2 X
12 12
b) h(x) = d) j=——
x+4 X
37 Coa gréfica desta funcién: Y4

©e0 ! T |
e m \ T

representa graficamente
as seguintes funciéns.

a) flx—2) o) fix+1)
b) —x) d) f)+2

Razoa como o fas e calcula a sta expresion alxébrica.

38 A partir de cada gréfica, debuxa a gréfica das funciéns
eea gue se indican.

a) fl—=x)e —f%)

b) g)+1egx) —3

c) hix+1ehx—2)
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39 A gréfica pertence 4 funcién y = = Composicion de funciéns
X

(-] -Is

_ & 44 Dadas as funcidns:
R A L 0 1B ol 1
....... \.y = vl I ) = 2% gl = x? h() = —
o= el B Bl i i -, M o] i Er NI X
\\ 1 :HH“"‘"“ > calcula as composiciéns de funciéns.
...... \ i Il L a) fog d) gof
\I_ b) goh e) hog
3 ir del (i funcié c) hof f) foh
el azpartlr e IR S VT, Determina o valor de cada funcién para x = 3.
) =l Qg y= =i
x—1 x+2 45 Comproba coas funcions f(x) = v/ x + 1
bl y=2— 2 o 2 28¢ e g(x) = 3x — 2 que a composicién de funciéns
T x—3 X1 non é conmutativa. Calcula o dominiode fogedegof.
8 46 Explica de que maneira hai que compofier as funciéns:
40 Dada a funcion f(x) = —, determina a expresién 260 .
o8C X < = \’ 2 == 4 = =
alxébrica destas funciéns e represéntaas. fx) AR gl =Sx+1 P PR
a) fox—3) b) X+ 3 ¢ fl—x) d —fx para obter as seguintes funciéns.
a) mx)=5vx>+4 +1
Operaciéns con funcions b) n(x) = 25x +6
= x+11
41 Dadas as funcions: CUpC L -
ula] 3
) =V x+2 900 = P 47 Determinafo f~' e f~' o fnos pares de funciéns
oo 1T 2% para comprobar se son inversas ou non.
a) (f+9)) f) (g+1)5) a) fd=3x—1 e FI(0) = x+1
b) (f—9)3) 9) (g-1B) oy
A (ff- 9(0) h) (F+£-g)(0) B) fid=2 e Fl [ % ]
4 |9
d) |—|-2 = =2
) [g]( ) ) [f]( ) q =2 e () =log, x
e) (f-1)(2) i) A2 d) fx)=senx e F'(X)=arcsenx

2 “Us) — [y —
42 (Calcula o dominio das funciéns. & f=x"+2 e Fl)=vx=-2

@00 ——
) =~x*—4 glx) = V25 — x? 48 Calcula a funcion inversa de cada funcion.
Utiliza o resultado para calcular o dominio e i _ 3—x e
das seguintes funciéns. a) y=2+5 b) ¥ = 5 O y={&-3
o, Comproba que as stas graficas son simétricas respecto
a) (f+9 A [ g ](X) & bisectriz do primeiro cuadrante.
. 9 49 Dada a gréfica da funcién y = x*:
b) (f-g)x) d) [ - ](x) ! 9 y
: alies 0
43 Dadas as funciéns:
oe
il
mx)=+x?—4 nx)=x+6 plx) = s
X+] . ) — S S m— -

define as seguintes funciéns e determina os seus dominios. Tt 4

a) (m-+ )0 EEENE SN NS

b) (n+p)x)

o (2o

m
d) (m-n+p)X debuxa a grafica da sia funcidn inversa.
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50 Debuxa as funcions inversas.

000 a)

b)

c)

>y

d)

DiaaE

51 Debuxa funcidns gue cumpran estas propiedades.

L Tulul

a) O seu dominio e o seu percorrido son R.

b) O seudominioé R —{1}.

c) Ecrecente e o seu dominio é R — {—1, 2}.
d) E logaritmica e o seu dominio é (3, +00).
e) [ logarftmica e o seu dominio é (—oo, —2).
f) Eexponencial e o seu dominio é R — {0}.

Problemas con funcidons

52 Nunha vivenda pagan 10 euros de gasto fixo e 0,50 euros
@90 nor cada quilowatt consumido & empresa
gue lles subministra electricidade.

a) Obtén unha expresion da relacién que existe
entre o CoNsSUMO € O prezo, e represéntaa.

b) Se a esta cantidade hai que aumentarlle 0 16 % de IVE,
CoOmMo sera a ecuacién? Que variacion sofre a grafica?

Funcidns

o - 1
53 Atopa o dominio das funciéns do tipo f{x) = — sendo
29 nun ndmero natural. Ux

54 O manual de usuario dun vehiculo afirma que o ruido
¢eo producido polo motor segue aproximadamente
a formula:
r=at*+28t+8
onde t é o nimero de anos de antigtidade
do vehiculo; @ é un ndmero fixo, gue se denomina
coeficiente de atenuacion, e ré o nivel de ruido,
medido en decibels.

A semana pasada levei o meu vehiculo a pasar a revision
dos catro anos e no informe figura gue a medicién

foi de 27 decibeis. Cal é o coeficiente de atenuacién?
Cantos decibeis produciré aos oito anos?

55 Nunha circunferencia de 5 cm de raio inscribese
¢o0 yn rectangulo de lado x.

a) Expresa a area en funcién de x. Cal é o seu dominio?

b) Realiza un tentec para determinar o maximo valor
que pode tomar esa funcién. Canto mediran
os lados do rectdngulo nese caso? Que tanto
por cento da superficie do circulo ocupa
o rectangulo?

36 Considera os tridngulos cunha superficie que mide S.
(-1 %o}

h
a) Escribe a expresion alxébrica que relaciona a base
en funcion da altura nestes tridngulos.

b} Cal é afuncién que relaciona a altura en funcién
da base?

¢) Representa ambas as funcions.
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- PARA FINALIZAR...

59 Se a funcion definida por f{x) = i—, conx # —i,
X + 2

X x 5 e et verifica que f[f(x)] = x, canto vale ¢7
57 Sexan as funciéns f(x) = eTe egy=SFe

Comproba que se cumpre que [g(x)1? — [f()° = 1. IDEA CLAVE

Calcula f[f(x)] e iguala esa expresién a x. Obterés

unha ecuacién de segundo grao cuxa variable é c.
58 Calcula as funcidns inversas de:

e)(__ e—X eX+ e‘x ;
Y 5 = e 60 Nun cadrado de 16 cm '
N de lado suprimese, de cada
' esquina, un tridngulo rectdngulo
IDES CIEVE e iséscele de cateto x.
Despexa €* en funcién de y, e fai o cambio Expresa a area e o perimetro
de variable z = &*. Obteras unha ecuacién do poligono resultante en
de segundo grao cunha variable igual a z. funcién de x. Cal é o seu
= ——— dominio? E o seu percorrido?
Pensa un pouco mais 62 Un farol ten 7 m de altura. Na sua base hai unha

persoa de 1,80 m de altura que empeza

a andar en lina recta, afastandose do farol
61 Un grupo de alumnos de 1.° de Bacharelato pide

a unha velocidade de 2 m/s.
orzamento en du ncias de viaxes par. lizar . .
~ d2eXe parayeg Ao cabo de 10 segundos, cal sera a lonxitude
unha excursion.

s S | da sta sombra?
A primeira axencia failles a seguinte proposta.

= Se o ndmero de alumnos que vai 4 excursion
é 40 polo menos, cobraralles 200 € por alumno.

= Se o nmero de alumnos é superior a 40
descontaralle un 10% a cada un dos alumnos Vi
que se inscriba.

A oferta da segunda axencia é:

= Se completan un autobus, con capacidade

para 60 persoas, o prezo sera de 150 €

1,86 m

por persoa. Se algin dos autobuses non esta Atopa unha funcién que exprese a lonxitude
completo, incrementarase o prezo nun 1% da sombra en funcion do tempo, 1,
por cada persoa que falte para completalo. Qfele = i)

Que axencia lles convén mais?

Anélise do enunciado

5 i Analise do enunciado
O prezo da excursion varia segundo

mbra da persoa variara segundc
{ lumnos que desexe apuntarse. Aso a val n
SRR | X se afaste do farol, é dicir, en funcion
Desefio da resolucion e e

Definimos diias funciéns, unha para cada

i G0 NU sefio da resolucion
axencia, nas que a variable sera 0 numero De

iste & ic O farol, a persoa, os raios de luz
Nos gue asiste a excursion. ]
Ll do farol e o chan forman
Clave para resolver o problema dous triangulos recténgulos.

e S entf(’% Clave para resolver o problema
as graficas de ambas as funciéns

significara que o prezo ¢ igual Os frri?ngulos estan en posicion
en ambas as axencias. de Tales.
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