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Numeros reais

O conxunto dos niimeros reais
estd formado polos numeros
racionais e irracionais,

e represéntase por R.

NUMEROS REAIS R

NUMEROS IRRACIONAIS T
v 103
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NUMEROS RACIONAIS Q
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Numeros enteiros Z

Ndmeros naturais N
2 1.304

‘ Pon tres exemplos de nlimeros reais que non sexan racionais,
e outros tres exemplos de.-nliimeros reais que non sexan irracionais.

Numero de raices
dun numero real

nimpar

1 raiz positiva

n par

2 raices: unha positiva
e a sa oposta

1 par ou impar

Traiz Y0 =0

nimpar

1 raiz negativa

n par

Ningunha raiz

° Calcula as raices reais dos seguintes radicais.

Operaciéns

con radicais

o b¥a +ctla =0+ c¥a
b%—c”az(b—cﬂ/;
Q/Z . 2/3 =%a-b

n

Q

= n

y
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Q

a) V16 b) ¥—16 a ¥ d) ¥/32 e Yo
Simelificamos o radicai

=

|

35 — 5 + 24/ =335 ~ 35 1235 = 435

Coclente ce potencias

da mesma base

g Resolve: v2 +v8 — 18 ++/32

w N




Paso de graos
a radians, e viceversa

Paso de graos a radidns

Expresamos 45° en radidns.

Se 360° 225 2 rad 2n-45 & o T
seran X = = — rad > 45" = — rad
45° 2225 x rad 360 4

Paso de radians a graos

1Y
Expresamos e rad en graos.

1Y
Si 27 rad 2285 360° 360 —
6 360m @ ™ o
ﬁ oeak _ X = = =30°—> —rad = 30
— rad — X gracs 2% 6-2% 6

. Expresa en radians estes angulos.
a) 45° b) 60° c) 120° d) 240° e} 300°

® Expresa en graos os angulos.

a) “rad b) Srad o wrad  d)Srad ) 2 rad
3 2 4 5

Razons trigonométricas
dos dangulos miis usuais

---’[---
3 0

Non Non
1 / 0 0
3 existe existe

0 1 s 1 1 0
2 2 2
1 £ ﬁ 1 0 -1’ 0 1
2 2 2
V3
3

o

cos 180° — &x 30°

® Calcula: [sen 45° — (cos 30° — sen 90°

sen 60°
Signos das razons v | svcatans | s
trigonométricas De 0° 2 90° De90°a180° | Del80°a270° = De270°a 360°
+ — -_

2.° cuadrante 1.° cuadrante

(cos o, sen o)
(=B [+

N4

3.° cuadrante 4.° cuadrante

- - +
—_ + —

+++II

7 Determinao signo do seno, o coseno e a tanxente destes dngulos.

a) 150° b) 37“ <) 240°  d) —60° e) %“




@ Ntmeros complexos

Existen ecuaciéns que non tefien solucion en R.
X +4=0->x"=—4->x==+V-4

Para expresar estas situaciéns utilizamos os niimeros complexos.
Numeros complexos C

Lx 3 * Unidade imaxinaria. E o numero v—1 e designase por i.
i . e
-3 5 * Numeros complexos. Son aqueles que se poden escribir da forma a +
bi, onde a e b son ntimeros reais e i é a unidade imaxinaria.
TR I Nun nimero complexo a + bi pédese distinguir unha parte real, a, e

i
3 e 1+

g o

2 unha parte imaxinaria, b.

O conxunto de todos os nimeros complexos designase por C e definese
como: C = {a + bi /a, b € R}

Exemplos

1 Resolve esta ecuacién e expresa as stias solucions mediante ndimeros complexos.

Decéitate (@5 X2+4=0_)X2=_4_){X1=\/— =>/Z-\[—_1=2;
X, =——4 = 4 1 =2

Os numeros reais son nimeros As solucions da ecuacion x> + 4 = 0son:x; = 2iex, = —2i .

complexos en que a sua parte

imaxinaria & cero. 2 Determina a parte real e a parte imaxinaria destes niimeros complexos.
/ ? 7+ 0; NUmero complexo  3+5/ 35 —3—5f -3 5i
3 = 3 +0i Parte real 3 3 -3 =3 0
Parte imaxinaria 5 -5 -5 0 5

Dous niimeros complexos son iguais cando tefien a mesma parte real
€ a mesma parte imaxinaria.
a+bi=a' + b'i,candoa=a'eb=b’

Exemplo

3 Calculaxey paraque 4(x+ 1} — 6i e 8 + {2y + 3)i sexan iguais.

A4x+N=8 = x=1

A4x+N—-6i=84+Qy+3)—
( ) @y+3) —6=2y+3—>y:—%

ACTIVIDADES
1 Escribe estes nimeros como nimeros complexos. 3 Escribe dous nimeros complexos en que a parte real sexa
—1, e outros dous en que a parte imaxinaria sexa — 1.
a) V—3 b) Y16 q 3 d -3 L
4 Determina x e y para que estes nimeros complexos sexan

2 Resolve as seguintes ecuacions e expresa iguais.

as suas soluciéns como nlimeros complexos. .3 .

’ 2 a) —2x+3ie— =2y b) —x+yie7 -6
a) 3 —3x+2=0 b) —x+1=0 2
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1.1. Forma binémica dun niimero complexo

Escribese asi -

A expresion z = a + bi dun numero complexo chamase forma binémica.

Nun ntimero complexo z = a + bi: Para designar un numero
* Se b =0, é dicir, é da forma z = 4, é un ntmero real. complexo additase usar a letra z.
* Seb # 0ea=0,édicir, ¢ da forma z = bi, é un niimero imaxina- z=a+bi
rio puro.
Exemplo

# Clasifica os seguintes nlimeros en reais, imaxinarios puros e complexos.

. 44 1, . 17, .
-34+2i —— ——+i =3 14 ——i 27 =3j
5 2 3
Numeros reais —% -3 27
o e 17 . .
Némeros imaxinarios puros . ? i —3i
44 1.
—342 - ——+i -3
+ 5 2
Nudmeros complexos
17 .
T+i -—i 27 -3i
3

1.2. Conxugado e oposto dun niimero complexo

Dado un ntimero complexo z = a + bi:
* O oposto do numero z é o nimero—z = —a — bi.
* O conxugado do numero z é o nimeroz = a — bi.

Exemplo

3 Calcula o oposto e 0 conxugado destes nimeros complexos.

14+31 =143 2-—j -2 —j Si —2f =3
Gpasto —1=3i 1=-3 =24 2414 —5i 2i 3
Conxugado 1=3f | =1=3i| 2+i -2+ =57 2i -3
ACTIVIDADES
5 Dado o nimero complexo z = —2x + li, determina 6 Calcula o oposto e o conxugado dos seguintes nimeros
o valor de x e y para que sexa: 2 complexos.
a) Un ndmero real. a) i iy C) i —j e) i g) i
b) Un ndmero imaxinario puro. 2 2
¢€) Un nlimero complexo que non sexa real nin imaxinario b) —i—l—i d) 1 = f) -5 h) 0
puro.

Ndmeros complexos 97



€) Representacion de numeros complexos
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GAVEISCHE TAHLTNEBENT

Non esquezas

Se un ndmero complexo z
é solucién dunha ecuacién,
tamén é solucion

o seu conxugado, Z.

ACTIVIDADES

7 Representa graficamente os seguintes nimeros complexos.

1.
a —+i
2

b) ——+i
2

Hla. e AR VETRES < S A Y L VEVE

e e

L T

S ain ATl p als oo

c}j——i
2

d) ———1i
2

Os ntimeros complexos represéntanse no plano complexo. O plano complexo
consta duns eixes cartesianos nos que no eixe X se representa a parte real dun

numero complexo e no eixe Y, a parte imaxinaria.

No plano complexo, a cada niimero
complexo z = a + bi faiselle corres-
ponder o punto P de coordenadas
(a, b), que se chama afixo do ntimero

T Eixe imaxinario

P (a, b)

complexo z. 3|

“Fixe real

Un nimero complexo pédese representar como un vector OP, con extremos na

orixe de coordenadas e no afixo do ntimero complexo.

Polo tanto, a cada numero complexo correspéndelle un punto do plano com-
plexo, e reciprocamente, dado un punto calquera do plano existe un tinico nu-

mero complexo do cal ese punto é o afixo.

Exemplos

{6 Representa graficamente estes nimeros complexos.

a) z=3+2i . _1'__

b Z=—3+l = -

c)) =32 0 Y ot 0.2 (3.2 |
d)z=—-5-2 5 O )
e) z=2j s T T

f) z=-3i iE] Ta=3 1 |
g)z=06

7 Representa graficamente as soluciéns desta ecuacion.
X+4x+5=0

-2+ \/_47'2\/'_1

—4xN—a M7 =2t
=2 NENTL 5y
2
As solucidns son dous ndmeros complexos conxugados:
= =242 Zy=—2-2

8 Escribe enforma
bindmica os numeros

. 5
e) i g) = complexos correspondentes
aos afixos representados.
f) =5 h) 0

Agora contesta, onde estard situado un ndmero real?

E se o nimero é imaxinario puro?

Unidade 4



€ Operacions con nimeros complexos

3.1. Potenciasdei

Como i = v/—1, resulta que:
i°=1 2=—1 it=.2=1
it=1i P=iti=—i P=iti=i =it P =—

As potencias de i s6 toman os valores 1, i, —1 e —i. Para calcular o valor dunha
potencia de i calculamos o resto da divisién do expofiente entre 4. O valor da
potencia inicial é igual ao valor de i elevado ao resto desa division.

Exemplo

8 Calcula o valor destas potencias de /.

126 26=6-442
_—

a)i == 1 b) j#_#4=114 a0

3.2, Operaciéns con nlimeros complexos

Dados dous numeros complexos (a + bi) e (c + di), expresados en forma
binémica, definimos as seguintes operacions.

Suma (@a+bi) + (c+di) = (a+ o) + b+ di
Resta (a+b)—(c+d)=(@— )+ b - di
Multiplicacién (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i

a+bi  (@a+b)c—d) ac+bd L bc —ad

Divisién = = — > i
c+di } Cc+dde—d) AE+d c+d
Multiplicamos e dividimos
polo conxugado do denominador
Exemplo

9 Realiza as seguintes operacitns entre nimeros complexos.
a) 54N+ (24N=5-2+ (—4+1i=3—3
b) (5—4i)—(—2+N=0G5+2)+(~4—-1)i=7—5/

€ B—4(=24i)=5(=24+ D)+ (—4i)(=24+i)=—104+ 5/ 4 8i — 42 =
=—-10+5+8—-4(-1)=—-10+5+8+4=—6+13i

d) S=H _ (5-4D)-2-)) _ —10-5+8i+47 —10-5+8—4

—2+i ? (=24 if=2~1) =2 -7 4+1

-4 3

Conxugado: —2 — i - 5 +EI
ACTIVIDADES

9 Resolve as seguintes operacions.
a) (=1—=0i)+(—4+5i) c) (=1 =0)(—4+5)

aiFs - o ] Iy
b) 1—i d) ( 2+I)(1+3/)_2i b) X ’.
—4+5 142 247

Numeros complexos

Non esquezas ﬁ

¢ O produto dun nimero

complexo, z, polo seu
conxugado, z, é un ndmero real.

(a+ bi)a— bi)=
=qa*— abi + abfl —bi2 =

=g+ p?

« Oinverso dun niimero

P 1
complexo,z,é z7'= —.

z
S (a—bi) _
(a+bi)a—bi)
_ a—bi
- @ + b?

10 Calcula x para que o resultado sexa un ndmero real.
a) 2x— i) =2+ 7xi)

99



@) Numeros complexos en forma polar

Dado un ntimero complexo z = a + bi, definimos:

¢ Modulo dun nimero complexo z. E
o médulo do vector OP mediante o
que ese nimero se representa grafi-
camente. Designase por |z]|.

P (a, b)

 Argumento dun nimero z. E o 4n-
gulo que forma o vector co eixe real.
Designase por arg(2).

R i e mme o

Se |z] = r e arg(2) = «, o numero complexo z podese expresar como
7 = 1, Esta expresion de z chamase forma polar.

4.1. Paso de forma binomica a forma polar

(a,b)

Non esquezas

Un ndmero complexo admite in-
finitos argumentos:

I = ru+21r = r[x+41r = ly+or =

- = lar2kn

Tomaremos sempre comao argu-
mento dun ndmero complexo o

Dado un niimero complexo 2 = a + bi en forma binémica, a sia expresion
en forma polar é z = r,, onde:

) = @ + B oo =

=

Faino asi

COMO PASAMOS UN NUMERO COMPLEXO DE FORMA BINOMICA A FORMA POLAR

Expresa en forma polar os seguintes nimeros complexos.
—1—+/3i b) z,=—1+i

priMEIRO. Calculamos o médulo.

a) Z

a) r=v (P +(3) =2 by r=J(=W+F =2

sEGUNDo. Calculamos o argumento e expresamos o nimero en forma polar.

« Se as partes real e imaxinaria son positivas, o estd entre 0° e 90°.

« Se a parte real é negativa e a imaxinaria é positiva, a esta entre 90° e 180°.
« Se as partes real e imaxinaria son negativas, a esta entre 180° e 270°.

« Se a parte real é positiva e a imaxinaria € negativa, o. esta entre 270° e 360°.

a) fXOL=:£=\/§_

a€(180°,270°) o
o CO80% 700, oy = 240°—5 7, = 2yuer

angulo comprendido no interva- 1 €(90°,180°) o
lo [0, 27). b) tXOL=j=—1L———)OL=135 —)Zz=\/§_135o
ACTIVIDADES
11 Determina a expresion i 12 Expresa en forma polar.
polar dos nimeros BE 11
complexos representados. 2 0 a) 2+ c) 5] + 3i e) —4f
H b) —2—i d) 2—3i £) 12
Unidade 4
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Forma polar de nimeros reais e imaxinarios puros

Un ntimero real ten como modulo o valor absoluto do nimero e como argu-
mento 0°, se é positivo, ou 180°, se é negativo.

Un numero imaxinario puro ten como médulo o valor absoluto da sua parte
Imaxinaria e como argumento 90°, se é positivo, ou 270°, se é negativo.

Exemplo

10 Expresa estes nimeros en forma polar. ;

a) z1=2->z=2 L1134 ]
b) z,=—2—>527=24 C T
€) z3=2i>2,=2¢ =1
d) Z4=—2i—)244: 2270> N

4.2. Paso de forma polar a forma binémica

Dado un ntimero complexo z = r, en forma polar, a sta expresion en for-
ma binémica é z = a + bi, onde:
a=Tcos b=rsena

Faino asi
COMO PASAMOS UN NUMERO COMPLEXO DE FORMA POLAR A FORMA BINOMICA

Expresa en forma bindmica os seguintes niimeros complexos.
a) z; =3¢ b) z, =55

PRIMEIRO. Calculamos g e b.

a) d=rcos —3 o 330°
) % r=30=330, a=3605330°=£ b=3sen330°= — >
b=rsenao 2 2
b)0=l’COSOL r=5o=270°
d a=5cos270°=0 b=5sen270°= —5

b=rsenao

SEGUNDO. Expresamos o niimero en forma bindmica.

W3 3

Decétate (@5
Dous niimeros complexos

escritos en forma polar son iguais
se 0s seus modulos coinciden

€ 05 Seus argumentos son iguais
ou se diferencian nun multiplo

a) 7 =33p= T - ;’ b) 2z, = 5y = —5i de 360°.
=35 — r=s
. , C TP T la =64k 360°
Se substituimos a e b en z = a + bi por r cos o e r sen o, obtemos:
Z=a-+bi=rcosa+ (rsena)i=r(cos o+ isen o)
A expresion z = 7 (cos o + i sen o) chdmase forma trigonométrica do nu-
mero complexo z.
ACTIVIDADES
13 Expresa estes nimeros en formas bindmica 14 Expresa os seguintes nimeros complexos en forma polar.

e trigonométrica.
a) T b) 3 c) 2, d) 33_1,

a) 3 (cos45° + jsen 45°)

El 2 b) 3 (cos 135° + jsen 1359

Nameros complexos
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© Multiplicacion e division en forma polar

As operaciéns de suma e resta con ntmeros complexos en forma polar ¢ acon-
sellable realizalas calculando previamente a stia forma binémica. Polo contra-
rio, a multiplicacién, a divisién, a potenciacién e a radicaciéon resultan mais
sinxelas en forma polar.

5.1. Produto de nimeros complexos en forma polar

O produto de dous nimeros complexos en forma polar € outro numero
complexo en forma polar tal que:

+ O seu médulo é o produto dos médulos dos factores.

* O seu argumento é a suma dos argumentos dos factores.

Ta-53= ("S5

Para demostrar este resultado escribimos os nimeros en forma trigonométrica.

tosg =r(cosa+isena)-s(cosB+isenf) =
=r-s(cosocosP t+isencucosB+ icosausenf —senasen3) =
= r-s(cosacosﬁ—senasenﬁ+i(senacosﬁ+coscxsenﬁ)) =
cos (o +83) sen (o +B)
= r-s(cos((x+6)+isen(u+ﬁ))= (r - $)atp

5.2. Cociente de nimeros complexos en forma polar

O cociente de dous numeros complexos en forma polar é outro numero
complexo en forma polar tal que:

e O seu modulo é o cociente dos médulos dos factores.
e O seu argumento é a resta dos argumentos dos factores.

2 r
= = [—] cons # 0
Sa S )oa
Decatate <@ r r
Esta definicion é certa porque: s3- |[—| = |8 — =T,
a—3 5 a—f+F
a
—=c—>b-c=a
b Exemplo
11 Multiplica e divide estes nUmeros: z; = 613p € Z, = 240~
Z1- 2, =613 20 = (6 - 2)130°+40“ =12y 4 = E = [E] = 3g0°
7 2400 2 )i
ACTIVIDADES
15 Dados os nimeros complexos: 16 Dados 0s nimeros complexos:
Zy = 23 Z; = COS 60° + jsen 60° Z3 = 25_‘" L= 1210" Z;= 3 [COS (_‘300) + isen (_300)]
a 4 calcula.
calcula. 7))z
_ . a) 2 by 222
a) Zy 2y b) 21 73 C) gy T d) (Z‘{) L ) Z3 Zy
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@ Potencias de ntimeros complexos

A potencia dun nimero complexo en forma polar é outro ntimero com-
plexo en forma polar tal que:

* O seu moédulo é a potencia n-ésima do médulo do ntimero dado.
* O seu argumento ¢ n veces o argumento do numero dado.

(T();)n == (rn)nu

Para demostrar este resultado utilizamos a definicion de potencia.

(" =TaTa T =TT ... Datotar.ta = M

n veces

A partir deste resultado podemos calcular a potencia dun ntimero complexo
escrito en forma trigonométrica.

Dados un ntimero complexo z = r, e un numero enteiro n, sempre se

cumpre que:
2" = (r )" = r"(cos now + i sen no)

Este resultado cofiécese como a formula de Moivre.

Comprobamos este resultado: 2" = (r)" = ("), = " (cos n + i sen no)

}

Forma trigonométrica
Se r = 1, esta férmula resulta moi ttil en trigonometria.
(1" = (cos o + i sen o) = cos nox + 1 sen na

Pédese calcular sen no e cos noen funcién de sen o e cos o

Exemplos

13 Calcula a seguinte potencia.

(212 S= (25)5- 1200 = 32000 = 32360"+240" = 320

13 Calcula sen 2o e cos 2 utilizando a férmula de Moivre.
(cos o+ isen o) = cos 2o + i sen 2o
Desenvolvemos a primeira parte da igualdade:
(cos o+ isen o)’ = cos®> o + 2icos au sen o — sen’ o =
= (cos? o — sen® o) + 1 (2 cos o sen o)
Igualamos este resultado coa segunda parte da igualdade:
cos 2o+ isen 2o = {cos® oo — sen o) + i (2 cos o sen o)
cos 200 = cos’ o — sen’ o

E, igualando a parte real e a parte imaxinaria, resulta:
sen 2o = 2 oS o sen o

ACTIVIDADES
17 Dados os nimeros complexos: 18 Resolve esta operacion.
Z1= 43300 Z;=¢0s120° + isen 120° z=1—=1 [16 (cos 60° + i sen 60%)] - (2514)*
calcula. 19 Utilizando a férmula de Moivre, expresa cos 3a
a) () b) () ) (z:)* 23 d) (z)-Z e sen 3o en funcién de cos o e sen a.

Numeros complexos
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€@ Raices de nameros complexos

Non esquezas

O ndmero de raices n-ésimas
dun ndmero complexo
é exactamente n.

ACTIVIDADES

20 Calcula as seguintes rafces.

a) V3
b) ¥—27

104

a Y—i a)z*—1=0
d) ¥-1+i

Cada raiz n-ésima dun ntmero complexo en forma polar, {/7. ¢é outro
numero complexo en forma polar tal que:

s O seu moédulo é a raiz n-ésima do médulo do numero dado.

M, sendok=0,1,2,...,n—1.
n

. = (¥fr)aseser

n

* O seu argumento é 3 =

Para demostrar este resultado calculamos as raices dun numero complexo e
aplicamos a f6rmula da potencia.

Sexa t, un ntmero complexo. A sua raiz n-ésima s, verificara:

4/Z= Sg — (\/E)n =(sp)" = 1o = (sp)" T (s")us

Potencia
en forma polar

Para que dous niimeros complexos coincidan deben ter o mesmo médulo e a
diferenza dos seus argumentos debe ser un multiplo enteiro de 360°:

r:s“—)s:Q/: M
n

mB=a+hk 360°> B =

Faino asi

COMO CALCULAMOS AS RAICES DUN NUMERO COMPLEXO

Calcula as raices cibicas do nimero 8i.

PRIMEIRO. Escribimos o nimero en forma polar, se é necesario.
8i = 840

seauNpo. O médulo das solucions serd a raiz n-ésima do mddulo do radicando.
s =2

TERCEIRO. EXIistirdn tantos argumentos como indique o indice da radical.

90 . OD
6= " +k-36 -conk=0,1e2
k:()__)ﬁlzwzgo"
k=1 ,Bz=90+1'360 =150°
3
k=2 By =2 +§'360 = 270°

Polo tanto, as raices cubicas de 8/ 5on 23y, 2150 € 2270~

21 Resolve estas ecuacidns.
) 22+8=0
b) 22+ 16=10 d 22-8=19

Unidade 4



Representacion das raices dun namero complexo
Ao representar as raices n-ésimas dun ntmero complexo, como todas tefien o
mesmo modulo, cimprese que:

* Os seus respectivos afixos estan nu- |
ntha circunferencia de raio igual ao mo- disw /. N
dulo do radicando. ' \

. ) o i o) .

* Os afixos das raices n-ésimas son os o
vértices dun poligono regular de n la- L (.
dos inscrito nesa circunferencia. Ny

Exemplo

14 Calcula as raices cuartas de z = _T + —2—i e represéntaas.

Transformamos o ndmero en forma polar.
A

- z
4 4 / 1500\
{

2

2
2 1 .
—e— = S50 =150 “

X o= 5 ST i o | e

5 o €(90°,1807)
NEREE
Polo tanto, resulta que: z = —-2— + ;/ = liser

As rafces cuartas de 1454 teran:
Mconk=q 1,2e3

Médulo:i‘/T =1 Argumento: 3 =
f—0 BT=150 +f-360 _ g

k=1 —p, = 10 +_l:-360_=127l5°

k=2 sy = 10 +42-36O P

_ 150° 4 3- 360 — 307.5°

k=3HB4

o N1 Os afixos das catro raices:
Sebeeo N s R .
Ta750 Thazss 121750 € Ta0750
fy son os vértices dun cadrado

'. -
centrado na orixe.

ACTIVIDADES
23 Un cadrado, con centro ha orixe

22 Calcula e representa as raices clbicas deste nimero.
, de coordenadas, ten un dos seus vértices
T+i no punto A3, 2). Determina os demais
vértices.

— 1=
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PROBLEMAS RESOLTOS

2. COMO SE CALCULA UN NUMERO QUE CUMPRA

Nameros complexos
UNHA DETERMINADA CONDICION

1. COMO SE CALCULAN AS SOLUCIONS COMPLEXAS

DUNHA ECUACION _ N1
}¥ Calcula x para que o resultado de (=2+xh(1—1)

sexa un ndimero real. —2i
15 Resolve a ecuacion x? + 2x 4+ 2 = 0, e expresa
as suas soluciéns mediante nimeros complexos. SOLUCION
i PRIMEIRO. Resdlvese eracion.
SOLUCION resolvese @ operadt
(=24 xD0—1) _ (=24 )+ 2+ x)i
PRIMEIRO. Resdlvese a ecuacion para obter Y = Y -
as stas solucions. . .
_ 2024+ x0+2+x)i) _
R Ny B —2i-2i B
— =
x= Z2ENTA 2 =4-2x | At
2 2=V Z =
L= LT
2 ~2—x  =24x.
= + i
SEGUNDO. Simplificanse as soluciéns, tendo 2 2
en conta que se nelas aparecen raices de nimeros SEGUNDO. Aplicaselie ao resultado a condicién imposta.
negativos, exprésanse como o produto da raiz o x 24
do valor absoluto do radicando pola raiz de —1. Se ——+ X ten que ser un numero
2
4 .= 9.=1 enteiro, a sUa parte imaxinaria sera 0.
1=—1+\/—7=—1+ =—1++/=1 P
2 2 —24x
Ny N =0—=x=2
o=—1- AN 2Nl T
2 2
TERCEIRO. SubstitUese ¥ —1 por f. 3. COMO SE RESOLVEN OPERACIONS CON POTENCIAS DE i
n=—l4J=1=-14+7 x,=-1-v-1==1-i
. . . I'241 2,'42
Assolucions son x; = —T+7ex; = —1—1i. 18 Resolve esta operacion: - "
1—i 148
SOLUCION

PRIMEIRO. Resélvense as potencias de /, calculando

Operacmns COIMDIUMICIOS complexos o resto da divisién do seu exporiente entre 4.

1. COMO SE REALIZAN OPERACIONS COMBINADAS jan 2N =060-4+1 on_
2 _42=10-4+ 2, 2= 2=
2 —2i)}(—=2+i . §=2. o .
48 Resolve esta operacién: (=2i)(=2+7 + 3 p8=20 e o
3i(1—1i) i o B3=20443 @ _ 3

SOLUCION

PRIMEIRO. Resdlvense as operaciéns indicadas
nos numeradores e nos denominadores.

SEGUNDO. SubstitUense as potencias polo seu valor,
e resélvese e simplificase a operacion resultante.

:241 42 ;
(1=2i)(=2+i) 2 —2+i+4i -2 2 L B= A 2=1) +(—i)=
N . =gt = T—i  14i® T—i 141
3i(1=1) i 3i—3i i )
. i
5 2 = 41-i=
= s =i
3+ 3j i
) y fH1—i—i(1—1)
SEGUNDO. Calculanse as sumas e as restas de fraccions. =T o =
5i +£=5/-/+2(3+3/)= 1+ 6i =it i
3430 (3+30)i —3+3i DT T
TERCEIRO. Resélvese a divisién resultante, multiplicando L ) R et
polo conxugado do denominador. T =D+ P2
1460 _ (14+6)3-3i) _15-21i _ 5-7i _ =i
—34+3i 3-+3)(3-3/) 18 6 2
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4. COMO SE CALCULA O INVERSO DUN NUMERO
COMPLEXO

19 Calculaoinversodez=2 —i.

SOLUCION

) 1
PRIMEIRO. Calcllase —: — =
z z 2—i
SEGUNDO. Multiplicanse o numerador
e 0 denominador polo conxugado do denominador.

1 Q4D 2 1

==+ —i

2—i  (2—iX2+i) 5 5

5. COMO SE RESOLVEN ECUACIONS CON NUMEROS
COMPLEXOS

3—2zi+42i

20 Resolve a ecuacion =z+i

sabendo que z é un nimero complexo.

SOLUCION
PRIMEIRO. Agriipanse nun membro os termos
€on z, & No outro, 0s termos sen z.

3=4X2 3z 2i= 2242

3+2i—-2i=2z+zZ—>53=2z+7
SEGUNDO. Sacase factor comun a z e despéxase.
3=224—2/'—>3=z(2+i)—->z=i
241
TERCEIRO. Exprésase z en forma bindmica.
32—-i)  6-3i 6-3i 6 3.

==

T2+ h2-) 4-7 211 35 3

Nameros complexos en forma polar

1. COMO SE CALCULA O CONXUGADO DUN NUMERO
COMPLEXO EN FORMA POLAR

21 Calcula o conxugado de z = 2.

SOLUCION
PRIMEIRO. Represéntanse

= Sy -

i Dous ndmeros complexos
conxugados tefien a mesma
parte real e a parte imaxinaria
cambiada de signo e,
polo tanto, son simétricos
respecto do eixe real.

f 60° |

z

sEGUNDO. O conxugadode z = r,é7 = r_,.
Conxugado —
22260«43222_500 :2350«_500 =23g(f

Numeros complexos

o numero e o seu conxugadao.

2. COMO SE CALCULA O OPOSTO DUN NUMERO
COMPLEXO EN FORMA POLAR

@ Calcula o oposto de z = 2.

SOLUCION

PRIMEIRO. Represéntanse 0 nUMero e o seu oposto.

Dous nimeros complexos opostos tefien a parte real
e a parte imaxinaria cambiadas de signo
e, polo tanto, son simétricos respecto da orixe.

SEGUNDO. O oposto de z=1, € —7 =gy, o

Opcsto

Z=2¢ ~Z = 2igr 1o = 200

Operacions con niimeros complexos
en forma polar

1. COMO SE SUMAN E SE RESTAN NUMEROS
COMPLEXOS EXPRESADOS EN FORMA POLAR

23 Calcula o resultado desta operacién.
(2300 + 2135) = 3270°
SOLUCION

PRIMEIRO. Exprésanse os ndmeros en forma bindmica.

a=2cos30°=x/§}_)2w=\/§+i
b=2sen30 =1

a=2cos 135 :46}—)2135==—\/5+\/5i
b=2sen135°=~/2

a=3c0s270°=0

= 3y¢ =3I
b=3sen270° = —3} v

SEGUNDO. Resdlvese a operacidn en forma
binémica.
(V3 + 1)+ (V2 +420) — (=30 =
= (V3 =V2)+(+v2)i) +3i =
=3 -V2)+(a+2)i

TERCEIRO. Vélvese escribir o nimero complexo en forma
polar.

(\/—=\/3)+(4+\/§)/':S:4286“38‘B"
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2. COMO SE RESOLVEN OPERACIONS EXPRESANDO

108

PROBLEMAS RESOLTOS

OS NUMEROS COMPLEXOS EN FORMA POLAR

@ Considera os seguintes nlimeros complexos.

Z :_l+£1
2 2
2, =—7 =\7i
Z; = i+£l
4 4
(z:)* (2,)
Realiza esta operacién: 3
(z5)
SOLUCION:

PRIMEIRO. Exprésanse os niimeros en forma polar.

V3

l‘ga,:%z—ﬁ—ﬂx,:DO"

RER.
2

Zy = +

= hr

-1
2

2, = (V7 1 (47 = \/ﬂ

tg o =i=l—>0c2=225°

2, =7 =71 =14

|I 2 2
|23|= |I[iJ + £ zl
V4 4 2
V3
tga3=%=\/§—)u3=60°
N

Z3 :i+£l

-l

SEGUNDO. Opérase cos nimeros en forma polar.

2
(2) (22 Oa) (V1s) Ty lhugy

B H O

lir - 14
_ a5 14 — 12

G s
8 gy 8 harror—ra0

3. COMO SE CALCULAN AS RAZONS
TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO,
UTILIZANDO NUMEROS COMPLEXOS

25 Determina sen 75° e cos 75°, utilizando as razéns

trigonométricas de 30° e 45°,

SOLUCION
PRIMEIRO. BUiscase a operacién que dd o dngulo
pedido en funcién dos angulos dados.

30° 4 45°=75°

SEGUNDO. Relacidnase esta operacion entre dngulos
cunha operacién entre nimeros complexos onde
0s seus argumentos actlien da mesma maneira.

T - lage= 1750

ToS3=(r- S)oss

Observa que na operacién se elixen nimeros
complexos con médulo 1, porque as coordenadas
dos seus afixos son (cos o, sen o).

TERCEIRO. Exprésanse eses nimeros complexos
e a operacién en forma trigonométrica.

13- = €05 30° + i sen 30°
145 = COS 45° + j sen 45°
1750 = €OS 75° + i sen 75°

(cos 30° + i sen 30°)(cos 45° + i sen 45°) =
=c0s 75°+ isen 75°

cuarTo. Desenvdlvese a operacion que aparece
na primeira parte da igualdade que resulta.

(cos 30° + isen 30°)(cos 45° + isen 45°) =

= c05 30° cos 45° + icos 30° sen 45° +
+ i sen 30° cos 45° — sen 30° sen 45° =

= (cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45°) +
+ i (cos 30° sen 45° + sen 30° cos 45°)

QUINTO. Igudlanse as partes reais e imaxinarias
co segundo membro da igualdade, e o resultado

da operacidn son as razéns trigonométricas buscadas.

€08 75° = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° =

R AR

2 2 2 2 4
sen 75° = cos 30° sen 45° + sen 30° cos 45° =

_¥3 1 Jeez

1
2 2 2 2 4
Polo tanto, as razéns son:

J6 -2
4
J6 +2
4

cos 75° = = (,2588

sen 75° = = 0,9659
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Raices de nimeros complexos

1. COMO SE DETERMINAN AS COORDENADAS
DOS PUNTOS QUE SON RAICES DUN NUMERO

2@ Determina as coordenadas dos vértices

P
do tridngulo ABC, sabendo que son os afixos
das raices ctibicas de —27.

SOLUCION

PRIMEIRO. Calcuilanse as raices do niimero.
=27 = 27180’

Médulo: ¥27 =3

180° +- k - 360°

Argumento: f§ =- 3 conk=0,1e2
k=0—>B1=]800+3ﬂ=60"
k=1 —>8, = 18O°+31-36O° —180°
k=2 p, =120 52:360 _ 55

As raices son 3, 31500 € 3300~

SEGUNDO. Para determinar as coordenadas das raices

no plano, escribense en forma bindmica.
3s = 3(cos 60° + i sen 60°) = 2 + ﬁi
2 2
3iar = 3(cos 180° + 7 sen 180°) = —3
3300 = 3(cos 300° 4 i sen 300°) = B

As coordenadas dos vértices do tridngulo son:

A2 33 plsg 233
2 2 2 2
3
- = T 'SW
£ o A

1 3w

Nuimeros complexos

333,
2

|

2. COMO SE RESOLVEN ALGUNS PROBLEMAS

XEOMETRICOS ASOCIADOS COAS RAICES
DE NUMEROS COMPLEXOS

%? Calcula a drea A
do triangulo
que determinan
os afixos das raices 8
clbicas de —27.

C
SOLUCION
PRIMEIRO, CalcUlanse as coordenadas dos afixos
das raices.
pENENER YRR ERENE
2 2 2 2

SEGUNDO. Calculase a lonxitude da base.

2 2 2

d(A,C)= .'Il[i - 3]2 + [—ﬂg— - ﬁ]2 =343

W2

TERCEIRO. Determinase a lonxitude da altura.
Como é un triangulo equildtero, todos os seus lados
miden 3+/3. Aplicase o teorema de Pitdgoras.

h2=(3@)2_[3_\/§]2=ﬂ_,h=3
2 4 2

cuArTO. Calculase a 4rea.

= 9
a_bh 2 27\3

2 2 4

3. COMO SE DETERMINAN AS SOLUCIONS

DAS ECUACIONS DO TIPOz" — k=0

@ Resolve a ecuaciénz* —16 =0en C.

SOLUCION
PRIMEIRO. Despéxase z.

7 —16=0>7=16—>z=1416

SEGUNDO. Calculanse as soluciéns.

2=416 = 2= 416, = ({16)est3r =3,

k=0—p, =0

k=1—38, =90
k=2—>(3; =180°
k=3 — 3, =270°
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ACTIVIDADES

Ndmeros complexos Operaciéns con niimeros complexos

24 Expresa os nimeros complexos en forma binémica. 32 Realiza as seguintes operacions.
Tavhe+3s  b-2-v4  avB V2 a) Go5)+Q=7)+ (=4 +8)
b) (=1+2)—-(34+6/)—(-4-1)
¢ —(=2)—~(=7)—(—4~-3i)
d) 201—4)— 201+ 4i) — 3(4 — 4i)

25 Resolve estas ecuacions e expresa as stas soluciéns
@00 en forma complexa.

a) xX’+4=0
b) 2 — 2 4+ 1=0 ) 2(v3 +1)—302v/3 + 4))
2 =
) (=G f (V2 -3)+202-3))
:.26 Expresa en forma binémica estes niimeros complexos. o) [i R 2/,] 5 [i a 21] N 2[i N %’]
A
\ i 8 8 1 h) (1= 3i) + /(2 = 67) — 2i(—1+ 6i)
R
HER :___ L 33 Fai estes produtos e potencias.
S|P N ,’/'. @00 X i} . .
| [ Ll Be a) (1-3)2—6/) d 5—-4N(5+40)
LA 1 T2 b) (=3—41)(7 1) &) (-3-2v2i)(=342v21)
0 . o o g 5 F
e Q) (~2+5i f) (V2 -1)
27 Representa os niimeros no plano complexo. 03:) Efectia as .divisiéns.
sec . . 3 5. a) —14+ 5 b) 20 + 40i C) —1+5i
a) 54 d) 6i g);—;' 32 8+ 6i 2—i
b) V2 -3 e) —4 h) V3 —2i 35 Obtén, en forma binémica, o resultado das operacions.
R . 5 - @00 q
€ —3—i f) —2i ) /3 3) 3001 l? 4 (2= 30)i
—4 —2i
28 Debuxa o conxugado e o oposto dos nimeros (2433
°Ct complexos z e s. b) 2i—+—
i —347
S-S 10— : .
ST T T Q) M—(3-—/)(2+6/)
ER N i L 2 —6f
N L 10—10/ =50+
W (84 2i)—(5+3i)
. (14 30 — (212
S =
a) Como serd a representacion do conxugado Do
dun nimero? ;
. 36 Representa no plano complexo os nimeros complexos
b) E do seu oposto? 90 e o5 resultados das operacions.
Explica o que sucede en cada caso.
29 Representa no plano complexo os seguintes . ) i .
°°% nimeros: —3 + 2ie4 — . a) 3+2)+ (=14 4) o (=54+2)—(4+3)
Obtén os seus conxugados e 0s seus opostos, e represéntaos. b) (3+ 2i)(—143/) d —42 +2§1
—2i

30 Encontra as soluciéns das ecuacions. - -
o _ Representa (5 + 2i). Multiplicao por j e representa
- = — 4y =
el £ = e gt 9 ¢ 292 g resultado. Multiplica dlias veces por i e explica

b) x¥*—6x4+10=0 d) X+1+ S +2=0 0 que se obtén.
3 X +1

, 38 Encontra o niimero complexo que é inverso de —1 + 2i.
31 Calcula e representa no plano complexo os ndmeros: o5
R R [ 0 [ [

Investiga tamén o que ocorre con: i~', 2 i3 i :309 Calcula z na seguinte ecuacion.

[ e (2-30z =645
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40 Calculag, b, ¢ ..., para que se verifiquen as condicidns
eoo indicadas en cada apartado.
a) (3—5)+ (=14 ai) éunndmeroreal.
b) (b4 3i)+ (5 + 2i) é un nimero imaxinario puro
¢ (c+6i)3 — 2i)éunndmeroreal.
d) (d+ 6/)(3 — 2i) é un nimero imaxinario puro.

7+, 3
e) — & un numero real.
e—2i
7411
f) —f—— € un numero imaxinario puro.
—2i

41 Encontra p e g para que se cumpra:
e (p+3)(4+qgi)=15+9i

42 Demostra que o ndmero complexoz = 1 — 3/
80 22
verifica a igualdade 7 =Z==3,

Numeros complexos en forma polar

43 Representa os sequintes nimeros complexas expresados

299 en forma polar.
a) 4er
b) 2;3s

€) Sigr
£) 55

2

<€) 3y

d) V2,

44 Expresa estes nimeros complexos en forma polar.
@00

45 Escribe estes nimeros en forma polar e represéntaos.

T a) 34 d) —3i
b) /3 +i e) —3
Ny, f) —;~i

46 Escribe en forma bindmica os seguintes ndmeros
2082 complexos.

a) 4 c) 3« e) 35 qg) \/5_77,r
2
b) 25 d) 2, f) 13 h) V3

2

47 Dados os nimeros complexos:

Z3 :\/EL

&
escribe, en forma polar e bindmica, o conxugado

e 0 oposto de cada un deles.

Zy = Dy Z;= 335

Numeros complexos

48

08:C

49

ood

aeo0

31

(11

52

L 11w

53

Q00

[elele]

55

000

Efecta as seguintes operaciéns.

a) 40 3o ) 2260 - S13er
6 s
™ 3
b) 3. 9) 5
4 2
5
c) 41'2270“ h) (2120°)
3
By . 10
d — S —=—
25 Sacr

’fy) ) (5

Realiza estas operacions, expresando primeiro
os nimeros en forma polar.
4
) (—1++31)

a) (1—i*
) (V2 +20) d 2 =i

Calcula, usando a férmula do binomio de Newton,
5
esta potencia: (2 - 2\/§i) . Faino en forma binémica.

Comproba, expresando o ndmero en forma polar,
que se obtén o mesmo resultado.

Representa no plano complexo estes nimeros
e os resultados das stas operaciéns. Explica o que sucede
en cada caso.

6
[ by =2 J (21;)“
2ar

Realiza as seguintes potencias, empregando a férmula
de Moivre.

a) (3(cos 25°+ i sen 25°))
2 (cos 40° 4 i sen 40°))

b)
3
c) (COS — i sen —]
3

d) |3 [cos — +J sen 37“]]

Coa férmula de Moivre, expresa sen 5o e cos Sa
en funcién de sen o e cos o

Debuxa 0s nimeros 25 € 6,55 POr que nimero
complexo hai que multiplicar o primeiro para obter
0 segundo?

Debuxa 0s NUMEros 125y e 445 Por que nimero
complexo hai que dividir o primeiro para obter
o segundo?
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ACTIVIDADES

Raices de nimeros complexos

56

000

57

@00

58

200

59

eeo

61

[-1-L=

112

Calcula as solucidns das seguintes raices.

a) \/3 64120 b) s 32_51
4

Realiza as raices e representa os resultados no plano

(@] %‘ﬁ — \Ei

Os vértices do poligono representado son as raices cuartas

complexo.

a) Y—16 b) 161

dun niimero complexo.

Determina o ndmero e as sdas raices.

No gréfico represéntanse as raices dun nimero.
Determinaas e descubre de que nimero se trata.

Encontra n e z de maneira que ddas das solucidns

ded/z sexan 6 e 6,5~ Hai unha Unica solucion?
Cal é o menor niimero n que podes encontrar?

Resolve as ecuaciéns.

a) X*+1=0 d xX—-1=0
b) $+12=0 e) X*+16=0
d ¥—32=0 f) ¥*—8=0

Realiza a seguinte operacion.

—1+i
4
1+

Expresa en forma polar o inverso destes nimeros.

: a) 250 c 41
3
-+ S
< 4,

Calcula as seguintes raices de nimeros complexos.

a) V1 d) Vi
by 31 e i
o f i

c) VY%

65 Observa o nlimero complexo representado.

a) A que expofiente hai que elevalo para obter
un numero real?

b) E un nimero imaxinario puro?

€) Hai unha tnica solucién en cada caso?

Problemas con niimeros complexos

66 Que nimero complexo hai que sumarllea —3 + 2i

@95 para que resulte 5,7 E para que resulte 65r?
3]

67 Calcula zsabendo que o seu médulo é \/E e que
©80 7(3 — 6i) € un numero imaxinario puro.

68 Escribe que condicidns deben cumprir g, b, ¢ e d para que:
1= Ta3
a) (a+ bi)(c+ di) sexa un ndmero real.

b) (a+ bi){c + di) sexa un nimero imaxinario puro.
a4+ bi
)
c+di
a+bi

~ sexa un numero real.
+di

sexa un ndmero imaxinario puro.

d)

69 Calcula dous nuimeros reais g e b, de modo que:

a5 =310
i

70 Calcula o valor de a para que este nimero complexo
°#5 cumpra que o seu cadrado sexa igual ao seu conxugado.

V3

a+——i
2

71 Calcula o valor de m para que 3 — 2i sexa raiz
#2¢ do polinomio x* — 6i + m.

72 (alcula o valor de b para que o cociente
de —9 + bientre 1 — 2itefia médulo 5v2 .

. 12+ci
73 Calcula c sabendo que a representacion gréfica de ————

eeo , . X s —5+42i
estd sobre a bisectriz do primeiro cuadrante.

74 E certo que, sempre que multiplicas un ndmero real
“°% por un niimero complexo z, o resultado ten 0 mesmo
argumento que z?

Se non é certo, enuncia unha propiedade correcta.

75 E certo que o conxugado do produto de dous ntimeros
°e0 complexos é o produto dos seus conxugados?
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76

eecC

200

78

®eo

79

oo

o0e

81

[o]o]o)

82

oes

(elele]

clele]

85

[elede]

[s1e7e}

[elede]

89

(-1 -I»

clelel

Demostra que, se multiplicas un nimero complexo
polo seu conxugado, se obtén o cadrado do seu médulo.

Que diferenza existe entre as soluciéns da rafz cadrada real

de 16 e a raiz cadrada do nimero complexo 16 + 0/?

Calcula as tres raices ctbicas de —27 e comproba
que a sta suma é cero. Comproba se sucede o mesmo
coas tres raices cubicas de 16 — 88i. Sucedera iso

con todos os nlimeros complexos? Xustifica a tla resposta.

Un dos vértices dun triangulo é a orixe

de coordenadas e os outros dous son os afixos
dos ndmeros complexos —2 + 5ie 3 + /. Calcula
a lonxitude dos seus lados.

Dous vértices consecutivos dun cadrado

son 0s afixos dos niimeros 6 + 5ie 3 + |,
Determina o resto dos seus vértices, sabendo
que ten un no cuarto cuadrante.

Un dos vértices dun cadrado con centro na orixe
ten coordenadas (—1, 3). Utiliza os nameros
complexos para determinar os outros vértices

e a sUa area.

Un pentagono regular, con centro na orixe
de coordenadas, ten en (—3, —2) un dos seus vértices.
Calcula os demais vértices usando nimeros complexos.

Que nimero complexo forma un triangulo equilétero
€O seu conxugado e con —57

As catro raices cuartas de —4.096 describen

un cadrado. Calcula a sUia drea. Ademais, as stas raices
clbicas describen un tridngulo equildtero.

Determina a sda area.

O ntiimero complexo 3 + 5/ é unha das raices cubicas
de z. Calcula as outras duas raices.

Escribe unha ecuacién de segundo grao da que
as solucions sexan3 + e 3 — /.
Fai o mesmo con —2 — 5ie —2 + 5i.

Demostra que se unha ecuacién de segundo grao
con coeficientes que son nimeros reais ten duas raices
complexas, estas deben ser nimeros conxugados.

Que condicién deben cumprir os nimeros reais g, b e ¢
para que a ecuacién ax’ + bx 4 ¢ = 0 tefia soluciéns
complexas?

Resolve a ecuacion x* 4 10x? + 169 = 0.

Resolve as seguintes ecuaciéns.

52_+(2—i)6i=—3+2i
= {]

a)

—41+ 37

4 -3

b) z(—2 + 6/) + +10—-8i = z(1+7i)

Numeros complexos

I

(clele]

92

felele)

23

[oletel

oee

95

ceo

elelel

000

[olee]

100

(efele]

101

coeo

102

ceco

103

200

Resolve estas ecuacions.
a)—8ix+4i—19=0

b)x—y =0
y—k=4—-6i

Representa o nimero complexo 1+ 23i e realiza
neste punto un xiro de 60° centrado na orixe.
Calcula as expresiéns bindmica e polar do ndmero
complexo resultante.

A suma de dous ndimeros complexos conxugados é 16
e a suma dos seus médulos é 20. Determinaos.

Encontra todos os niimeros complexos tales que o seu
cubo é igual & sua raiz cadrada.

Investiga gue nimeros complexos cumpren gue o seu
cadrado ¢ igual ao seu conxugado. Para realizalo sup6n
gue o numero est4 expresado en forma polar.

1 3.
Sexa u= ——2—+ TI. Comproba quesez= —2 + 5j,

entdn z, u - ze u? - z son as tres raices clbicas
dun nimerc complexo. Demostra que iso sucede
para calguera ndimero z. Que ten de particular

o ndmero u?

Determina se é certa esta afirmacion.

Se dous nimeros complexos ze w cumpren que 2> = w7,
entén z=w.

Do nimero complexo z; sébese gue o seu argumento
€ 150°, e o médulo de z, é 2. Calcula z; e z, sabendo
que o seu produto é —8j.

Representa o nimero 1 +- /. Pasao a forma polar

e calcula as stas 10 primeiras potencias. Represéntaas
no plano complexo. Observa que os afixos deses
numeros describen unha curva espiral.

Calcula a suma dos 10 primeiros termos dunha
progresion aritmética de diferenza 1 + 2/ se o primeiro
termo é —6 — 2/.

Se o ndimero complexo a + bi ten médulo m

€ argumento o, como expresarias en forma bindmica
un numero complexo con médulo 6m e argumento
27 — af E se o médulo é 3m e o argumento

éa+3—“?
2

Sexa z = r,, un ndmero complexo en forma polar e
o0 seu conxugado. Calcula o valor do cociente.

COS Qv+ COS 200 - ... - COS NoL
(z+2) 2+l [+ @)

Dada a ecuacién 22+ (@ + bi)z+ c+di=0,con a, b, ¢
e d numeros reais, encontra a relacion entre eles
para gue as suas raices tefian o mesmo argumento.
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Reflexiona sobre a teoria

114

7
ik
104 Calcula a suma EI , expresando o resultado
k=0

o mais simplificado posible.

105 Demostra que se 0 nimerc complexo z é unha raiz
do polinomio P(x) = ax* + bx + ¢,cona, bec € R,
Z é tamén unha raiz.

IDEA CLAVE

Comproba que P(z) = 0.

106 Calcula un polinomio de cuarto grac con coeficientes
reais, se as suas raices son 2ie 1 + i.

IDEA CLAVE

Recorda que se z é raiz dun polinomio,
Ztamén o é. Escribe o polinomio como produto
das suas catro rafces e opera.

Pensa un pouco mais

110 Calcula a expresion de z
sabendo que os afixos o2z
dos ndmeros
complexos 1,z
e z* estéan alifados.

111 Un hexdgono regular estd I
centrado na orixe \
de coordenadas e un dos seus
veértices € o punto A(1, 0). PR
Calcula os vértices doutro

Andlise do enunciado

Se 7=+ bi,entdn z? = (@’ — b% + 2abi.
Polo tanto, os puntos (1, 0}, (@, b)

e (a? — b?, 2ab) estan alinados.

Desefo da resolucion

Se 0s tres puntos estan alifiados, 0s vectores
que definen son proporcionais.

Clave para resolver o problema

Dous vectores son proporcionais se
as suas coordenadas son proporcionais.

107 Obtén a suma e o produto das raices n-ésimas
da unidade.

IDEA CLAVE

Recorda que a suma dos n primeiros termos dunha

progresion xeométrica de razén r é:
a(r" —1)

r—1

Sy =

E nunha progresidn aritmética:
_A(a+a)n
2

Sn

108 Calcula as 5 soluciéns complexas desta ecuacion.

X+xt+ 3+ X+ x+1=0

IDEA CLAVE

O primeiro membro é a suma dos termos
dunha progresién xeométrica.

{iZ—(T+i)W=3
Q+i)z+iw =4

109 Resclve o sistema de ecuacions con incognitas ze w.

hexagono regular
co mesmo centro, lados

paralelos ao anterior e unha drea que é 5 veces maior.

Anélise do enunciado

Temos un hexagono regular con Centro
na orixe e cun vértice en (1, 0).

Hai que construfr un hexagono cunha
drea que sexa 5 veces malor.

Desefo da resolucion
As raices sextas dun namero complexo
representan un hexagono regular.

Clave para resolver o problema

A relacion entre as areas de dous
poligonos semellantes € K

Unidade 4



