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Teoremas do seno e do coseno
Resolucién de tridngulos

4 P
VT e O

Nunha superficie de terra plana, hai tres arbores, A, B e C, e non podemos acceder
4 arbore C. A distancia entre A e B é de 26 m, e cun teodélito, como o de Gauss,

N NS
medimos os &ngulos CAB e CBA e obtemos 48° e 60°, respectivamente. Con estes
datos, que outras distancias ou areas podemos calcular? Baseandote nisto,
explica a técnica da triangulacién.




Razoén e proporcion

Unha razoén é o cociente entre
dous numeros ou cantidades

comparables: %.

Chamamos proporcion 4 igualdade

., ) a c
entre duas razons: — = —.

d

O cociente do cateto menor dun tridngulo
rectangulo e a sta hipotenusa é unha razon. 1cm

Razén
~._5cm
1 2 2cm =
—=—=04
25 5
= S
Proporcién

1 Calcula o termo que falta para que estes pares de razéns formen
unha proporcién.

b) —e — c) —e?2

Angulos complementarios
e suplementarios

Dous angulos son complementarios
se a suma das stas amplitudes é 90°.

Dous angulos son suplementarios
se a suma das stas amplitudes é 180°.

2 calcula o 4ngulo complementario e o suplementario de:
a) 15° b) 47° c) 78° d) 89°

Semellanza de triangulos

Dous triangulos son semellantes
cando se cumpre que:
* Os seus dngulos son iguais.
i-A B—f C=0
* Os seus lados son proporcionais.
a b ¢

¢ b

Os trigngulos ABC e A'B'C
son semeilantes.

s ‘B C

« A=A'" B=B" C=C
a b ¢
A e S R Ll
- a b c

3 Estes triangulos
son semellantes.
Canto ten
que medir ¢?

10cm

Criterios de semellanza
de triangulos rectangulos
Dous triangulos rectangulos

son semellantes cando tefien igual
un dos seus angulos agudos.

Py
Os tridngulos ABC

e A'BC’ son semeilantes.

4 Razoa por que son semellantes os tres tridngulos rectangulos
que aparecen ao trazar a altura sobre a hipotenusa
nun tridngulo rectangulo.




Relaciéns métricas
no tridngulo

Relacions entre os seus lados
PNy

Dado un triangulo ABC,

sempre se cumpre que:

¢ O lado maior é menor
ca a suma dos outros lados.

¢ O lado menor é maior
ca a diferenza dos outros lados.

Relaciéns entre os seus dangulos

A suma dos tres angulos
dun triangulo ¢ igual a 180°.

» O lado maior é menor ca a suma
dos outros lados:
4dcm<2cm+3cm = a<b+c

= Olado menor é maior ca a diferenza
dos outros lados:
2cnm>4cm~3cm — c>a—b
« Oangulo C mide:

~

C=180°— 104° — 46° = 30°

A+B+C=180°

o Indica cales destes trios de lonxitudes corresponden
aos lados dun triangulo.

a) 3cm,4cme5cm
b) 1cm,2cme3cm

¢} 5cm,15cme30cm
d) 15¢cm,8cme 20 cm

Py ~ ~ A
® Nun triangulo ABC, o dngulo A = 105°. Canto suman B e C?

Construciéon
de triangulos

Caso 1. Conecidos os tres lados, g, bec.
PRIMEIRO, Trazamos un segmento igual
a un lado, a. Os extreros do segmento
son os vértices Be C.
sEGUNDO. Construimos dous arcos, un con
centro C e raio b, e outro con centro B e raio ¢.
TERCEIRO. Unimos 8 e C cos dous puntos
de interseccidn dos arcos. Obtemos
v Py ’A.
dous tridngulos, ABC e A'BC.

Caso 2. Conecidos un lado e os seus dous dngulos contiguos.

PRIMEIRO. Debuxamos un segmento igual

ao lado cofecido, a. Os seus extremos

son os vértices Be C.

seGunpo. Construimos os éngulos BeC

me sobre o segmento a.

a u Terceiro. O punto de interseccion dos lados
que limitan Be C é o vértice A.

Caso 3. Conecidos dous lados e 0 &ngulo comprendido.

PRIMEIRO. Trazamos un segmento igual

a un dos lados conecidos, b.

Os seus extremos seran os vértices A e C.
SEGUNDO. Debuxamos sobre o segmento
0 angulo cofecido, A, e sopre

este angulo, o outro lado conecido, ¢.

Q extremo deste lado é B.

TeERCEIRO. Unimos B con C.

@ Constrie triangulos cos seguintes datos.
a) a=5cm,b=4cmec=3cm ¢ a=5cm,b=4cmeC=20°
b) a=5cm,B=60°eC=45° d) a=5cm,B=50°eA = 85°




€@ Medida de angulos

Escribese asi -

Chéamase radian 4 amplitude do dngulo central
dunha circunferencia que presenta un arco que

A abreviatura de radian é rad. . .
mide o mesmo ca o seu raio.

2 radidns = 2 rad ) A .
O radian, ao igual ca o grao, é unha unidade de

medida de dngulos.

Y
Cando medimos angulos sobre unha circun-
ferencia, consideramos como sentido positivo

o sentido contrario 4s agullas do reloxo. Se o C

30°)
—60° X

medimos en sentido inverso, diremos que é
un dngulo negativo.

Como a lonxitude dunha circunferencia de raio r é 2xr, unha circunferencia
phive
completa mide —— = 2« rad.
v
Equivalencia entre graos e radians
Posto que a amplitude da circunferencia completa mide 2w rad, que equivale

360 = 57°17' 45"
2T

a 360°, temos que: 1 radidn =

Paso de graos a radidns 3 -
Faino asi

COMO TRANSFORMAMOS GRAOS EN RADIANS, E VICEVERSA
™
Expresa 45° en radidns e o rad en graos.

PRIMEIRO. FOrmulamos a relacion entre graos e radidns, e viceversa.

45°

. Se 360° ———5 2x rad
45° = —rad serdn [
4 45°

Se 2 rad ——— 360°

serdn

T
Paso de radidns a graos 6 rad

seGunDo. Operamos e simplificamos.

245 ™ T
ﬂ X = =—rad — 45° = —rad
= 360 4 4
360 - %
y= =30 3 5 T rad = 300
E_rad=30° 2T 62T 6
ACTIVIDADES
1 Expresa en graos os dngulos que tefan unha amplitude 2 Expresa en radidns a medida dos dngulos dos catro
de 1,2 3,4,5e6 radidns. primeiros poligonos regulares.

68 Unidade 3



@ Razons trigonométricas

As razéns trigonométricas dun dngulo o son
as distintas razéns que hai entre os lados dun
trigngulo rectdngulo no que un dos seus angu-

C

B
los agudos é a. b
C
A
cateto oposto de o b a Escribese asi - 1
seno de o = - = — cosecante de ov = E
{PIEAIRE, 4 Para abreviar utilizamos
cateto contiguo de o c a as seguintes expresions.
coseno de o = . gl = secante de e = — 0 P
hipotenusa a c senode o ——— sena
cateto oposto de o b c coseno de o > oS
tanxente de o = . = — cotanxente de @ = — tanxente de o —— fx o
cateto contiguo de o ¢ cosecante de o —» cosec o
secante de o —— sec o
A Al cotanxente de o. — cotx o
Dous tridngulos rectangulos
cun angulo agudo igual, o, son B c
semellantes.
e C‘
! ]
Polo tanto, cimprese que: B
AC _ AC BC _ BC AC _ AC
AB  AB AB AP BC  BC
E dicir, as razéns trigonométricas dun angulo non dependen do tridngulo elixi-
do.
Exemplo Decatate (@5
, . e . = B .
1 Calcula as razéns trigonométricas do angulo C O seno e o coseno dun angulo
neste triangulo. . agudo son sempre menores ca 1,
~ 8 - 17 « 8cm porque a hipotenusa
senC=— secC= ? é maior ca calquera
17 L A dos dous catetos.
~ 15 ~ 17 15¢cm
cosC=— cosecC =—
17 15
~ 8 ~ 15
xXC=— cotxC=—
15 8
ACTIVIDADES
3 Calcula as razdéns trigonométricas dos dngulos agudos. 4 Demostra que se cumpren as seguintes igualdades.
a) b) \ a) seca=
33, o5 o
28cm L b) cosec o =
sen a
ascm 1 oS o
) otxo=—=
6cm X o sen a
Trigonometria 69




€) Relacions entre razéns trigonométricas

As razons trigonométricas dun angulo cumpren algunhas relacions que se po-
den deducir das propiedades dos tridngulos rectangulos.

As relaciéns trigonométricas mais importantes son:

e sen*a+ cosPa=1

Lembra i , ,
2 2 2 2 2
X ) ¢ ] [ b ] c b +b a
. sen” o -+ cos az[— +|— =t —=—=—=1
Teorema de Pitagoras a a a? a2 a’ ? a’
ad=v+7
sen o
a e XL =
c cos o
b
b sen o d b-a b
e = = — =[x
ad=b+c Cos o C c-a C
a
e l4+tx* o= n
€0s”
1
2 2 2
sen o 0s” o+ sen” o 1
1+ tx2 oa=1+ 5 = 5 B3 >
0s° o s o cos* o
Exemplo
s 1
2 Calcula as razéns trigonométricas de o, se cos o = -
s o= % _I 2 1
serfa+cosfa=1 ——— sen’ OL+{—3—] =lsser a=1——
[8 242 3 32
Ssena=,— =— e =—-o=——
9 3 N2 4
3 2
sen o 5€n0t=—~—3—,COSOL=€ T
x o= X o= = 25
€05 o 1
3
1 2
- otxa=——= £
2 4
1 3
osau=——>>seCa=—=3
3 1
ACTIVIDADES
5 Calcula as razéns trigonométricas do angulo se: 6 Razoa se existe algun angulo para o que se verifique:
1 2 a) senaa=03ecosa=08
a) sena = — Cc} s o =—
4 3 b) senoa=072etxa=1,04
b) txoa=049 d) sena=0,2 c) cosa=0,1eseno=099
Unidade 3
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@ Razons trigonométricas de 30°, 45° e 60°

4.1. Razodns trigonométricas de 45°

Nun tridngulo rectangulo isdscele, os seus angulos
agudos miden 45° cada un e a medida dos seus catetos
¢ amesma, l. Polo teorema de Pitagoras temos que:

a=+22 =21

Por tanto, as razéns trigonométricas de 45° son:

1 2

21 V2 2
1 2

V22

[~
S~

sen 45° = =

cos 45° =

_ 1
Val

B 45° = - =1

\I\QIM [

4.2. Razodns trigonométricas de 30° e 60°

: Consideramos agora un tridgngulo equildtero, os seus

/5&0\ angulos miden 60° cada un. Ao trazar a altura sobre un

V. z \1 dos seus lados, o trigngulo queda dividido en dous trian-
/’ .: gulos rectangulos iguais, de angulos agudos 30° e 60°. Calculadora +.—
A 60\\ A altura, h, do triangulo equilatero coincide cun dos ca- Z i

tetos e mide:

™ |~ ‘_':.7

A calculadora cientifica
permite cofecer as razéns

!

=] = e -

As razéns trigonométricas de 30° e 60° son:

sen30°:i:l .561'16002£
17 2 I

\E/ 1

cos 30° = — = 2 =73 cos60°—%

ACTIVIDADES
7 Calcula a altura dun tridngulo equildtero de lado 5 cm,
sen utilizar o teorema de Pitagoras.

8 Se a altura dun tridngulo equildtero mide 5,196 cm;
calcula canto mide o lado do triangulo, sen utilizar
o teorema de Pitagoras.

Trigonometria

\/5 trigonométricas de calquera
— angulo coas teclas:

42

gue calculan o seno, o coseno
\ 3 e a tanxente, respectivamente.

2 3 54 =10.80901658543 )
] 2 54(cos ) = 0.5871852522 )
54 (tan) = 13763819204 )

Lembra que se o0 dngulo
vén dado en graos debes
traballar en Modo DEG,

9 (alcula o valor das seguintes expresions.
a) cos 30° — sen 60° + tx 45°
b) cos? 60° — sen? 45°
Q) tx60°+ sen 45° — cos® 30°
d) tx30°+ tx 60° — sen 30° - cos 30°

1
2
\/g e se son radians, en Modo RAD.

71



© Razons dun 4ngulo calquera

4(’:- Imos ver outra maneira de determinar as razons trigonometricas dun an-

Escribese asi
gulo.

Se un dngulo vén medido en
radians ao escribir as stas razons
trigonométricas os dngulos

exprésanse sen unidades. /

¢ Sobre uns eixes de coordenadas trazamos unha
circunferencia de raio 1, con centro na orixe de
coordenadas. Esta circunferencia chidmase cir-
cunferencia goniométrica.

>H%
B
=

e
=
'
=
@

sen 2° — Seno de 2 graos ] €os / X

sen2 — Seno de 2 radians * Para representar un angulo o situamos o seu

// vértice sobre a orixe de coordenadas e un dos
seus lados sobre o eixe X.

-1

Ten en conta que o dangulo se mide sempre desde o eixe X e en sentido directo
(sentido contrario as agullas do reloxo).

Desta maneira, cada dngulo o queda determinado polas stias coordenadas, (a,
b), que indican un punto sobre a circunferencia. E cimprese que:

(a, b) = (cos o, sen o)

Esta forma de definir as razéns trigonométricas dun dngulo permitenos cofie-
cer as razons de calquera angulo.

As razéns dos angulos que coinciden nos eixes de coordenadas: 0°, 90°, 180°,
270° e 360°, verien dadas na seguinte tdboa.

Anguloa  0° 90° 180° « 270° 360°

sen o 0 1 0 -1 0
cos O 1 0 -1 0 1
X o 0 Nonexiste 0 Nonexiste 0

Dependendo do cuadrante onde se encontre o punto, os signos das razéns tri-
gonométricas varian.

Signos do coseno e do seno

Y4
2.° cuadrante /H\l." cuadrante

/ \
r/(—, o] [CREON

Punto (a, b) = 1.° cuadrante 2.° cuadrante 3.° cuadrante 4.° cuadrante

Angulo o De 0°a 90° De 90°a 180° | De 180°a270° | De 270° a 360°

\ I % sen o + + — —
(= D))
- €os o + — — +
3.° cuadrante — 4° cuadrante tx o + — + _
ACTIVIDADES
10 Indica o signo que tefien as razéns trigonoméetricas 11 Razoa a resposta.
dos dngulos, identificando o cuadrante no que a) Por que non existe tx 90°7
se encontran. b) Ocorre 0 mesmo con todos os angulos
a) 66° d) 135° que son mdltiplos de 90°?
b) 18° e) 342° 12 Indica o signo das razéns trigonométricas dos dngulos
c) 175° f) 120° gue presentan unha amplitude gue é multiplo de 90°.
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5.1. Reducion de angulos ao 1.° cuadrante

* Se 3 € un angulo do 2.° cuadrante, existe un angulo o do 1.° cuadrante
tal que 3 se pode expresar como 180° — a.
sen P = sen o cos B = —cos o tx3 = ~tx o
* Se {3 ¢ un 4ngulo do 3.° cuadrante, existe un angulo o do 1.° cuadrante
tal que 3 se pode expresar como 180° + a.
sen 3 = —sen « cos 3 = —cos o xPf=ixa
* Se B é un angulo do 4.° cuadrante, existe un angulo o do 1.° cuadrante
tal que 3 se pode expresar como 360° — a.

sen3 = —sen o cos B = cos o xB3=—ixa
Faino asi Y
/' TN
RN
COMO CALCULAMOS AS RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO REDUCINDOO /[ Bl .- |
AO 1.° CUADRANTE [ (Ixia V.
. | &~ | x
Calcula as razéns trigonométricas destes angulos. /
a) 8 =150° b) B =225° c) B=300° 4
PRIMEIRO. |dentificamos a que cuadrante pertence cada dngulo. 180°+ =3
a) 90° < B < 180° b) 180° < 8 < 270° € 270° <83 < 360°
SEGUNDO. Relacionamos cada angulo en funcion doutro dngulo do 1.° cuadrante.
a) a+3=180° - a+150°=180° » a=230°
b) f=180"+a — 225°=180°+ o — a=45° Y
€ B=360°—a — 300°=360°— o — o=60°
.r/—- -
Tercelro. Calculamos as razéns trigonométricas de 3 a partir das de . Jf xta )
a) sen 150°=sen 30° €os 150° = —cos 30° tx 150° = —x 30° \ g\ oc‘ | x
b) sen 225° = —sen 45° cos 225° = —cos 45° tx 225° = tx 45° \ /
¢) sen 300° = —sen 60° cos 300° = cos 60° tx 300° = —tx 60° ~—
360°—a=03
5.2. Angulos maiores ca 360°
Se o dngulo é maior ca 360°, dividimos entre 360° e analizamos o resto.
Faino asi
COMO CALCULAMOS AS RAZONS DE ANGULOS MAIORES CA 360°
Calcula o seno e 0 coseno de 3 = 870°.
PRIMEIRO. Facemos a division de B entre 360°. 870 | 360 — 870°=2-360° 4+ 150°
150 2
sEGUNDO, Calculamos as razdns trigonométricas do resto da division.
sen 870° = sen 150° = sen 30° cos 870° = cos 150° = —cos 30°
ACTIVIDADES
13 Sabendo que cos 50° = 0,6428; calcula as razéns 14 Calcula as razéns trigonométricas en funcién
trigonométricas de: das razéns doutros angulos do 1.° cuadrante.
a} 130° ) —-50° a) 475° c) 1.130° e) 1215°
b) 230° d) 310° b) 885° d) 695° f) 985°

Trigonometria



0 Formulas trigonométricas

6.1. Razons de angulos complementarios,
suplementarios e opostos

* Se consideramos un triangulo rectangulo:
oa+pB+90°=180° - B=90° -«

Os 4ngulos agudos dun triangulo rectangu-
lo son complementarios. Calculamos as st-
as razdns trigonomeétricas:

\ll{_\

b

sma:i—asen@oc’—a):k—) sen (90° — o) = cos &
a a

cosazk—)cos(90°——oz):£—> cos (90° — o) = sen o
a

a
o= S5O0 -0) =L - x©0°—a)=
b c tx o
* O suplementario dun dngulo agudo é un Y
angulo situado no 2.° cuadrante. B=180°-«a
sen (180° — o) =sen o ‘

cos (180° — o) = —cos o
tx (180° — ) = —tx o

* Ao representar na circunferencia o an-

Lembra ]
i gulo —a, que é o oposto de q,
Dado 0 &ngulo o, © seu oposto damonos de conta de que coincide co an-
é—a gulo 360° — a.
y sen (—a) = —sen o
] cos (—o) = cos o
tx (—o) = —tx

Exemplo

3 Dados sen 73° = 0,956; cos 73° = 0,292 e tx 73° = 3,274; calcula as razons
trigonométricas de 17°, 107° e —73°.

17°=90° —73° 107° = 180° —73° -73°
ser e 0,292 0,956 —0,956
COs o1 0,956 —0,292 0,292
txew 0,305 —3274 —3274

ACTIVIDADES

17 Indica como son os dangulos o e 3 se cumpren

1
15 Sabendo que sen o = —, calcula;
> as seguintes igualdades.

a) sen(90° — o) b) sen (180° — o) Q) sen(—a) a) sen o =cos
16 Se sen 18°=0,309 e cos 18° = 0,951; calcula: b) cos a=cosB
a) sen72° b) cos 162° ) tx(—729 ¢ sena=senf
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6.2. Razons da suma e a diferenza de dous dngulos

| sen (o + B) = sen o cos 3 + cos o sen 3

St cos (o + B) = cos acos B — sen o sen B
A tx tx B
de angulos i (o + B) = o+ b
[ l—txatxB
sen (o — ) = sen o cos B — cos o sen B
Diferenza | €05 (o — ) = cos & cos 3 + sen o sen 8
de dngulos & (o0 — B) = tx o —itx 3
l+txatxs

Exemplo

4 Calcula sen 105° e cos 15°.

sen 105° = sen (60° + 45°) = sen 60° cos 45° + cos 60° sen 45° = 0,97
€05 15° = ¢os (60° — 45°) = cos 60° cos 45° + sen 60° sen 45° = 0,97

6.3. Razéns do angulo dobre e do angulo metade

Angulo dobre

sen 20 = 2 sen o cos o

€0s 200 = cos® o — sen® o

2 3
-t
Exemplo

8} Determina cos 120° e tx 15°.

Angulo metade
e [1—cos o
2 2

o 1+ cos o
0s — = =+

Q 1—cos o
2 \ 14 cos o

Tk

€0s 120° = cos (2 - 60°) = cos® 60° — sen? 60° = —0,5

30 f'l 1~ cos 30°

tx 15° = tx

2\ 1+ cos 30°

Neste caso, tomamos o signo + porque o dngulo de 15° est4
no 1.°cuadrante e, por tanto, a sia tanxente & positiva.

ACTIVIDADES

18 A partir das razéns de 30° e 45°, calcula as razéns

trigonométricas de 75° e 22,5°.

Trigenometria

Non esquezas

No caso do angulo metade,
0 signo serd + ou —,
dependendo do cuadrante

e O
No que se sitde ?

19 Expresa en funcidn de tx o, as razéns trigonométricas

sen 2c.e cos 2o

75



€ Ecuacions trigonométricas

As ecuacidéns trigonométricas son ecuaciéns nas que a incégnita é un angulo
que aparece asociado a unha razén trigonométrica.

A sta solucién exprésase como a medida dun angulo e todos os angulos que
se obtefien engadindolle un ndmero enteiro de voltas. Ademais, é necesario
comprobar as soluciéns porque algunhas delas poden non ser validas.

Non esquezas

As ecuacions trigonométricas
non adoitan ter unha solucién

Unica. Exemplo

6 Resolve estas ecuacions trigonométricas.

a) 2sen x = \/5

2
Pasamos o 2 ao segundo membro: 2 sen x = V2 5senx = —2—

. . . 2
Os angulos gue tefien un seno igual a —
2 s

son 45° e 135° e todos os angulos
que se obtefien engadindo un numero B

enteiro de voltas aos anteriores. 4 -
Isto exprésase da seguinte maneira. X

X, = 45°+360° - k
X; = 135° 4+ 360°- k

conkeZ

b) 2senxtxx=3

Aplicamos as férmulas trigonométricas.
sen x

x x =
o5 X

X
2senxtxx=3 ——— X 5 2senx- =3 2sen’x =3cos x

s X

Sabemos que sen’x + cos’x =1 — sen*x =1 — cos’x, e aplicdmolo
na ecuacion.

sen’x=1—cos*x
75 2(1 — cos*x) = 3 cos x

2cos?x+3cosx—2=0

2 sem*x =3 cosx

Se consideramos esta ecuacién como unha ecuacién de segundo grao,
onde a incégnita é cos x, temos que:

—
—34+./32—-4.2.(=2) cosx:i
s X =——2= - — 5

2-2 os x = —2

A solucién cos x = —2 non é valida porgue —1 < cosx < 1.

X, = 60° 4 360° - k

keZ
X, = 300° +360°-k MK E

cosx:la{
2

ACTIVIDADES

20 Resolve as seguintes ecuacions trigonométricas 21 Resolve estas ecuacions trigonométricas e simpilifica
no intervalo [0°, 360°]. o resultado.

a) Ssenx=2 c) Stxx=12 a) sen2x=1
b) 7 cosx=—1 d) 2txx=2 b) cosx+ cos2x=10
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© Resolucion de triangulos rectangulos

Resolver un triangulo é obter os seus elementos descofiecidos (lonxitude dos
seus lados e amplitude dos seus dngulos) a partir doutros elementos cofiecidos.

8.1. Coiecidos dous lados

Para calcular un dos seus angulos agudos, utilizamos a razén trigonométrica
que relaciona os dous lados coriecidos.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN TRIANGULO RECTANGULO, CONRECENDO DOUS DOS SEUS LADOS

Resolve este triangulo rectangulo. :
PRIMEIRG. Aplicamos o teorema de Pitdgoras para calcular
0 outro cateto.
2 L2, 5 G=12,b=7 prca—
a=b4+c ————— =12 -7 =975cm 12¢cm
C
SEGUNDO. Utilizamos unha das stas razons trigonométricas
para calcular un dos seus angulos agudos.
") b 7 ') -] 1 n
senB=—=-—=10,5833 — B=35°40'58 .
A
a 12 7cm

TERCEIRO. Determinamos o terceiro dngulo coa relacion de angulos complementarios.

B+C=o90 B340 | 2 90° _ 35047 7" = 54° 19" 2"

8.2. Coiiecidos un lado e un dngulo agudo

Para calcular un dos seus lados, utilizamos a razén trigonométrica que relacio-
na o 4ngulo e o lado cofiecidos.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN TRIANGULO RECTANGULO, CONECENDO UN ANGULO
EUNLADO

Resolve este tridngulo rectangulo.
PRIMEIRO, Utilizamos a relacion de dngulos complementarios
para calcular o terceiro dngulo.
L o 6: 55° o o ° o
B+C=90° —— B=90°—-55°=35
SEGUNDO, Utilizamos unha das sdas razéns trigonométricas
para calcular outro dos seus lados.

~ ¢ (C=55b=4
(C=— —————

c=4-tx55°=5,72cm

TERCEIRO. Aplicamos o teorema de Pitdgoras para determinar o terceiro lado.

b=4,c=572

=0+ > a =42 +5722 =698 cm

ACTIVIDADES

~

22 Nun tridngulo rectdngulo cun dngulo recto que é A,
sdbese que b = 30 m e ¢ = 25 m, Resélveo.

Trigonometria

Lembra i

Para resolver triangutos
rectangulos hai que ter en conta
que:
« Cohecemos un dos

seus angulos, 0 dngulo recto.

» Os seus lados cumpren
o teorema de Pitagoras.

« Os seus dous angulos agudos
son complementarios.

Calculadora -
e

Para calcular o dngulo cuxo seno
€ un numero, additase utilizar
a tecla((sin '}, que corresponde

o))
(INV)(sin ) 0,5833333333
(=) 3568533 )

Esta funcién chamase arco seno
de x e escribese arc sen x.

Da mesma maneira, podese
calcular o dngulo que
corresponde a un coseno
OU a unha tanxente.

As funciéns correspondentes
SON arccosX e arctx x.

Py ~
23 Dun tridngulo recténgulo ABC, cofiecemos que C = 62°
€ que a hipotenusa a mide 1 m. Calcula os seus elementos.
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©) Teorema do seno

78

Teorema do seno
En calquera triangulo de angulos A, B e C, e lados 4, b e ¢, cimprese que:

a b C

sen A sen B sen C

Para demostrar esta igualdade trazamos unha das alturas, h,, nun tridngulo
PNy PN o
ABC. Obtemos dous triangulos rectangulos, AMC e MBC.

P Ny
No tridngulo AMC:
senﬁzh —> h,=b-senA
b b
o
No tridangulo MBC:
A
sen§=h—‘ —> h=a-senB —

a
Se en ambas as expresions despexamos h,, e igualamos os resultados, resul-

__b

ta: b - sen A = a - sen B, o que podemos expresar como: — —
senA  sen B

c

. . b
Se repetimos o proceso coa altura h,, obteriamos: . —
sen B senC

Exemplo

7 Calcula a lonxitude de b e ¢ neste tridangulo.
~ b
Non esquezas ‘_ﬁl Calculamos o valor de C. 8cm

O teorema do seno permite A+B+C=180" — C=180"—70°— 50°= 60"

determinar a lonxitude dun dos Aplicamos o teorema do seno. 2
lados dun tridngulo, cofiecendo: . R B
O’ cnaul a b a=8A=70"B=50 8 b
° seu angulo oposto. — — # =
. 0 ’ senA senB sen70°  sen 50°
 Outro lado. o
. 8 - sen 50
= O éngulo oposto a este lado. b= = 6,52 cm
sen 70°
a a=8A=700C=60> 8 ¢
senA senC sen70°  sen 60°
8- sen 60°
C=————=737cm
sen 70°
ACTIVIDADES
24 Calcula b e c nestes tridngulos. 25 Razoa se é posible que nun tridngulo se cumpran
a) ¢ b) c estas igualdades.
3 b
a= —
8 senB
C
a= —
A senC

Unidade 3



) Teorema do coseno

Teorema do coseno

En calquera triangulo de angulos A, B e C, e lados a, b e ¢, cimprese que:
@ =b+ — 2bc-cos A
P=a+c —2ac-cos B
¢ =+ b~ 2ab-cosC

Para demostrar este teorema trazamos unha das
PPN

alturas, h,, nun triangulo ABC. Obtemos dous C

.. B Py P

triangulos rectangulos, AMC e MBC.

P
No tridngulo AMC:

(4

senA = — h,=b-senA A/ i

cosA\:% — m=b-cosA

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo MBC:
a=(c—ml+h
Comoh,=b-senAem=Db- cos A, temos que:
E=C-mP+h > =C—b-cosAY+ (b-senh)
> a=c—2bh-cosA+ Db cos’A+Db- senZAj
Factor comtn b*
- a?=c—2ch-cosA + b¥cos* A + sen* &)
1

- @=+h —2bh-cosA

De forma analoga obterianse as outras duas igualdades.

Exemplo

8 Calcula a lonxitude do lado b neste triangulo.
Aplicamos o teorema do coseno. b

b’ =a+c’ — 2ac-cosB
b’ =824+72—-2.8-7-cos 50° = 40,98

8cm
b=1/4098 =64 cm ¢

Non esquezas | ,b]

O teorema do coseno permite
determinar a lonxitude dun dos
lados dun tridngulo, conecendo:

« Os outros lados.
« O dngulo oposto a este lado.

ACTIVIDADES
A Fa z .. . . .
26 Un tridangulo ABC é rectdngulo e a lonxitude 27 Decide se as seguintes medidas corresponden
da sta hipotenusa é a. as lonxitudes dos lados dun tridngulo, e indica
a) Aplica o teorema do coseno ao angulo recto A. se € acutdngulo, rectdngulo ou obtusangulo.
b) En que teorema se transforma o teorema a) 12,11e9cm ) 26,24e10cm
do coseno neste caso? b) 23,14e8cm d) 40,30e20m

Trigonometria
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@ Resolucion de triangulos calquera

Decétate <D

SesenA=062A pode ser
un angulo agudo ou obtuso
(pertencenteao 1.

ou 2.° cuadrantes).

sen2=0,62 - {ﬂ:% 1858
A=141°41"2"

Neste caso, A non pode ser
141°41' 2" porque:
A+C=141°41'2" + 48 > 180°

ACTIVIDADES

28 Nunha construcién, ddas trabes de 10 m estan soldadas
polos seus extremos e forman un tridngulo con outra viga
de 15 m. Calcula os angulos que forman entre si.

80

11.1. Conecidos os tres lados

Para calcular os seus angulos utilizamos o teorema do coseno.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN TRIANGULO, CONECENDO OS5 SEUS TRES LADOS

Resolve o tridngulo. A

PRIMEIRO. Aplicamos ¢ teorema do coseno

para obter dous dos seus dngulos. 6om i
a*=b"+c = 2bc-cosA 8 c
77=34+6"-2-3-6-cosA 7em

cosA=—0,111 — A=96°22' 23"

B*=a?+ 2 — 2ac- cosB
3¥=7"4+6"—2.7-6-cosB
cosB=0905 — B=25°10"'37"

sEGuNDo. Utilizamos a suma de dngulos dun tridangulo para calcular o terceiro dngulo.
A+B+C=180" - 96°22'23" 4+ 25°10'37" +C=180° — C =58°27'

11.2. Cofecidos dous lados e 0 angulo comprendido

E necesario aplicar o teorema do coseno para calcular o terceiro lado.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN TRIANGULO, CONECENDO DOUS LADOS
E 0 ANGULO QUE COMPRENDEN

Resolve este tridngulo.

PRIMEIRO. Utilizamos o teorema do coseno

para calcular o lado que falta.
A=a+ b —2ab-cosC
=16+ 10*—2-16-10-cos48°
c=141,92 =191 cm 16cm

SEGUNDO. Aplicamos o teorema do seno para determinar un dos seus angulos.
b c 10 11,91
— = — — —— =
senB senC senB sen 48°

— senB= 0,624
B=3836"32"

TERCEIRO. Utilizamos a suma de angulos dun tridngulo para calcular o terceiro dngulo.
A+B+C=180" — A+38°36'32" +48°=180° — A= 93°23' 28"

29 Nun romboide, os lados miden 5 cme 8 cm
e unha das sutas diagonais mide 10 cm. Calcula
a medida dos seus catro dngulos.

o,

Unidade 3



11.3. Conecidos dous lados e o angulo
oposto a un deles

Este caso pode dar lugar a duas soluciéns.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN TRIANGULO, CONECENDO DOUS LADOS
E O ANGULO OPOSTO A UN DELES

Resolve o seguinte triangulo. A
9(‘
PRIMEIRO. Aplicamos o teorema do seno para calcular = 4 Non esquezas D
o angulo oposto ao outro lado conecido. PPAE c
Tem Se ao resolver o tridngulo
a b 11 9 . S
= = — = obtemos duas soluciéns,
senA senB senA sen 50 significa que existen
% 052t YAl dous tridangulos que cumpren
senA=0,936 — {’i: 60 023 |24 ) as condiciéns iniciais.
A=110°36'36

sEGUNDO. Utilizamos a suma de dngulos para calcular o terceiro dngulo.
12solucion: A+B+C=180° — 69°23' 24" + 50° 4 C = 180° —> C = 60° 36' 36"
22 solucién: A+ B+C=180° — 110°36' 36" 4+ 50°+C = 180° — C = 19° 23" 24"

TeRCEIRO. Aplicamos o teorema do seno para determinar o terceiro lado.

1.2 solucidn: b,\ = C,\ - 2 = £ - = ¢c=10,23cm
senB senC sen 50° sen 60° 36' 36"

2.2 solucion: b — = ¢ — = o = L - = ¢c=39cm
senB senC sen 50° sen 19° 23" 24"

11.4. Coriecidos un lado e dous angulos

Este caso pode resolverse mediante o teorema do seno.

Faino asi

COMO RESOLVEMOS UN TRIANGULO, CONECENDO UN LADO E DOUS ANGULOS
C

Resolve este tridngulo.

PRIMEIRO. Utilizamos a suma de dngulos
para calcular o terceiro dngulo.

62°+47°+C=180° = C=71°

SEGUNDO. Aplicamos o teorema do seno
para calcular os outros dous lados.

a b N a b 9
senA senB senC sen 62° sen47° sen71°
a=384cm
7 1b=695cm

ACTIVIDADES
30 Resolve o tridangulo, sabendo gue dous dos seus lados 31 Aoresolverotridngulocona=4m,c=6meA = 25°,

miden 14 cm e 18 cm, respectivamente, e o dngulo obtemos como soluciéns dous tridngulos obtusangulos.

oposto a un deles mide 70°. Debuxa o tridangulo. Comproba que isto é posible e debuxa as soluciéns,

Trigonometria
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PROBLEMAS RESOLTOS

Razdns trigonométricas Formulas trigonométricas

1. COMO SE CALCULAN AS RAZONS TRIGONOMETRICAS
DUN ANGULO A PARTIR DAS RAZONS DE ANGULOS
CONECIDOS

1. COMO SE CALCULAN AS RAZONS TRIGONOMETRICAS
DUN ANGULO, CONECIDA UNHA DELAS

/’jf Calcula o seno, o coseno e a tanxente do éngulo o
10 Sabendo que sen 40° = 0,64 e cos 40° = 0,77; calcula

1
a) cos o= ze270° << 360°
b) txa=—2e90° << 180°

SOLUCION

» Se arazdn cofiecida non é a tanxente
Ou a cotanxente.

PRIMEIRO, Aplicase esta férmula.
sen o+ cost o =1

COSOI.:: ] 2
senfoa+cosloa=1 —— sen® oa-l—[z] =

- seno = JE = 40,97
16

SEGUNDO. Tense en conta o cuadrante onde estd
o dngulo para determinar a solucién.

Como 270° < o < 360°, o esta no 4.° cuadrante
e, por tanto, 0 seno ten gue ser negativo,
resulta que: sen o= —0,97.

sen o

TERCEIRO. Aplicase a formula tx o = :
cos o

sen o sena=-097,cos =025
Xo=

€05 o
—0,97

0,25

- xa= = 3,88
Se a razén cofecida € a tanxente ou a cotanxente.

PRIMEIRO. Formullase e resélvese un sistermna
de ecuaciéns coas duas formulas.

sen o+ cost o =1

senao
==2|—>2sena=—-2c0s5a

cos o
5 2 sena=—2¢0s
sen* o+ cosc =1
- (—2cos o)’ +costa=1
— S5cos?a=1
— cos o= =£045

SEGUNDO. Tense en conta o cuadrante onde esta
o angulo para determinar a solucion.

90° < a< 180 — cosa=—045

TERCEIRO. Substitiese o resultado nunha
das ecuacions para calcular a outra razdn.

cos o= —045
sen o= —2cos o

— senoa=—2-(-045) =09

a razon trigonométrica do &ngulo que se indica
en cada caso.

c) sen320° e) sen5° g) sen20°
f) sen80°

a) sen50°
b) sen140° d) sen70°

SOLUCION

PRIMEIRO. Comprobase se é posible escribir o dngulo
da razén trigonométrica que se pide como 90°, 180°
ou 360° menos o dngulo do gue se cofiece a razén
trigonométrica, ou como 180° mdis ese angulo.
Neste caso, o dngulo de razéns cofiecidas
é de 40°.
a) 90° —40°=50°
sen (90° — 40°) = cos 40° = 0,77
b) 180° —40°=140°
sen (180° — 40°) = sen 40° = 0,64
€ 360° —40° =320°
sen (—40°) = —sen 40° = —0,64

SEGUNDO. Se non € posible, inténtase expresar
como a suma ou a diferenza de 30°, 45° ou 60°
e o angulo do que se cofiece a razén trigonométrica.
Neste caso, 0 dngulo de razdns cofiecidas
éde 40°.
d) 40°430°=70°
sen (40° +- 30°) = sen 40° cos 30° +
+ cos 40° sen 30° = 0,95
e) 45°—40°=5°
sen (45° — 40°) = sen 45° cos 40° —
— cos45° sen 40° = 0,1

TERCEIRO. Se tampouco é posible, exprésase

como o angulo dobre ou metade do dngulo

do que se cofiece a razén trigonométrica.

Neste caso, 0 angulo de razdns cofecidas

son de 40°.

f) Oéngulo cunha amplitude de 80° pddese

expresar como o dngulo dobre de 40°.
2 - 40° = 80°
sen (2 - 40°) = 2 sen 40° cos 40° = 0,98

g) O é&ngulo cunha amplitude de 20° pddese
expresar como o angulo metade de 40°,

0 _

2
. e

sen 2 _ [1Zos 0 4oy
2\ 2

Témase a solucion positiva porque o éngulo
pertence ao 1.° cuadrante.
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3. COMO SE RESOLVEN ECUACIONS TRIGONOMETRICAS

Ecuaciéns trigonométricas
NAS QUE HAI QUE FACTORIZAR

1. COMO SE RESOLVEN ECUACIONS TRIGONOMETRICAS

DOTIPO sen f(x) = k, cos flx) =k OU txf(x)=k 13 Resolve esta ecuaci6n trigonométrica.

sen2x —senx=0
11 Resolve esta ecuacién.

SOLUCION
sen (2x + 30% = —%

PRIMEIRO. Redlicese a un sé dngulo e simplificase

SOLUCION a expresion.

. < . sen2x —senx=0 — 2senxcosx — senx =0
PRIMEIRO. Calctlanse os dngulos cunha razén

trigonométrica que teria este resultado. lFaC“” comun senx

sen 210° = senx(2cosx—1)=0
en3df=—— : SEGUNDO. Cando a expresion esta factorizada,
sen 330° = —; iguélase cada un dos factores a cero.
senx(Zcosx—1)=0
X =0+ 360°- k
senx=0—{"
{xz = 180° + 360° - k

2cosx—1=0—>cosx=%

X3 = 60° + 360° - k
Xs = 300° 4+ 360° - k

SEGUNDO. Igualanse os angulos e despéxase x.

2+ 30° =210+ 360° - k x=90"+180"-k
2x + 30° = 330° + 360° - k x = 150° 4 180" k

4, COMO SE RESOLVEN ECUACIONS TRIGONOMETRICAS
NAS QUE HAI QUE APLICAR FORMULAS
TRIGONOMETRICAS EN SENTIDO INVERSO
2. COMO SE RESOLVEN ECUACIONS TRIGONOMETRICAS
NAS QUE HAI QUE EXPRESAR TODAS AS RAZONS

TRIGONOMETRICAS EN FUNCION DUNHA DELAS 14 Resolve esta ecuacion trigonométrica.

12 Resolve a seguinte ecuacion trigonométrica.
cos2x—3cosx+2=0

SOLUCION

PRIMEIRO. Redticese a un so dngulo.
Cos2x —3cosx+2=0
cos 20 = cost o — sen’
(cos?x —sen*x) —3cosx+2=0
SEGUNDO. Redlicese a unha soa razén trigonométrica.
cos’x —serm’x —3cosx+2=0
senfa=1—cos’a
cos’x — (1 — cos?x) —3cosx+2=0
— 2co’x—3cosx+1=0
TERCEIRO. Resolvemos a ecuacion onde a incégnita
€ unha das razéns trigonométricas.
2cos’x—3cosx+1=0
WS x=1—x=0"4+360°-k

0s X = —
2

Trigonometria

1 NSRS = 60° + 360°- k
X; = 300° + 360°- k

\/gsenx—cosx—2=0

SOLUCION

PRIMEIRO. Transférmase a ecuacion ata obter algunhas
das férmulas que se cofecen da suma

ou diferenza de dngulos, o dngulo

dobre ou o0 dngulo metade.

x/gsenx—cosx—2=0

V3 lzz 1

—senx—Ecosx—1=O

cos 30° = ﬁ sen 30° = 1
2 2
cos 30° senx — sen 30° cosx = 1
lsen (ot — B) = sen o cos B — cos ausen B
sen(x —30°) =1

SEGUNDO, Resdlvese a ecuacién resultante.

sen(x—309=1 = x—30°=90°
— x=120°+ 360" - k
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PROBLEMAS RESOLTOS

5. COMO SE VERIFICA UNHA IDENTIDADE
TRIGONOMETRICA

X
= C0S X — sen X tx X,

p 2 se
1% Demostra que

SOLUCION

PRIMEIRO. Transférmase o primeiro membro
da igualdade, aplicando as férmulas trigonométricas
que se cofnecen.

2senx  2senx _Zsenx(]—txzx)_
wox  2xx Pix x -
T—tx* x
_senx—senxtx*x _ senx  senxtd x
B X x T xx tx

SEGUNDO. Simplificase e se se obtén o segundo membro,
aigualdade esta demostrada. Se non é asf, transformase
0 segundo membro ata obter o resultado.

Z
ﬁ ‘Sen;; X=COSX—S€f7XtXX
Serm X X

cos x

Resolucion dun triangulo calquera

1. COMO SE APLICA A RESOLUCION DE TRIANGULOS
RECTANGULOS PARA RESOLVER PROBLEMAS

16 Xoéan quere saber a largura dun rio sen ter
que desprazarse a outra beira. Medindo os seus
pasos, chega a seguinte situacién.

La= *0

Canto mide o rfo de largo?

SOLUCION

Prasy
PRIMEIRO. O tridngulo ABC é un tridngulo rectdngulo
do que se cofecen dous dos seus lados e do que
se quere calcular o angulo c.

txa=i=0,6
5

Py
secunpo. O tridngulo DCE é un triangulo rectangulo do
que se cofiecen un dos seus lados e un dngulo, o
Determinase a.

a txa=06
_

Xoa=— O,6=i—>a—15m
25 25

Resolucién de tridangulos
1. COMO SE CALCULA A AREA DUN TRIANGULO,

CONECENDO DOUS DOS SEUS LADOS E O ANGULO
QUE FORMAN

17 Calcula a drea deste triangulo.

SOLUCION
pRIMEIRO. Calctilase a altura utilizando o seno do dngulo.
senu=£—>h=2~sen60°=2-g=@cm
: a
SEGUNDO. Determinase a drea.
‘ base-altura  3-+/3 5
Area = 5 = 5 cm

2. COMO SE CALCULA A ALTURA DUN TRIANGULO,
CONECENDO UN DQS SEUS LADOS
E OS SEUS DOUS ANGULOS ADXACENTES

18 Calcula a altura deste tridngulo.

(100 —x)cm X

SOLUCION

PRIMEIRO. A altura divide o tridngulo inicial

en dous tridngulos rectangulos.

Aplicase a definicidon de tanxente nos dous dngulos
cofecidos e formase un sistema de ecuacions.

tx60"=£ — h=x-tx 60°
X

tx 45° = — h =100 — x) - tx 45°
00 —x

SEGUNDO. Resolvese o sistema e calculase a solucién.
h=x-tx60°
h =100 — x) - tx 45°
x - t60°= (100 — x) - tx 45°
X - (tx 60° + tx 45°) = 100 tx 45°

100 tx 45°
X = = 3663 cm
tx 60° + tx 45°
hex-tx60 — =2 5 h—6337cm
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3. COMO SE CALCULA A AREA DUN POLIGONO REGULAR,
CONECENDO O SEU RAIO

19 Determina a drea
deste pentdgono
regular.

7\

PRIMEIRO. Calculase a medida do angulo central.
360°  360°
Q= =
n 5

SOLUCION

=72

SEGUNDO. CalcUlase a 4rea
do tridngulo que forman r=15cm 15¢m
dous dos seus raios co lado,
e multiplicase
polo seu ndmero de lados, n.
r-r-senao 15-15-sen 72°
A=—-—""  .n= .
2 2
=534375cm?

Teoremas do seno e do coseno

1. COMO SE RESOLVEN PROBLEMAS APLICANDO
O TEOREMA DO COSENO

20 Dous barcos saen simultaneamente dun porto
con rumbos que forman un édngulo de 82°,
O primeiro navega a unha velocidade de 18 millas
por hora, e 0 segundo, a 25 millas por hora.
Mantéfense inalterados os rumbos e o alcance
dos seus equipos de raio é de 180 millas,
poderan pofierse en contacto ao cabo de 3 horas?

SOLUCION

PRIMEIRO. Deblixase o tridngulo que se forma
cos datos do problema, e calctlanse todos
0s elementos que sexa posible.

Dendtanse os dous barcos por A e 8.
o)

3-18 =54 millas
3.25=75millas

A X

SEGUNDO. Aplicase o teorema do coseno para calcular
o elemento buscado.

AB= /542 +75% —2.54.75. cos 82° = 86,10 millas

Por tanto, os barcos si que se poden pofier en contacto.

Trigonometria

2, COMO SE RESOLVEN PROBLEMAS APLICANDO
O TEOREMA DO SENO

21 Calcula a lonxitude dos lados AD e BC,

8cm

SOLUCION

PRIMEIRO. Trazase, polo vértice B, unha lifia paralefa
ac lado AD e obtense o triangulo BEC.

Neste tridngulo conécense:

« Osangulos C e E, que miden,
respectivamente, 40° e 70°.

» Odngulo B, que mide:
B =180"— (40° + 70°) = 70°

« Alonxitude do lado oposto ao angulo B,
que éde 3cm.

SEGUNDO. Aplicase o teorema do seno
cos dous angulos cofiecidos.

3 X

sen 70° sen 40°

J Despéxase x

3 y

sen 70° sen 70°

l Despéxase y

3sen70°
=————=3cm
sen 70°
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ACTIVIDADES

Angulos. Razéns trigonométricas
dos dngulos agudos

32 Transforma os seguintes angulos en graos ou radidns,
©0% segundo corresponda.

37

[e]ele}

Emprega a calculadora para determinar os angulos agudos
gue cumpren:

a) cosA=03453
b) txB = 23688

) cosecC = 1,9044

e) xE=03554
f) sen F=0,0968
g) senG = 02494

o L T = o
a) 225 i) 3 rad d) cosD=09726 h) cotxH=25
b) 75° ) 03rad 38 Determina as seguintes razons.
C) 160° m) 120° I3 a) sen 19° 22" 37" g) x83°41' 57"
i, g 3! SN2 b) cos44° 52" h) sen 37°25"
e) 2rad i) 264°25' =
77 €) cos1,03 ) x—
f) 540° o) — rad 8
2 2T
g d) sen? ) cos0845
g) —270° p) —= rad . oy
h) 140° 40" e) sec54°28 m) cotx 35° 40
f) cosecw n) sec =
33 Debuxa tres angulos agudos A, B e C, tales que: 6
[¢]e]s]

’ ~ 1

sen A= 3 39 Resolve os triangulos rectdngulos correspondentes,

°00 caonsiderando que A € o angulo recto.
cos§=% a) b=7m,§=48°
e b) c=12m,B=28

34 Debuxa duas rectas perpendiculares a un dos lados
220 deste 4ngulo, de modo que se formen dous tridngulos
rectangulos.

felolel

oeo

¢ a=13mc=5m
d) a=6cm,C=42°12"
e) b=3m,c=6m
f) b=8m,a=10m

Se nos situamos a 40 metros da cheminea dunha fabrica
vémola baixo un angulo de 26°. Que altura ten? Considera
que os ollos do observador estan situados

a 175 cm do chan.

A
|
. y . 41 Unha barca esta atada
Mide os lados dos dous tridngulos e verifica T e L SRy
que as razéns do angulo A son idénticas en ambos. I
35 Comproba se son certas ou non as seguintes igualdades, it (IS
. En certo momento,
@eo gen ysar a calculadora.
esta corda
a) sen 30° + sen 45° = sen 75° forma un dngulo de 38°
b) cos 90° — cos 30° = cos 60° co bordo.
) tx60° =2 tx30° A que distancia
d) sen 60° = 2 sen 30° cos 30° da beira se encontra
@ a barca?
. os90
e) cos 45° =
f) cos 60° = cos? 30° — sen? 30° 42 As bases dun trapecio iséscele miden 8 cm e 14 cm,

e os lados iguais, 5 cm. Calcula a medida deos seus angulos.

36 Osangulos A, B e C son agudos. Completa a seguinte tdboa
@03 san determinalos. 43 Que angulo forman entre si as diagonais

_ g 295 dun rectangulo de 10 cm de base e 6 cm de altura?

Seno Coseno Tanxente
- Z—_0;602 B - = | 44 Un pentagono regular estd inscrito nunha circunferencia
! I EE—— | —— i 090 de 20 cm de raio. Determina a medida do seu lado.
| cosB=0,1849 ‘
— — -t ——————————— s — e
~ - 45 i 3
@ — 2,780 Calcula a lonxitude do lado dun dodecagono regular

©00 circunscrito a unha circunferencia de raio 6 cm.

Unidade 3



Razéns trigonométricas 51 Utiliza a calculadora para atopar as razéns.

de dngulos calquera ") sen319°12'52" g) tx183°13'53"
b) cos 434° 26 h) sen333°55"
46 Ataboa mostra razons trigonométricas de angulos N
¢ de distintos cuadrantes. Sen determinalos, complétaa o ix703 ) bo—o
coas razons que faltan, 87 8
d) sen ? ) cos3,845
r - .
| Cuadrante I =5 cos e . e) cosec 200° 16' m) cotx L;
| Segund 06702 ' 5
[ = 1 — = f) sec 2% n) cosec524
! Terceiro —04539 4
}'.C_uarto _ | EE— | | 07459 52 Reduce os dngulos ao 1.” cuadrante e calcula estas razéns.
Terceiro 07822 | ' °7° a) sen131° f) tx238°24'
Segundo | 10004 b) cos 334°46 g) sen302°15"
r T .| = T c) 146°22" h) cos 192°21' 32"
| Cuarto | L d) cosec 122°53' i) cotx295° 12" 45"
e) sec 156°23' 6" l) sec203°36' 54"

47 Sen usar a calculadora, determina.
7 a) senm—txw+2cos 53 Na circunferencia goniométrica, debuxa e obtén
©°° con axuda da calculadora.

a) Dous éngulos cun seno de 0,36.

b) Dous dngulos cunha tanxente de —3,54.

b) cos 1—sen él
2 2

c) I'XZ‘K—Senl—Z(_'Q_gBi
2 2

34 Calcula os seguintes dngulos.

d) cos 2w — sen 2w o5
a) arccos 04539 e) arctx2,1618
48 Completa, sen usar a calculadora, os valores do seno b) arcsen 09284 f) arc cos (~0,2926)
©°¢ dos seguintes angulos. €) arctx(—0,5459) g) arcsen 0,6862
d) arccos (—0,3996) h) arc sen (—0,3308)
_ S [ X S s
"2 | e 4 |3 12| "

4 —L ! - | 55 Coriecidas as razons de 30°, 45° e 60°, obtén, sen usar
29 a calculadora, as razéns de 120°, 225° 240° e 300°,
PR EN A A 56 Determina o dngulo o do 17 cuadrante cuxas razéns
@e° trigonométricas verifican:

— « sen o= [sen 249°31'|

I o 1
49 Completa, sen usar a calculadora, os valores do coseno * cosa= |cos 249°31'

e%° dos seguintes dngulos. * o= [1x249°31']
— . Calcula cales son as stas razéns trigonométricas.

~—T —T O 'TT_ | ™ T
—T I - - - - T
2 | 6 | -t 3 1.2} 57 Que dngulo do 3.° cuadrante ten 6 mesmo coseno
“%9 cal132°24'18"?
C3m | 5m | T7x | Com | ' Usa a calculadora para obter as razéns deses dous &ngulos
2 | |2 |7 | 2 | A | 2 [ ™ | e compdraas.
o - = = | 58 Que dngulo do 2.° cuadrante ten a mesma tanxente
€00 ca 337°54' 29"?
50 Completa, sen usar a calculadora, os valores da tanxente Con axuda da calculadora, obtén as razéns
°°% dos seguintes angulos. dos &ngulos e compéraas.
Ji= oot | —4° |3 | = | 3¢° | £ | o0 | 90 | 39 Sabendo que sen o= 0,23 e que & é un angulo agudo,
| : | | 29 determina as razéns trigonomeétricas.
120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° a) cosa d) cos (180° - o)
} - - — " - + - ;- 4 b) tX Q e) Sen (]800 + a)
¢ tx(—a) f) sen (720° + o)

Trigonometria



ACTIVIDADES

60 Na seguinte circunferencia,

A
ece calcula a medida do segmento AB
e do arco de circunferencia AB.

61 Calcula as razéns trigonométricas destes angulos.
©00

3
a) 1r<~f<7ﬁ, cosy=-—0,54

b) iZ‘K—<8<27c,sen6=0

62 (Calcula a drea deste tridngulo.

804

46° 37

Resolucion de triangulos

63 Resolve os seguintes tridngulos.
eco

a) a=10cm b=14cm c=8cm
b) b=6cCm ¢=9cm A=39°12'
¢ a=7cm B=38°49 C=66°40'
d) a=8cm b=10cm B=36°38'
e) a=21cm b=14cm c=18cm
f) a=9cm c=5cm B=103°27
g) b=83cm  c¢=91lcm  C=112°50'
h) c=6cm A=2742"  B=9820
64 Encontra as soluciéns para estes tridngulos.
G’Ooa) a=12cm b=7cm c=6cm
b) a=8cm c=9cm A =42°55'
d a=10cm c=9cm A=72°55'
d) b=6cm c=45cm C=38°26'
e) c=12cm A=092° B=26°28'

f) a=11cm b=12cm A=27°36'

65 Obtén o valor de g na seguinte figura.

66 Nunha parede hai duas argolas distantes 8 m entre si.

ee0 Jn neno ata cada extremo dunha corda &s argolas
e afastase da parede ata que a corda queda tensa.
Nese momento, a corda forma angulos de 50° e 37°
coa parede.
a) Canto mide a corda?
b) A que distancia esta o neno da parede?

a8

67 Dous exploradores perdéronse e deciden seguir caminos
@o0 distintos para conseguir axuda. Para saber onde estd
0 outro en cada momento mantefien un rumbo fixo
e as suas traxectorias forman un angulo de 54°. Se un
camifa a 5 km/h e o outro o fai a 4 km/h, a gue distancia
se encontran ao cabo de 2 horas? E despois de 6 horas?

68 Un globo aerostético encéntrase suxeito ao chan,
@20 mediante dous cables de aceiro, en dous puntos
que distan 60 m. O cable mdis curto mide 80 m
e o0 dngulo que forma o outro cable co chan é de 37°,

60 m

Calcula.
a) A medida do outro cable.
b) A distancia do globo ao chan.

69 Os segmentos que unen os vértices dun tridngulo co seu
eec circuncentro dividen a circunferencia circunscrita en 3
partes.

a) Se o raio desa circunferencia mide 4 cm
e dous dos arcos tenen unha amplitude de 128° e 83°,
canto mide o outro arco?

b) Calcula a medida dos lados e dos dngulos do tridngulo.

70 Un dos angulos dun trapecio iséscele mide 65°, os lados
@eo jguals miden 8 cm e a sta diagonal é de 15 cm.
Determina a sua drea.

71 O ancho dun escenario de teatro mide 8 m. As localidades
@e0 gue compramos estan situadas
a unha distancia de 6 m
e 12mde cada un
dos extremos
laterais
do escenario.
Caléo
angulo de visién
que teremos para
ver a representacion?
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Angulos suma, diferenza, dobre e metade

72

Q00

73

000

74

V00

75

78

¢lele}

79

-]

A partir das razéns de 30° 45° e 60° obtén,
sen usar a calculadora, as razdns de 75°, 105° e 15°.
Comproba logo os resultados coa calculadora.

Tendo en conta as formulas trigonométricas

e as razéns de dngulos corecidos, calcula

as razéns dos éngulos cunha amplitude de 7° 30" e 270°.
Comproba os resultados gue obtiveches

coa calculadora.

Calcula as razéns de 67° 30", 195° e 52° 30". Comproba
os resultados coa calculadora.

Sabemos que sen 56° = 0,83 e cos 23° = 0,92.

~ a) Calcula o resto de razéns deses dngulos.

b) Calcula as razéns trigonométricas de 79°.
¢) Determina as razéns de 33°.

d) Poderias calcular as razéns de 28°7

e) Easde46%?

Obtén unha férmula simpilificada de:
a) sen (30° +§) C) tx(45° — ¢ )
d) cos O + 30°)

~

b) cos (B — 607

Se senx = 0,6 e cos x = —0,8; calcula as sequintes razéns
' trigonométricas.
a) cos (x — w) d) sen (x — w)
b) sen [x + 1] e) cos [x — 1]
2 4
Q) tx [x+1] f) [i—x]
4 4

Razoa en que cuadrante se encontra cada un deses
angulos.

O dngulo que se forma
entre cada dous nervios
dun abano é de 15°,

Se o abano ten

catro nervios centrats,
calcula as razéns
trigonométricas

dos dngulos que se forman
ao despregalo nervio

a nervio.

2 by
Sabendo que sen x = g e que? < x < =, calcula,

sen calcular previamente o valor de x,

T 7:
sen [x + —] tx [x = —}
4 3

a) Expresa os resultados utilizando radicais.
b) Explica como determinarfas as razéns

de L rad e—’n— rad.
4 3

Trigonometria

80 Sébesequeﬂ<x<3—;—emx=—i—.

a) Calcula sen x e cos x.
b) Determina, utilizando radicais, as razéns

" i T
dos angulos — e —.
6 4

€) Sen determinar o angulo x, calcula:

mp_l] mp+1]
4 6

d} Sen determinar o dngulo x, decide razoadamente

en que cuadrante estdn os dngulos.
Lk s
4 6
81 Sabendo que as razéns de 32° son:
Tes sen 32°=0,53 cos 32°= 0,848
a) Calcula as razéns trigonométricas de 62°.
b) Calcula as razéns de 31°.

¢) Podes medir calquera dngulo cunha medida
en graos que non tefia minutos nin segundos?

Igualdades e ecuacions trigonométricas

82 Expresa en funcion da razén dun sé angulo.

eo

H—cos%+coscx

83 Demostra que se verifican estas igualdades.
289 a) 14 sen20a=2 sen (o + 45° cos (o — 45%)
b) cos 2ae= 2 sen (o + 45°) cos (o + 459

84 Comproba a seguinte relacién entre as razéns
@29 trigonométricas dun angulo.

1—cos’x X x

sen 2x 2
85 Demostra que é certa a igualdade.
e 2t o
sen 2o = ———
T+ tx? o

86 Simplifica a expresién.
T 2 cos (45° — o) cos (45° + )
oS 2u

87 Busca unha férmula simplificada para calcular as razéns
29¢ do angulo triplo:
sen3o.e cos 3a.

Comproba o resultado obtido para o éngulo o = 40°.

88 Demostra a seguinte igualdade.
T sen o sen (o — B) + cos o cos (o — B) = cos B

89 Demostra que se verifica a igualdade.
e xatixb _ senla+t

xa—txb sen (@ — b)

89



ACTIVIDADES

90 Comproba, substituindo « por un angulo cofecido,
©e° gue a seguinte igualdade é certa.

2 sen o
— —=csa—senatxa
ix 2o
Demostra que esta propiedade se cumpre para calquera

angulo .,

91 Resolve as sequintes ecuacions.
a) cosxtxx=—?|—
b) cos 2x + sen 2x =1
C) cos2x—sen2x=20
d) sen2x+cosx=1
e) sen2x+sen2x =0
f) txx+senx=0
g) txx—sen2x=0
sen (60° — x) e

s X

h) 1

i) tx[l—x]+rxx—1=o
4
1) sen (x+ 30° + cos (x + 60°) = 1 + cos 2x

92 Resolve estes sistemas de ecuacions
°ee frigonomeétricas.

a) sen® x+sen’ y =1

1
c0s® x —cos® y = —
2

b) x+y=120

|
s X=—-—+5senx-txy
2cos y

93 Resolve as ecuacions trigonométricas,
eee
a) 4senx—secx=0

2
Cos” x
b) ————— =senx
2 cos x+sen x
1
Q) ————+2senx=2cos x
Cos x 4 sen x

d) senx(senx—1)=5cos’x — 4
e) 2cosx—1=secx

f) 2cosx+senx=1

g) senx+cosx=0

Problemas con trigonometria
94 Observa a situacion e, con axuda

€90 da trigonometria, calcula a altura, h,
& que estad o punto B. P

o

=

,-;’35",1.'42"
i

25m

L TP |

90

95 Dous amigos estan separados por unha distancia
25¢ de 40 metros e ven unha arbore na beira oposta dun rio,
como indica a figura. Calcula a anchura do rfo.

96 Un mastro suxéitase ao chan por dous cables de aceiro
®00 que forman angulos de 43° e 57° 50" con este,
respectivamente. Se as distancias dos cables ao pé
do mastro suman 15 m, cal & a altura do mastro?

97 Sabendo que a drea dun tridngulo rectangulo
20 & 28 cm? e gue un dos seus angulos mide 60%:
a) Canto mide cada un dos seus angulos?
b) Calcula a lonxitude dos seus lados e o seu perimetro.

98 Duas persoas foron pescar e estan colocadas
©e° na beira a unha distancia de 4 m entre si, polo que ven
saltar un peixe cos angulos que indica a figura.

e
i Que cantidade de sedal
necesita cada un
para lanzar o anzol ata
o lugar onde saltou
VA o peixe?
4524 61 P
A=—"B
4m

99 Dous focos, situados no chan e en lados distintos,
¢e¢ jluminan o campanario dunha igrexa.
A suma das distancias dos focos ata o pé da torre
é de 100 m. Se os dngulos que forman os feixes
de luz co chan son de 32° e 46°, respectivamente,
gue altura ten o campanario?

100 Nunha montafa vense, en lina recta cara ao leste,

©e6  dous barrios que estan separados por 800 metros.
Desde a cima, obsérvanse con angulos de 18° e 26° 40",
respectivamente,

a) Cal é a altura da montana?
b) A que distancia se encontra cada barrio
do observador?
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101 Ester e Maria desexan medir a largura dunha gorxa entre
°0e montanas. Para iso colécanse nun dos bordos do mesmo.
Ester deixa esvarar unha corda que ten 6 m de longo,
sosténdoa desde o bordo do precipicio. Pola sta parte,
Marfa, que ten os ollos a 1,8 m do chan, debe retirarse
4,5 metros para ver o bordo mais proximo coincidindo

co final da corda.

a) Que largura ten?
b) Poderiase calcular sen facer uso da trigonometria?

102 Anton mide 1,70 m e observa que a sta sombra €
ee® de 50 cm a certa hora do dia. Con que inclinacion chegan
0s raios solares a esa hora?

103 Unha casa de planta rectangular mide 12 metros de

°ee longo e 8 metros de largo. O tellado, cunha inclinacion
de 18°, é unha superficie plana inclinada cuxa parte mais
elevada estd situada sobre un dos lados maiores
do rectangulo. Calcula a drea do tellado.

a) Que lonxitude terd o viaduto?
b) Cal é a altura méxima dos piares que o suxeitan?

105 Calcula a altura & que camifian os viaxeiros cando cruzan
°e¢ yn desfiladeiro por unha ponte colgante como a da
figura.

Trigonometria

106 Sabendo que x € un angulo do 2.2 cuadrante

€00 e que txx = —0,5322, determina, sen calcular o dngulo x:

a) sen 2x
b) cos {90" — i]
2

107 Demostra que a suma das tanxentes dos tres angulos
©0¢  dun tridngulo € igual ca o seu produto.

108 As medidas dos lados dun tridngulo son proporcionais a
eee 5 6e 7, respectivamente, e a sta area

¢ 246 . Determina a medida dos seus lados
e dos seus angulos.

109 Comproba que a seguinte férmula se cumpre
eeo se A mide 45°.

senz[z—l_ 30° J_ 2—2cos 30°+ /2 sen 30°
2

Demostra que € unha igualdade gue s6 se cumpre
para outro valor de A. Encontrao.,

B

110 Obtén a relacidn que existe entre o lado
288 dun pentadgono regular e o raio da circunferencia onde
se atopa inscrito.

111 Nun tridngulo rectangulo verificase tamén o teorema
¢eo do seno. Investiga se isto nos dd informacién adicional
sobre os elementos dese triangulo.

112 O teorema do coseno ten tres enunciados, un para cada
°¢e |ado do tridngulo. Se o tridngulo é rectangulo
e a é a hipotenusa, a férmula do teorema do coseno
que empeza por a &, realmente, o teorema de Pitdgoras.
Investiga se os outros dous enunciados nos dan algunha
propiedade nova do tridngulo.

113 Sabemos que tx z=1,5. Con estes datos,
b . "
podes calcular tx [Z + 7] sen determinar o dngulo z?

Se aplicas a férmula do dngulo suma terds dificultades.
Utiliza esta expresion.
™ ™ ™

PR S

114 Dous dngulos inscritos nunha circunferencia
eo® gue abranguen o mesmo arco miden igual. Utilizao
para demostrar que:
@ .. B . &

senA sen B senC
sendo d o diametro da circunferencia circunscrita

ao triangulo.

]
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- PARA FINALIZAR...

115 Para que valores de k ten solucion a ecuacion
sen x cos x = k?

Indica as posibles soluciéns.

IDEA CLAVE

Utiliza as razéns trigonométricas do angulo dobre,

116 Demostra qu‘eg bisectriz interior do angulo A
no tridangulo ABC, divide ¢ lado oposto en dous

segmentos proporcionais aos lados AB e AC.

IDEA CLAVE

Aplica o teorema do seno nos dous tridngulos nos
P
gue a bisectriz trazada divide ao tridngulo ABC.

Pensa un pouco mais

119 Nun tridngulo equildtero de lado I trazdronse

as circunferencias inscrita e circunscrita. Calcula

a altura do tridngulo e a medida dos raios
de ambas as circunferencias en funcion de 1.

Anélise do enunciado

Os angulos dun tridngulo equilatero
miden 60°, e a altura é a suma
dos raios de ambas as circunferencias.

Fata\

Desefo da resolucion

Relacionamos as incégnitas coas razons
trigonométricas de 30° e 60°.

Clave para resolver o problema

O tridngulo que forman os dous raios
coa metade do lado é un tridngulo
rectangulo.

92

117 Demostra que a suma do seno e do coseno dun &dngulo
€ sempre menor ou igual ca o dobre do seno

s o
de — radians.
4

Para que angulos se verifica a igualdade?

IDEA CLAVE

Aplica o método de reducién ao absurdo: suporier

0 contrario ao que se quere demostrar e chegar
a unha contradicién.

118 Calcula o perimetro e a drea dun poligono regular
de raio r e n lados.

| IDEA CLAVE

Divide o poligono en tridngulos isésceles
desde o centro da circunferencia circunscrita.

Py
120 Nun triangulo ABC cimprense as seguintes
condicions.

» O lado BC mide o dobre
gue o lado AB.
« 0 angulo B mide 60°.

o

A

Calcu'a os outros dous a’ngulos.c

Andlise do enunciado

Os datos proporciénannos a relacion
que existe entre dous lados

dun tridngulo e o angulo que forman.

Desefio da resolucién

Coa relacion das medidas dos lados
e 0 angulo, constriese

o tridgngulo. Despois, aplicanse

as técnicas de resolucion

de tridangulos.

Clave para resolver o problema
Aplicanse os teoremas do coseno
e do seno.

Tamén se pode realizar sen axuda
da trigonometria, trazando a mediana
correspondente ao lado BC.
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