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Unidade 7: Xeometria meétrica
do espazo (Il

Programa:

1. Produto vectorial.
1.1. Definicién de produto vectorial.
1.2. Propiedades do produto vectorial.
1.3. Interpretacién xeométrica.
1.4. Distancia dun punto a unha recta.

2. Produto mixto.
2.1. Definicién.
2.2. Interpretacion xeométrica.
2.3. Distancia entre duas rectas.
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Produto vectorial

Sexa B ={8,€,,&,} unha base ortonormal de V° e sexan
vectores V = (V;,V,,v;) e W = (w;,w,,w, ) dous vectores de V°.

Definimos o produto vectorial de v e w, que se representa
por v w, como outro vector que se obtén pola expresion:

B €, €, €
€; =|Vy V, V;
W, W, W;

\' \'
2 3 ez+

W, W;

ViV,
W; Wj

Vi VY,
W, W,

VOw = )

Fixate que o Uultimo determinante non é realmente un
determinante (os elementos da 12 fila non son ndmeros), s6 €
unha expresién para lembrar como se calcula o produto
vectorial.

O vector produto vectorial ten:

* Modulo o produto dos moédulos polo seno do angulo
que forman: |[v 0w =|v| (i Ben(a)

» Direccidon perpendicular aos dous vectores e, polo
tanto, tamén ao plano que os contén.

* Sentido dependendo da orden a que facemos o
produto. Un xeito de lembralo € coa “regra do
berbequi”: facendo xirar un berbequi do primeiro ao
segundo vector seguindo o menor angulo que forman, o
sentido do produto vectorial serd& o de avance do
berbequi.

(se os dous angulos son iguais: ou 0° ou 180°, non hai
ambiguidade, pois resultado seré 0)

Exemplo:

Solucioén:

(D!
w P

Produto vectorial dos vectores (-1,4,3) e (6,3,-2)
(-143)0(63-2)=|-1 e e e
b) ) 6 3 _ 2l 6 _ ) 6

(-143)0(63-2)=(-1716,-27)

w AP

Exemplo:

Produto vectorial dos vectores (-2,4,-4) e (3,-6,6)
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Solucién:
él éz é3
(-24-4)0(3-66)=-2 4 -4=(000)
3 -6 6

Neste caso, o produto vectorial € o vector 0. Observa que os
vectores tefien a mesma direccion, as suas compofientes son

proporcionais: % = =—

Propiedades do producto vectorial

1. Anticonmutativa: [Iv,wOVv?® vOw=-wOv

Ao cambiar a orde cambia o signo.

2. Distributiva: [Jab,e0Vv® a0(b+¢)=anb+a0e
Podemos sumar primeiro e logo multiplicar, ou
multiplicar cada un e logo sumar.

3. vwov® UeorR  (¢@)0Ow=afvOw)

Se temos un numero e dous vectores podemos
multiplicar o n°® vector e este resultado polo 2°, ou
multiplicar os vectores e logo multiplicar polo n°.

4. v Ow| = V| iw| Csen(a)

O modulo do produto escalar de dous vectores é o
produto dos modulos polo seno do angulo que
forman.

Recorda que nos referimos ao menor angulo.
5. vLw é perpendiculara ve a w:
VCw)Ov e (VCw)Ow
Lembra que iso significa que V [(\7 L \TV) = \TV[(\7 C \TV) =0.
O vector produto vectorial de dous vectores é
perpendicular a cada un deses vectores.

6. Dous vectores tefien a mesma direccién se, e s6 s e, 0
seu produto vectorial ¢ 0.

Se Y €W non son nulos,

pero éo o seu produto,
como

v O = v| 0 BBen(ar) = 0
teria que ser sen(a) =0.
Polo que o angulo é 0°
ou 180°.
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Interpretacion xeometrica

O modulo do produto vectorial de dous vectores é igual & area
do paralelogramo que determinan.

Para comprobalo s6 debemos ter en conta que o modulo do
produto vectorial é o produto dos médulos por o seno do
angulo e que a area dun paralelogramo calculase multiplicando
a base pola altura:

« Base: 0 modulo dun dos vectores |\7|

» Altura: tendo en conta que se forma un triangulo
rectdngulo co outro vector como hipotenusa, a altura sera

h = en(a)

Obtemos pois que a 4rea seré: |V| (h =|v| (W4 (en(ar) =|v O

Exercicio:

Calcula a area do triangulo de vértices A(2,-3,1), B(-5,1,2) e
C(4,-2,-3)

Solucién:

Tendo en conta que o médulo do produto vectorial de dous
vectores coincide coa area do paralelogramo que determinan,
podemos simplemente calcular os vectores que van dun deses

puntos aos outros. A area do triangulo sera a metade da do
paralelogramo que forman.

8= (- 7,41)} A8 <A, -7 + (26 +(-15P

=1725

2 2

Distancia dun punto a unha recta

Definimos a distancia dun punto P = (pl,pz,p3) a unha recta r

como a distancia de P a sta proxeccion ortogonal sobre a
recta.
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Para calculala basta ter en conta que a distancia de P a r
coincide coa altura do paralelogramo formado polos vectores

QP (Q un punto calquera da recta) e v.

A altura do paralelogramo é igual & sua area dividida entre a
base:

QPOV

Producto mixto de tres vectores

Dados a=(a,a,a). b=(bybabs) e ©t=(c,c,0s),
vectores de V°. Definimos o seu produto mixto como o
produto escalar de a polo produto vectorial de bec:

Tendo en conta como se calcula o produto escalar e o produto
vectorial de tres vectores, podemos escribir;

. ~ b bl b bj/b b
_’1b1_’:_’ bl:l_’: 1A, ! ’ 31_1 31 ' =
asd-abo-@an)P U0 AR 0

b b/__h b, jh b2
al C2 C3 az Cl C3 at; Cl C2 ™M 2 3
C C (G

O produto mixto de tres vectores -calculase como o
determinante da matriz formada coas slas compofientes.

4bA8
., L, a
Interpretacion xeoméetrica A
O valor absoluto do produto mixto de tres vectores é igual 6 S %
volume do paralelepipedo que determinan eses vectores:

Tl

Vparalelepipedo = Abase [h.

Lembra que:



Tt= plano contendo a r
e paraleloar'
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* O mobdulo do produto vectorial de dous vectores coincide
coa area do paralelogramo que determinan: A, ... = ‘b DE‘

e A altura é a proxeccion do vector a sobre un vector
perpendicular a base, por exemplo o vector produto escalar

dos outros dous: h = prox._ (a) =|d [coda)

Obtemos polo tanto, que o valor absoluto produto mixto de tres
vectores coincide co volume do paralelepipedo que forman:

‘[a, b, E]‘ =g/ tb 0| wos(a) = hilb 0 = A, =V

Distancia entre duas rectas

Rectas que se cortan ou coincidentes: A distancia é 0.

Rectas paralelas: A distancia sera igual & distancia dun punto
calquera dunha das rectas & outra.

Rectas que se cruzan: A distancia entre elas sera a distancia
minima entre 0s seus puntos.

Un xeito de calculala é atopar a ecuacion do plano que contén
a unha das rectas e € paralelo & outra. A distancia desa recta
0 plano coincide coa distancia entre as rectas.

Un segundo método é semellante 6 correspondente & distancia
dun punto a unha recta pero utilizando o produto mixto.

A distancia entre as rectas r e r é igual a altura do

paralelepipedo que determinan os vectores QP (P e Q puntos
de r er), v (vector de direccién de r) e V' (vector de direccion
de r’) e, polo tanto, € o volume do paralelepipedo dividido entre
area da base:

o) [dp,v,v}

| Fov]

Observa que o determinante do numerador da férmula permite
cofiecer a posicion relativa das rectas pois:
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« Se é 0 significa que os vectores non nulos QP, v e V'
tefien que estar contidos nun mesmo plano, cousa que
s6 pode suceder si:

0 As rectas son paralelas. Nese caso, as
compofientes de v e V' son proporcionais.

0 As rectas son coincidentes. As compofientes de
QP, v e V' son proporcionais.

0 As rectas cortanse. Un dos vectores QP, v e V'
€ combinacién dos demais pero v e V' non

tefien a mesma direccion (as stas compofientes
non son proporcionais).

+ Se 0 produto mixto € distinto de O, indica que o0s

vectores QP, v e V' non estan no mesmo plano, algo
gue sé pode acontecer se as rectas se cruzan sen
cortarse.

Exemplo:

Calcular a distancia entre as seguintes rectas que se cruzan:

x-1_y+2_z-3 o r,_i_y—4_z—1
1 1 2 -1 1 -1

_1
1]

Solucion:
Calculamos a ecuacién do plano contendo ar e paralelo a r’:
P(1,-2,3) un punto, v(112) e v'(-11-1) vectores de direccion:

x=1+a-f l
y=-2+a+Br3x+y-2z=-5
z=3+20 -

Distancia de r’ 6 plano: por seren paralelos € a distancia de
calquera dos puntos da recta ao plano. Tomamos o que facilita
a propia ecuacion de r’:

(' )= 30+ 4= 21+5 _ 7
’ JF 1 +(-2) V14

En xeral, sera necesario estudar antes a posicién relativa para

comprobar que efectivamente son rectas que se cruzan.

O método que emprega o produto mixto evita ter que facer esa
comprobacion.
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Exemplo:

Calcular a distancia entre as seguintes rectas que se cruzan:

- + - +
X2=y1=24er’ X_y _z+4

-2 1 3 4 -2 5

r =

Solucién:

A distancia entre as rectas ven dada por: d(r,r')=

Necesitamos:

e Un vector de direccién de cada recta: V=(-213) e
V'=(4,-25).

* Un punto de cada recta: P(2,-1,4) e P’(0,0,-4)
proporcionan o vector pp’ = (2,-18)

A distancia entre as rectas sera:

2 -1
-2 1
d(r,r)= 4 -2 =0

L E+(-22F + 0

A distancia entre as rectas € 0: son rectas que se cortan nun
punto (estan contidas no mesmo plano e non son paralelas
pois tefien direccion distintas).



