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Resuelve

é¢Dénde se situara el depdsito?

Se quiere instalar un gran depdsito de propano para abastecer a una factoria industrial y a dos urba-
nizaciones.

Han de cumplirse las siguientes condiciones: conviene que el depésito esté lo mds cerca de la facto-
ria, pero por razones de seguridad, no puede estar a menos de 500 m de un horno que hay en ella.
Por tanto habri de situarse, exactamente, a 500 m del horno, H. Ademds, se desea que esté a la
misma distancia de A que de B.

Para resolverlo, llevamos los datos a unos ejes cartesianos (1 cuad = 100 m) y suponemos que los
puntos H, A y B se sitGan donde se indica en la grifica de la derecha.

* La circunferencia es el conjunto de puntos que estin a 500 m del horno. Analiticamente, son puntos
(x,9) cuya distanciaa H(13, 15) es 5. Exprésalo mediante una ecuacién.
* La recta verde es el conjunto de puntos que equidistan de A y de B. Analiticamente, es una recta

que pasa por (6, 3) y tiene pendiente 2. Escribe su ecuacién.

* El punto P donde hemos de situar el depésito de propano se obtiene hallando la interseccién de
las dos lineas que acabamos de describir. Resuelve el sistema que forman sus ecuaciones para ha-
llar las coordenadas de P.

P
A
B
« Jx-13)2+(y-15)2=5
« X—6 _J—2 —y-9=
T — 2x—y-9=0
~13)2+(y-15)%2=5
Jx=13)2+(y—15) S x=L2 52 10, y-11
2x—y-9=0 > °

La solucién es P = (10, 11) porque el depdsito debe estar cerca de las urbanizaciones.
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Hazlo tu
1 Halla la ecuacién de la mediatriz del segmento cuyos extremos son A(0, 0) y B(6, 4).

X = (x,y) punto de la mediatriz.

‘/x2+}’2=\/(9‘—6)2+()/—4)2 = x2+9y?=x2+36-12x+y?+ 16 -8y
Mediatriz: —12x—8y+52=0 — —3x—2y+13=0
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Hazlo tu
2 Halla la ecuacién de la bisectriz del dngulo formado por 7;: 5x—12y=0 y ry: 12x+ 5y = 0.
X = (x,9 punto de la bisectriz.

|5x—12y| [12x+5y]
13 13

S5x —12y=12x+5y
ﬁ
5x—12y=—(12x+5y)

- |5x—12)/|=|12x+ 5y| - {

By:—7x—-17y=0
7 \By17x -7y =0

3 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadrados de distanciasa P(2,5) ya

Q(4, -1) es 40, es decir, XP2 - X—Q2 = 40,
X = (x,y) punto del lugar geométrico.
2 2
Ve-274G-97 -(fe—92+G+D?) -40 -
= =22+ (G=52-((x—4)2+(y+1)?) =40 > 4x—12y+12=40 —
— 4x—12y—28 =0 es una recta.

Piensa y practica

1 a) Mediatriz del segmento de extremos A(-5,-3), B(7,1). Comprueba que es una recta perpen-
dicular al segmento en su punto medio.

b) Circunferencia de centro O(-3, 4) y radio 5. Comprueba que pasa por el origen de coordenadas.
) Bisectrices de los 4ngulos formados por las rectas:

ri:2x+y-3=0

ryx—2y+16=0

Comprueba que las bisectrices son dos rectas perpendiculares que se cortan en el mismo pun-
to en que se cortan las rectas 7| y 7,.

a) Los puntos X(x, y) deben cumplir dist (X, A) = dist (X, B):
\/(x+5)2+(}/+3)2=«/(x—7)2+(y—1)2

Elevamos al cuadrado y desarrollamos:
X2+ 10x+25+92+6y+9=x2—14x+49 +y2 -2y + 1
10x+ 14x+ 6y +2y+34-50=0 — 24x+8y—16=0
3x+y—2=0 — y=-3x+2

* El punto medio de AB es M(1, -1) que, efectivamente, estd en la recta (pues verifica la ecua-
cién).
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* La pendiente de la recta es m, = -3, y la del segmento es:

1-(-3) 4 1

m _ ==
BT 5 T 1273

Cumplen que m, - myp = (-3) (%) =-1 > ABLlr~r
b) Los puntos X(x, y) son tales que:
dist (X, 0) =5 — \/(x+3)2+(y—4)2 =5 - x2+6x+9+y2—8y+ 16=25 —

= x2+y?+6x-8y+25=25 > x2+y2+6x-8y=0
¢) Son los puntos X(x, y):
|2x+y-3| |x-2y+16]|

dist (X, ry) = dist (X, ) — s 5

Se dan dos casos:
2x+y—3=x-2y+16 = bi:x+3y-19=0
2x+y-3=—(x=2y+16) = by:3x—y+13=0
Sus vectores directores son:

OOl (193320 dicul
vi(1,3) = Vv, =0, - ,3)=3-3=0 — son perpendiculares

Punto de corte de las rectas:
ri2x+y-3=0 = y=-2x+3

=X
rix—2y+16=0 - y=%+8 ~ k3= 2 +8 =

- %:—5 - x=-2 - y=7

Si el punto pertenece a ambas bisectrices es que se cortan en él:
bi:x+3y-19=0 - -2+3.7-19=0
b:3x—y+13=0 - 3.(-2)-7+13=0

Se cortan en (-2, 7) y son perpendiculares.
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Hazlo tu
1 Escribe la ecuacién de la circunferencia de centro (-5, 2) y radio 3.

(x+5)2+(3-22=9 = x?+10x+y?-4y+29=9 = x2+10x+9y* -4y +20=0
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Hazlo tu

2 ;Qué ecuaciones corresponden a circunferencias? Obtén su centro y su radio utilizando la f6r-
mula y completando cuadrados.

a) 2x2 +2y* - 8x=0 b) x2-y*+7x-2=0
) x?+y?—3x+4xy-16=0 d) x2+y%+10x-2y+40=0
e) x>+y?2—6x-8y+25=0 ) x?+y>-2x+4y+6=0

a) Los coeficientes de x2 e 2 son 1. No hay término en xy.
x?4y?— 4x=0 > A=-—4

Es una circunferencia de centro (2, 0) y radio 2.
Completando cuadrados:
(x—2)%+ y2 =4
x2—4x+4+y2=4 — (x—2)2+)/2=4
Es una circunferencia de centro (2, 0) y radio 2.
b) No es una circunferencia ya que su término y? tiene signo negativo. No podriamos escribirlo en
forma (y—b)>.
Q) x2+y?-3x+4xy-16=0
Hay término en xy — No es circunferencia.
d) x2+ 92+ 10x-2y+40=0

Los coeficientes de x? e y2 son 1. No hay término en xy.

10y (=2)
r? = (T) + (%) —40=-14<0 — No es circunferencia.

Completando cuadrados:
xz—10x+25+)/2—2y+1=—40+25+1=—14<0
No es circunferencia.

e) Los coeficientes de x2 e 2 son 1. No hay término en xy.
7= m =0
No es circunferencia.
Completando cuadrados:
x?—6x+9+ 9y —8y+16=-25+9+16=0

No es circunferencia.



f) Los coeficientes de x2 e y son 1. No hay término en xy.
o S
No es circunferencia.
Completando cuadrados:
x?=2x+1+ 2 +4y+4=—6+5=-1

No es circunferencia.

3 Repite la actividad con M(0, 6), N(-2,0) y PM/PN = 3.

X = (x,9 punto del lugar geométrico.

«/(x+2)2+y2

— x2+ 9212y + 36 =9x? + 36x + 9y% + 36 — 8x%+8y? +36x+12y=0 —
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=3 = |2 +(-6)2=3{x+2)2+)> = x2+(-62=9[(x+2)*+y} —

— 2x?+2y? +9x+3y=0 — Es una circunferencia de centro (-9/4, —3/4) y radio = 3410/4.

Piensa y practica

1 Halla la ecuacién de la circunferencia de centro (-5, 12) y radio 13.

Comprueba que pasa por el punto (0, 0).
(x+5)72+(-122=169 — x?+y? + 10x—24y=0

Si sustituimos x =0, y=0 en la ecuacidn, esta se verifica. Por tanto, la circunferencia pasa por (0, 0).

2 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de cuadrados de distancias a los

extremos del segmento AB, A(-3,0) y B(5,0), es50.

X = (x,9) punto del lugar geométrico.

(\/(x+3)2+)/2>2+(\/(x—5)2+y2>2=50 — (x+3)2 492+ (x=52+y2=50 >

= 22 +2)2 —4x—16=0 - x? +y?-2x-8=0

Es una circunferencia de centro (1, 0) y radio 7= 41+8=3.
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Hazlo tu

1 Halla la posicién relativa de las rectas

spy=x-1
spy=x+1
53:y=3

respecto de la circunferencia anterior.
* Resolvemos el sistema de ecuaciones:

x2+y2—8x+2y+1:0
— x=4,9=3; x=0, y=-1

y=x—1
Hay dos soluciones, se cortan en dos puntos, luego son secantes.
* Resolvemos el sistema de ecuaciones:
xr+ 2 —8x+2y+1=0
y=x+1

— No hay solucién, luego son exteriores.
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¢ Resolvemos el sistema de ecuaciones:

2 2

x“+y°—=8x+2y+1=0

J J — x=4, y=3
y=3

Hay una solucidn, se cortan en un punto, luego son tangentes.

Piensa y practica

3 Estudia la posicién relativa de la circunferencia
C:x?>+y?2—6x-4y-12=0
respecto de las rectas:
$1:3x—4y-26=0 $: 54— 8y +60=0
s3:3x—4y-1=0 s2x=5
Halla los puntos de corte y de tangencia, si los hubiera.
o Cx?+y?—6x—4y—-12=0
51:3x—4y—-26=0
<§y+276)2+y2—6<%y+276>—4)/—12=0 -
16 2 676 208

+

97 "9 g
— 16y% + 676 + 208y + 9y* — 72y — 468 — 36y — 108 =0 —

} 4 3x=4y+26 - x:%y_*%

y+y2-8y—52-4y—-12-0 —

— 2592+ 100y +100=0 — y2+4y+4=0 = (y+2)?=0 —
— y=-2 (solucién tnica)

ng(_z)+23_6 — x=6

C y s, son tangentes en el punto (6, —2).
o C:x?+y?—6x—4y—12=0

=8y —60 -8, 12
55:5x =8y +60=0 }—>5x 4 B

2
<%y—12> +y2—6<%y—12>—4y—12=0 —>g—§y2+144—152y+y2—4—58+72—4y—12=0 N

—> G4y? + 3600 — 960y + 25y — 240 + 1800 — 100y — 300 = 0 —
- 89)/2 — 1060y + 4860 =0 — No tiene solucién.

5, es exterior a la circunferencia C.

. C:x2+y2—6x—4y—12=0
53:3x —4y—1=0

} — 3x=4y+1 —> x:%}u%

2
4.1 2_ol4 1) 4 _12- 16, 2.1 8 2_8y_2_4y—-12=
<3y+3>+y 6<3y+3> y 0— 9y+9+9y+y 8y y 0 —
— 1692 +1+8y+9y>-72y— 18 -36y—- 108 =0 —

:5 —> x1=7

J1
2— —_ = 2— — =
— 25y2-100y—125=0 — y>—4y—>5 0<y2:—1—>x2:—1

C y s3 son secantes en los puntos (7, 5) y (-1, —1).
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o C:x?+y?—6x—4y—12=0
S4:X=5

4+m 4484 _ 4+2F y1=2+421
5 =24 F<y2 2 ol

— 25+92-30-4y-12=0 — y2—4y—-17=0

C y s4 se cortan en los puntos (5,2 +421) y (5,2 —421).

4 ;Para qué valores de b larecta y=x+ b es tangente a la circunferencia x2 + 2 = 92

La recta serd tangente a la circunferencia si la distancia del centro de la circunferencia a la recta es igual
al radio de la circunferencia.

C: x2+y2=9 — 0=(0,0), R=3
riy=x+b —> x—y+b=0
0-0+4] |b]

J2+C)2 2

dist (O, 7) = =3 = b=+3{2

5 Halla la posicién relativa de C: x? + y2 — 6x + 8y = 0 respecto de las rectas:

sx+y=10 S 4x+3y+20=0
s3:3x—4y=0 Sgy=-—
C:x2+y2—6x+8)/=0 — 0=3,-4), r=5
o dist (O, s) = % Tl =7,78>5 — s esexteriora C.
o dist (O, s,) = |4 3+‘/3127+49)+2 | 25—0 =4<5 — s, y C secortan en dos puntos.
o dist (O, 53) = %:25—5:5 — s3 y C son tangentes.

|-4+2] 2

o dist (O, s4) = ﬁ_T
+

=2<5 — s4 y C secortan en dos puntos.
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6 Halla la potencia de P(-3, 8) a estas circunferencias:
Ci:x*>+y?—14x+20=0
Cy: O(4,-3), r=20
Disi P es interior o exteriora C; ya C,.
Cprx?+9y2—14x+20=0 — O;=(7,0), r; = y49-20=429
Cy: O(4,-3), r=20
P(-3,8)
P(PaCy)=(7+3)%+(0-8)%—(429)2=100 + 64—-29=135>0 — P esexteriora C|.
P(PaC,)=(4+3)%+(-3-8)>-(20)2=49 + 121 — 400 = 230 <0 — P esinteriora C,.
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7 Halla el eje radical de estas circunferencias:

Ci:x?+y?—4x+12y-11=0

Cyx?+y?2-6y=0
Comprueba que es perpendicular a la linea de sus centros.
Calculamos las potencias de un punto genérico P(x, y) a C; ya Cy:
P(PaC)=x*+y*—4x+12y—-11=0

., Igualamos ambas expresiones:

P(PaCy=x"+y " —6y=0

x2+y2—4x+12y—11:x2+}/2—6y — —4x+18y—-11=0

Ecuacién del eje radical: 4x—18y+11=0 — m= 14—8=%

Centrode C; = 0,=(2,-6)

Centrode C, — 0,=(0,3) 010;=2.9) >

— La pendiente de la recta que une O; y O, es m'=— %

Como m-m'= (%) . (— %) = -1, el ¢je radical y la recta que une O; y O, son perpendiculares.
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3 P LAS CONICAS COMO LUGARES GEOMETRICOS
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Hazlo tu

1

Dados los puntos F;(-3,0) y F,(1,-2) ylarecta r:x+2y—5 =0, obtén las ecuaciones de:
a) La elipse de focos F; y F, y constante 20.
b) La hipérbola de focos F; y F, y constante 2.

¢ La pardbola cuyo foco es F; y cuya directriz es 7.

a) \/(x+3)2+y2+\/(x—1)2+(y+2)2:20

b) ‘«/(x+3)2+y2—«/(x—1)2+(y+2)2‘=2

) ./(x+3)2+y2:%

Piensa y practica

1

Halla la ecuacién de la elipse de focos F,(4,0) y F,(—4, 0) y cuya constante es 10.

Una vez puesta la ecuacién inicial, pasa una raiz al segundo miembro, eleva al cuadrado (jaten-
cién con el doble producto!), simplifica, aisla la raiz, vuelve a elevar al cuadrado y simplifica
hasta llegar a la ecuacién 9x? + 25y2 = 225.

Si P(x, y) esun punto de la elipse, entonces:
dist (P, F}) + dist (P, F,) = 10

=424y J(x+4)2+ 52 =10
Joe—4)24 y2 =10 J(x + 4) 2+ 52

Elevamos al cuadrado: (x — 4)? +y2 =100 + (x + 4)? +y2 —204(x+4)? + 9

Operamos: x2 —8x + 16 + 92 = 100 + x% + 8x + 16 + y2 — 204/ (x + 4) % + 52
20y(x+4)%+ y? = 16x + 100

5\/(x+4)2+y2 =4x+ 25
Elevamos al cuadrado: 25(x2 + 8x + 16 +y2) = 16x2 + 200x + 625
Simplificamos:
25x2 + 200x + 400 + 2592 = 16x2 + 200x + 625 — 9x% + 25y% = 225

Halla la ecuacién de la hipérbola de focos F;(5,0) y F,(-5, 0) y cuya constante es 6. Simplifica
como en el ejercicio anterior hasta llegar a la expresién 16x2 — 9y2 = 144.

Si P(x, y) esun punto de la hipérbola, entonces:
|dist (P, F)) — dist (P, F,)| = 6
dist (P, F\) — dist (P, F,) = £6

Je=5)2+ 92— J(x+5)%+y>=16

\/(x—5)2+)/2=i6+,/(x+5)2+y2
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Elevamos al cuadrado:

x2—10x+25+92=36+x2+ 10x+25 +y% ¢ 12m

+12 (x+5)2+y2 =20x + 36

£3J(x+5)2+ y2 =55+ 9

Elevamos al cuadrado: 9(x2 + 10x + 25 +y2) = 25x2 + 90x + 81
9x2 + 90x + 225 + 9y? = 25x2 + 90x + 81
16x2 - 9y% = 144

Halla la ecuacién de la pardbola de foco F(-1, 0) y directriz 7: x = 1. Simplifica hasta llegar a la
expresién y? = —4x.

Si P(x,y) esun punto de la pardbola, entonces:

dist (P, F) = dist (P, )

«/(x+1)2+y2 = |x—1|
Elevamos al cuadrado: x? + 2x + 1 +y2 =x2-2x+1

Simplificamos: y? = —4x

10



A ) ESTUDIO DE LA ELIPSE
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1 ;Verdadero o falso? Si varias elipses tienen la misma distancia focal, cuanto mds grande sea la

constante % =24, mayor es la excentricidad.

o O ()

c

Falso. Al contrario; como e = =, si el numerador ¢ es constante, cuanto mayor sea el denominador
a

a, menor serd el cociente, que es la excentricidad.
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2 Una elipse tiene sus focos en los puntos F(5,0) y F'(-5,0) y su constante es % = 26.

Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacién reducida. Represéntala.

* Semieje mayor: k=26 — 22=26 — a=13
e Semidistancia focal: FF' =10 — 2c¢=10 = ¢=5

* Semieje menor: & = ya? —¢? =169 —25=4144=12

¢ Excentricidad: i:%:o,_’ss — exc~0,38

x2 J’z _
169 " 144 "}

¢ FEcuacién reducida:
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12

-13

[,
\_

13

R
_/

-12

3 Representa y halla la excentricidad y los focos.
2 —2)2
2) (x+5)% (y-2) _

T % 1 b) 9x2 + 162 = 144
2 _ 2
c) (ng) +(y647) =1 d) x2+4(y—3)2=4

a) Y c=4J16-4=412

. 2
O exc = ‘/?:0,87

5 [ X

o=-5 B=2; F=(-5+243,2) £=(-5-243,2)

n
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2 2 _ x? y 2y
9x~ + 16y° = 144 — TR =1 > €9 =1 -
9 16
— 16=4% 9=6> - c=416-9=47
exc:%
c= {64 -16=448
exc = mz0,87
8
0=3; B=7; F =(3.7+443); F,=(3,7-4/3)
2
d) 4|7 x?+4(y-3)%=4 - %+(y—3)2=1 — 4=4% 1=b?
) a=2,b=1; c=J4-1=43
4 2 [T2747X J3
€x€=7

0=0; B=3; F=(3.3); F,=(-43.3)
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5 ) ESTUDIO DE LA HIPERBOLA
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1 ;Verdadero o falso?

a) La hipérbola III es la mds excéntrica.

b) La hipérbola I es la menos excéntrica.

b

a) Verdadero, porque el valor absoluto de la pendiente de las asintotas, 7 = ‘—
a

, es muy grande, lue-

go la excentricidad, e= £ serd mis grande, puesto que ¢ > b.
a

b) Verdadero, porque las asintotas y = by tienen poca pendiente en valor absoluto, luego la excentri-
a

b

cidad, e= £<

serd mds pequena.
a

2 Una hipérbola tiene sus focos en los puntos:
F(5,0) y Fy-5,0)
y su constante es % = 6.
Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacién reducida.
Represéntala.
* Semieje: k=2a=6 — a=3

* Semidistancia focal: F{F =10 — ¢=5

e Cilculode b: b%=c?—a% > b=y25-9=J16=4 — b=4
e Excentricidad: exc = e 5 1,67
a 3
* Asintotas: y = %x; Y= —%x
x )’2
¢ FEcuacién reducida: T 1
Pagina 215
3 Representa.
(x+5)2 (y_2)2_ 2 2 _
a) 6 4 =1 b) 9x* - 16y~ = 144
(y-7?% «x-3)% _ 2 2 _
c) G " 16 =1 d) x*-4(y-3)"=4
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) 2
2 2_ x- ) _
b) 9x° - 16y~ =144 — SR 1

2
2_ —_3)2_ X
d) 52— 4(y-37 =4 > % 1

)/—6 4D
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4 Calcula la distancia focal y las coordenadas de los focos de las siguientes hipérbolas equiléteras:
-1 -_2 - 18 -1
a) y= x b)y x oy x d) xy 4

a) k=1; F = («/Z, «/E), E= <—ﬁ,—ﬁ>
distancia focal = ZW =4

b) £=-2 tiene los focos en el segundo y cuarto cuadrantes.

F=(=2,2); F,=(2,-2)

distancia focal = 2422 +2%2=2,/8=42
c) k=18
F,=(6,6); F,=(-6,-0)

distancia focal = 272 =1242

14
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L
d) k= 4

1 1 1 1
F=—=—=} F=(—F
(s )
distancia focal = 2 —+l 2

2

5 Dadas las funciones de proporcionalidad inversa del ejercicio anterior, escribe la ecuacién que
describe cada una de las graficas giradas 45° con respecto al origen de coordenadas.

22
2
b) & -2 -1
2
9 36+36 !
2L
1/2 1/2
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© ) ESTUDIO DE LA PARABOLA
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1 Halla la ecuacién reducida de la pardbola de foco F(1,5; 0) y directriz x = —1,5.
Si P(x, y) esun punto de la pardbola: dist (P, F) = dist (P, d), donde d esla directrizy F el foco.

Jx=1,5)2+ 9% =[x+ 1,5]
x2—3x+2725 +y2=x2+ 3x+2,25 > y2= 6x
* De otra forma:
Distancia del foco a la directriz: p =3

Ecuacién reducida: y? = 6x

2 Halla la ecuacién reducida de una pardbola como la del ejercicio 1 pero con el vértice en (-2, 3).

Del ejercicio anterior sabemos que p = 3 y si el vérticees V(0, 0) — y* = 6x

Con vértice V(=2,3): (y—3)% = 6(x + 2)

Pagina 218

3 Halla las coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz de las siguientes paribolas:
a) y = 422 b)y:%x2 c)y:—%x2 d) y = 0,142
a) k=4
1
Ho)

d:y:—%

_1
b) k= 5




4 Dibuja las pardbolas del ejercicio anterior y sus elementos.

a)

<)

d)
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5 Calcula el foco y la directriz de esta pardbola:

1 1
y=—ﬁx2+x—5
1 1 1 1 2 2 410 (y10) (Vo) 1
y:_ﬁx2”_5:_<ﬁx2_“7):_(W_m' (5 (45 7)
A eV (o) ( mf _(x m)z_
“(m‘ 2 )‘( 2 ) +7]-‘ o 2 ) 2 = (r-2)(-1)= To 2 )°
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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Hazlo tu

1. Determinacién de una circunferencia conocidos tres puntos por los que pasa

* Obtén el centro, el radio y la ecuacién de la circunferencia que pasa por P(-1, 3), Q(2, -2) y
R(3,0).

— r: mediatriz de PQ
PQ =(2,-2)~(-1,3)=(3,-5)

r: tiene vector de direccién d, = (5, 3) y pasa por M PQ = (%, %) - == >

3 _5,_2 xSy
—>3x—2—5y > — r:3x—5y

— s: mediatriz de QR
QR=(3,0-(2,-2)=(1,2)

5
X=> 1
,—1> - 2 )

s: tiene vector de direccién E =(2,-1) y pasa por MQR = (i 5 ;

2

5

— —x+ —2y+2—)52x+4y—1-0

. r:3x—5y=-1 (1 5)
Centro: {x:2x+4y—1=0 - C= 22722

2
_ 5 14250 _ 5485 _
Radio = | RC|= \/— 3 (22> g4 —11[_2 ,96

2 2
y . o 5\ 2125
La ecuacién de la circunferencia es: ( 5 2) + ( ¥ 22) )

2. Circunferencia que pasa por un punto y cuyo centro esta sobre una determinada recta

* Obtén la ecuacién de la circunferencia de radio Y40 que pasa por P(2, 11) y cuyo centro pertene-
ce a la recta de ecuacién x—3y+ 11 =0.

El centro serd C(36—11,b) por pertenecer a la recta indicada.
Como P pertenece a la circunferencia: dist(P,C)=r.

Desarrollamos:

|3b—11-2,6-11)|=y96% =785 +169 + b*> —22b+121 =40 — 101005 +290=40 — b=5
C(4,5) y la circunferencia es (x —4)? +(y —5)% = 40.

En este caso existe una Gnica solucién porque la distancia del punto P a la recta dada es exactamente

V40.
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Hazlo tu

3. Descripcion de una cénica a partir de su ecuacion

* Describe las siguientes cénicas, obtén sus elementos y dibijalas:
a) x2-2y+2=0
b) x4y -2x-3=0
o) x*+9y?-2x-8=0
d) x2+)%+4x+6y+9=0
a) x2—=2y+2=0 —> Pardbola con eje vertical.
(x=x0)* = 2 (y = 30)
x?=2-2=20-1) - p=1
Vértice: V= (0, 1)

e 1) (0.3
Foco: F= <0,1+ 2) (0, 2)
%

Directriz: y=1- % y= %
4
2
£
0
) 3

b) x2—4y?-2x-3=0
Es una hipérbola porque los coeficientes de x2 e y2 tienen distinto signo.

Completamos cuadrados:

(x?=2x+1)—4y2-3-1=0 = (x—1)2-4y>=4 M—Z—l
y = x yT=4 = — o=

Centro: O = (1, 0). Focos en el eje X.
Semiejes: =2, b=1

Semidistancia focal: ¢ = {5

5

Excentricidad: exc = 53

20
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o) x2+9y2=2x+8=0
Los coeficientes de x2 e )/2 son distintos, pero del mismo signo; es una elipse.

Completamos cuadrados:

W2=2x+1)+92-8-1=0 > (x—1)?+9?=9 —

Es una elipse de centro O(1, 0) y eje mayor paralelo al eje X.
Semiejes: 2=3, b=1
Semidistancia focal: ¢ = 8

18

3
Constante de la elipse: £=22=6
Focos: (1 +242, 0) y (1 —242, O)

d)x2+y2+4x+6y+9:0

Excentricidad: exc =

Se trata de una circunferencia porque los coeficientes de x> e y? son 1y no hay término en xy.
Completamos cuadrados:
(P +dx+ D) +(2+6y+9)+9-4-9=0 > (x+2%+(y+3)*=4

Circunferencia de centro O(-2,-3) y radio 7= 2.

4 =

21
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Hazlo tu

4. Ecuacidon de una elipse no centrada en el origen

* Obtén la ecuacién de la elipse de focos F(3,-2) y F'(3, 6) y cuya excentricidad es exc = %
O=Mgy=3,2)
dist (FF)=8=2c = c=4

=4 4 a=5

5 a
b=4y25-16=3

Se trata de una elipse con eje vertical, por lo que la ecuacién requerida es:

(x=3)°, 0=2"

1
9 25

6. Elementos de una parabola de eje vertical a partir de su representacion grafica

* Calcula el foco y la directriz de esta paribola:
32 o T

/\
V(3,2)

\ T x
/ A
P(1, -6)

Buscamos una paribola de ecuacién y = ax? + bx +c.

La abscisa del vértice de la pardbola es: Vx=-3=—

L 6a-b-0 (1)
P € pardbola —» —6=a+b+c (2)

V&€ pardbola — 2=94-3b+c (3)

Resolviendo el sistema formado por (1), (2) y (3):

_ 1., a5
a= 2,b 3; ¢ 5

Por tanto, la ecuacién de la pardbola es:

L2 30 5
yE=gx 3x >

Sabemos que a:i - p=-1

Si tuviera (0, 0):

z) P F(i) 1
F(O,2 y d:y= 2—) 0,2 ya’.y-z

Pero V(-3, 2):
b0
F( 3,2)+(0,2 = 3,2
y P 5, 1.5
Ay=Vy= g2y

22
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Hazlo tu

7. Centro radical de tres circunferencias

* Halla el centro radical de estas tres circunferencias:
Ci:x?+y>—6x+6y—14=0
Cy:x?+y>—10y—-8y+37=0
Cix?+y*-8x+7=0

Buscamos el eje radical entre C; y C,:

x?+y? —6x+6y—14=x?+ y> —10x -8y +37 — )/=%+{T7
Buscamos el eje radical entre C; y C:
x*+y?—8x+7=x+ 9?10y -8y +37 — y=%+%

Buscamos ahora el punto de corte entre los dos ejes radicales:

yox 17
48 33 19 (33 19)
4 s T T PR

7293

8. Ecuacion de una parabola con vértice distinto de (0, 0) dados el foco y la directriz

* Halla la ecuacién de la pardbola de eje horizontal cuyo foco es F(4, -3) y cuya directriz es x = 2.

Calculamos la distancia del foco a la directriz, p =4 -2 = 2.

V<4;2,—3)=(3,—3)

(y+3)2=4(x—3)

9. Calculo de la recta tangente a una pardbola en un punto

* Resuelve este ejercicio para la pardbola y* = —4x y el punto A(-4, 4).

Haz de rectas que pasan por A = (4, 4):

y=mx+4)+4, me IR, mds larecta vertical x=-4

y2=—4x
= 4)+4 2
{jz_mi; )+ - y:m(f—4+4)+4 — 4dy=—my* +16m+16

my? + 4y —16m—16=0
Si las rectas son tangentes a la pardbola, el discriminante de esta ecuacién tiene que ser 0.

A=16—4-m-(-16m—-16)=0 — Qm—-1)%=0 — m=—%

Larecta tangente es:

y:—%(x+4)+4

23
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v
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Hazlo tu

1. Calculo de los elementos de una elipse

* Calcular la distancia focal, el semieje menor y la excentricidad de esta elipse:

distancia focal =50 -2 =48 — ¢=24
@ = semieje mayor = 572 =26

semieje menor = b: a®=b>+c* — b=y676-576=4y100=10
_24

excentricidad = £ = 2 = 0,92

a 26

2. Circunferencia inscrita en un tridngulo

* Hallar la ecuacién de la circunferencia inscrita en el tridngulo de lados 4, & y ¢, siendo:

azy=0 Y
b:3x—4y=0
c:4x+3y-50=0 7 Ol 30) \¢

o dist (P, a) = dist (P, b) — \%]: 3’”;4y
5y = 3x—4y
-5y =3x—4y — No vale porque la bisectriz del dngulo tiene pendiente positiva.
o dist (P, = dist (P, ) > ||| Hr 20
5y = 4x + 3y — 50 — No vale porque la bisectriz del dngulo tiene pendiente negativa.
=5y =4x+3y—50
* Incentro:
5y=3x—4y 15 .5 <15 5)
=TS =4 O =\—"(~ > 5
{—5y=4x+3}/—50_>x 27772 TP\
5
e r=dist (O, a) = % =%

24
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¢ FEcuacién de la circunferencia inscrita:

15 2 2 2
(5] +b-3) -6
125 _ 25

2 4

3. Rectas tangente y normal a una circunferencia en un punto

® Sean 7 y s, respectivamente, las rectas tangente y normal a una circunferencia en un punto P.

x2—15x+_y2—5y+ —>4x2+4y2—60x—20y+225=0

rix+y—-7=0 six-y-9=0
Calcular la ecuacién de la circunferencia sabiendo que su radio es r = 2./2.
Punto de tangencia:
x+y—7=0
- x=8, y=-1 = P=(8,-1)
x—y-9=0

Centro de la circunferencia:

x—y-9=0 x—y-9=0 x—y-9=0 -
\/(S—x)2+(—1—)/)2=2«/§ - (8—x)2+(—1—y)2=8 - x2—16x+)/2+2y+65=8 -

— x=9+y
= (9+9)2-1609+9) +y*+2y+65=8 — y=1, y=-3

y=1- x=10  [0=(10,1)
y=-3 = x=6  |0=(6,-3)

Hay dos circunferencias:
(x-102%+ (-1)?=8
(x—6)% + (y + 3)2=8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

v
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Para practicar

Lugares geométricos

1 Halla, en cada caso, la mediatriz del segmento AB.
a) A(5,-1) B(-3,1) b) A(3, 6) B(-1, 6)
Comprueba que es una recta perpendicular a AB.
X = (x,9) punto genérico de la mediatriz.

a) dist (X, A) = dist (X, B)

«/(5—x)2+(—1—y)2=«/(—3—x)2+(1—y)2 - xz—10x+y2+2)/+26=x2+6x+y2—2y+ 10
Mediatriz: —16x +4y+ 16=0 — d - (-4, -16)
AB = (-8,2)

(—8,2) + (—4,-16) = 0, luego las rectas son perpendiculares.
b) dist (X, A) = dist (X, B)

«/(3—x)2+(6—y)2=\/(—l—x)2+(6—y)2 — x2—6x+y?—12y+45=x2 + 2x+ y> - 12y + 37

Mediatriz: ~8x+8=0 — d = (0, 8)
AB = (-4, 0)

(0, 8) + (=4, 0) = 0, luego las rectas son perpendiculares.

2 Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de cuadrados de distancias a los
puntos A(0,0) y B(6, 3) es 15. ;Qué figura obtienes?

X = (x,9) punto genérico del lugar geométrico.
|x2 +y2 —((6-%%+(3 —y)2)| =15
[12x + 6y — 45| = 15
12x+ 6y —45=15 12x+6y—60=0
12x+ 6y —45=-15 12x+6y—-30=0

Son dos rectas paralelas.

3 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta 4x—3y + 11 =0 es 6.
|4x — 3y +11|
v16+9
4x —3y+11=30 ridx—3y—-19=0
4x—3y+11=-30 rydx —3y+41=0

P(x, y) cumple que dist (P,7) =6 — =6 — |4x—3y+11|=30 —

Son dos rectas paralelas entre si y paralelas, a su vez, a la recta dada.
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4 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de las rectas 7 y s. Interpreta el resul-
tado.

r:3x—-5y+11=0 s:3x-5y+3=0

|3x=5y+11] |3x—5y+3]|
{34 V34
{3x—5y+11=3x—5}l+3 — 11=3 j;Imposible!!

P(x,y) talesque d(P,7)=d(P,s) —

3x—5y+11=-3x+5y—-3 — 6x—10y+14=0 = r:3x—5y+7=0
Es una recta paralela a las dos rectas dadas que, a su vez, son paralelas entre si, como puede verse por
sus coeficientes, pues:

- ¢ _11
A B TC 3

—

5 Halla las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que forman las rectas » y s
ri4x-3y+8=0 s:12x+5y-7=0
Son todos los puntos P (x, y) tales que d (P, 7) =d (P, s):

[4x-3y+8| [12v+5y-7] |4x-3y+8| |12x+5y-7|  [130@xr=3y+8)= 50245 -7)
25 69 5 - 13 13 (4x -3y +8)=—5(12x+5y—7)

52x—39y+104=60x + 25y —35 8x+064y-139=0
52x—39y+104=—60x —25y+35  |112x— 14y+ 69=0

Luego hay dos soluciones, bisectrices de los dngulos
céncavo y convexo que forman las rectas 7 y .

Ambas bisectrices se cortan en el punto de corte de las
rectas 7 y s, y son perpendiculares.

6 Calcula el lugar geométrico de los puntos cuya distanciaa P(1, 0) sea la mitad de la distancia a
larecta x = 4. ;Qué figura obtienes?

Buscamos los puntos P'(x,y) tales que:

2dist(P, P') = dist(P', x = 4) (%)
dz’st(P,P'):|W|:|(x—1,)/)|:\/(x—1)2+)/2:\/x2—2x+1+y2

|x+0-4]
v1+0

dist(P',x=4)= |x—4|

Volviendo a (*):

2,/x2—2x+1+)/2=|x—4|

Elevamos al cuadrado:
4(x? = 2x+1+ ) =(x—4)? — 3x2+4y>=12

La solucién es una elipse con eje horizontal.
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Circunferencias
7 Halla, en cada caso, el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto 4 es d.

a) A(0,5) y d=2 b) 4(0,0) y d=1

) A(-2,0) y d= % d) A-1,-5) y d=%

X = (x,7) punto genérico del lugar geométrico.
a) dist X, A)=d

2 +(=5)2=2 = x2+ (y—5)* =4 — Circunferencia de centro A = (0, 5) y radio = 2.
b) dist (X, A) =d

m =1 — x?+y?=1 — Circunferencia de centro 4 = (0, 0) y radio 4= 1.
c) dist(X,A)=d

m = % — (x+2)2+y*= % — Circunferencia de centro A = (-2, 0) y radio 4= %
d) dist (X, A) =d

./(x+1)+(y+5)2:% — (x+1)2+(y+5)2:% — Circunferencia de centro A = (-1, -5) y

. 3
dio d==.
radio 5

8 Halla el lugar geométrico de los puntos cuyo cociente de distancias a los puntos A(0, 6) y
B(0, 3) es 2, es decir:

dist(P, A)

dist(P, B) 2

X = (x,7) punto genérico del lugar geométrico.

dist (P, A) _{x*+(y—06)* 5

dist (P, B) /X2+(}/—3)2

x2+ (y—6)% = 4[x% + (y— 3)?]
x2+y2—12y+36:4x2+4)/2—24y+36
3x2 +3y2-12y=0

x2+y2—4)/=0
x2+y2—4)/+4—4=0
x4+ (y-2)2=4

Es una circunferencia con centro en (0, 2) y radio 2.

9 Da, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia que tiene centro C y radio 7.

a) C(0,0) y r=1 b) C2,-3) y r=2
) CL,0) y r=2 d €0,3) y r=>

X=(x,9) punto genérico.
a) dist (X, C) =1

,/x2+y2=1 ﬁx2+y2=1
b) dist (X, C) =2
\/(x—2)2+(y+3)2 =2 - (x—2)2+(y+3)2:4
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o) dist (X, C) = %

m=% - (x+1)2+.y2:%

d) dist (X, C) = i

yx? +(y— 3)2=2 > x +(y 3)?= %2

10 Averigua cudles de las siguientes expresiones corresponden a circunferencias y, en ellas, halla su

1

12

centro y su radio:
a) x2+y2—8x+2y+10=0 b) xz—y2+2x+3y—5=0
o) x2+y2+xy—x+4y—8=0 d) 2x2+2y2—16x+24=0

a) Los coeficientes de x% e y? son 1. No hay término en xy.

2 2
A) L (B) _c- ~10=
(2> +<2> C=16+1-10=7>0

Es una circunferencia de centro (4, —1) y radio 7.
b) El coeficiente de y? es negativo. No es una circunferencia.
¢) Hay un término xy. No es una circunferencia.

d) Los coeficientes de x% e y? son iguales y no tienen término en xy. Dividimos entre 2 la igual-
dad: x2+y2—8x+12=0.

2 2
AY) (B) _c- _12-=
<2> +<2> C=16+0-12=4>0

Es una circunferencia de centro (4, 0) y radio y4 = 2.

Escribe la ecuacién de la circunferencia que pasa por (0, - %) y tiene centro en (%, - %)
X = (x,7) punto genérico.

dist (X, C) =r

r = dist (P, Q)

R S R

xz—x+y +§y+;—2 % — 36x2+36)/2—36x+24y+4=0 — 9x2—9x+9y2+6y+1=0

Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el punto C(0, —5) y cuyo didmetro

es igual a 10.

X = (x,7) punto genérico.
dist X, C)=r

r=5

J@)2+(p+5)2=5 = x2+ (y+5)?=25
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13 Escribe la ecuacién de la circunferencia que pasa por A(1,-2) y por B(2,-1) vy tiene radio 1.

14

15

16

El centro de la circunferencia estd en la mediatriz de AB y dist (O, A) = 1.
Mediatriz:

AB - : -(3,-3
AB = (1, 1); MAB_<2, 2)
m—— = — 2x-3=-2y-3 = x=—y

dist (0,A) =1 = Jx-1)2+(y+2)2=1

O es soluciéon de:

x=—y
S, y=-1; x=2, y=2
{(x—1)2+(y+2)2=1 R e

Hay dos circunferencias que verifican las condiciones:

(x—1)2+(y+1)2=1 y (x—2)2+(y+2)2=1

Uno de los didmetros de una circunferencia tiene por extremos A(3,-2) y B(7, 0). Halla la ecuacién

de la circunferencia.

El centro es: Myp = (5,-1)

r=dist (0,4) ={(5-3)*+(-1+2)2=5
Ecuacién: (x—5)%+(y+1)%=5

Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por A(2,-4), B(8,-10) y C(4,-8).

* Mira el ejercicio resuelto 1.
r: mediatriz de AB

AB = (8, -10) — (2, —4)=(6, —6) = 6(1, -1)

r: tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por Myp=(5,-7)

x=5_Jy+7
r: 1 = 1

s: mediatriz de AC
AC = (4,-8)— (2, -4) = (2,—-4) =-2(-1, 2)

— x—y—-12=0

s: tiene vector de direccién d = (2, 1) y pasa por M= (3, —6)

_ 6
5t x23 :y; — x=2y-15=0
x—y—-12=0
Centro — {x—Zy—lS:O - x=9,9y=-3 - C=(09,-3)

Radio = | O4|=(2-9)%+(-4+3)=5{2

La ecuacién de la circunferencia es (x—9) + (y + 3)% = 50

Da la ecuacién de la circunferencia que tiene por centro el punto (2, —5) y es tangente al eje de

abscisas.
r=dist (O, eje OX) =5

La ecuacién de la circunferencia es (x—2)? + (y + 5) = 25.
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17 Obtén la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en el punto (3, —4) y que es tangente al
eje de ordenadas.

r=dist (O, eje OY) = 3

La ecuacién de la circunferencia es (x—3)% + (y + 4)2 = 9.

18 Determina la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el origen de coordenadas y es
tangente a la recta x + y—3 =0.

r=dist (O, s) = %

La ecuacién de la circunferencia es x2 + y2 = %

19 Determina las rectas tangente y normal a la circunferencia (x + 4)% + (y + 2)2 = 13 en el punto
A(=2,1).

A € circunferencia.

La normal es la recta que une A con el centro de la circunferencia C.

C=(-4,-2)

CA=(21)-4-2=@23)
n:x;2:1§l-+3x_@wszo

La tangente es perpendicular a la normal y pasa por A.
: x_+32 =% — 2x+3y+1=0

Posiciones relativas de rectas y circunferencias
20 Calcula la distancia del centro de la circunferencia x* + > —2y—1=0 alarecta 7:2x—y+ 3 = 0.
:Cudl es la posicién de 7 respecto a la circunferencia?

El centro de la circunferencia es C(0, 1) y su radio es R = y2 Ladistanciade C a r es:

[-1+3| 2
=% ~0,89<4y2=~1,41
S5

Luego la circunferencia y la recta son secantes.

dist (C, r) =

21 Estudia la posicién relativa de la circunferencia de ecuacién x? + y2 — 6x— 4y + 9 = 0 respecto
de cada una de las siguientes rectas:

rirx+y—1=0 r:3x—4y+9=0
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y cada una de las rectas.
x*+ g2 —6x—4y+9=0
{x +y—-1=0

No hay solucién — Son exteriores.

2492 —6x—4y+9=0
{x +)/ X _}I+ N 2 18

X =

, J=— =
3x—4y+9=0 577

9

— la recta es tangente a la circunferencia en el punto (—, %)

5
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22 Estudia la posicién relativa de la circunferencia de ecuacién (x + 1)% + (y- 2)% = 4 respecto a
cada una de las siguientes rectas:

ri:x—2=0 ry2y=0 ryay=2x+1

Utiliza, en cada caso, los dos métodos siguientes:
a) Resolviendo los sistemas de ecuaciones formados por la circunferencia y cada recta.
b) Comparando la medida del radio con la distancia de cada recta al centro de la circunferencia.
*r:x—2=0

a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta.
{(x 1%+ v-2 fed No hay solucién, luego son exteriores.

x—-2=0

b) C=(-1,2)

dist(C,ry) = ‘ # ‘ =3

r=2

dist (C, ry) > r

Como la distancia del centro de la circunferencia a la recta es mayor que el radio, son exteriores.
*ry=0
a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta.
(x+1)2+(y-2)2=4
— x=-1, y=0
y=0

Hay una tnica solucién, luego son tangentes.
b) C=(-1,2)

dist(C, 1)) = ‘ % ‘ =2

r=2

dist (C, 1)) =7

Como la distancia del centro de la circunferencia a la recta es igual que el radio, son tangentes.
e ryy=2x+1
a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta.

{(x+1)2+(y—2)2=4

1 1 2 7 1 1 7 2
VD U [ T § RVAPI D SR B § A Wi
y=2x+1 =g llleg p=5legs =g g1l =g -5

5
Hay dos soluciones, luego son secantes.
b) C=(-1,2)

it (C. ‘M‘i 5=1,3416
ist ( 7’3) 5 5‘/7 dist (C, 73)<r

r=2

Como la distancia del centro de la circunferencia a la recta es menor que el radio, son secantes.

23 Estudia la posicién relativa de la recta y = x + b y la circunferencia x? + y?> = 1 en funcién del
pardmetro b.

El centro de la circunferencia es C(0, 0) y su radioes 7= 1.

Hallamos la distanciade C alarecta s:x—y+b=0: d=dist (C,s) = %
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Para que la recta sea tangente a la circunferencia, ha de ser d = r, es decir:

4]

b=12
—2=1 _>|b|=ﬁ<b=—ﬁ

*Si |b]< 2 > be (— J2, «/Z) y la recta es secante a la circunferencia; se cortan en dos puntos.

*Si |6]>V2 = be <—<>o, —ﬁ) U (ﬁ, +oo) son exteriores; no se cortan.

24 Determina la posicién relativa de la recta y = 2x— 3 y la circunferencia x* + y” = 2 en funcién del
valor del pardmetro a.

C = (0, 0) es el centro de la circunferenciay R = ya, su radio.

Llamamos 7: y=2x-3

dist(C,7) = ‘ % ‘ = %«5

%6:& - a=%
R=\a

*Sia< %, la recta y la circunferencia son exteriores.

*Sia= %, la recta y la circunferencia son tangentes.
*Sia> %, la recta y la circunferencia son secantes.
Pagina 226

Potencia de un punto a una circunferencia
25 Determina la potencia de los puntos P(5,2), Q(2,1) y R(-1, 0) ala circunferencia:
Cxt+y’—6x-4y+9=0

Utilizalo para estudiar la posicién relativade P, Q y R respecto de C.
C:x?+y?2—6x-4y+9=0 - 0(3,2), r=2
PG5,2) 5> P=(5-3)2+(2-22%2-4=0=0; por tanto, P pertenece a C.
Q2,1) - P=(2-3)2+(1-22-4=-2<0; por tanto, @ es un punto interiora C.
R(-1,0) > P=(-1-32+(0-2)?>-4=16> 0; por tanto, R es un punto exterior a C.

26 Halla y representa el eje radical de los siguientes pares de circunferencias:
a) x*+y2=4 y ¥2+(y-1%=9
b) ®-3)2+9y*=5 y (x=7)?+»%>=9
O x*+(y-32=2 y (x=52%+y%=1
a) x2+ 92 —4=x2+(y-1?%-9
2yt —d=x?49y?2-2y)—-8 > 2y+4=0 - y=-2

4+ (-11-920

x2+ﬁ_4=f\
6| 4 4%4 6 X

i) y=22

AR,
528
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b) (x—3)2+y2—5=(x—7)2+y2—9
x2—6x+)/2+4=x2—14x+)/2+40 — 8y-36=0 = 2x-9=0

J
(=74 -9=0
2
X
2 2 4\|]6 1 8 Jio
22
(x=3)2+y2-5=0
T4 2x-9=0

o x2+(y-3)2-2=(x-5%+y*-1
x4 y?—6y+7=x2—10x+y?+24 — 10x—6y—14=0

Y
24 (432 ~2-=0

€5)
2
(=574 -1=0
N

2 2 4N J6 | 8 10 X

10x=6y—14=0

27 Calcula el centro radical de estas tres circunferencias:
Ci:?+y?—4x+6y=0
Cy: &%+ yz— 1=0
C3:x2+y2+6x+5=0
* Mira el ejercicio resuelto 7.
Hallamos el eje radical de C| y C,:
2+ P —dx+6y=x?+y> -1 > —4x+6y+1=0

Buscamos el eje radical entre Cyy C;:
2+ 2 +6x+5=x2+ 2 -1 = —1=6x+5 - x=-1

Buscamos ahora el punto de corte entre los dos ejes radicales:

~4x+6y+1=0
{ A - x=-1 > y:% - R(—l,—%)

x=-1

Elipses

28 Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a P(-4, 0) y
Q(4, 0) es 10.
Es una elipse de focos P(-4,0) y Q(4, 0), y constante 4= 10, es decir, 24=10 y c=4.

Asi: a=5; b2=a>—-¢%2=25-16=9
.X'2 },2 1

La ecuacién serd: 2— + 5 =

25
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29 De una elipse conocemos sus focos F(0, 1) y F'(0,-1) y su constante % = 4. Determina su
ecuacion.

Si P(x,y) esun punto de la elipse, entonces:
dist (P, F) + dist (P, F') = 2a, es decir:
e (G-D2e 2+ (y+1)2=4 = x2+ (- 1)2=16+x2+ (y+ 1)2 =82+ (y+1)2 —
= x2+y22y+1=16+x2+92+2y+ 1 = 8yx2+(y+1)? - —4y—16:—8m -
— (4y+ 16)2 = 64[x2 + (y+ 3] - 16)/2 +256 + 128y = 64x2 + 64y2 +64+ 128y —

— 192 = 64x? + 48y — s y—z—l
3 4
* De otra forma:
El centro de la elipse es el punto medio del segmento que une F con F', es decir: (0, 0).
Por otra parte:
2c=dist (F,F) = |FF|=](0,2)] =2 — ¢=1
2a=4 — a=2 — a*=4

b2=42—-(2=4-1=3

2
Por tanto, la ecuacién es: y? =1

x_
3

30 Halla la ecuacién de la elipse de focos (-2, 0) y (2, 0) sabiendo que la longitud de su eje mayor

es 10.
c=2;2a=10 = a=5; b=ya*>—c*=25-4=\21
2 2
ion: X .2 _
Ecuacién: 25 + 1 =1

31 Escribe la ecuacién de la elipse cuyos focos son F(-3,0) y F'(3,0) y cuya excentricidad es igual
a 0,5.

c=3; exc= £=0,5 > a= =
a

b2=a?-¢c*=36-9=27

2
2
Ecuacién: ;— + S 1

32 Da la ecuacion de la elipse que pasa por (3, 1) y tiene por focos (4, 0) y (-4, 0).

2 2
La ecuacién es: x_2+}’_:1
at b
* Como pasa por (3, 1) — 9,14
a’  b?

e Como a?=b?+c? ysabemos que c=4 — a?=56%+16

Teniendo en cuenta las dos condiciones anteriores:

) el 1 9b2 b2 16=b%41662 = b+ 662-16=0

b’ +16  b?
b2 - —6+y36+64 —6+4100 _ _6+1o <
2 2 8(Novale)
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Ast: 42=2+16=18

yz

2
Por tanto, la ecuacién de la elipse serd: T—S +o= 1

33 De una elipse, centrada en (0, 0), se sabe que su eje mayor, que es igual a 10, est4 sobre el eje X.
Ademds, pasa por el punto (3, 3). Obtén su ecuacién.

A=(3,3)
Eje mayor=10 — 2=5

Eje mayor = OX — El centroes O = (0, 0)

; 2 )
La ecuacidn de la elipse serd: Bt 1
ise s 3,32 _ 9,9 _ .15, 15
(3, 3) € elipse 25+Z72—1—> 25+[72_1—>!9_ 4,!7_4

Como & es positivo — b = 14—5

La ecuacién queda:

2 2 2 16y?
X J 1_)X .)l_l

25 7225 ©

257225 °
16

34 Determina, en cada caso, la ecuacién de la elipse, centrada en (0, 0), que tiene estas caracteris-
ticas:

a) Su excentricidad es 1/2 y su eje mayor estd sobre el eje Y y es igual a 2.
b) Sus vértices son (-2, 0), (2, 0), (0, —4) y (0, 4).
a) Ejemayor=2 — b6=1

2 2

x- ) c_1 c_1 1
E. i A PR & c_1 -1
21Ty Ty T 1Ty T
2_p2_2_.1_1_3
a c i
La ecuacién queda:

2 2 2

x= ) 4x 2
E PN N -1

i+ 1 3 +y

4

b) Eje mayor = OY
Eje mayor=8 — b=4

Eje menor=4 — a2=2

2
y da: X200
La ecuacién queda: *-+<—=1

4 16
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35 Halla los vértices, los focos y la excentricidad de las siguientes elipses dadas por sus ecuaciones.

Represéntalas:
2V 2,0 2, 25,2 - 2, 402 2
a) 100+36_1 b) 64+100_1 ©) 9x” +25y° =25 d) 9x* +4y“=3

a) Vértices: (10, 0); (-10, 0); (0, 6) y (0, —06)
Focos: ¢=4100—-36=8
F(8,0) y F'(-8,0)
8

10

10
b) Vértices: (8, 0); (=8, 0); (0, 10) y (0, —10) /
Focos: ¢ = y100—-64=436=6
-10
1
»
-1

/6
-6

Excentricidad: exc = 0,8

Ay

F(0,6) y F'(0,-6) ’

Excentricidad: exc = % =0,6

&
o]
)

2
) 9x2 +25y2=25 — X yTzl Y

2519

Vértices: (%, 0); <— %, 0); (0,1)y(0,-1)

=
3

(S8

—
N

Ny

Focos: ¢ = %— = /%:%
0

d) 9x? +4y2=3 — x_2+)’_2:1
3/9  3/4

La elipse tiene eje mayor = OY y centro O = (0, 0).

i
Q
Q
@]
@
|
I
—_
=
[
~—
~
R
—_
=
|
S
~——
|
w[g
w[g
=<
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36 Halla los vértices, los focos y la excentricidad de estas elipses no centradas en el origen de coor-
denadas. Represéntalas:

<2 (y+3)* x-1)2 (y+2)*
a) 25 +79 =1 b) 9 + 1 =1
a) Centro: O = (0, -3)

c=425-9=4

Vértices: (5, -3); (-5, =3); (0, 0), (0, —06)
Focos: F=(4,-3), F'=(—4,-3)

b) Centro: O = (1,-2)

- 16-9-47
N

e = —

4
Vértices: (-2, -2); (4, -2); (1, 2); (1, -6)
Focos: F=(1,-2+y7), F'=(1,-2—{7)

37 Indica la ecuacién de estas elipses y calcula su excentricidad:

a) Y b) Y

N
s s
N

N

d)

X

() Y

Tomaremos medidas sobre el dibujo en cada caso.

a) a=4; b=3 - 42=3%2+* > =7

2 e AT
Gt 5 =1; exc—ﬂ— y =0,66
b) @=5; 6=3 > 5%2=32+%2 > c=4
s _c_4
25+ 9 =1; exc-d-S-O,S
¢) a=2; b=5 como a<b — 5%2=22+c% = =421
N A
Tt S_I,exc—b— 5 =0,92
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d) 2=3; b=4 como a<b — 42=32+c2 > c=47
Su vértice es V(2, 1).

-27 G- .
9 + G —l,exc-b-

¢ V7 _
20,66

Hipérbolas
38 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distanciasa F'(—4,0) y F(4,0) es6.

Es una hipérbola de focos F'y F'y constante 2a = 6.

Por tanto, 2=3, c=4, b2 =c*—42=-16-9=7

2 2
r

X
9 7

La ecuacién es:

39 Halla la ecuacién de la hipérbola de focos (-4, 0) y (4, 0) y distancia entre vértices, 4.
c=4; 2a=4 = a=2; b=yt —a*=J16-4=412

2

La ecuacién es: *— — =
4 12

40 Obtén la ecuacién de la hipérbola cuyas asintotas son y = i%x y uno de sus vértices es (2, 0).

4 b1 5 b _1 s _2
a=2 a 5 2 5 b 5

o xz_ )’2 B . x2_25}’2_
Ecuacién: WARVALT =1, o bien, Ve 4 =1

41 De una hipérbola sabemos que pasa por el punto (8, 5«/§> y sus focos son (-3, 0) y (3, 0). Calcu-

la su ecuacién.

* Hallamos la constante de la hipérbola: |dist (P, F) — dist (P, F')| = 2a

||FP|-|FP||=22 — ||(11,5/3) || (5,5/3) || =24

J121+475-425+75=2a — 14-10=2a — 4=2a — a=2
* Como 2=2 y c¢=3, entonces b2=c?—42-=9-4=5

2
e Laecuacién es: X — S 1

4 5

42 Halla la ecuacién de la hipérbola de focos (-3, 0) y (3, 0) y asintotas y = + 2;/5 X
c=3
ﬁ = ﬁ - b = 2—6 a
a 5 5

2
62=42+/72:42+(2Ba> :242 — 9=

5 42—>a:«/§—>b:¥«6:2

v

[\

2
La ecuacién pedida es: - — EAN

5 4
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43 Halla los vértices, los focos, las excentricidades y las asintotas de las hipérbolas dadas por estas

ecuaciones. Dibujalas:

2 2
a)x y

100 36!
o x*-4y2=1

2

VAR
e T
g) 9x% —4y? = 36

i) 2 _0-D° =1

36 64

2 )
) 100 36"

a=10, b=6, c=4100+36=4136
Vértices: (10, 0); (-10, 0)
Focos: F=(4136,0), F'=(—y136,0)

_ 4136
10
Asintotas: y = 3
Dy=1t Sx
9x* 2
b) T =1
LZ:%, b=1, c= 176+1:%
fos 4 4
Ve : (= 0f 1-=,0
értices ( 3 )( 3

Asintotas: y = J_r% x

Y}
A\
Y

2
2

&

9% 2
b) 16 y =1

d x*-4y*-4

f y2-16x>=16

h) 4x> - y2+16=0

p oDE_-b?

16

9

24 -20/-16 -12) -8 4"

40

4
8

=12

16 | 20 24 X




c) x2—4y2=1

Vértices: (1, 0); (-1, 0)

Focos: F= <% V5, O>; F':(-%ﬁ, O)
-1

= J5

Asintotas: y =+

B
TS

d) x2-4y?=4 — %_

a=2 b=1, c={4+1=45

Vértices: (2, 0); (<2, 0)

Ly
2

Focos: F=(y5,0)

Y]
4o >|<

Asintotas: y =+ %x
DA
e) i3 =1

a=2, b=06, c=J4+36=y40
Vértices: (0, 2); (0, —2)

Focos: F = (0, y40); F'= (0, —/40)

Asintotas: y =+ %x

-10 -8 6 4 _.-27"|""2. 4 6 8 10
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f) y2-16x2=16 — E—x2=l
a=4, b=1, c={16+1=y17
Vértices: (0, 4); (0, —4)
Focos: F= (0, y17)

F'= (0> _‘/ﬁ)

Asintotas: y = + 4x

2 2
g) Ix?—4y2 =36 — %—%:1
a=2, b=3, c={4+9=413
Vértices: (2, 0); (-2, 0)

Focos: F=({13,0); F'=(=y/13,0)
NE

T2
Asintotas: y =+ %x

h) 4x2 92 +16=0 — y?—4x2 =16 —
a=4, b=2, c=J16+4=420
Vértices: (0, 4); (0, —4)

Focos: F= (0, 420)
F'=(0,-420)

Asintotas: y =+ 2x

42
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i) Centro: O=(0, 1)

a=6, b=8, c={36+64=10 Y
Vértices: (6, 1); (-6, 1) ) :
Focos: F=(10,1); F'=(-10,1) . j
Asintotas: y— 1 - + 8 . —10| -8 |-6 4 _2/,/' 2 —
6 te2r
4
=6
-8
j) Centro: O=(1,1)
a=4, b=3, c={16+9=5
Vértices: (1, 3); (1, -1)
Focos: F=(1,5); F'=(1,-3)
.o % 2
—10/ 8 6 4 — 20468 10X

Asintotas: y—1 =+ %(x—l)

Pagina 227

44 Indica la ecuacién de cada una de las siguientes hipérbolas y calcula su excentricidad:

a) Y b)

x2 )’2 c V13
X2 ee=S-22_12
9 4 » exe a 3 ’

b) a=2;b=2 — *=2%2:22 5 =22
xz_)’z_ 2.2 _ 4. ¢ 242
Ve =1 —> x"—y =4 exc——ﬂ——z =1,41
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45 Halla las coordenadas de los focos y la distancia focal de estas hipérbolas equildteras:

a)y=i b)y=-2 9y=12

X X

a) k:%; c=24Jk=1 — distancia focal = 2¢ = 2

Sus focos seran:

A3 )-(2.2)

o)

27 2
b) £=-3; al ser £ <0 estd en el segundo y cuarto cuadrante ¢= 2/—k=2/3 >
— distancia focal = 2¢ = 443
Sus focos seran:
Fy =(~46,6)
Fy = (/6. -6)
Q) k=12; ¢=2yk=4y3 — distancia focal = 2c¢=843

Sus focos seran:

Fy=(276,246)
Fy=(-246,-216)

Parabolas
46 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (3, 0) y de la recta y = -3.

Es una pardbola cuyo foco es F(3, 0) y cuya directrizes d:y+ 3 =0. Si P(x,)) esun punto de la
pardbola, entonces:

dist (P, F) = dist (P, d) — {(x=3)%+y*=]y+3] —
= x2-6x+9+9>=9y2+6y+9 > y-=

x

6

X

O bien: (x—3)%= 6<y+%)

47 Halla, en cada caso, la ecuacién de la pardbola de foco F vy directriz d.
a) F(5,0); d: x=-5 b) F(-3,0); d:x=3
c) F(0;2,5); d:y=-2,5 d) F(0,-4); d:y=4

2 £ =5 p=10 - 2p=20. Beuacién: 5> =20«

b) dist (F,d)=6=p
Fe OX
y?=—12x

o dist(F,d)=5=p
Fe OY
x? = 10y

d) dist (F,d)=8=p
Fe OY
x% =16y
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48 Determina la ecuacién de la paribola que tiene su vértice en el origen de coordenadas y cuya
directrizes y = 3.

El foco serd F(0,-3). Si P(x, y) esun punto de la pardbolay d:y—3 =0 esla directriz, entonces:
dist (P, F) = dist (P, d) — {x*+(y+3)%=|y-3| > x*+y>+6y+9=)>-6y+9 —>

- x*= —12y

49 Calcula la ecuacién de la pardbola de foco F y directriz d.

a) F(3,5);d:x=1 b) F(-2,1); d: x = -6
o F(1,-2); d: y = —4 d) F(0,3);d:y=-5
* Mira el ejercicio resuelto 8.

?

a) dix=1— —7:1 - p=-2

El vértice no es (0,0). Busquemos V(a, b):
(a+1,6)=(3,5) = b=5; a=2

Por tanto:
(y-5)2%=4(x-2)
b) dix=—6 — —§+Vx=—6 — p=4
(-4, 1)
Por tanto:
(y—1)2:8(x+4)
C) I/(l’_s);P=2
(x—1)2=4(y+3)
d) V10, ~1); p= 8
x2:16(y+1)

50 Halla la ecuacién de la pardbola con foco F(1, 1) y vértice V(1, 1/2).
Tenemos el vértice y el foco sobre x=1 — Es una pardbola vertical.
Ademds su vértice no es (0,0).

d:y=0

(o,§)+(1,%>:(1,1) > p=1- (x—1)2:2<y—%>
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51 Halla los vértices, los focos y las directrices de las siguientes pardbolas. Represéntalas:

a) y2=6x b) y2 = —6x o y=x? d)y:xT2
€y =4(x-1) D (y-2)% =8« g) x-1)2=-8(y+1) h) (y+2)?=—4kx-1)
a) y?=2px B B ? 3

2 =6x } 2p=6 = p=3 — =5

Vértice: (0, 0)

1
(3
Foco.(2,0> —

Directriz: x = —%

b) Vértice: (0, 0)

-3
Foco: (— o> 0) 1

Directriz: x = %

c) Vértice: (0, 0)

Foco: <0, %)

Directriz: y=—

1
4

d) Vértice: (0, 0)
Foco: (0, 1)

Directriz: y = -1
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C) I/(]-:O);P=2
F<£+1,o> — F(2,0)
2 5l
d:x:—§+Vx:—1+1:0 — dix=0
F

f) V0,2); p=4

F<§, 2) — F(2,2) 5

a’:x:—%—)dzx:—Z .

g V(1,-1); p=—4

F<1,§_ ) — F(1,-3)

d:y:—§+Vy—>d:y:1 =5

-10

h) V(1,-2); p=-2

F<l+§, _2> — F(0,-2)

N

d:x=—£+Vx—>d:x=2 -5 0
2 F

52 Calcula las ecuaciones de estas pardbolas:

a) Y b) Y ) v ;
X X X

* Mira el ejercicio resuelto 6.
a) V(4,0)

A partir de su vértice y de la orientacién mostrada en el dibujo, sabemos que la pardbola serd de la
forma: yz =2p(x+4).
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Ademds, el punto (4,4) pertenece a la pardbola, por lo que tendrd que cumplir su ecuacidn:
42-2p(4+4) — p=1
Ya podemos escribir la ecuacién: y? =2(x + 4).
b) V(0,-4) — x*= 2p(y+4)
P(2,-2) pertenece a la pardbola — 4=2p-2 — p=1
x?=2(y+4)
o V4,2) — ()/—2)2 =2p(x —4)
P(8,-2) pertenece a la pardbola — 16=2p-4 — p=2
(y—2)°=4(x-4)

53 Halla la ecuacién de la pardbola de vértice en el punto (2, 3) y que pasa por el punto (4, 5).
X = (x,7) punto genérico.
(y=3)2-2p(x-2)=0
(4,5) € Pardbola — (5-3)2-2p(4-2)=0 — 4—4p=0 = p=1
Paribola: (y—3)2-2(x—2)=0
De forma anloga se llega a la pardbola: (x—2)? = 2(y - 3)

Para resolver

54 Identifica las siguientes cdnicas, calcula sus elementos caracteristicos y dibujalas:

a) 4x? + 9y = 36 b) 16x%-9y? = 144

) 9x% +9y* =25 d) x2-492=16

e) 2= l4x D 25x2 + 144y% = 900
-2 (y-492 @-1D% (y+1?_

® g *t735 ! b6 9 !

i) (x+2)2=4(y+5) j) x2+y2—2x+4y=—4

2
a) 4x2+9)/2=36 - %2+}/7=1

Esunaelipse = 2=3, 6=2, c= 45
exc=§z0,75

Vértices: (-3, 0) y (3, 0)

2 ou2 2 9
b) 16x* - 9y = 144 — - -=1

a=3, b=4, c=5; exc:%=1,67
4

Asintotas: y = % X3 y=——x

3

Es una hipérbola —
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9) 9x2+9y2:25 - x2+y2:%
Es una circunferencia de centro (0, 0) y radio %
5/3
-5/3 5/3
-5/3
d) x> —4y> =16 — x—z—}’—2=1
Y 16 4

a=4, b=2, c=2y5; exc= 2f =§=1,12
Es una hipérbola —

Asintotas: y= Lx, y=— %
2
-2
e) Esuna pardbola.
Vértice: (0, 0) :
(7 i !
Foco: <2 X 0) E 1 .
Directriz: x=— 7z
£) 25x7 + 144> 2900 — £y L
S e T L7
/
Esunaelipse—)a:G,b:i,C:ﬂ >/2
2 2 / ‘\
exc = 119 ~0,91
12 -\ -
Vértices: (-6, 0) y (6, 0)
-5/2
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g) Es una elipse

a=3; b=5; c=4 107

€XC=i

5
Vértices: (1,-1) y (1, 9)

a=4; b=3; c=5; exc:%;1,25
h) Es una hipérbola 3 7 5 .
Asintotas: VR TP VTS

i) Es una pardbola
Vértice = (=2, =5)
Foco = (-2, —4)
Directriz: y = -6
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) x?+ P —2x+dy=—4 > (x—1)+(y+2)*=1

Es una circunferencia de centro C(1, -2) y radio 1.

55 Calcula el vértice, el foco y la directriz de cada una de las siguientes pardbolas:

a)y’-x+2=0
)x?—4x—6y-2=0

* Mira el ejercicio resuelto 3d).
) P=x-2 > p:%; V(2,0)

Buscamos el foco:

F=(2,0)+<§,0>=<2 0)

4 bl
Buscamos su directriz:
—P -1 7
d:x=7+vx27+2zz

b) (y—1)?=4x — p=2; V(0,1)
Buscamos el foco:
F=(2, 0)+<§, o>=(1,1)
Buscamos su directriz:

d:x=%+Vx=—l+O=—1

MNAYABACHILLERATO
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b)yP—2y—4x+1=0
d)y?-4y-6x-5=0

¢) Vamos a completar cuadrados para poder escribir la ecuacién de la pardbola como nos interesa:

x2—4x+4—6y—2=4 - (x—2)2=6y+6:6(y+1) — p=3;V(2,-1)

Buscamos el foco: F=(2,-1)+ <O, g) = <2; l)

?

Buscamos su directriz 4: y = 5t

2
3 5

2 2

d) Vamos a completar cuadrados para poder escribir la ecuacién de la pardbola como nos interesa:

J—dysh—Gx—5-4 — @_2)2:6“9:6(“2):6(“2) - p=3 v(%,z)

6 2
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Buscamos el foco: F = (—;, 2) + (‘;, O) =(0,2)

2 3.3

Buscamos su directriz 4 x = -5t V.= 5" -3

56 a) Halla la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es C(-1, 1) y es tangente a la recta
3x—4y-3=0.

b) De todas las rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante, encuentra las que sean tan-
gentes a la circunferencia hallada en el apartado anterior.

a) El radio, 7, de la circunferencia es la distancia del centro C(-1, 1) alarecta s: 3x—4y—3 = 0;

es decir:
. |-3-4-3] 10
=dist(C,5) = ———=22=2
r=dist (C, 5) 5TC 5

La ecuacién serd: (x + 1)% + (y— 1)? = 4, obien, x?2 +y2 +2x—2y-2=0

b) Las rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante son de la forma y = x — 4, es decir,
t:x—y+k=0. Larecta ¢ es tangente a la circunferencia cuando la distancia del centro de la cir-
cunferencia, C(~1, 1), ala recta es igual al radio, 2. Es decir:

, |-1-1+4| |k-2| k—2=242 - k=2+242
] ) -2 _2|=242
dist (C, t) n - = |e-2] f<k—2=—2ﬁ — k=2-2y2
y=x+2+2«/§
Hay dos rectas: {y:x+2—2«/§

57 Halla la ecuacién de la circunferencia que pasa por (-3, 2) y (4, 1) y es tangente al eje X.
El centro estd en la mediatriz del segmento AB.

A=(-3,2), B=(4,1)
AB =(7,-1) —> d=(1,7)

_(L 3
MAB_<2’2>
Cx=(1/2) y-03/2) 7 .3 _
m: 1 = 7 —>7x—2—y—2 — y=T7x-2

dist (O, A) = dist (O, OX) = r
J+3)2+(-2)%=y

Las coordenadas del centro son la solucién del siguiente sistema:
y=7x-2

{«/(x+3)2+(y—2)2=y

Hay dos circunferencias que cumplen la condicién:

C:(x—1)2+ (- 5)2 = 25

C’ (x—21)% + (y— 145)% = 1452 = 21025

— x; =21, ;=145 x,=1, y,=5
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58 De la circunferencia C se sabe que tiene su centro en la recta x— 3y = 0 y pasa por los puntos
(-1, 4) y (3, 6). Obtén la ecuacién de C.

Si el centro estd sobre la recta x— 3y =0, es de la forma C(3y, y).

El centro estd a igual distancia de A (-1, 4) que de B(3, 6). Ademds, esta distancia es el radio, 7, de
la circunferencia:

r=dist (A, C) = dist (B, C) = |AC|=|BC| = {By+1)2+(y-4)2={(By-3)%+(y-06)>
992 +1+6y+y*+16-8y=9y>+9-18y+y? +36-12y
28y=28 = y=1 = x=3y=3

Por tanto, el centro de la circunferencia estd en C(3, 1), y su radio es:

r=|AC|=y16+9=425=5
La ecuacién es: (x — 3)? + (y—1)2=25, o bien, x2+y2—6x—2y—15=0.

59 Determina la ecuacién de la circunferencia de radio 10 que, en el punto (7, 2), es tangente a la
recta 3x—4y—13 =0.

Las coordenadas del centro C(x, y) estdn sobre la recta perpendicular a la recta » que pasa por el

punto (7, 2). El vector director de 7 es (4, 3).

Buscamos esta recta, s.

El centro se encuentra en s por lo que cumple su ecuacién, y ademds estd a distancia 10 de 7

4x+3y—34=0
Jx=7)+(y—2)2=0

—> Xlzl, ylzlo, x2:13, )/2:—6

Tendremos dos circunferencias que cumplan las condiciones dadas, una de centro C; = (1, 10) y
radio 10, y otra de centro C, = (13, —6) y radio 10:

Cp: (x=1)2 + (y— 10)? = 100
Cy: (x—13)% + (y + 6)> = 100

60 Halla la ecuacién de la circunferencia inscrita en el tridngulo de vértices A(3,2), B(1-42,-12)
y C(5+42,-2).
A=(3,2), B=(1-42,-2), C=(5+2,-{2)
AB=(1-42,(2)-(3,2)= (/2= 2,2 = 2)=(-{2-2) (1, 1)
Lado AB: x-3=y-2 = x—y-1=0
AC=(5+2,—42)-(3,2)=(2+2,~2-2)=(2+2)(1,-1)
Lado AC: x=3=—y+2 = x+y-5=0
BC =(1-42,—2)~ (5+42,2)=(-242 - 4,0)=(-242 - 4) (1,0)
Lado BC: y=—y2 — y+4y2=0
Bisectrizde A: |x—y—1]=|x+y-5 = y=2, x=3
Tomamos x =3, que es la recta interior al tridngulo.

Bisectriz de C:

X+y-5 ~
X+y=5 J2 _y+ﬁ x+)/—5=«/§y+2 x+(1—«/§)y—7=0
‘=|y+ﬁ| - -
V2 x+y-5 x+y—5=—y2y-2 x+(1+42)y-3=0

=—(y+42)
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Tomamos x + (1 + «/z))/ —3 =0, que es la recta interior al tridngulo.

x=3
El incentro es la interseccién de las bisectrices: {

B =3, 9=0 > P=(3,0
x+(1+«/§)y—3:0 = x=3y - 3.0)

radio = dist (P, lado BC) = 42

Circunferencia inscrita: C: (x — 3)% + yz =2

61 Halla la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo determinado por la recta

y=-x+4 ylos ejes de coordenadas. Calcula la ecuacién de la recta tangente a esta circunferen-
cia en (0, 0).

Vértices del tridngulo:

y=—x+4 y=—x+4

A - — A=(0,4) B — — B=(4,0) C=1(0,0)
x=0 y=0

AB= (4,-4) = 4(1,-1), Myp=(2,2)

mix—2=y—-2 —> x=y

AC = (0,-4) = 4(0, -1), Myc=(0,2)

my:y—2=0

El circuncentro es la interseccién de las mediatrices: {2 ;/ - x=2,9=2 = P=(2,2)

radio = dist (P, C) = 48
Circunferencia circunscrita, C: (x—2)%+ (y—2)?=8

La recta tangente en (0, 10) es de la forma y = wx. Imponiendo que C y 7 se cortan en un solo
punto, se obtiene y = —x.

62 Halla la ecuacién de la circunferencia inscrita en el cuadrado de vértices A(-3, 3), B(-1, 3),

C-1,1) y D(-3,1).

A=(-3,3), B=(-1,3), C=(-1,1), D=(-3,1)
Diagonal AC:y=—x

Diagonal BD:y=x+4

=—x
Centro: {}/ - x=-2,y=2 = P=(-2,2)
y=x+4
Lado AB:y=3

radio = dist (P, lado AB) = 1

Circunferencia inscrita, C: (x + 2)% + (y— 2)2=1

63 Halla la ecuacién de la circunferencia de radio 5 que pasa por P(1, 1) y cuyo centro pertenece a la
recta x+3y—-19=0.

* Mira el ejercicio resuelto 2.

Sabemos que P(1, 1) pertenece a la circunferencia y que el centro O de la circunferencia estd sobre la
recta s:x+3y—19=0.

Para definir el centro O definiremos la circunferencia auxiliar C; con centro en Py de radio 5. Enton-
ces O estard en el punto de corte de sy C.

Cy: (e — 12+ (y— 1)?=25
De s sabemos que x =19 — 3y, sustituimos en Cj:

(18=39)%+ (y—=1)2=25 — 1092 =110y +300=0 — »*—11y+30=0 = 5, =5,9,=6
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Tenemos dos soluciones: O; = (4, 5) y O, = (1, 6)

10
1TU

\O

\\

-5

Por lo tanto el ejercicio tiene dos soluciones distintas, segun el centro:
Cp:(x-4)2+(y-52=25
Cy: (x-1)%+ (y- 6)? =25

64 Estudia la posicién relativa del punto P(0, 3) respecto a la circunferencia (x—m)? + y2 =25 en
funcién de los valores del pardmetro m.

(x—m)?+y?=25

Centro: O = (m, 0)

Radio: =5

dist (P, 0) = {m>+9 =5 = m=—4, m=4

m*+9 <5 = me (-4, 4)

{m*+9 55 — me (—o0,—4) U (4, )

Si me (—4,4) — P esinterior a la circunferencia C.
Sim=-4 0 m=4 > Pe C

Si me (—oo0,—4) U (4, ) — P esexteriora C.

65 Estudia en funcién de % la posicién relativa de la recta s: 4x + 3y + £ = 0 respecto a la circunfe-
rencia de ecuacién x2 + y2—2x— 6y + 6 = 0.

Depende del niimero de soluciones del siguiente sistema:

—3]—k 2
dx+3y+k=0 = —3y— “3y—
X+oy+ x _)( 3y k) +)/2—2< 3y —k

4
x2+)/2—2x—6)/+6=0 - 4 4

)—6y+6=0
x?+ 9yt —2x—6y+6=0

/ez+6ky+ 8/e+25y2—72)/+ 9%6=0 — 25}/2+ (6k—72)y + 96 + 8k+k2=0

El nimero de soluciones depende del signo del discriminante.

A= (6k—72)> =425 (96 + 8k + k?) = —G4k* — 1664k — 4416

* Si —64k%—1664k—-4416=0 — k=-3, k=-23 — Solucién Gnica —> Son tangentes.

o Si —64k% - 1664k —4416<0 — ke (—o0, —23) U (-3, o) — No hay solucién — Son exte-

riores.
o Si —64k%—1664k—-4416>0 — ke (=23,-3) — Dos soluciones — Son secantes.
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66 Halla los puntos de interseccién de cada pareja de circunferencias y di cudl es su posicién rela-
tiva.

) x2+y?2-6x-16=0 b)
2 x2+y2=4 x2+y2—6x+2y+9=0

x4yt —6x—4y+9=0

) x4+ 92—6x—16=0| 4—6x—-16=0 — —6x=12 — x=-2
4 y?=4 — =0 = y=0

Las circunferencias se cortan en el punto (-2, 0).

La primera circunferencia tiene centro en (3, 0) y radio 5; la segunda tiene centro en (0, 0) y radio
2. La distancia entre sus centros es 4 = 3. Como la diferencia entre sus radioses 5 -2 =3 =4, las
circunferencias son tangentes interiores.

b) x*+ y?—6x—4y+9=0| Restandoa la 2.2 ecuacién la 1.2;
6y=0 = y=0

x2+y2—6x+2y+9=0
x2-6x+9=0 > (x-3)%2=0 > x=3
Las circunferencias se cortan en el punto (3, 0).

La primera circunferencia tiene su centro en (3, 2) y radio 2; la segunda tiene su centro en (3, —1)
y radio 1. La distancia entre sus centros es o = 3, igual que la suma de sus radios. Por tanto, las
circunferencias son tangentes exteriores.

67 Considera las circunferencias C;: (x—1)2 + (y+1)2=2 y Cy: (x-3)2 + (y + 3)2 = 10.
a) Comprueba que ambas circunferencias son secantes y calcula sus puntos de corte, 4 y B.
b) Halla las potencias de los puntos A y B alas circunferencias C, y C,.

¢) A la vista del resultado obtenido en el apartado anterior, ;qué podrias decir del eje radical de
ambas circunferencias?

d) ;Puedes generalizar este resultado para un par cualquiera de circunferencias secantes?
a) Calculamos los puntos de corte resolviendo el sistema:
(x—1)2+(y+1)2:2 R x2—2x+y2+2y+2:2 =0,y =2 =2, 3= 0
(x=3)2+(y+3)%=10 x?—6x+ y?+6y+18=10
Puntos de corte: A = (0,-2), B=(2,0), luego son secantes.
b) Ae C, N C, - A verifica las ecuaciones de C} y C, = P4, C)) =P, C,)) =0
Be C; N C, = B verifica las ecuacionesde C; y C, = P(B, C)) =P(B,C,)) =0
c) El eje radical es la recta que pasa por A y por B.

d) Si, pues el razonamiento del apartado b) muestra que los puntos de corte siempre tienen potencia
igual a cero respecto a las dos circunferencias. Luego el eje radical siempre pasa por ellos.

68 Dos circunferencias se cortan en los puntos (0, 0) y (0, 8). ;Cudl es su eje radical? Justifica tu
respuesta.

El eje radical es la recta que pasa por (0, 0) y por (0, 8), pues los puntos de corte siempre tienen po-
tencia cero respecto a las dos circunferencias. Luego el eje radical siempre pasa por ellos.

Eje radical: x=0
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69 Escribe la ecuacién de una elipse con centro en el origen de coordenadas y focos en el eje de abs-
cisas, sabiendo que pasa por el punto P(8, -3) y que su eje mayor es igual al doble del menor.

El eje mayor es igual al doble del menor, es decir: 2 =26. Ademds, pasa por el punto P(8,-3). Luego:

2 64 , 9 16 , 9 25 2% 24y
?ﬁ'bi:l%w‘l'ﬁ:lﬁﬁ‘l'ﬁ:l%ﬁ:l_) 25=b, a =4b =100
2 )

L i6 : =1
a ecuacién es o0 %

70 Halla la ecuacién de la hipérbola centrada en el punto (4, 5), cuyos focos son F(2,5) y F'(6,5)

y cuyo semieje menor es b = 1.

Centro = (4, 5)

Eje paraleloa OX

c=dist (C,F) =2

at=4-1=3

x-492 (¢-5°_

3 1 !

Ecuacién de la hipérbola:

71 Halla la ecuacién de la siguiente hipérbola:
* Tiene el centro en el origen de coordenadas.
* Tiene los focos en el eje de abscisas.
* Pasa por el punto P(«/S%, 1).

* Una de sus asintotas es la recta y = 2x.
2

Ecuacién de la hipérbola: £~ 2 _1
cuacion de la hipérbola: =5 -5 =
b2 5 b-2a
a

2
A
a*  4a?
Pasa por P = \/El

2’
5/2 1 10-1 2 2_9
== _ =1 — =1 > 44°=9 > a°==-
a>  4a? 4a? 4
x s

La ecuacién pedida es: 949" 1

72 Halla la ecuacién de la hipérbola equildtera cuyos focos son (5, 0) y (-5, 0).
Centro = (0, 0)

c=5=424* > 42:<i>2:2

La ecuacién pedida es:

x2 .)/2 1
2525
2 2

57



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

73 El cometa Halley describe una érbita eliptica, estando el Sol en uno de sus focos, de excentrici-
dad 0,96657. Si su distancia minima al Sol (perihelio) es de 0,6 UA, calcula cuil es la méxima
(afelio). Recuerda que 1 UA (unidad astronémica) es la distancia media entre la Tierra y el Sol.

Focos: Sol, F
dist (Halley, Sol)+ dist (Halley, F) = 2a

e=-X=0,96657 = ¢=0,966574

a

Luego la distancia minima se alcanza cuando el cometa estd en el vértice correspondiente al foco del
Soly es:

a—c=0,6
{a—c:O,G

_ 17,946, c= 17,348
(=0,966574 > 4717946, ¢=17.3

La distancia maxima se alcanza cuando la Tierra estd en el vértice opuesto al foco del Sol y es:

2a4—-0,6=2-17,948 - 0,6 = 35,296 UA

74 La Tierra describe una érbita eliptica, estando el Sol en uno de sus focos. En esta trayectoria, la
distancia minima Tierra-Sol es de 147 095248 km, y la méxima es de 152100492 km. Calcula
la excentricidad de la érbita e interpreta el resultado obtenido.

Focos: Sol, F

dist minima + dist mdxima = 2a

dist (Tierra, Sol) + dist (Tierra, F) = 2a
147095248 + 152100492 = 22 — a =1,4960 - 10°

La distancia minima se alcanza cuando la Tierra estd en el vértice correspondiente al foco del Sol y es:
a—c=147095248
1,4960 - 10 — ¢ = 147095248 — c=2,5048 - 10°

6
¢ _2,5048-10° _ 1,6743 - 1072 = 0,0167

a  1,4960.108

Como la excentricidad es muy pequena, la érbita es casi una circunferencia.

75 Asocia cada una de las siguientes ecuaciones a una de las grificas que estdn a continuacién:

a) x*+ 4y =4 b) x2+5%=9
o) y*-9x%=9 d) 2xy=1
9 916! g -y=0
2
g 4 -1 h) 5 =2(x-1)
N o2 Y T L
i) 25+ 9 =0 j) 7 +(y-1D*°=1
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Cuestiones teoricas

76 Determina si las siguientes ecuaciones corresponden a cénicas. Si es asi, indica qué cénica es:

2_ ) 2_ )
_x_ Y b - _
Vgt ) 4
)x?+y?+x+y+1=0 d y?+2y=x
2 2
a) No es ninguna cénica porque x? + % =—1 no es posible. La suma de dos niimeros positivos no

puede dar un resultado negativo.

2 2
b) % - xT =1. Hipérbola con focos en el eje OY.

c) Si es alguna cénica, es una circunferencia, pero

2 <L)2+<L)2_ 1
2 2 2
es imposible porque un radio no puede ser negativo, luego no es una cénica.

d) Es una pardbola (y+ 1)2=x+1
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77 Sabemos que en esta hipérbola | PF — PF'| = 4.
:Qué rama corresponde a PF — PF' = 4 y cudl corresponde a PF' - PF =42

e

PF — PF' =4 — Los puntos estin mds lejos de F, luego es la rama roja.

PF' —PF =4 — Los puntos estdén mds lejos de F', luego es la rama azul.

78 Teniendo en cuenta la definicién de elipse y tomando sobre el dibujo algunas medidas, di cudles
de estas elipses con sus focos estin mal dibujadas:

@ b) C) : :
a) Estd mal dibujada porque 4 y & son casi iguales, luego ¢ tiene que ser muy pequefio y, sin em-

bargo, los focos estdn muy separados, siendo ¢ la distancia al centro del foco.

b) Mal. 2 es la hipotenusa del tridngulo que une el centro, un foco y un vértice del eje OY; y no
mide igual que el semieje mayor.

¢) Bien. Dibujamos el tridngulo rectdngulo cuyos vértices son el centro de la elipse, el vértice superior
de la elipse y un foco. La medida de la hipotenusa de ese tridngulo es similar a la medida del semie-
je horizontal.

d) Bien. Dibujamos el tridngulo rectdngulo cuyos vértices son el centro de la elipse, el vértice superior
de la elipse y un foco. La medida de la hipotenusa de ese tridngulo es similar a la medida del semie-
je horizontal.

79 ;Verdadero o falso?
a) Si la distancia de una recta al centro de una elipse es mayor que el semieje mayor, no se cortan.
b) Todas las hipérbolas equildteras tienen la misma excentricidad.
¢) Las parébolas del tipo 3* = —2px tienen excentricidad —1.
d) Por tres puntos alineados no puede pasar una circunferencia.
e) Cuanto mis se alejan el foco y la directriz de una paribola, mayor es su excentricidad.
a) Verdadero.

Si la elipse tiene los focos sobre el eje Y entonces su eje mayor estard sobre este eje también.

c_A2

b) Verdadero. Sabemos que en este caso ¢=y2a y exc= e Tﬂ =42.

c) Falso. La excentricidad de una pardbola es siempre 1.
d) Verdadero. Por tres puntos alineados pasa una recta.

e) Falso. En una pardbola su excentricidad es siempre 1.
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Para profundizar

80 a) Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de cuadrados de distancias a los
puntos A(-3,0) y B(3, 0) es 68. Puedes comprobar que se trata de una circunferencia de
centro O(0, 0). ;Cudl es su radio?

b) Generaliza: Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a
A(-a,0) y B(a, 0) es %k (constante), y comprueba que se trata de una circunferencia de cen-
tro 0(0, 0). Di el valor de su radio en funcién de 2 y de k. ;Qué relacién deben cumplir a
y k para que realmente sea una circunferencia?

a) P=(x,y)
(dist (P, A))? = (x + 3)? +y2
(dist (P, B))? = (x— 3)? +)/2
(x+3)2 492+ (x=3)2+92=2x2+2)2+ 18=68 — 2x2+2y2=50 — x?+y>=25
Circunferencia de centro O = (0, 0) y radio =5

b) (x+a)?+y2+ (x—a)? +yt=k - 242+ 2x2+ 292 =k — x2+y2=§—42

k2

Circunferencia de centro O = (0, 0) y radio 7= 54

2

Para que sea una circunferencia, g >at — k>24?

81 a) Considera la circunferencia C: (x—1)% + y2 =25 yel punto P(9,6). Sea r larecta que une
P con el centro de la circunferencia. Halla A y B, puntos de corte de » y C. Comprueba
que la potencia de P respecto a C coincide con d(P, A) - d (P, B).

b) Demuestra que el apartado anterior es cierto si sustituimos 7 por cualquier recta secantea C
que pase por P.
* Haz un dibujo y llama A' y B' a los puntos de corte de C y la nueva recta. Aplica semejanza a los
tridngulos AB'P y A'PB.
a) (x—1)2 +y2 =25
0=(1,0)
PO =(8,6) = 2(4,3)

Recta PO: x=1_J — 3x-4y-3=0

4 3
Puntos de interseccién:
3x—4y-3=0

(x—1)24 2 =25 = x1=-3, y1=-3 x%=5y,=3 > A4=(3,-3), B=(5,3)

PP, C)=9-12+6>-25=75
dP,A)-d(P,B) = {144+81-J16+9 =15-5=75

b) Sean dos rectas que pasan por P y son secantesa C. v
Los tridngulos PAB" y PA'B son semejantes porque B P
tienen un dngulo comin y un dngulo inscrito con ar- A ! 5 7
co comun, luego los lados son proporcionales: 4 2 /
X
PA _ PB' ' pB’ g
A4 LB 5 pA.PB=PA'-PB 02
PA'" PB
Luego el resultado no depende de la recta secante ele- AN 4
gida.
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82 Calcula el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a estas rectas es 2:

rn2x+3y=0

Buscamos el lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que:

dist(P, ) - dist(P, s) = 2
|2x+3y| |2x-3y]

V4+9 V4 +9
1326
2 9

Por lo tanto el lugar geométrico es una hipérbola.

2
s:y=73%

=2 = (2x+3)) (2x=39)=26 — 4x?-9y>=26 —

62
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1 Halla la ecuacién de la bisectriz de los 4ngulos formados por las siguientes rectas:
riix=3
r:3x—4y+1=0

Los puntos X(x, y) deben cumplir: dist (X, r,) = dist (X, r,)
dist (X, 7)) =|x -3
[B3x—4y+1|(|x=3]|=
37+ 47

Eliminando los valores absolutos obtenemos dos ecuaciones, las que corresponden a las dos bisectrices,

perpendiculares entre si:

5(=3)=3x—4y+1 > 2x+4y-16=0 > x+2y—-8=0

Sx—-3)=3x—4y+1 —> 8x—4y—-14=0 = 4x-2y-7=0

|3x —4y+1|

dist (X, r,) = 5

2 Escribe la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto C(1, —3) y pasa por el punto

A5, 0).

La ecuacién de la circunferencia es de la forma (x— 1)? + (y + 3)? = 2. Para determinar
mos A(5, 0) en la ecuacidn:

5-12%+32=r2 - »2=25
La ecuacién de la circunferencia es, por tanto, (x—1)% + (y + 3)> = 25. O, en su forma simplificada:
x?2 +y2—2x+ 6y—15=0

2 sustitui-

3 Consideramos la circunferencia x% + y> —2x =0 ylarecta r: 3x— 4y + k= 0. Calcula los valores
que debe tomar %2 para que 7 sea interior, tangente o exterior a la circunferencia.

Hallamos primero el centro, O, y el radio, R, de la circunferencia:
x2+y2—2x=0 - (x—1)2+y2=1 - 0=(1,0) y R=1
Calculamos la distancia del centro de la circunferencia, O, alarecta r:3x—4y+ k= 0:
[3-1-4-0+F]| ~ [3+F|
e s

* Para que 7 sea interior a la circunferencia, ha de ser d< R=1.

d=dist (O, r) =

134 4| 3;/@<1_>k<2
T<1 — ’ p Es decir, £€ (-8, 2).
—3; <1 —> 3; >—1 — k>-8

* Para que 7 sea tangente a la circunferencia, ha de ser 4=R=1.
3+k
=1 > k=2
[3+F| ~ 5

1 -
> —%:1—);@:—8
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* Para que 7 sea exterior a la circunferencia, ha de ser &> R=1.

134 4| 3?i'/€>l—>k>2
PR S Es decir, £€ (—o0, —8) U (2, +c0).
> —3;k>1—> 345'/e<—1—>/e<—8

4 Describe las siguientes cénicas. Obtén sus elementos y dibujalas:

20 x-52 (y+1?
A T R 6
20
TR
Es una hipérbola en la que:
*a=3, b=4
* Asintotas: yzéx,yz—gx

e Semidistancia focal: ¢ = ya%+6%=5
* Focos: F(5,0) y F'(-5,0)
* Vértices: V(3,0) y V'(-3,0)

b) (x—S)z _ ()’+1)2 _

9 16 !

Es una hipérbola igual a la del apartado anterior
pero centrada en el punto (5, -1).

*a=3,b=4, c=5

, 4 23 4 17
e A . = T x—== - _x =7
sintotas: y 3 x 3 y 3 X+ 3
e Focos: F(10,-1), F'(0,-1)
e Vértices: V(8,-1), V'(2,-1) /

5 Obtén la ecuacidn de la elipse de focos F(-4,0) y F'(4,0) y excentricidad 0,8.
F(-4,0) F'(4,0) exc=0,8

FF'|
=——=4
)
€x€=£=£=0,8—)ﬂ=5
a a

b2=a*-¢c2=25-16=9 — b=3

2
La ecuacién de la elipse es 2=+ 2 =1,
a ecuacién de la elipse es 52+
6 Escribe la ecuacién de la pardbola que tiene directriz x = 3 y como vértice, el origen de coorde-
nadas.
dx=3
En una pardbola y2 = 2px, la recta directriz es x = — g
__ 2 _
Por tanto, 3 = -5 O P= -6

La ecuacién de la pardbola es y? = —12x.
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7 Halla los focos, la excentricidad y las asintotas de la hipérbola que tiene por ecuacién:

9y% — 16x2 = 144.
Dibujala.

2 2 72
9), Tle= 1 o ﬁ_TZI §\Y/
. F /
a2=16 > a=4; b2=9 — b=3; c=ya*+b*=J25 =5 :

Los focos son F(0,5) y F'(0,-5).
5

c
a 4

>

Excentricidad: exc =

.
S
\
N
<
N
+
N
) .
F :
N
N
q

< 7
N .
N .

N .

AN B

Asintotas: yzgx eyz—éx

Indica las ecuaciones de las siguientes cénicas:
a) Y

\ L

a) V(2,0); b=1; a=2 — X —y?=1

4
x2 J’2
b) b=4; a=5; V(0,0) — E+1_6=1

o) V(=2,0); ¥ =2p(x+2)
P(0, -2) tiene que cumplir su ecuacién — 4=2p-2 = p=1 — ),2 =2(x+2)

Dadas estas circunferencias:
Ci:x?+y —4x-2y+1=0
Crx?+y*—4x—18y+21=0
Ci:x?+y*—8x-5y+1=0
Represéntalas y calcula su centro radical.
* Eje radical de C; y C:

x2+y2—4x—2y+1=x2+y2—4x—18y+21=0 - y:%

* Eje radical de C, y Ci:
x2+ y? —8x—5y+l=x?+y? —4x—18y+21=0 — —4x+13y—-20=0

* Punto de corte de los dos ejes radicales: Y

_ __15 (_15 5
~x+13y-20=0 = x=—72 = P( 16,4>
5

=y
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