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ORMULAS Y FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

T ) FORMULAS TRIGONOMETRICAS
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1 Demuestra la férmula (II.2) a partir de la férmula:
cos (0L + ) = cos 0. cos 3 — sen 0. sen [3
cos (00— B) = cos (o + (=) = cos o cos (=) — sen o sen (-P) =

= cos O cos 3 — sen oL (—sen B) = cos O cos B + sen L sen B

tgo+g P

2 Demuestra (IL.3) a partir de 7g (0t + ) = —— rgorgf

- o+ (P) ¢ go+(xP)  go-xh
tg (0 —P) =g (o + (-P)) = w0 1-malwP Irgonp

sen (—OU) = —sen O

(*) Como 05 (—00) = cos O, } — g (—0) =—1g o

3 Demuestra la férmula (I.3) a partir de las siguientes:
sen (0. — 3) = sen O cos B — cos oL sen B

cos (0. — P3) = cos 0. cos B + sen O sen 3

senOcos B cos OLsen B
sen(0.—PB)  senOicosP—cossenP () cosocosP  cosocosP  tgo—1gP
cos(O—P) cosOcosB+senOsenB  cosOcosP  semausenP  1+tgotg P
cosO(cosB+ cosoccosB

tg(0—P) =

(*) Dividimos numerador y denominador por cos o cos 3.

4 Si sen 12°=0,2 y sen 37° = 0,6, halla cos 12°, #g12°, cos 37° y tg 37°. Calcula, a partir de
ellas, las razones trigonométricas de 49° y de 25°, usando las férmulas (I) y (II).

* sen 12°=0,2
cos 12° = Y1 —sen?12°=y1-0,04=0,98
o_ 0,2
9127 = A =0,2
* 5en 37° = 0,6
cos 37° = Y1—sen*37°=y1-0,36=0,8
o_ 0,6
= 2 =O)
tg 37 0.8 75

* 49°=12°+ 37°, luego:
sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37°=0,2 - 0,8 + 0,98 - 0,6 = 0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sen 12° sen 37° = 0,98 - 0,8 — 0,2 - 0,6 = 0,664

o . o g12°+2g37°  0,240,75
g4 =g (124 37") = 3 5o 377 " 1-0,2.0,75 12

, o_ sen49°
<P0dr1a calcularse zg 49° = o5 407 )
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* 25°=37°-12° luego:
sen 25° = sen (37° — 12°) = sen 37° cos 12° — cos 37° sen 12° = 0,6 - 0,98 — 0,8 - 0,2 = 0,428
cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° = 0,8 - 0,98 + 0,6 - 0,2 = 0,904

. o190y 8370 —112° | 0,75-0,2
s _12°) __0 2L 0,478
1g25° = 1g (37 ) 1+1g37°1g12°  1+0,75-0,2 ’

5 Demuestra esta igualdad:

cos(a+b)+cos(a-b) 1
sen(a+b)+sen(a—b) tga

cos(a+b)+cos(a—b) _cosacosb—senasenb+cosacosh+senasenb _
sen(a+0)+sen(a—b)  senacos b+ cos asen b+ sen a cos b — cos a sen b

_2cosacosb _cosa __1
2senacosb sena tga

6 Demuestra las férmulas (II1.1) y (IIL.3) haciendo o =3 en las férmulas (I).
sen 20, = sen (0L + Q) = sen O cos O, + cos O sen O, = 2 sen O, cos O

go+go  2g o

l-gotgo 1- 2o

tg 200 = tg (0L + Q) =

7 Halla las razones trigonométricas de 60° usando las de 30°.

sen60°=sen(2-30°)=23€n30°60530°=2-%~§=§
2 2
 — cos (2+ 30°) = cos? 30° — sen? 30° = |3 _L>_2_L_2_L
cos 60° = cos (2 - 30°) = cos~ 30° — sen 30—(2> (2 =i i 2

o o 21g 30° 2.43/3 2.43/3 2.J3/3
te60° =tg (2 - 30°) = = = = =3
¢ g ) 1-4230° 1-(/3/3)> 1-3/9 2/3

8 Halla las razones trigonométricas de 90° usando las de 45°.
sen 90° = sen (2 - 45°) = 2 sen 45° cos 45° = 2-%-%:1
2 2
c0s 90° = cos (2 - 45°) = cos® 45° — sen® 45° = (@) — (Q> =0

— No existe.

2145 ).
=

1g90° = 1g (2 - 45°) = i 45

1
1

2sen O —sen20. _ 1—cos O
2sen O +sen20. 1+cos O

256710(—567120(:236710(—256710(60:0(=235n0€(1—f0f00:1—5050(
2senOl+sen20.  2senO+2senO.cos O 2sen O (l+cos) 1+ cos

9 Demuestra que:
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Hazlo tu
1 Halla cos15° y #g15°.

/ V3
1+1=
. o _ 30° _ [1+cos30° _ 2 2+«/§
cos 15 —cos—z _ﬁ_ 3 =,/ 7

o t715° = _ [1=cos30° _ V _ 2= {3
%15 tg 2 1+ cos 30° 2+43

Piensa y practica

10 Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las férmulas IV.1, IV.2 y IV.3.

(04 2 O 2 0
. cosOL:ms(Z-—):cos = _ sen” —
2 2 2

Por la igualdad fundamental:

cos? L pen? &1 1:6052%+sen2%

De aqui:

a) Sumando ambas igualdades:

20 _ 1+coso
2 2

b) Restando las igualdades (2. — 1.%):

l1—coso=2sen?> % — sen2 & = l=coso
2 2 2

1+COSO(=2£'052% — cos

¢ Por tltimo:

i —cosOL
o _ sen(0/2) 1—cos O

g2_cos((x/2) /1+cos(x 1+cos o
* 2

—> sen

NQ

11 Sabiendo que cos78° = 0,2, calcula sen78° y zg78°. Averigua las razones trigonométricas de

39° aplicando las férmulas del 4ngulo mitad.
* cos78° =
sen 78° = {1—cos278°=41-0,22=0,98

w78 =998 _49

0,2
* sen 39° = ij=\/l—c‘os78° =\/1_0’2 =0,63
6'0539°=f0§— \/1+C05780 \/1+02—O 77

° 78° 1—cos78° 1-0,2
i} _ _ 0,82
83 = Trcas78® 1502 08
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12 Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de cos 60° = 0,5.
* c05s60°=0,5

° o _ 600 1_ 0> 5 —
sen 30° = sen —— > ,/72 0,5
o 60 1+0,5 _
cos 30° = cos 22— > =,/ 5 =0,866

o _ 600 1_035_
g 30° = 1g > V1305 =0,577

13 Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.
* cos90° =

0
sen 45° = sen > 3 )

90 _[1+0 _42
2

. 90_ -0 _ /.
1g45° = 1g > 0 J1=1

cos 45° = cos 22—

14 Demuestra: 2 zg o, - sen? % +sen O, = tg Ol

o

7+sena=2tga-w

+sen O = M(l—cos(x)+5€noc=5€noc<w+l)=
cos O

21g O - sen?
cos O

l—cosoc+cas(x)=sma. 1 _seno

=sen0£< =g O
cos O, cos O cos O

15 Demuestra la siguiente igualdad:

2 sen O, — sen 20,
2 sen O + sen 20,

2sen Ol —sen20 _ 2sen0—2senOlcosc _ 25en(l—cosa) 1 cosol :tgzg
2sen Ol +sen20  2sen O+ 2sen Ocos O 2sen OL(1+cos )  1+cos O 2

o
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16 Para demostrar las férmulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:
* Expresa en funcién de o y f:
cos (0. + ) = ... cos (00— P) = ...
* Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendris dos expresiones.

* Sustituye en las expresiones anteriores:
oa+P=A4
a—B:B}
. cos (0L + B) = cos O cos B — sen oL sen B
cos (0L — B) = cos O cos B + sen oL sen B

Sumando — cos (0 + PB) + cos (0t —B) = 2 cos At cos B (1)
Restando — cos (0L + B) —cos (0 —B) =2 sen o sen B (2)

e Llamando (al resolver el sistema)

o-B=8 2 002
* Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

A;B AEB (2) = cos A—cos B= -2 sen ; )

o+p=4
+P }_>a:A+B g A=B

(1) — cos A + cos B= 2 cos
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17 Transforma en producto y calcula.

a) sen 75° — sen 15° b) sen 75° + sen 15° ¢) cos 75° — cos 15°

|—

a) sen75° —sen 15° = 2 cos 750;150 sen 7502150 =2c05s 45° sen30°=2.-

5 Ve

b) sen 75° + sen 15° = 2 sen 7505150 cos 7505150 =2 s5en45° cos 30°=2.-

N‘ﬁ‘ N‘ﬁ
|

SIS o
N‘®

c) cos75° —cos 15° = =2 sen 750;150 sen 7505150 =—2 sen 45° cos 30°= -2

w’a

18 Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta fracciéon y simplifica el
resultado:

sen 40, + sen 20,

cos 40, + cos 20,
4o+ 20 4o — 200
2
sen 40, + sen 200 _ s 2 o 2 _2sen30 _, 3
= = =1g 50
cos 40 + cos 201 2 cos 400+ 200 cos 400—200 2 cos 30

2 o
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2 ) ECUACIONES TRIGONOMETRICAS
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Hazlo tu
1 Resuelve sen (00 + 30°) = 2 cos 0.
sen (0L + 30°) = 2 cos O

sen O cos 30° + cos O sen 30° = 2 cos O

1 3

— sen Ol + —— cos Ol = 2 cos O
2 2

Dividimos los dos miembros entre cos Ot

%tga+§:2 — g o+y3=4 > tga=4-43

o, =66°12'22"

Soluciones: {052 246°12' 22"

Hazlo tu
2 Resuelve cos oL = sen 201

cos O, = sen 20

cosOl =2 sen Ol cosO — cosO—2senOcosO=0 — coso (1 —-2sencl) =0
cos =0 — o; =90° o, =270°

1

Posibles soluciones: {1—2xen(x=0 = sen =5 = 03=30%, 0,4=150°

Al comprobarlas sobre la ecuacién inicial, vemos que las cuatro soluciones son vilidas.
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Hazlo tu
3 Resuelve sen 3x — sen x = 0.

sen 3x — sen x = 0

3x + x sen 3x—x:O — 2cos2xsenx=0 — cos 2x sen x =0

2 2

2x=90° — x;=45°

2x=270° — x,=135°
2x=90°+360°=450° — x3=225°
2x=270°+360°=630° — x4=315°

2 cos

Si cos2x=0 —

Sisenx=0 — x5=0° x5=180°

Piensa y practica

T Resuelve.
a) 1go =—y3 b) sen o = cos O ¢ seno.=1 d) seno=1tga
a) o.=120°+ k-360° o bien o =300°+ £-360°
Las dos soluciones quedan recogidas en:

0c:120°+/e-180°:2?n+/e7trad:0c con heZ

b)a=%+knrad con ke”Z
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o) Sisend=1 — a=%+2knrad
3 —> =L +brrad con keZ
Si sena=—1—>a=7n+2knrad 2

d) En ese caso debe ocurrir que:
Obien sen®=0 — O =kmnrad

Obien cosat=1 — 0(=2/e7trad} = o=kmrad con keZ

Resuelve estas ecuaciones:
a) 2cos’ 0L+ cosa—1=0
b) 2sen?a—1=0

o tgo—-1ga=0

d) 2sen’0+3coso=3

_—li/1+8_—1i3_ 1/2%0(1:600, (12=300°
L e S S IR 05 =180°
Las tres soluciones son vilidas (se comprueba en la ecuacién inicial).
b) 2sen?o—-1=0 — sen? o=+ senaziL:iQ
2 2 2
* Si senazg — o =45° o, =135°
* Si 5en0€=—g — O3=—45"=315° 0 =225°

Todas las soluciones son validas.
0 0.=0 — 0y =0° 0, =180°
Q) P o—1g0=0 = rga(tgoi—1) =0 <tg0c=1 s 0y =45°, 04 =225°

Todas las soluciones son vilidas.
()
d) 2sen?0+3cos00=3 > 2(1—cos®> o) +3 cos0L =3
(*) Como sen? o+ cos? =1 — sen?o =1 - cos* o

2-2cos>0t+3cos0=3 = 2cos>0t—3cos0+1=0

cos Ol =

3:y9-8 341 _ 1
4 4 =<1

Entonces:
*Sicosa=1 - o;=0°
*Si coso = % — 0, = 60°, 0z =—60° = 300°

Las tres soluciones son validas.

Transforma en producto sen 50, — sen 30t y resuelve después la ecuacién sen 50— sen 30 = 0.

0L+ 30 )y SOL=30 _y _y 26‘05870('5671270(=0 -

sen S0, —sen 300=0 — 2 cos

2
40s =
— 2cos 40 sen =0 — {Cw =0
sen 0L=0
40.=90° — 0, =22°30
i cos 4 4o0u=270° — 0,=67°30'
*Sicosd4o=0 = 1,0 90043600 — o3 =112°30'

40,=270°+360° — o04=157°30'
*Si sen=0 — 05 =0° o =180°

Comprobamos que las seis soluciones son vilidas.
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4 Resuelve.

a)

4cos2x+3cosx=1

b) tg2x +2 cosx=0

©)

V2 cos (x/2) — cos x = 1

d) 2 sen x cos®> x— 6 sen x =0

a)

b)

c)

d)

4cos200+3cos0=1 — 4 (cos> t—sen®0) +3coso=1 —
— 4 (cos?ot—(1—cos? ) +3cosa=1 —> 42cos?0—1)+3cos0t=1 —
— 8cos’0—4+3cos0t=1 > 8cos?A+3cos0t—5=0 —

s wso . 32494160 _ 3:13 _ __— 10/16=5/8-0,625

16 16 ~1
*Si cosa=0,625 - o) =51°19"4,13", o, =-51°19' 4,13"
*Si coso=—1 — 0z =180°

Al comprobar las soluciones, las tres son vélidas.

2tg QL
tg200+2cos00=0 — %+2ms(l=0—>
I-ztg“oL
sen O
tg O
g 3 tcoso=0 > —5& 4 psa=0 >
- a 1_567120(

cos? o
N sen Ol cos O

5 +cosO=0 — sen O cos O+ cos O (cos® 0L — sen? Q) =0 —
cos” 0L — sen” O

— cos O (sen O+ cosZ Ol —sen® o) =0 — cos o (sen O + 1 — sen?® oL — sen® o) —
— cosot (1 +sena—2sen’0) =0 —
cos =0

2y _—1x41+8 _
l+sena—2sen =0 — sm(x—T_ <

*Si cosou=0 — oy =90° o, =270°

-1/2
1

* Si smaz—% — o3 =210° oy =330°=-30°

*Si senot=1 — 05=90°=0y

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son validas.

«/Ecos%—cosazl — ﬁ 1Jrf%oc—cosazl —

— Jl+cosh —cosoa=1 — m=l+cosoc -
—1l+cost=1+cos>0+2cos0O —> cos>0+cost=0 — cosO (cosot+1) =0
*Si cosou=0 — oy =90° o, =270°
*Si coso=—1 — 0z =180°
Al comprobar las soluciones, podemos ver que las tnicas vélidas son: o; = 90° y o3 = 180°
2sen 0 cos> 0 —Gsend =0 — 2sen o (cos> 00 —3sen? o) =0 —
— 2 sen o (cos> O+ sen* L — 4 sen’* ) =0 — 2seno (1 —4 sen? o) =0
*Siseno=0 — o, =0° o, =180°
1 1

*Si sen’ o= 5 T et o 05=30% 0= 150° 05 =210° 0 = 330°

Comprobamos las soluciones y observamos que son vilidas todas ellas.
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5 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen (180° — x) = cos (270° — x) + cos 180°
b) sen (45° —x) + 2 senx=0
a) sen (180° — o) = cos (270° — ) + cos 180°
sen 180° cos 0L — cos 180° sen oL = cos 270° cos OL + sen 270° sen oL — 1
senO=—senO—1 = 2seno=-1 = senu:—% - oy =210° o, =330°

b) sen (45° — o) + Y2 sen 0. =0

o o 2 2
sen 45° cos 0L — cos 45° sen 0L + 2 sen 0L =0 — %cosa—isenahﬁsenoﬁzo
cosO—sen O +2sen =0 — cos O+ sen O =0
Dividimos entre cos Ol

l+ga=0 = rga=-1 = o; =135, o, =315°
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3 ) FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Pagina 121

1

:Verdadero o falso?

a) El radidn es una medida de longitud equivalente al radio.

b) Un radidn es un dngulo algo menor que 60°.

¢) Puesto que la longitud de la circunferencia es 2n7, un d4ngulo completo (360°) tiene 2 radianes.
d) 180° es algo menos de 3 radianes.

e) Un dngulo recto mide /2 radianes.

a) Falso. El radidn es una medida angular, no es una medida de longitud.

b) Verdadero, porque un radidn tiene 57° 17" 45"

¢) Verdadero, porque cada radidn abarca un arco de longitud 7.

d) Falso. 180° es la mitad de un dngulo completo y equivale, por tanto, a = radianes, algo mds de 3
radianes.

e) Verdadero. Un dngulo recto es la cuarta parte de un dngulo completo y tiene 2771 = % radianes.
Pasa a radianes los siguientes 4ngulos:

a) 30° b) 72°

© 90° d) 127°

e) 200° f) 300°

Expresa el resultado en funcién de = y luego en forma decimal. Por ejemplo:

30°=30. - rad = % rad = 0,52 rad

180
2T 20 . T - 2n 790 _ 21 -
a) 360° 30° = c rad ~ 0,52 rad b) 360° 72 5 rad = 1,26 rad
2T gpe . T - 2t . o
) 360° 90 3 rad = 1,57 rad d) 360° 127° = 2,22 rad
2n 5000 - 107 - 2n o_ oM -
e) 360° 200 9 rad = 3,49 rad f) 360° 300 3 rad = 5,24 rad
Pasa a grados los siguientes dngulos:
a) 2rad b) 0,83 rad
k4 S5n
c) 5 rad d) ¢ rad
e) 3,5 rad f) nrad
2) 300° 5 _ 114035 29,6" b) 360° 0,83 - 47°33'19,8"
2n 21
360°  m _ 360 360° 5 _ 1500
9 s 36 d) i 150
¢) 390° .35 _200°32'6,8" f) 300" - 180°
21 2n

10
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4 Copia y completa la siguiente tabla en tu cuaderno y afiade las razones trigonométricas (seno,
coseno y tangente) de cada uno de los 4ngulos:

GRADOS | 0° | 30° 60° | 90° 135°150°
RADIANES % %n T
GRADOS |210°|225° 270° 330° | 360°
RADIANES %n %ﬂ %n

La tabla completa estd en la pdgina 122 del libro del alumno y de la alumna.

Pagina 122

5 ;Verdadero o falso?
a) Las funciones trigonométricas son periddicas.
b) Las funciones sen y cos tienen un periodo de 2x.
¢) Lafuncién #gx tiene periodo 7.
d) La funcién cosx es como sen x desplazada % a la izquierda.

a) Verdadero. La forma de sus graficas se repite a lo largo del eje horizontal, cada 27 radianes.
b) Verdadero.

sen (x +2m) = sen x

porque 27 radianes equivalen a una vuelta completa.
cos (x + 2m) = cos x

¢) Verdadero.
tg(x+m)=tgx
Podemos observarlo en la gréfica de la funcién zgx en la pdgina 122 del libro de texto.

d) Verdadero. Se puede observar en las gréficas de la pagina 122 del libro de texto.

n
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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1. Razones trigonométricas de un angulo a partir de las de otros

con los que lo podemos relacionar

Hazlo tu

* Sabiendo que sen 54° = 0,81, halla:
a) cos 108° b) tg27°
c) sen 24° d) cos 99°

a) sen?54° + cos254°=1 — 0,812+ c0s254° =1 — cos54° = y1-0,812=0,59
cos 108° = cos (2 - 54°) = cos® 54° — sen? 54° = 0,592 — 0,812 = —0,31

o_ . [54°)_ l—cos54°=\/1—0,59=
b) 727 ‘tg< 2) Trcos54° V130,59 1

c) sen 24° = sen (54° — 30°) = sen 54° cos 30° — cos 54° sen 30° = 0,81 - % -0,59. % =0,41

d) cos 99° = cos (54° + 45°) = cos 54° cos 45° — sen 54° sen 45° = 0,59 - Q -0,81. Q =-0,16

2 2
2. Demostracién de una identidad trigonométrica

Hazlo tu

* Demuestra:

cos 0. cos (0. — PB) + sen oL sen (0. — PB) = cos B

co:OLcos(OL—B>+:enOUen<0L—[3):

= cos O (cos oL cos B + sen o senB) +sen O (sen oL cos B — cos O sen ﬁ) =

= cos” O cos 3 + sen O sen B cos 0L+ sen” oL cos B — sen O cos B cos 0L = cos B (cosz o + sen? OL) =cos3

3. Simplificacidn de una expresion trigonométrica

Hazlo tu
* Simplifica:

sen 20, — tg 0. cos 20,

) 2 sen® o sen? o
senZOC—thLcosZOc:ZsenOccosoc—tgoc(cos o, — sen OL):se‘nOL 2 cos OL — cos O + 05 Ol = sen O\ cos O + cosoL |~

_sen @,
~ cos O

sen 0,
cos oL~

((,‘052 o+ smz oc) = tg O
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4. Resolucién de una ecuacién trigonométrica factorizable

Hazlo tu
® Resuelve:

3x—senxcos’x=0

sen
Extraemos factor comun: sen x (sen? x — cos* x) = 0
Igualamos a cero cada factor:

senx=0 — x=0°+360°- b x=180°+360°- £k

sen®x—cos?x=0 — sen*x—(1—sen?x)=0 — 2sen’x=1 = sen2x=% - senx:ig
. «/z o o . ) o

Si sen x = -5 entonces x=45°+360°- k; x=135°+360°. &

Si smx:—g, entonces x = 225° + 360° - k; x=315°+360°- £

5. Resolucion de una ecuacion trigonométrica con dos razones de un mismo angulo

Hazlo tu

* Resuelve:
senx + cos x =1
Elevamos al cuadrado:

6'0.$'2 X+ S€7l2

x+2senxcosx=1 = 1+2senxcosx=1 — 2senxcosx=0 — senxcosx=0 —
— senx=0 0 cosx=0 = x=0"°+£180° 0 x=90°+£180°, bk Z

6. Resolucién de una ecuacién trigonométrica con dos angulos y dos razones

Hazlo tu

* Resuelve:

tgzg =1-cosx

Utilizamos la férmula de la tangente del dngulo mitad:

2
</w> “l—cosx — LZO5X 1o 5 1—cosx=1—cosx —>
1+ cos x 1+ cos x

- 6‘052

cosx=0 — x=90°+360°-4; x=270°+360°-k
cosx=1— x=0°+360°- £k

x—cosx=0 — cosx(l —cosx) =0 —

7. Resolucion de una ecuacion trigonométrica aplicando las féormulas de suma
de senos y cosenos

Hazlo tu

o €OS4x +cos2x _

sen 4x — sen 2x

Transformamos las sumas en productos:

2 cos 4x + 2x cos 4y — 2x X
2 2 =1_>M=1_>_=1—>tgx=l—>
2 cos 4x ;2x sen 4x£2x senx 8

— x=45°+360°- k; x=225°+360°- k

13
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v
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1. Razones trigonométricas de tg %ﬁ
o+

® Conociendo cosec 0. = %, 90°< 0. < 180°, y sec B =3, 270°< P < 360°, calcular zg —— 2 sin

hallar los 4ngulos o y B.

Por su definicién sabemos: cosec 0L=—L— —> sen oL= 4
sen O 5
También por definicién: sec 3 = L 5 cos B==

cos

Calcularemos cos o y sen B a partir de la igualdad:

cos® oL+ sen® oL =1

cos 0L =—1—sen’ o =—4ll—é—g=—% (sabemos que es negativo porque O pertenece al segundo

cuadrante).

senP=—y1—cos® 0t=—,/1— % = —¥ (sabemos que es negativo porque [ pertenece al cuarto cua-

drante).

Por la férmula del dngulo mitad:

1_505(0"43)_ 1—cos OLcos B+ sen o sen P _ 3
1+cos<0c+[3>_ 1+ cos OLcos [3 — sen O sen 3 .3

oo [ [

—_
()
—_
N

18— 8«/—

12 9= 442
12+8«/7 6+4«/— 6+442

2. Identidades trigonométricas

* Demostrar: cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2x cos x — sen 2x sen x = (cos® x — sen® x) cos x — 2 sen x cos x sen x =

=c053x—.rm2xco.cx—2:m2xco:x:6053 2

3

x— 3 sen’® x cos x = cos® x — 3(1 — cos® x) cos x =

x — 3cos x + 3cos> x = 4cosd x — 3cos x

3. Expresiones algebraicas equivalentes

* Escribir la expresién: cos (0t + 3) cos (0. — ) en funcién de cos o0 y sen f.
cos (0L + B) cos (0t — B) = (cos O cos B — sen o sen PB) (cos ot cos B + sen o sen B) =

= cos? o cos® P — sen® o sen® B = cos® o (1 — sen® B) — (1 — cos® o) sen? P =

= oS

= cos? O — cos® o sen’ B — sen® B + cos® oL sen” B = cos? o — sen” B

14
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4. Simplificaciéon de expresiones trigonométricas

2

* Simplificar esta expresién: 2 £g O cos % — sen O

2
2 100t cos® O _sen =21 a<i /M) senou=25nQ ltcosO o, o
4 2 s 2 cos O, 2

_ sen 0. (1+cos O) — sen 0L cos O _ sen 0L+ sen O cos OL — sen O cos OL _ sen O, _
cos 0, cos 0 cos 0,

5. Otras ecuaciones trigonométricas

* Resolver estas ecuaciones:

a) cos® (2x + 30°) = %

b) 4senx+4cos’xtgx+1gx=0

tg Ol

Expresar el resultado obtenido en grados y radianes.

a) cos 2x + 30°) = J_r%
2x+30°=60° —> x=15°+360°-4

1 2x+30°=300° — x=135°+360°-k

2 7 |2x430°260°+360° — x=195°+360°- £
2x+30°=300°+360° — x=315°+360°-4

Si cos (2x + 30°) =

2x+30°=120° — x=45°+360°- b

, o1 25 +30°=240° — x=105°+360°- 4

Stocos Qx4 30%) == = 1) 30°2120°4360° — x=225°+360°-
2x+30°=240°+360° — x=285°+360°-4

b) Si zgx=0 entonces x=0°+360°- k; x=180°+ 360° - £ son soluciones de la ecuacién, ya que el
seno de estos dngulos también es 0.

Si #g# 0, dividimos entre esta funcién los dos términos de la ecuacién:

M+4mszx+l=0 - M+4mszx+l=0 — 4deos x+4cosx+1=0 >
g x sen x
cosx

- cosx:{%:—% — x=120°+360°-k; x=240°+360°- %
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4
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Para practicar

Formulas trigonométricas

1 Calcula las razones trigonométricas de 22° 30" a partir de las de 45°.

sen (22°30') = 56’71 \/ —{2/2 ‘/2

cos (22°30") = cos 4250 \/1+‘/7/2 ‘/2+‘/7

. /1 V212 /2 f
1g (22°30') = tg ihn Ve p

2 Si cos78°=0,2 y sen37° = 0,6 halla las razones trigonométricas de 41° y de 115°.
41°=78°—37°
« sen78°=y1-cos? 78°=41-0,22=0,98
. 60:37":«/1—56712 37":«/1—0,62:0,8

2

Ahora ya podemos calcular:
* send1°=sen(78°—37°) =sen78° cos 37° — cos 78° sen 37°=0,98-0,8—-0,2-0,6=0,664
® cos 41° =cos (78°—37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen37°=0,2-0,8+0,98.0,6=0,748

. o_sen4l® _ 0,664 _
g 417 cos41° 0,748

* sen115°=sen(78°+37°) =sen78° cos 37° +cos 78° sen37°=0,98.0,8+0,2-0,6=0,904
* 05 115°=cos (78° +37°) = cos 78° cos 37° — sen 78° sen 37°=0,2-0,8 - 0,98-0,6=—-0,428

. 1g115°= sen115° _ 0,904 _ 2112

cos115° 0,428

3 a) Halla el valor exacto de las razones trigonométricas de 75° a partir de las de 30° y 45°.

b) Utilizando los resultados del apartado a), calcula las razones trigonométricas de 105° 165°
15°% 195°y 135°.

a) sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° = 1. £ £ L ﬁ +46

2 2 2 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° = g 72_% gz‘%;ﬁ
e B
g 757 = 1g 307+ 457 = 1tf2gsc+)§g455°=13f1 f? B2
3
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b) sen 105° = sen (30° + 75°) = sen 30° cos 75° + cos 30° sen 75° =%. Kzﬁ +§- «/52«% - ‘%Zﬁ
cos 105° = cos (30° + 75°) = cos 30° cos 75° — sen 30° sen 75° = g @;‘E _%' «/EZ/E ) ﬁ;‘%
J6+42 Bdd
o 4 +42
tg 105° = = =—43-2
S A
4
sen 165 ° = sen (90° + 75°) = sen 90° cos 75° + cos 90° sen 75° = cos 75° = 16 ; @
cos 165° = cos (90° + 75°) = cos 90° cos 75° — sen 90° sen 75° = —sen 75° = %
f-f
246
165" = — 4 - _3_2
¢ —2-06 2+)6 3
4
sen 15° = sen (90° — 75°) = sen 90° cos 75° — cos 90° sen 75° = cos 75° = u Z 2
cos 15° = cos (90° — 75°) = cos 90° cos 75° + sen 90° sen 75° = sen 75° = ﬁzﬁ
2 s
0 4 642
tg 15° = = =2-43
¢ «/§+J€ «/§+«/3 ‘/7
4
sen 195° = sen (270° — 75°) = sen 270° cos 75° — cos 270° sen 75° = —cos 75° = 2 ; £
cos 195° = cos (270° — 75°) = cos 270° cos 75° + sen 270° sen 75° = —sen 75° = %

aralil A,
. T 4 2-y6 J6-2_
e P R, o S o, B
4

sen 135° = sen (180° — 45°) = sen 180° cos 45° — cos 180° sen 45° = sen 45° = Q

2
o o o o o o o o _‘/E
cos 135° = cos (180° — 45°) = cos 180° cos 45° + sen 180° sen 45° = —cos 45° = —
42
tg 135° = 2 ___
-2
2
, -7 4 o+
4 Sabiendo que cos 0. = 25 (180° <0 <270°) y g = 3 (180° < B < 270°), calcula zg >
Usamos la relacién sen? oL + cos? ot = 1 para calcular sen oi:
sen® O+ cos®> 0L =1 —> sen” oL+ 64795 =1 — sen’ 0= % — sen Ol = —% porque el dngulo estd en el

3.f cuadrante.

senB _ 4 - smB:icosB

cosPp 3 3

sen® B+cos? p=1 = %6052B+60:2[3=1 - %coszﬁzl - coszﬁz% - cosB:—%

porque

también pertenece al tercer cuadrante.
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o+

2 <270°.

Como 360° < o + B < 540°, dividiendo las desigualdades entre 2 tenemos que 180° <

Por tanto, OL%B pertenece al tercer cuadrante y la tangente de OL;- B
-7 . -3 _ 24 —-4__3

Calculamos cos (00 + B) = cos 0t cos B —sen L sen B = =L —2 - =—=*2 . =% -2

25 5 25 5 5
a+P  [l-cos(o+P)  [1-(=3/5) _
Por tanto, g 2 N l+cos(+P) N 1+(=3/5) =2
Si tg%=—3 y 0.<270° halla sen 0, cosc y tgo.
g___3 ll—cosocz_aé l—cosO(=9_)
1+ cos o 1+ cos o
= 1—cos0=9+9cosot = 10cos t=—8 — cos Ol =—

o= Ji_ Za2

2353
89="ys 4

es positiva.

4
5

Si 1g20.= /6 y 0.<90° halla sen o, coso y tgo.

2rga 2+428  -1+47

— 2 — —J6 > 2t00=46—-y61z" 0 — JO6teF O +2t0 L —y6=0 — tg O = =

1~ o 6 tg o=46— 6 1g* V61 o+ 21g /6 tg 206 G
—1+47

Como o estd en el primer cuadrante, solo puede darse que zg 0 = 7

sen O = V7-1

76
%7

JE ) cos* 0L +cos =1 —

7-47
~ 3

cos O

cos> 0L +cost =1 —

827
6

cos* =1 > cos?=—2— — coso= |—2—
7-\7

7-1 3 7-1
6 N7-47 20-7)

sen Ol =

Si sabemos que cos % = —% y que 180° < 0. <270° halla cos 20, sin hallar el 4ngulo o.

Nos dicen que el dngulo estd en el tercer cuadrante, por lo que su coseno serd negativo y el seno tam-

. .o , ; .. .
bién. En cambio 5 estard en el segundo cuadrante y tendrd seno positivo y coseno negativo.

Queremos encontrar cos 20, = cos> 0L — sen® 0. por lo que buscaremos cos 0t y sen oL

1242

Calculamos: sen —- _1_=2vs

2 9 3
Por las férmulas del dngulo medio: —% = cos % 1,1+c+0(
Elevando al cuadrado: +=1#50 s 50— —%
Por otra parte: sen 0 =2 sen % cos & = 242 (—1> 442
2 72 3 3/ 9

Asi podemos volver al principio y sustituir:
cos 200 = cos® O — sen” O = 49 _32_17

81 81 81
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8 Transforma las siguientes sumas en productos:

a) sen 65° + sen 35° b) sen 65° — sen 35°
c) cos 48° + cos 32° d) cos 48° — cos 32°
e) % + sen 50° f) g + cos75°

6505350 cos 6505350 =25en50° cos 15°

a) sen 65° + sen 35°=2 sen

b) sen 65° — sen 35° =2 cos 6505350 sen 6505350 =2 cos 50° sen 15°

c) cos 48° +cos 32° =2 cos 48° ; 32° s 48° 5 32° _ ) cos 40° cos 8°

d) cos 48° —cos 32°=—-2 sen 48° ; 32° (on 48° 5 32° _ ) sen 40° sen 8°

e) %+sm 50° = sen 30° + 51 50° = 2 sen 300;500 cos 3005500 =2 sen 40° cos (—10°) = 2 sen 40° cos 10°

f) g+cos 75° = cos 45° + cos 75° = 2 cos 4505750 cos 4505750 =2 cos 60° cos (~15°) = 2 cos 60° cos 15°

9 Calcula el valor exacto de las siguientes expresiones sin utilizar las teclas trigonométricas de la
calculadora:

a) cos 195° + cos 75° b) sen 195° — sen 105°
a) cos195°+cos 75° = 605(1800 + 15°) +cos (60° + 15°> =
=05 180° cos 15° — 5en180° sen 15° + cos 60° cos 15° — sen 60° sen 15° =

=—cos15°—0+%60515°—§5m15°=—%cosl§°—§s€n15° @)

Buscamos el valor de cos 15° a partir de la férmula del dngulo mitad:

1 ‘/5
1+ cos 30° 2 1
cos15°= 4[5 = 5 =5\/2+‘/§

sen15°=1—cos®15° = 2_46 - sen15°:%«/2—«/§

Ya podemos sustituir en (*):

_é(%m)JjéW?i(J2+B+BJ2_B)=—o,707

b) sen195° — sen105° = sen (180° + 15") - (sm 90° + 15°> =
=5en180° cos 15° + cos 180° sen 15° — (sen 90° cos 15° + cos 90° sen 15°) =

:O—sen15°—60515°—0:—<%«/2—B+%«/2+«/§>:—1,225

Hemos usado los valores calculados en el apartado anterior de sen 15° y cos 15°.
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10 Si sabemos que cosec 0. = 2,5 y sec 3 =1,25, comprueba, sin hallar los 4ngulos oty 3, que el valor

n

12

aproximado de cozg (0. + [3) es 0,57.

cosec a=#=2,5 — sen O, = 1 0,4
s

en O 2,5

Aplicando la igualdad fundamental: cos 0t =y1-0,42=0,917

1 1
1 1,25 - csp=—L_-0,8
sec B o cos B 7

Aplicando la igualdad fundamental:
senPp= y1-0,82=0,6

rgo=3"% _0 436

cos O
sen B
tgP= =0,75
cos B
Por otro lado sabemos que cozg (OL + B) 1 y g <oc + [3) = M:
(0rB) o P
1 l-zgazg B 1-0,436-0,75
t (04 = = = = 0, 567
0 g< +B> tg((x_'_B) thL+tg[3 0,436+0>75
Sillamamos g0 = #, escribe sen 20 y cos 200 en funcién de 2
Como | cos® oL+ sen* o _ sen® o, + cos® o :tg2a+1:1+t2 = cos2 o= 1
cos® o, cos? o, cos? 0. cos o 1+
Por la igualdad fundamental:
sen*oL=1— 1 _ 7
1+22  1+7
Por las férmulas del dngulo doble:
2
cos 20, = cos® O — sen® O = L __ 7 1=t
1+ 142 1+#
Finalmente, aplicando la igualdad fundamental:
_ 2\ 4 1422+ (1-22+44
5671220(,:1—(“) -1— 1—2t2+l'4= + + < , + )= 41‘22 —)S€ﬂ2OC=A
1472 14262 +¢ 14282 +¢ (l+t> L+z

Desarrolla, en funcién de las razones trigonométricas de «, y simplifica las siguientes expresiones:
a) sen (45° + o) — cos (0L — 45°)

cos 20,
cos Ol + sen O

o) cos? & . sen? & 4 1 o0

2 2 4

a) sen (45° + o) — cos (0L — 45°) = sen 45° cos OL + cos 45° sen O, — (cos OL cos 45° + sen O, sen 45°) =

2 p B p

= —— 05 0L+ — sen OL — —— ¢cos O — — sen O, =0
2 2 2 2
cos 20, cos® oL —sen? o (cos oL+ sen o) (cos OL — sen OL)
= = =cos 0L — sen Ol
cosOL + sen O cos Ol + sen O cos Ol + sen O

2 o 2o, 1 2 (I+coso) (A—cos) 1 2 l—cos*0, | 1 2 1
C) cos™ — - sen” — + — cos” Ol = . + —& 05" Ol = ———— + — (cos” OL = —
) 2 2 4 2 2 4 4 4 4

20
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13 Simplifica estas expresiones:

a) _ Ccosecx b cos* x — senx
cotg x +1g x (sen x + cos x) (sen x — cos x)
1 1 sen x
cosec x  __ senx _ __ senx  _ gx _ cos x _
corgx +1gx 1 +1gx 1+1g% x senx<1+tg2x> se‘nx<1+tg2x>
1g x 7% "
1 1 1
= = =cos X
cos® x +sen® x\ o5 o —1 1
cos x 2 cos? x cos x
cos= x
b cos® x— sen x _ (c052 x — sen? x)(cosz x + sen? x) - <cosz x — sen? x) (cosz x + sen? x) _
(an X +cos x) (56” X — oS x) smz X — 6052 X —5en2 X+ 6'052 X
=— <6‘052 x + sen? x) =—1
Identidades trigonométricas
14 ;Verdadero o falso? Desarrolla y comprueba.
a) sen (0L + 270°) = —cos O b) cos (270° + Q) = sen O
c) sen (270° — o) = cos O d) cos (270° — o)) = —sen O

senOL+senfl 3

e) Si o+ 3 =120°, entonces:
cos O + cos 3

a) Verdadero.
Por la fé6rmula del dngulo suma: sen < o+ 270°> = sen O cos 270° + cos O sen 270°
Como sabemos el seno y coseno de 270°, sustituimos:
sen O, cos 270° + cos O sen 270° = sen o, - 0 + cos O - (—1) = —cos O
b) Verdadero.
cos (OL + 270") = cos Ol cos 270° — sen 0L sen 270° = cos 0L - 0 —(—1) . (sen 0() = sen O
c) Falso.
sen <270° - OL) =sen 270° cos 0L — cos 270° sen 0L=—1cos 0. — 0 = — cos O
d) Verdadero.

cos (270o - (X) =cos 270° cos 0L+ sen 270° sen 0L =0 —1 sen OL = — sen O

e) Verdadero.

5 ((X+B (a—B) <0c+[3>
sen OL+sen B M T2 )% 2 T\ 2 _ 5en60°

cos OL+cos B o+ o-B o+pB cos 60°
2 cos 5 cos D cos\=5

e

M|H’N‘®‘

15 Demuestra las siguientes identidades teniendo en cuenta las relaciones fundamentales:

a) (sen O + cos 0)% — (sen 0L — cos 0)? = 4 sen 0. cos O

2 3

b) sen 0. - cos” O + sen” O, = sen O

senQ_  _senO. _ 2
l+cos0 1—cosO sen O

d cos Ol + sen O
cos 0L — sen OL

ccos 200 =1 + sen 20,

a) (sen O+ cos Q) % — (sen OL — cos O0) 2 = sen® oL+ 2 sen O cos OL + cos® O — (sen? O — 2 sen O, cos OL + cos® O1) =

2 2 2 2

=sen” 0L+ 2 sen Ol cos OL+ cos” OL — sen” OL + 2 sen O. cos Ol — cos (X=4S€7/IOCCOSOC

21
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b) sen o - cos® O+ sen® oL = sen O (cos® oL + sen* ) = sen OL- 1 = sen O

C) sen Ol + sen Ol _S€7lO(—S€7l0(€050(+3€7l(1+5€7l(1€050(: 2 sen O, _2567’10(= 2

l+cosd  l—coso (1+ cos o) (1—cos o) 1—cos2 0. sen?o.  sen o

d) CosO+senQ ;o0 = COSO+sen O (1,2 o _ son? or)= L O+ SENO (145 o 4 sen O) (cos O — sen O) =
cos OL — sen Ol cos Ol — sen Ol cos Ol — sen Ol

= (cos 0L+ sen O) (cos OL + sen O) = cos® OL + 2 cos OL sem O + sen> O, =

=1+2sen O cosO =1+ sen 20,

Prueba que son verdaderas las identidades siguientes:
a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x
2+42t8% x

1-1g% x

a) cos (x +60°) — cos (x +120°) = cos x cos 60° — sen x sen 60° — (cos x cos 120° — sen x sen120°) =

b) 1g (x + 45°) — 1g (x - 45°) =

= cos x cos 60° — sen x sen 60° — cos x cos 120° + sen x sen 120° =

= cos x cos 60° — sen x sen 60° — cos x - (—cos 60°) + sen x sen 60° =
=2cosxcos60°=2-%co&x:coxx

1g x +1g 45° B igx—1g45°  tgx+l Ctgx—1

1—1g x tg 45° 1+tgxtg45°_ l-gx  l+tgx -

C1+2tgxrtgt x—(“1+28gx—1g"x)  2+21g% x
(1-2g x) (1+12g x) 1—tg2x

b) g (x +45°) — g (x — 45°) =

Comprueba que se verifican las dos identidades siguientes:
a) sen oL sen (0L + ) + cos 0. cos (0L + B) = cos B
b) sen (0L + [3) ) tga+eg P

sen(o0-PB) rgo-1gf

* En b), divide numerador y denominador entre cos 0. cos 3.

a) sen O sen (0L + )+ cos o cos (0L + B) = sen O (sen O cos B + cos ot sen B) + cos o (cos O cos B — sen o sen PB) =
= sen” O cos B + sen OL cos O sen B + cos® O cos B — cos O sen O sen B =

= (sen® OL + cos® o) cos B = cos B

sen O cos B + cos OL sen [3

sen (0L +PB)  senoLcos P+cosousen B cos O cos B ~
sen(0L—P)  sen CLcos B —cosOsen B sen Ol cos p—cos CLsen B
cos Ol cos B

sen OccosB cos O(senB
cosOcosP cosoicosP  rgo+rg P
senOcos P cosOusen  tga—1tg P
cos OLcos B cos O cos B

22
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18 Demuestra.

a) cos (0 + B) cos (00— B) = cos® P — sen? o

b) sen (0. + B) sen (0. — B) = sen? oL — sen® B

a) cos (0L + B) cos (0t — B) = (cos 0 cos B — sen o sen B) (cos o cos B + sen o sen B) =
= cos” O cos® B + cos O cos B sen O sen B — sen o sen B cos o cos B — sen® o sen® B =
= cos” O cos® B — sen® o sen’ B = (1— sen” o) cos® P — sen” o, (1— cos® B) =
= cos® B — sen” o cos® B — sen® oL+ sen’ oL cos® B = cos® B — sen’ o

b) sen (0t + B) sen (00— B) = (ser oL cos B + cos oL sen B) (sen o cos B — cos O sen B) =
= sen” oL cos® B — sen OL cos B cos O sen B + cos oL sen P sen O cos P — cos? o sen® B =
= sen® oL cos> B — cos® o sen® B = sen’ o (1— sen” ) — (1 sen® o) sen’ B =

= sen® OL— sen’ o, sen® B — sen® B + sen® O, sen® [3 = sen” oL — senzﬁ

1+2g” (0t/2
19 Demuestra la igualdad w = cosec 0.
21g (0/2)
1—cos O 1+ cos OL+1—cos O
1+tg2<0L/2>_ +<1+c050(>_ 1+ cos O B 2 _ 1 B
21g (0u/2 [1=cos o 2 J1=cosa [1—cos 0. [ 1= cos o
g( > +2 17 cos a1 * 13 cos 0L i2<1+cosoc) s cos G i(1+cosoc> [+ cos 00

_ 1 1 1 =1 e

\/<1+ms (x)(l—cos OL) i ‘/1—6052 o i \/56712 o Csena

Por tanto, la igualdad queda demostrada.

20 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.

1 2
tg O =
@) go+ g sen20
b) 2 g O - cos? 0. — sen O = 1
cos O
1
) cotd® 0. — cos® O = . cos? o,
g g% o
l-senx __cosx _ 1
cos x l-senx cosx
e) 1 + 1 =2 cosec*x
l+cosx 1-cosx
a) g oL+ 1 =:m0(+cos(xzsen20c+co.¢2a= 1 _ 2 __ 2

g cosO  sen QL sen O cos O sen OL cos OL - 2 sen O cos O - sen 20
b) Falso.
Basta con comprobar que no se cumple para o = 0:

2 sen O, - cos> 0,

2tg oL - cos® O, — sen OL =
cos O,

—sen OL=2sen O.-cos OL—sen O; para =0 — 0-0 =0

Sin embargo, —L—=1.
in embargo, —=

23
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¢) Verdadero.

2 2 2
corg? O —cos® O =—— —cos? o= B gy . LSO sen O
aks sen” o, sen” oL cos” O
cos® oL 2 1 2
:—2<1—sen (x)z—cos o
sen” O - o

d) Falso.
Igual que en el apartado b) probamos qué pasa para o = 0:

1-0 1
1-0_ 1 4 ;.
1 1-0 0

Sin embargo, =1.
cos 0,
e) Verdadero.
1 N 1 _d-cos+lvcoson 2 _5 .02
l+coso  1—cos o 1—cos® o sen’ o

21 Comprueba, sin utilizar la calculadora, las siguientes igualdades:
a) sen 130° + sen 50° = 2 cos 40°

b) cos 75° — cos 15° = —g

a) sen130°+ sen50° =2 sen 130°2+ 0% /ps 13002_ 50° _ 5 sen 90° cos 40° = 2 cos 40°

o__ o_ _ 75°+150 750_150__ ° °o_ _ .Q,l__ﬁ
b) cos 75° — cos15° =2 sen > sen 3 =2 5en 45° sen 30° = 2 3 S

Pagina 127

Angulos en radianes
22 Expresa en grados los siguientes dngulos dados en radianes:
Sn, 7n, 4n_ 3w
=3 23 o3 =3 L5 3,2
6 3 9 5 > 3
2 rad =280 1500 LErad - LA - o0 A rad - 4180 _s0°

%rad:%:w&’ I,Srad:@=85°56'37” 3,2@:@:183’ 20' 47"

23 Pasa a radianes estos dngulos. Exprésalos en funcién de n:
135° 210°% 108° 72° 126° 480°
135°= 135-n _3m rad

180 4
210°= 2%2(‘)“ =7anad
108° = 1(1)2(')“ :%rad
72°=712T'(;t:2?nrad
126°=1%6T(')n=¥—grad
480°=45130T.“=83£rad

24
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24 Prueba que:

a) dsen T + 2 cos = +cosm=2

6 4

2n n_ o
b) 23 sen 3 +4sen6 23en2 3

C) Senzs—n_cos7_ﬂ+tg4_n+tg%= Sf

6 3

a) 4sen%+ﬁcos%+cosn:4-%+ﬁ-g+(—l):2+l—1:2

b) 2«/55en%+4sen%—Zsen%:ZB-g+4-%—2-1:3+2—2:3

2 Tn,, dn,, ln 3 ({3 <_ﬁ>_ (L 1 _L>_ﬂ
c)5€n3 cos6+tg3+tg6—2 <2>+«/§+ 3—‘/§2+2+1 3773

25 Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin utilizar la calculadora:
a) 5 cos% —cos 0 + 2c'os71:—c'05377'c + cos 2m

b) sen = +sen = +senn
2

4

9] cosSTn+tg4Tn—tg7—Tc

6
l T _ T _ T
d)«/gc056 +sen «/Ecos4 2«/§sen3
Comprueba los resultados con calculadora.
) 5-0-142-(<1)=0+1==2 b)%+1+0=ﬁ2+2
1,03.43_1,23 B 1 2 53 43 3.1 4 5
c)2+«/§ 3_2+3 d)«62+2«/§22«62—2+213—2

26 Halla las razones trigonométricas de estos dngulos e indica, sin pasar a grados, en qué cuadrante
estd cada uno:

a) 0,8 rad b) 3,2 rad

c) 2rad d) 4,5 rad

e) n/8 rad f) 7n/4 rad

g 3n/5 rad h) 1,2n rad

* Ten en cuenta: % =1,57; n=2314% 3—; =4,7; 2n=6,28

Para saber en qué cuadrante estd cada uno, podemos usar también los signos de las razones trigopnométricas.
a) sen 0,8 = 0,72 cos 0,8 = 0,69 1¢0,8 = 1,03 — Cuadrante |

b) sen 3,2 = -0,06 cos 3,2 = -1 g 3,2 = 0,06 — Cuadrante III
c) sen2 =091 cos 2 = —0,42 tg2=-2,19 — Cuadrante II

d) sen 4,5 = -0,98 cos 4,5 = —0,21 tg 4,5 = 4,64 — Cuadrante III
e) sen%:O,wa cw%=0, 92 tg%=0,41 — Cuadrante I

f) sen%:—o,ﬂ m%=0,71 tg%:—l — Cuadrante IV

g) sen3—5n=0,95 cos%z—o,ﬂ tg35—n:—3,08 — Cuadrante I1
h) sen 1,2n = -0,59 cos 1,2n = —0,81 tg 1,21 = 0,73 — Cuadrante III

25
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27 En cada caso halla, en radianes, dos valores para el dngulo o tales que:

a) sen 0. = 0,32 b) cos 0. = 0,58

o tga=-1,5 d) sen 0. = -0,63

a) o =0,33; o, =2,82 b) o, =0,95; o, =5,33
o) oy =-0,98; 0, =2,16 d) o, =-0,68; 0, = 3,82

Ecuaciones trigonométricas

28 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 2sen?x=1 b)312x-1=0
) 1-4cos?x=0 d)32gx+4=0
a) 2sen’x=1—> se‘nzx=l - senx:irL=J_r£

2 2 2

e Si senx:g — x=45°+360°-k; x=135°+360°- %

e Si senx:—g — x=225°+360°-k; x=315°+360°- %

Es decir, las soluciones son todos los dngulos del tipo x = 45° + 90° - &

b) 3t x—-1=0 — tgzx:% - tgx:iL:iﬁ
e Si tgng — x=30°+360°-£; x=210°+360°- %

* Si tgx:—g — x=150°+360°-k; x=330°+360°- £

2y=L 5 psx=zl

4
e Si cosx=% — x=60°+360°-£; x=300°+360°- £

Q) 1—4cos>x=0 — cos

e Si cosx:—% — x=120°+360°-£; x=240°+360°- %

d) 3tgx+4=0 — tgx:—% — x=126°52"12"+360°-k; x=306°52"12"+360°- %

29 Resuelve estas ecuaciones:

a) 2cos?x—sen’x+1=0 b) sen? x—senx=0
€) 2cos*x— 3 cosx=0 d) 2cos? x + senx =1
a) 2costx—sen*x+1=0
- — 2cos?x+cos?x=0 = 3costx=0 —
cos” x
2 X1=90°
- c0s“x=0 > cosx=0 > %y =270°

Al comprobarlas en la ecuacidn inicial, las dos soluciones son vilidas. Luego:
X1 =90°+/e~360°=%+2/e7t

3 con ke”Z
x2=270°+/e~360°=7n+2kn

Lo que podemos expresar como:

x:90°+k-180°:%+kn con ke”Z

26



b) senx (senx—1)=0 — {

c)

d)
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senx=0 = x;=0° x,=180°
senx=1 — x3=90°

Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son vélidas. Luego:
x1=k-360°=2km
xy=180°+k-360°=m+2kn

con ke”Z
x3=90°+/e'360°=%+2/en
O, de otra forma:
xy=kn=k-180°

con ke”Z

x3=§+2kn=90°+k-360°

(x; asi incluye las soluciones x; y x, anteriores)

cosx=0 — x;=90° x,=270°

cos x (2 cos x —3)=0 — cosx=g — x3=30°, x4=330°

Las cuatro soluciones son vélidas. Luego:

51 =90%+ £-360° = Z+ 2k
xy=270°+ k-360°= 2% 4 2k
2 con ke”Z

x3=30°+/e-360°=%+2/e7t

x4=330°+k-360° = 1én+z/m

NoTa: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrian escribirse como una sola de la siguien-
te forma:

x=90°+ k- 180° = %+/€n
2(1—sen?x)+senx=1 — 2—2sen’x+senx=1 — 2sen’* x —senx—1=0 —

1+4/1+8 113_<1_>xl=900

- senx=——""-——=
-1/2 = x,=210°, x3=330°

1
4 4
Las tres soluciones son validas, es decir:
X1 =90°+/e-360°=%+2/e7t

x2:210°+/e~360°:7?n+2/en con kel

x3=330°+k-360°= lé’f +2kn

27
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30 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen(%—x>+cos(%—x>=% b) sen2x—2 cos®> x=0
c) cos2x—3senx+1=0 d)sen(%+x>—«/§senx=0
a) sm%cosx—cos%senx+cos%cosx+sen£senx=%
x1=7'c/3
%co&x—@smx+%msx+§senx=% - %cosx+%cosx=% - cosx=%< —51/3

b)

c)

Comprobamos y vemos que:

xq %:en(K—%>+cos<§—§> 5en<— >+cosO—_—+1=l

I
6 2
Xy —> sm(%—%>+cos<l——>= ( 37>+cos< 4?71>=1—%=%

Son vilidas las dos soluciones. Luego:

x; =2+ 2kn=60°+k-360°
3 con ke”Z

Xy = 53“+2/m 300° + £ - 360°

2senxcosx—2cos>x=0 — 2cos x(senx —cos x)=0 —
cos x=0 — x;=90° x,=270°
sen x =cos x —> x3=45° x4=225°
Comprobamos las soluciones. Todas son vélidas.
X1 :9O°+/e-360°:%+2/e7t

Xy =270°+ k-360°= 3% 4 2k n
2 - con ke”Z

=45°+/e-360°=%+2/e7t

Z225°+£-360° = 54“+2/m

También podriamos expresarlas como:

=90°+£-180°=ZL + b x
2 con ke”Z
=45°+£-180°=L 4 kn

4
cos* x —sen* x —3senx+1=0 = 1—sen* x —sen* x —3senx+1=0 —

> 1-2sen?x—3senx+1=0 — 2sen’*x+3senx—2=0 —

— senx = —3£9+16 _—3+5 =< 1/2 — x,=30°, x,=150°
4 4 -2 — ;Imposible!, pues | sen x|<1

Comprobamos que la dos soluciones son vélidas. Luego:
%1=30°+£-360° = Z + 2

%y =150°+ k- 360° = 567‘ + 2%k

con ke”Z
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d) sen%cwx+c05%senx—«/§5€nx=0 — gcosx+g5mx—«/§smx=0

2 2
gcoxx—§senx=0 — cosx—senx=0 — cosx=senx —> x; =", x2=5—n

4 4

Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son validas. Luego:

X1 =T 2k n=45+Fk-360°

g con ke”Z
Xy = 4TC +2km=225°+k-360°
Podemos agrupar las dos soluciones en: x=%+/€n=45°+/€-180° con ke”Z
31 Resuelve.
a) cos? 2+cosx—%=0 b)tg2%+1=cosx
c)2sen2%+co.¢2x=0 d) 4 sen? x cos* x + 2 cos? x-2 =0
a) M+cosx—%=0 — l+cosx+2cosx—1=0 —
x;=90°
— 3cosx=0 > cosx= 0< _270°

Las dos soluciones son validas. Luego:

x1=90°+/e~360°=%+2/en
con ke”Z
:270+k-360°:37n+2/e7t

Agrupando las soluciones: x=90°+%-180°= % +km con kel

b 1—cos x

+1=cosx = 1—cosx+1+cosx=cosx+cos*x —
1+ cos x

2

— 2=cosx+costx = cos>x+cosx—2=0 —

—> C0S X =

1+4/1+8 _1+3<1—>X 0°

2 —2 — jImposible, pues| cos x <1

Luego: x=4k-360°=2kn con ke”Z
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c) 2-%+mxzx—sen2x=0 — l—cosx+cos®>x—(1—cos* x)=0 —

2

> 1—cosx+cos*x—1+cos>x=0 = 2cos>x—cos x=0 —

cosx=0 — x;=90° x,=270°

= cosx(2eosx=1)=0 > {cosx:l/Z — x3=00° x4=300°

Se comprueba que son vélidas todas. Por tanto:
X1 :90°+/e-360°:%+2/e7t

x2=270°+/e~360°=37n+2kn
con kel

x3=60°+k-360°=%+2/e7'c

x4:300°+/e-360°=57n+2/e7t
Agrupando las soluciones quedaria:
X1 :90°+k-180°:%+/€n

x2:60°+k-360°=%+2/€n +con keZ

x3=300°+k-360°=57n+2k7t

d) 4(1-cos® %) cos® x +2cos? x—2=0 — 4cos* x—4costx+2cos2x—2=0 —

— 4deostx—6costx+2=0 — 2cost x—3costx+1=0

2X=Z - C054X=Zz

Sea cos
Ast:
z1=1 = cosx=+1

272 -3z4+1=0 - z=

3+y9-8 31
4 4 1 2

Zy=5 —> COSX=t—"

2 2

Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son vélidas. Por tanto:
xy=k-360°=2kn
xy=180°+%-360°=m+2kn

x3=45°+/e-360°=£+2/e7'c

4
x4=315°+/e.360°=57”+2/€n con ke”Z
x5:135°+k.360°:5‘4_7f+zk7t
x6=225°+k-360°=74—n+2kn
O, agrupando las soluciones:
x,=k-180°=km

keZ
x2=45°+k-90°=%+k% con K€
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32 Transforma estas ecuaciones en otras equivalentes cuya incégnita sea #gx y resuélvelas:
a) senx+cosx=0

b) sen? x — 23 sen x cos x + 3 cos®> x =0

2

c) sen” x + senxcosx =0

a) Dividimos toda la ecuacién entre cos x:

senx  €oSX _( — tgx+1=0 = tgx=-1 - x=135°+360°- k; x=315°+360°- &
cosx  cosx

b) Dividimos toda la ecuacién entre cos? x:

2 2
senzx_zﬁ senxzcosx+3 coszxzo — 1t x-231gx+3=0 >
cos” x cos” x cos” x

- tgx:@:«/g —> x=60°+360°- &; x = 240° + 360°-

¢) Dividimos toda la ecuacién entre cos?® x:
sen® x _ senx cos x tgx=0
+ =O—>tg2x+tgx=0—>tgx(tgx+l)=0%
2 2 =—1
cos” x cos“x g x

*Sisgx=0 — x=0°+360°-k; x=180°+360°- k
*Sirgx=-1 — x=135+360°- k; x=315"+360°- k

33 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) V3 cos <32—n+x> +cos(x—m) =2

b) cos (%t—x) +senx— {3 cosx=0

c) sen <%+x> +cos<%+x) =1

d) cos (Z—x)- 3 sen(Z—x)=1
(5-%) - B sen (5 -]

3n

a) \/3(COS%COXX—.W}?T.(E?’Zx>+£‘05x€037'£+$€7’lx5€717t=2 -

— J3senx—cosx=2 — Bsenx—Z:cosx
Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

3sentx—43senx+4d=cos®>x — 3sen’*x—4B3senx+4=1—sen*x —

443:0 {3
2

— dsen*x—43senx+3=0 — senx= =

— x=L 421k x=%+2n-k

Ahora debemos comprobar las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al
cuadrado.

x=% - 3-cos(%+%>+co:<%—n>:l¢2 No vale.

_2n . 3n , 2n 2\
x = 3 — V3 co:(z + 3>+cox<3 n) 2 Vale.
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cos7msx+5€n5?ﬂsenx+senx 3cosx=0 > «/gczostr s€§x+5mx— 3cosx=0 —
i %56%36—3\/7 cos x

Dividimos los dos miembros entre cos x:

%tgx—&f = tgx=y3 > x—§+27t k; x—43n+27'c k

senﬂcosx+cos£senx+cosEcosx—sen£senx=1 -

4 4 4 4

ﬁ(cosx+smx+cosx—smx) 1 = 2eosx=-2
2 15
— cosx=—L o x=T 2k x=LT 2k

2 4 FXEg

6‘05%6‘05X+S€7Z%S€7’IX—B(Xﬁn%COJX—COS%SEﬂX>=1 -

%

cos x Bsenx_ «BCOSX_senx _
) B( 2 2 )‘1%

— cosx+y3senx—3cosx+3senx=2 —

- —2cosx+2«/§senx=2 — «/gsmx=1+cosx

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

3sen x=1+2cos x +cos* x — 3—3cos* x=1+2cos x +cos®* x —
= 4deos’x+2c0sx—2=0 = 2cos* x+cosx—1=0 — cosx:_14i3
e Si cosx= % - x=%+2n~/€ - x=5—3n+27'c-k

*Sicosx=-1— x=n+2n-k

Ahora debemos comprobar las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al
cuadrado.

e Si x= % - cos(%—%)—«/g sen(%—;) 1 Vale.

e Si x= 5377: - c05<§ ?)—B'sen(g 53“)- —2=21 No vale.

'Six:n%cos(%—n) V3. 56‘71(3 > 1 Vale.
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34 Resuelve.
a) sen%+cos%= 2
b) cos 3x + cos x = 2 - cos 210° - cos x

c) 4 sen % +cosx=3
a) Aplicamos las férmulas del dngulo mitad:
1—cos x \/1+cosx_
\/ 2 * 2 12
Elevando al cuadrado:

1—cosx+ 1+cosx+2\/1—cosx ‘\/1+cosx _9
2 2 2 2 B

2
1+2\/71“4¢=2 - 1+2<%)=2 — senx=1 = x=90"+360°k

Como hemos elevado al cuadrado debemos comprobar que las soluciones son validas y observamos
que cuando £ es impar, el valor de o que resulta no es solucién de la ecuacién pero cuando 4 es par,

s que lo es.

Por tanto, la solucién es: x = 90° + 720° £

b) Aplicando las férmulas de la suma de cosenos:
2 cos 2x - cosx =2 cos 210° - cos x
Si cos x = 0, la ecuacién se cumple: x =90° + 180° £
Si cos x = 0:
2 cos2x =2 cos 210° — cos 2x = cos 210°
Por tanto:
2x=210°+360° & — x=105°+180° £k
Y como cos 210° = cos 150°:
2x=150°+360° &k — x=75°+180° £
Solucién: x = 90° + 180°% x = 105° + 180° k; x = 75° + 180° £

c) Aplicando la férmula del dngulo medio y restando cos x:

1—cosx _
44/72 =3—cos x

=9+cos’x—6cosx = 8—8cosx—9—cos:x+6cosx=0 —

Ahora elevamos al cuadrado:

16 (1 — cos x)
2
2+J4-4
2
De nuevo, si comprobamos las soluciones, observamos que para valores impares de £, el valor de x
obtenido no es solucién de la ecuacién mientras que para los valores pares si que lo es, por tanto, la

solucién es: x = 180° + 720° k.

— cos*x+2cosx+1=0 — cosx= =—1 — x=180°+360°%
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35 Resuelve transformando en producto.

a) sen 6x — sen 4x =2 - cos 60° - sen x

b) sen 5x + sen 3x = 2 - sen 240° - cos x

a) Por las férmulas de la resta de senos:
2 cos 5x - sen x =2 cos 60° - sen x
Sisen x = 0, la ecuacién se cumple: x=0°+ 180° £
Si sen x = 0, dividimos ambos miembros de la ecuacién por sen x:
2 cos 5x =2 cos 60° — cos 5x = cos 60° — 5x=60°+360°k —> x=12°+72°F
Como cos 60° = cos 300°:
2 c0s 5x =2 cos 60° — 2 cos 5x = 2 cos 300° — cos 5x = cos 300° — 5x =300° + 360° £ —

— x=060°+72°F

Solucién: x=0° + 180 &; x = 12° + 72° b; x = 60° + 72° -

b) Por la férmula de la suma de los senos:
2 sen 4x cos x =2 sen 240° cos x
Si cos x = 0, la ecuacién se cumple: x=90° + 180° £
Si cos x = 0, dividimos ambos miembros de la ecuacién por cos x:
2 sendx =2 sen 240° — sen 4x = sen 240° — 4x = 240° + 360° k£ — x=060° + 60° £
Como sen 240° = sen 300°:
sen 4x = sen 240° — sen 4x = sen 300° — 4x =300°+ 360° £ — x=75°+90° £
Solucién: x = 90° + 180° k; x = 60° + 72° k; x = 75° + 90° £

36 Resuelve.
2 2.1
){x+sen2y=2 ) sen”x +cos"y ==
a
x+cos’y=1 coszx—sen2y=%

* Da las soluciones del intervalo [0°, 360°).
a) De la segunda ecuacién sabemos que x = sen? y.
Sustituyendo en la primera ecuacién: sen? y+sen® y=2 — sen® y=1 — x=1
Por tanto: 1 = senzy — seny=+1 — y=90° y=270°
Soluciones: x=1,y=90% x=1,y=270°
b) Restamos las ecuaciones (1.2 ecuacién — 2.2 ecuacién)
sen® x —cos? x + cos? y+sen* y=0 — sen’ x —cos? x+1=0 — senzx—(l—sen2x>+1=0 —
— 2sen*x=0 = x=0° x=180°

Volviendo a la primera ecuacién:

6052)/:i d co.v}/:iL

2 2

Si cosy:% — y=45°, y=315°

Si cosyz—% — y=135°% y=225°

Soluciones:
x=0°y=45° x=0°%y=135° x=0°%y=315° x=0°%y=225°
x=180°, y = 45° x=180° y=135°  x=180°y=315  x=180° y=225°
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37 Elige la respuesta correcta: «Las soluciones de la ecuacién sen <K -x

[0, 27t) son»:

=-= en el intervalo
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177 237 n . /n 5n 11n
12 ¥ 12 R TIRANT TR
Veamos que la solucién correcta es a).
Para que se cumpla la igualdad dada se tiene que cumplir:
T _,._-T
6 74
n_ 3
6 T4
De la primera igualdad: x=—-"-=2rg - - = 23m
12 12 12
De la segunda igualdad: x =—7 1_n2 =21 — % = %n
Pagina 128
38 En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm. Halla >
el dngulo central que corresponde a ese arco en grados y en radianes. 0%
Como la circunferencia completa (100,53 cm) son 2r 7ad, entonces:
a
100,53 2xn 20-2n
100,53 _ 2n - 1,2
20 0~ %0053 7
0= 300" 1 25-71°37'11"
2n
39 En una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm de longitud 12 =
le corresponde un dngulo de 2,5 radianes. ;Cudl es el radio de esa
circunferencia?
L)
2.5md _12em ) p_ 12 _4gem

lrad =~ Rcm 2,5

40 Halla, en radianes, el dngulo comprendido entre 0 y 2n tal que sus razones trigonométricas

coincidan con las de 197 .

5

Como 19 3,8, el dngulo o dado verifica 2n < 0 < 4w, luego tiene mds de una vuelta completa y

5

menos de dos vueltas.

Si le restamos una vuelta (27) obtendremos el dngulo que nos piden.

Tiene las mismas razones trigonométricas que el dngulo D 5p_9n y 0< I rad <21

5 5 5
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41 Haz una tabla de valores como la de la pdgina 122 para cada una de las siguientes funciones y
represéntalas grificamente en el intervalo [0, 27):

a) y=-senx b) y=1 + sen x c) y=—cosx d)y=1+cosx
Grad (°) rad —sen x 1+ sen x —cos X 1 + cos x
0 0 0 1 -1 2
30 /6 -1/2 3/2 —3/2 1+43/2
45 /4 —\2/2 144272 —2/2 144272
60 /3 -312 1+43/2 -1/2 3/2
90 /2 -1 2 0 1
120 2n/3 -312 1+43/2 1/2 1/2
135 3n/4 272 1+42/2 J212 1-42/2
150 5m/6 -1/2 3/2 {312 1-43/2
180 n 0 1 1 0
210 7rl6 1/2 1/2 V372 1-y3/2
225 Sn/4 V272 1-42/2 V212 1-42/2
240 47/3 V312 1-43/2 1/2 1/2
270 3n/2 1 0 0 1
300 5n/3 V312 1-43/2 -1/2 3/2
315 Tnl4 212 1-42/2 272 1+42/2
330 117/6 1/2 172 372 1+43/2
360 2 0 1 -1 2
27 37
14 == () 5
N 24 4 5 6 o= tesen (9
m 0 > S
ol _14
T ¥ =—cos (x) T
o 29 = Tcos ()
o 17 2 3 4 56 1
- / \ of "1 2 3 4 5 6
14

42 Asocia a cada una de estas funciones su grifica:

a) y=2senx

1 I

/\ 1

b) y = cos 2x

c) y=2cosx d) y = sen 2x

I a) Grafica III.

\ /\ / b) Grafica II.

111

b1 m | 3m 21
2 2 1

3 2
o/ "\ GuficalV.

d) Grifica I.

-2
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43 En un tridngulo ABC conocemos B = 45° y cos A = -1/5. Calcula, sin hallar los 4ngulos 4 y
C, las razones trigonométricas del 4ngulo C.
Calculamos primero las razones trigonométricas de A y de B.
2524 j .24
25 5

1

sen*A+cost A=1 — sen* A+ 25 =1 — sen — senA = yaquezzl\< 180°.

sen B = sen 45° = g, cos B = cos 45° = g
sen C = sen (180° — (A + B)) = sen 180° cos (A + B) — cos 180° sen (A + B) = sen (A + B) =

BB (1) 8 65
5

=S€n121\605§+6‘05121\5€7’l§: D 5 =

2 10
cos C = cos (180° = (A + B)) = cos 180° cos (A + B) + sen 180° sen (A + B) = —cos (A + B) =
= (co,ua cos B — sen A sen E) = —(—%-Q— ‘/274 Q): 443 +42

T 2 2 10

. 4B3-{2
wCosnC 10 4342 _25-446
T T 4B 432 23
10

44Si sen x - cos x = 0,25 comprueba sin utilizar las teclas trigonométricas de la calculadora, que
tgx=2+ J3.

Segiin el enunciado:

senxcosx=114 = senxl—sen*?x=1/4 — sen* x (1 —sen*x) = 1/16 —

— sent x—sen? x +1/16 =0

Obtenemos, por tanto, una ecuacién bicuadrada en la que obtenemos como soluciones:

2-43 2+43

senx =t o bien senx =+
2 2
Si comprobamos las soluciones en la ecuacidn inicial, observamos que solo son validas las soluciones:
) . 2443
sen x = V3 o bien sen x = V3

2 2

Por otra parte, sabemos:

_Senx ___ senx  _ 2
gx= cosx  1/(4 sen x) 4sen” x
—F— 2
Si.ﬂmx=2%«/3 - tgx=4< 2;‘6) =2-43

2
Sismx:2+‘/3 - tgx:4< 2+B> =2+43

45 Demuestra estas igualdades:

a B cos 20 b) sen 3x = 3sen x — 4 sen> x
tg 20, —tg O
o tg o . gol-fa) go(l-gfo) mgo(l-rfo)
g2o—1go  21g 0 2igo—tgo(l-rg?a) o+t o rgo(l+rg® o)

T 5 —tgd
1o ¢
1— sen® o cos® oL—sen’ o
— cos® o _ cos® o _ cos® oL — sen® o
1+ sen® o cos® oL+ sen® 0L cos® o+ sen” o
cos® o cos® o

= cos® oL — sen® 0L = cos 201
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b) sen3x =3 senx —4 sen® x — sen3x —sen x =2 sen x —4 sen® x

Podemos aplicar la férmula de la suma de senos:

2 cos 2x sen x = sen x<2 — 4 sen? x)

Aplicamos la férmula del dngulo doble:

2(6052x—sen2x)senx:senx<2—4sen2x> - senx(2€052x—25m2x—2+45en2x):O -

- 5€nx(2€052x+25m2x—2)=0 -

— senx(2-2)=0 = 0=0

Todos los valores de x son solucién de la igualdad y, por tanto, es cierta.

46 Simplifica.

2) 2 cos (45° + 0) cos (45° — )
cos 20

b) sen o - cos 200 — cos O - sen 20

2) 2 cos (45° + o) cos (45° — 1) _ 2(cos 45° cos O — sen 45° sen o) (cos 45° cos OL + sen 45° sen O) _

cos 20,

cosz o — sen2 o

_2 (cos® 45° cos® o — sen® 45° sen* o) _

_2

c‘os2 o — senz o

[(4/272)? cos* 0. — (y2/2) % sen* o]

cosz o — sen2 o

_ 2.1/2cos* o —2-1/2 sen® o _ cos* o — sen* o -1

b) sen o - cos (20L) — cos O - sen (200)

47 Resuelve estas ecuaciones:

a) Sen 5x + sen3x _
cos x + cos 3x

c) sen 3x — sen x = cos 2x

cos® oL — sen® o cos® oL — sen® o
= sen O (cos® o — sen® Or) — cos OL 2 sen O cos O, =
= sen O, cos® O — sen> OL— 2 sen O cos® OL = —sen> O, — sen OL cos” O =

= —sen O, (sen? oL + cos® Q) = —sen o,

sen3x +senx _ 3
cos 3x — cos x

d) sen 3x — cos 3x = sen x — cos x

5x +3x cos S5x —3x

2
2) s 2 2 -1 253n4xcosx=1 5m4x=1%5€ﬂ(2'zx)=1_>
D) 3x + X 3x —x 2 cos 2x cos x cos 2x cos 2x
cos cos
2 2
%M=l—>25€n2x=l—>sen2x=i—>
cos 2x 2
2X=3O°%x1=15°+k-360°=%+2kﬂ:
2x=150° = x,=75°+k-360°= 2% 4 2 1
12
- con ke”Z

2x=390° — x3:195°+/e-360°:113—2n+2/en

2x=510° — x4:255°+/e-360°:11L2“+2/m

Al comprobar, vemos que todas las soluciones son validas.

3x +x 3x —x

2 s

b sen =20 o5 = -3 — 2sen2xcosx _ cosx __ 1 _ ;3 tgx=_‘6 N X1 150o
9 sop DX+ X 3x —x —2senxsenx —senx 1g x 3 x5 =330
2 sen = sen =

38



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

Ambas soluciones son vélidas, luego:

%y =150°+ £-360°= 2% + 2k

6 con ke”Z
x2:330°+/e-360°=1én+2kn
3x +x 3x—x _
c) 2cos g Sen o= cos 2x

2cos 2x senx =cos 2x —> 2senx=1 — smx:% — x7=30° x,=150°
Comprobando, vemos que las dos soluciones son vilidas. Luego:

x1:30°+/e-360°:%+2/e7t
con ke”Z
x2:150°+/e.360°:%”+2/m

d) sen 3x — sen x =cos 3x —cos x —> 2 cos 2x sen x =—2 sen 2x sen x — (Dividimos entre 2 sen x)

—> cos 2x =—sen2x — M=—l — tg2x=-1—

cos 2x
2x=315° — x;=157,5°+k-360°
2x=135° = x,=067,5"+k-360°
(202675 = x3=337,5°+k-360° [ " k€2
2x=495° — x4=247,5°+k-360°

Podemos comprobar que las cuatro soluciones son vilidas. Agrupdndolas:

x=067,5°+k£-90° con ke”Z

48 a) Demuestra: sen’ (aTﬂi) — sen” (#) = sen O. - sen 3

b) Utiliza el resultado del apartado a) para demostrar:
2(9=B) _ 2 (%P o a.
cos ( > ) cos ( > )—senoc sen [3

a) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego podemos factorizarlo co-
mo una suma por una diferencia:

58258585

=4 ,1—52050(_”1+620$B' /1+€20S0L' 1_;036=«/(1—6‘050()(1+6‘05B)(1+COS(X)(1—6‘0SI3)=

= «/(1 —cos? ) (1= cos® B) = «/smz o - sen® B = sen o sen B
(*) Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

0c+[3+oc—[?>=OC y 0c+[3_0c—[3=l3
2

2 2 2
b) Procedemos de manera andloga al apartado anterior, pero ahora:

o-B o+B_ y 0c—[3_0c_+[3=_[3
2

(ool

2 2 2
= [2 cos & cos %] . [2 sen % sen E

5B e o283
2 2 2 2 2 2

=[2 Cos%cos _—B]-[—2 smgmni
=4 /1+6203(X-4l1+62055- /1_3030(- 1_;055=\/(1—605206)(1—6052B)=\/sen206-s€n2[3=sen0€5€nB

39
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NOTA: También podriamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior como sigue:

AR )i ).
= sen’® (O‘T“LB> — sen® <O(T_B> O cen o1 sen B

(*) Por el apartado anterior.

49 En una circunferencia goniométrica dibujamos los dngulos o y .
Llamamos = o - f3.
a) ;Cudl de estas expresiones es igual a sen y?
L ac + bd IL bc— ad

IIL. ad — be IV.ab + cd
b) ;Alguna de ellas es igual a cosy?

a) senY = sen (0L — ) = sen o cos B — cos O sen B = bec — ad (11)

b) cosy = cos (0t — ) = cos O cos B + sen oL sen B = bd + ac ()

50 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al primer cuadrante:

a) x+y=120° b sen x +cos y=1
senx—seny=% x+y=90°
9 sen2x+coszy=1 d senx+cos y=1
coszx—sen2y=1 4 sen x cos y=1
a) De la segunda ecuacién: 2 cos X)X =YL
2 2 2
Como:
x+y=120° — 2 cos 60° sen x;y :% - 2-%5@7’1 x;y =% -

— sen x;y:% - x;y:300 — x—y=00°
Asi: x+y=120°
x—y= 60°
2x =180° = x=90° — y=30°
Luego la solucién es (90°, 30°)

b) x + y=90° — complementarios — sen x = cosy

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema:
cos y+cos y=1 — 2cos y=1 = cosy:% — y=60° = x=90°- y=90°-60°=30°
Luego la solucién es: (30°, 60°)

cos> y=1—sen® y

cos® x=1—sen’x

¢) Como {

El sistema queda:

2

sen® x +1—sen” y=1 sen* x —sen” y=0
-
—sen® x —sen® y=0

1—sen2x—5m2y=1

—2S€7’12_j/=0 — seny=0 — y=0°
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Sustituyendo en la segunda ecuacién (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:
cosx=1— x=0°

cos?x—0=1 - cos’x=1=
cos x=—1 — x=180°€ 2.° cuadrante

Luego la solucién es: (0°, 0°)

d) senx +cos y=1
cos y=1—senx

4 sen x cos y=1

b4senx(l—senx)=1 — 4dsen*x—4senx+1=0 — senx= 430 1 cos y=1-

8 2

1_1
2 2

Luego, la solucién es: (30°, 60°).

51 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones en el intervalo [0, 27):

cos x + cosy =—1/2 x+y=ml2
a) b)
cos x cosy =—1/2 Y3cosx—cosy=1
sen(x—y)=1/2 4 sen x + cosy =1/2
cos(x+y) =0 cosec x + sec y =—1
a) _ 1 1
C0§x+€05)/——5 fgs}/:___cosx
cosx.cosy:_% cosx(—%—cosx>=—% - —%cosx—coszxz—% — cosx+2cos?x=1
-1-3 _ 4
2cos* x+cosx—1=0 — coxx:ﬂ: 4
4 -1+3 _ 1
4 2
*Si cosx=-1 = x=m
1 1 y=nl3
cos y=———(-1)==
7772 2 <y=5n/3
_T 1 _1__ _
‘ 1<x—3%cox)/— 5 2—1—>y—7t
e Si cosx:i
x=53—7-c - cosy:—%—%:—l — y==n
Soluciones: (n, %), <7‘C, %), (%, n), <53—7t, n)
b) y:%—x

Bcosx—cos(%—x):l — Bcosx—cos%cosx—sen%smx=1 — Bcosx:senx+l

Elevamos al cuadrado:

3costx=sen*x+2senx+1 = 3(1—sen®x)=sen’* x+2senx+1 — 4dsen®*x+2senx—2=0 —

— 2sen’x+senx—1=0 — senx:%
e Si senxz% - x=%, x=5—6n
oy, T _m_T (ﬂ)ﬂ) le.
T TV 673 Ve )
X:% — y:%—%:—% no puede ser porque no estd en el intervalo dado.
*Si senx=—1— xz%t — y:%—%{z—n tampoco es posible por el mismo motivo.
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¢) De la primera ecuacién tenemos:
x—y=30 obien x— y=150
De la segunda ecuacién tenemos:
x+y=90 obien x+y=270
Tenemos que resolver 4 sistemas de ecuaciones:
x—y=30
x+y=90
Sumando las dos ecuaciones: 2x=120 — x=60 — y=30
x—y=150
x+y=90

Sumando las dos ecuaciones: 2x=240 — x=120 — y=330
x—y=30
x+y=270
Sumando las dos ecuaciones: 2x=300 — x=150 — y=120
x—y=150
x+y=270

Sumando las dos ecuaciones: 2x =420 — x=210 — y=060
Soluciones: x; = 60°, y; = 30% x, = 120° y, = 330°% x3 = 150°, y3 = 120°% x4 = 210°, y4 = 60°

d) De la primera ecuacién tenemos que sen x = % —cos y, y sustituimos en la segunda ecuacién:

1
cosy+o —cosy

1 1 =—1 -

+ =1 -
senx  cosy

cosec x +sec y=—1 —

(% — cos y) cos y

1

- coszy—?cosy—%zo —> cos y=1 o bien cos y=—1/2

Sicosy=1 = y=0
Sicosy=-1/12 — y, =120, y, = 240

. - 1
Volvemos a la primera ecuacién: sen x = o —cosy

Sicosy=1 — senx=-1/2 — x; =330, x, = 210
Sicosy=-1/12 = senx=1 — x=90
Soluciones: x; = 330°, y; = 0% x,=210° 3, = 0% x3 =90 y;3 = 120°% x4 = 90°, y4 = 240°

52 Halla los valores de 0. y B paralos que se cumple la igualdad sen (ot + B) = 2 sen o cos 3.
Como sen (0t + B) = sen O cos B + cos 0L sen B, sen (0L + B) = 2sen oL cos B —
— sen O cos B+ cos O sen B =2 sen O cos B — cos O sen B = sen o cos B

Esta relacién es cierta, obviamente si o = [3.

sen O, _ 56’”5

Por otro lado, dividiendo entre cos 0 cos B se tiene que R
cos oL cos B

luego los dngulos o y B
deben tener la misma tangente.

Esto ocurre cuando P = o + 180° - £ por la periodicidad de la funcién y = zgx.

Si cos 0. =0 entonces 0 =sen 0 cos — cosP =0 yaque sen o =+1.

Por tanto, la relacién también es ciertasi o y [ son simultineamente de la forma 90° + 360° - 2 o

270° + 360° - £.
En resumen, se verifica la igualdad cuando P = o+ 180° - 4.
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in desarrollar las razones trigonométricas de la suma o de la diferencia de dngulos, averigua
53 Sin d llar 1 trig &t del de la dife de 4 g
para qué valores de x se verifica cada una de estas igualdades:

a) sen 2x — sen (x — 60°) = 0

b) cos (2x + 60°) — cos (x — 45°) = 0
¢) cos (2x — 30°) — cos (x + 45°) = 0
a) sen2x —sen(x—60°)=0 —

— 2 cos 2x+xz— 60° sen 2x—(xz— 60%) =0 — cos 3x—260° sen x+260° =0

3’6%60:90" — x=80°+360° k

e Si COS&C—TGO":O -

%6002270" — x=200°+360°k

Si sumamos 360° encontramos otra solucidn: &C_TGOO =90°+360° — x=320°+360°- 4

] "Eﬂw" — x=300°+360°- £
.X'+260 =0%

%600=180° — x=300°+360°- &

e Si sen

b) cos 2x + 60°) — cos (x — 45°)=0 —

2x+60°2+x—45° sen 2x+60°;(x—45°) 0 — sen 3x;15° sen x+;05° -0

— 2 sen

] SX+T15°:0°—>9¢:355°+360°-/€
%zo N

wzlso" — x=115°+360°- &

e Si sen

Si sumamos 360° encontramos otra solucién: w =0°+360° = x=235°+360°-£

24105° g0 5 v - 255943604
x+105° 2
2

e Si sen =0 —> s
%:180" — x=255°+360°- &

c) cos (2x —30°) —cos (x +45°)=0 —

— =2 sen 2x—30°2+x+45° sen 2x—30°;(x+45°) =0 — sen 3x;15° sen x—275° =0

] 3’C+TW=0° = x=355°+360°- &
39(’-515 =0_>

3’”TIS"=180° — x=115°+360°- %

e Si sen

Si sumamos 360° encontramos otra solucién: Sx+15° 0+360° = x=235°+360°-£

X=75" _(° 5 x=75°4360°k
750 H 2

e Si xenx_T=0 o
%:180" — x=75°+360°-k
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Pagina 129

Cuestiones tedricas

54 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.

a) Las grificas de las funciones y = cos (x + %) y de y = sen x son iguales.

b) La gréfica de la funcién y = cos(x + 7) es igual que la de y = —cos x.
) Al duplicarse un dngulo su tangente también se duplica.

d) La ecuacién sec x =2 no tiene solucién.

. 1 . . . .
e) La ecuacién sen 3x = - tiene seis soluciones en el intervalo [0, 27).

a) Falso.
T

Veamos que son distintos, por ejemplo, en x = e

LTI %) W Q
cos ( R ) ==
x)__ 2
sen ( 4) =
b) Verdadero, porque el signo del coseno cambia cada 180°.
c) Falso, la férmula del éngulo doble nos dice que no se cumple zg200=21¢ a..

d) Falso, ya que tiene por ejemplo % es solucién:

=2

sec (%) = 2£> =
cos|3
e) Verdadero.
Sabemos que sen <3x> =— % — 3x=210°+360°% o x=330°+360°%

—x=70°+120°%k o x=110°+120°F
Por tanto, las soluciones del intervalo [0, 360°) son:
x=70°%x=110°%x=190° x = 230°, x = 310°, x = 330°

Es decir, la ecuacidn tiene seis soluciones en el intervalo [0, 360°).

55 ;En qué puntos del intervalo [0, 47] corta al eje X cada una de las siguientes funciones?:

a) y=cos§ b)y = sen (x — =) ©)y=cos (x + m)
Los puntos de corte con el eje X son aquellos para los que y = 0.
(x—m=—7 = x=0
lzlﬁx:n x—n=0 > x=71
a) cosX=0 > 22 b) sen(x —m)=0 = Jx—m=n1 = x=2n
2 x_3n — x=3n
2" - x—m=2n = x=3n
lx—m=3n = x=4n
_3n -
X+m== - x 5
xem=2 5 o3
2 2
c) y=cos(x+m)=0 = 1 - 5
/T - 2T
X+m== - x 3
_In _/n
X+m= 5 — X 5
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56 ;Qué relacién existe entre las graficas de y = sen x e y = cos x y la de cada una de las funciones
siguientes?:

a)y=sen<x+%> b)y:cos<x+%> 9] y=cos<%—x> d)y:sen(%—x)

La relacién que existe es que la grafica de la funcidén y = cos x estd desplazada horizontalmente hacia

la izquierda % unidades respecto de sen x.

a) Coincide con la gréfica de la funcién y = cos x.
b) Es la grafica de la funcién y = —sen x.

¢) Coincide con la gréfica de la funcién y = sen x.
d) Coincide con la gréfica de la funcién y = cos x.

(Ademds de comprobarse mediante la representacién grifica, puede probarse ficilmente usando las
férmulas de las razones trigonométricas de la suma o diferencia de dngulos).

Para profundizar

57 Resuelve las siguientes inecuaciones:

3

a) cosx < ——5" b) 2senx+1>0
a) cosx = —73 - x=5?n, x=%
Por tanto, la solucién es: x € (5_71) ﬁ)
6’ 6
b) Resolvemos 2senx+1=0 — x= %, X:LGTc =—%
Por tanto, la solucidn es: x € (—%, %)

58 Demuestra que si 0. + 3 + Y= 180°, se verifica: zgo + tg + tgy=1g-1gB - 2gy

1g180°—zg (0+PB)
1+2¢180°-2g (0+ )

tgo+tgB+tgy=te +1g P+2g(180°— (o +P))=tg o+ B +

rwo+rtgP  wo+rrgP-ragP-rgoP-tgo-rgp

=tgo+tgP—tg(0+P)=tgo+1g B - 1

—tgotg P l-rgozg B
o B-rgorg’P ~tgo—1gP ~ B
= g0 P ‘%Q@BTjgagﬁ‘@a@B[@w+mL

tgotg Prg(180°—(o+PB))=tgotg Brgy

59 Prueba si existe algtn tridngulo isésceles en el que el coseno del dngulo distinto sea igual a la
suma de los cosenos de los dngulos iguales.

Sillamamos x a cada uno de los dngulos iguales, entonces el dngulo desigual es 180° — 2x.

Se trata de ver si la siguiente ecuacién tiene solucién: cos (180° — 2x) = 2 cos x

Veiamoslo:
cos 180° cos 2x + sen 180° sen 2x =2 cos x —> —cos 2x=2cos x —> —cos® x +sen* x=2cos x —
— —cos’x+1—cos®?x=2cosx — 2cos>x+2cosx—1=0 —
2+412 1%
—> (C0S X = = B

4 2

Si cosx= % — x=68°31'45" tiene cada uno de los dngulos iguales y el dngulo desigual tiene
180°—2-68°31'45" = 42°56' 30"
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cos x = <—1 que no es posible porque el coseno de un dngulo no puede ser menor que —1.

-3-1
2

Luego no existe ningan tridngulo con esas condiciones.

60 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones en el intervalo [0, 27):

2 sen x +sen y=43/2 b) sen x - cos y=1/4
sen2x+sen2y=3/4 cos x - sen y =1/4
a) Elevamos al cuadrado la primera ecuacién:
sen2x+256nx5€ny+5m2}/:% — 2smxsmy+%:% — senx sen y=0
Si senx=0 - x=0, x=n
Ademys, _B L, o2n
emds, sen y = y=3 V=7
Sustituimos en el sistema para comprobarlas porque pueden aparecer soluciones falsas al elevar al
cuadrado.
(0.3 (0.2 (3 (v 51 vaten
Siseny=0 = y=0, y==n
Ademis, _3 L o2
demds, sen x 5 - x 3 x 3
Sustituimos en el sistema para comprobarlas porque pueden aparecer soluciones falsas al elevar al

cuadrado.
(%) O)’ (%) TE)) (23_7'5) 0); (23_7-[, TC) Valen.

b) Elevamos al cuadrado la primera ecuacién y sustituimos en la segunda:

s€n2x6032y=%6 — coszy=Tlnzx
coszxsen2y=i—)coszx(l—cos2y)=iécoszx -1 )L
16 16 16 sen® x) 16
—)(1—387’12)6)<1—1>= 1 —)1—;_56n2x+i=iﬁ
16 sen® x) 16 16 sen? x 16 16
- 1—+—sen2x=0 — 16sen®>x—1-16senx=0 —
16 sen? x
— 16sen x—16sen’x+1=0 — sen’x= 16+4192 = 2:43
32 4
* Si senx= M=—“‘2+‘/3_>€05),= 1 =«/8—«/§
4 2 2+43 4
4. 5

x=75% x=105° y=75° y=1285°

Ahora comprobamos las soluciones porque al elevar al cuadrado pueden aparecer resultados
falsos:

(75°,75°) — Vale.
(75°,285°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.

(105°,75°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(105°, 285°) — Vale.
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2+«/§=_«/2+«/§ 1 V642

* Si senx=— — cos y=— =—
x=285°, x=255° y=105° y=255° 2
Ahora comprobamos las soluciones porque al elevar al cuadrado pueden aparecer resultados
falsos:

(285°,105°) — Vale.
(285°,255°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(255°,105°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(255°,255°) — Vale.

61 Demuestra que:
21g (x/2) b) cos x - 1-1tg? (x/2)
1+1g° (x/2) 1+1g° (x/2)

a) sen x =

a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:

Qg X o [L=cosx [1—cosx
) _ l+cosx _ 2 1+ cos x _
X 1—cosx l+cosx+1—cosx
1+th b Treosx 1+ cos x 1+cos x

5 [1—cos x
1+ cos x

_ N l+eosx _(g 1—cosx _
2 =1+ cos x) 1+ cos x
1+cos x
\/(1+c05 )21 €oSX _ J(1+ cos x) (1 cos x) = V1= cos? x = sen? x = sen x
cos x

1—t2 % (_l-cosx l+cosx—l+cosx

b) Lz l+cosx _ 1+ cos x _2cosx
122 % l—cosx 1+cosx+1—cosx 2
" T 1+ cos x 1+ cos x

=C0s X

62 Demuestra que, en la siguiente figura, o0 =3 +y:

/(/Ba

Supongamos que los cuadrados tienen lado /

Por una parte,

_ L
tgoc—ll

Por otro lado,

L, L5
wBrwy _ 21"31 _ 6 4

T-wByy | L 1 1

2/ 3l 6

Asi, oo y B+ 7y son dos dngulos comprendidos entre 0° y 90° cuyas tangentes coinciden. Por tanto,
los 4ngulos tienen que ser iguales, es decir, o.=f + Y.

ig(B+y)=
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AUTOEVALUACIGN

v

Pagina 129

1 Expresa los radianes en grados y viceversa.
a) 3?” rad b) 1,4 rad o) 140°
a) 108° b) 80° 13’ c) 7n/9

2 ;Cuédnto mide el arco correspondiente a un dngulo de 0,75 radianes en una circunferencia de
12 cm de didmetro?

Aplicamos la férmula de la longitud de un arco:

L = radio - o(rad) = 6-0,75 = 4,5

3 Si cosOL:—% y o <, halla:
T o T _
a) sen O b) 003(3 +0L> o 1g > d) sen (6 0()
a) sen’OL+cost =1 — :enz(x+1—16=1 — senzaz% — senazg ya que el dngulo estd en el
2.° cuadrante.
o) n® _1(_1)_ 43 415 3)5-1
b) COS<3+OC>—L‘0§ cos O 56;1356710(-2 ( 4> 24T 5

J15 o

9] tg%: =—3 porque & <%

B35
2 4

d) sen(l—oc>=senlcosOc—cosﬂsenoc:l(—l)— = g

6 6 6 2\ 4

4 Demuestra cada una de estas igualdades:
21z 0
1-1g% o

b) sen (0. + B) - sen (0. — B) = sen® o — sen® B

a) tg20. =

2sen 0L cos L
2) 1g20.= sen 200 _ _2sen OLcos O _ cos” o - 2ig o
cos 20.  cos? oL — sen” o |_sen’o 1= o
cos® o,

b) sen (ot + B)- sen (o0 — B) = (sen o cos B + cos o sen B) (sen o cos B — cos o sen B) =
= sen® oL cos® B — cos® o sen® B = sen’ o (1 - sen? B) — (1 — sen® o) sen’ P =

= sen’ oL — sen’ oL sen’ B — sen® B + sen® o sen? B = sen® oL — sen® B
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5 Resuelve.

a) cos 2x — cos (%+x> =1 b) 2 g x cos

2 X
~ —senx=1
2

a) cos2x—cos(%+x>=1

cos® x —sen®* x —(—senx)=1 — l—sen®* x —sen* x +sen x —1=0 —

senx=0 — x=0° x=180°

senxz% — x=30° x=150°

— 2sen’x+senx=0 — senx(-2senx+1)=0

Soluciones:
x1=360°-/€; x2=180°+360°-/€; x3=30°+360°-/€; X4=150°+360°-k, con ke Z

b) 2l‘gx6052%—senx=1 - 2tgxw

—senx=1— tgx+tgxcosx—senx=1 —
x1=45°+360°- £

senx — - - 7
= gx+ wacosx senx=1— tgx 1< 3y = 225°+360° £ con ke Z

sen S5Sx — sen 3x
€os 5x + cos 3x

6 a) Simplifica:

b) Resuelve: sen 5x — sen3x cotg x
cos 5x + cos 3x

a) Aplicando las férmulas de suma y resta de seno y coseno:

sen5x —sen3x _ 2 cos 4x sen x _ sen x —rgx
cos 5x +cos 3x 2 cos 4xcos x  cos x

senx 1 _po > glo=1 - o=+l

b) Tenemos que resolver corg x =
cos x g o

x, = 45° + 180° k
xy = 135°+ 180° &

7 Asocia a esta grifica una de las siguientes expresiones y di cudl es su periodo:

T 21 3n 4
-1

sen x b) y = sen 2x ) y=sen®

2 2

La funcién representada es de periodo 4n y se corresponde con la del apartado c).

a)y=

Podemos comprobarlo estudiando algunos puntos. Por ejemplo:
= - = i = 1

X=m = y=sen>

x=2n — yzsen%zsmnzo

x=3n — y=5€n37n=—1

x=4n — y:sen%:ngn: 0
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8 Resuelve dando las soluciones en el intervalo [0°, 360°).

senx +sen y=312 sen 3x +sen y=3/2
a) b) 3x-y 3

sen x sen y=1/2 cos — = =1—

2 2
a) Aislamos sez x en la primera ecuacién y sustituimos en la segunda:
3 /9
222

3 1 25V4 1

2 -1 - -1 L

<2 5671)/)&671)/ 5 —> seny ) —> seny o sen y 5

Si sen y=1 — 5enx=%— - = x=30, y=90 obien x=150, y= 90

Sisen y=1/2 — sen x:%—%:l — x=90, y=30 o bien x=90, y=150

Solucién del sistema:

x; =30° + 360°, y; =90° + 360° £

xy = 150° + 360° &, y, = 90° + 360°

x3=90°+ 360° &, y3 =30°+ 360° £k

x4 =90° + 360° &, y4=150°+ 360° k
b) Para resolver el sistema, aplicaremos las férmulas de suma de senos a la primera ecuacién:
3x+y cos 3x—y

2 2
Ahora podemos sustituir la segunda ecuacién en la primera:

=3/2

sen 3x + sen y = 2sen

3x+y 3 3 3x+y |3 3x+y o . 3x+y
256’”7.7_? —>senT-7—>T-60 o bien 3 =120° (*)
SELITE SN I

3x — — _
Y de la segunda ecuacién: cos ( 5 )’) =3/2 - 33627y=30° o bien sz J =330° (**)

Combinamos (*) y (**) para encontrar sus soluciones:

3x+y
=60
2 Solucién: x =30°, y=30°
3x—y _30
2
3x+y
=60
3 2 Solucién: x=130°, y=-270°=90°
x—y
3 =330
3x+y
=120
2 Solucién: x = 50°, y=90°
3x—y _30
2
3x+y
=120
2 Solucién: x = 150°, y=-210°=150°
X2 339
2

x, = 30° + 360° b, y,= 30° + 360° &

%y = 130° + 360° &, 3, = 90° + 360° k
x3=50° + 360° b, y3 = 90° + 360° &
x4 = 150° + 360° b, 34 = 150° + 360° k
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