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LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS
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Resuelve

A través de una lupa

El aumento A producido por cierta lupa viene dado por la siguien-
te ecuacioén:

2
2-d

donde d es la distancia (en decimetros) entre el objeto que quere-
mos observar y la lupa.

A:

Si acercamos el objeto a la lupa hasta tocarla (4 = 0), su tamaio se
mantiene igual. Esto, en términos de limites, se escribe asi:

lim A=1
d—0

:Cémo se escribiria lo siguiente en términos de limites?

a) Si acercamos el objeto a 2 dm, aproximadamente, se hace mds y més grande. Ademds, el objeto se
vera al derecho si d <2, o invertido, si 4> 2.

lim A=... lim A=...
d—2" d—-2*

b) Si alejamos la lupa del objeto, este se ve cada vez mds pequeio.

lim A-=...

— 400

a) lim A=+
d—2"

Ruido y silencio

Si acercamos la oreja a un foco de sonido, este se hace inso-
120 . . . ,
portable. Si la alejamos mucho, deja de oirse. Traduce es-
100 tos hechos a limites, llamando I a la intensidad del sonido
80 (en decibelios) y d ala distancia (en metros) a la que nos
60 colocamos del foco emisor:
40 lim I-=... lim I-=...
d—0 d — 10
20
1 o) 2 A <
lim I = +oo lim I=0

d—’O d—>+oo
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1 Di el limite cuando x — +oo de las siguientes funciones:

a)

£ ) A
=J3

71 I

a) xé{;zzwﬁ (x) =—o b) xél:ifloo Hx)==3 ¢ xé{{rnm fx) =+ d) xé{@m f4(x) no existe.
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1 Di el valor del limite cuando x — +oo de las siguientes funciones:
a) flx) =2 +3x+5 b) flx) = 5x% + 7x
) flx) = x—3«* d) flx) = 37
e flx =—L2 f)f(x)—x
x
a) —oo b) +co
c) —oo d) o
C) 0 f) —00

Como xl—{’zloo (¥ —200x?) = +c0, halla un valor de x para el cual sea x> —200x > 1000000.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800000 000.

=0, halla un valor de x para el cual sea 1 < 0,0001.
—-10x x? -10x

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,00000T.

Como Ulim
X — +00 2
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4 Calcula lim_f(x) y representa sus ramas.

a) fx) = 3% b) f(x) = % d flo) = - % d) f®) =325

) 0 b) 0 00 d) +oo
/}

Calcula lim f(x) y representa sus ramas.

D=L w23 g -

a) —oo C) +oo d) -1

e
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1 Indica el limite cuando x — —co de las siguientes funciones:

a)
f 1)

2

a) x@@w fix) = —o0 b) xii{nw Hx) =1 19) x[i’”lo (%) = +e0 d) xéi(nw f4(x) = no existe
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1 Halla los limites cuando x — —c0 y cuando x — +co de las funciones siguientes:
a) flx) = 257 + 7x? b) f(x) = 3x% —7x o) flx) =10*
d) f(x) = V5x -8 e) flx) = {222 +1 f) flx) =-5*
a) xé’i (=2x3 + 7x?) = xi{(nw —2x3 = oo

lim (2x3+7x%) = lim -2x3=-o
X — 400 X — oo

b) x/_@m (Bxt = 7x) = xéz’r_nm 3x% = 4oo
lim (Bx*—7x)= lim 3x*=+oo
X — +oo X — +o0o
) xl_z]zo 10°=0

1

Ya que para x =—10, 10710 = 010

=0,00000000001 y andlogamente ocurrirfa para valores nega-

tivos de x menores que —10.
De forma similar a la anterior, podemos comprobar que  /im  10* = +oo.
X — +o0

> 8
5

d) El limite cuando x tiende a —oo no tiene sentido porque la funcién estd definida para x

lim 5x—8 = lim 45x = +co porque el radicando tiende a +co.
X — 400 X — +oo

e) No tiene sentido calcular ninguno de los dos limites porque el dominio de definicién de la funcién

. 2 2
es el intervalo [— ERERt
D i, -0

Ya que para x =-10, —5710 = —ﬁ =-0,0000001024 y andlogamente ocurriria para valores ne-

gativos de x menores que —10.

lim -5° = -
X — o0

x=10,-5'0=-9765625; para valores mayores de x, —5* es todavia menor.

El valor se va haciendo menor a medida que crece x.

2 Halla los limites cuando x — —c y cuando x — +oo de las funciones siguientes:

2 f6) = B-x b fl) = 13
= _ 5x%-10
9 ) = x*+3 4 fl = 3x3 +10x2

a) lim 3—x = lim y-x = +co porque el radicando tiende a +co.
El limite cuando x tiende a +eo no tiene sentido porque la funcién estd definida solo cuando x < 3.

2 2
b) lim % = lim X = hm L -0

Términos de mayor grado.



2
lim +3 _ lim X = lm L -0
X — +oo —X J/ X — +0oo —x X =400 _x

Términos de mayor grado.
) 43 ,
o lim =X = lim = = lim —x=+oo
X — —0 x +3 \Lx—>—oo 5 X — —o0

Términos de mayor grado.

Términos de mayor grado.

3 3
&) lim 2X2=10 g X g, S
x==0 353 1 10x2 157 3x x—=-0 3

Términos de mayor grado.
5x% =10 5% 5

= lim ==~ = [im ==

xl;«;—noo 3x3+10x2 \Lx—>+oo 3.%‘3 X—+c0 3 - 3

Términos de mayor grado.
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1 Comprueba que lz'nlz (711)2 =+ dando a x valores menores que 1, cada vez més préximos
x—1" (X —
a 1, como, por ejemplo, 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...
¥=09 - — 1 _100
0,9-1)*
x=0,99 - ——L1 10000
(0,99-1)
x=0,999 - —L — -1000000
(0,999-1)
¥=0,9999 — ——L___100000000
(0,9999-1)2
x=0,99..99 —» L _100...0
- veces (0,99...9-1) 27 - veces
Luego /lim = 400

=17 (x—1)2

2 Comprueba, dando valores a la variable x, las siguientes igualdades:

a) lim =—00 b) lim (x*+5)=6
x—1" x—1 x—1"
1
=0, =-10
a) x 9 — 091
1
=0, =-100
¥=09 = 5597
1
=099 » ———— =-1000
x 0,999 1
_ 1 _
¥=09.:2 2 o991 - Wl
n - veces
L li 1 _
wgo lim 75

b) x=0,9 = (0,9)?+5=5,81
x=0,99 = (0,99)? +5 =5,9801
x=0,999 — (0,999)? + 5 = 5,998001
x=0,9999 — (0,9999)% + 5 = 5,99980001
Luego xlinlz_ x?+5)=6
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Ejercicios
* Comprueba que

lim 1
x—1% (x—1)2

lim —1_ -
xinli* x-1

lz’nlz+ @?+5)=6

= 400

+00

dando a x los valores: 2; 1,5; 1,1; 1,01; 1,001; 1,0001; ...

° [’ 1 -

X1t (x—1)2

x=2 > 1 =1
2-1)?

1
=15 > —— =4
¥ (1,5-1)°

x=11—> —L1 __100
(1,1-1)?

x=101 - — 1 _10000
(1,01-1)2

x=1,000 > — L  _1000000
(1,001-1)2

x=1,0001 — %: 100000000
(1,0001—1)

1

Luego /im =+
5 x=1" (x—1)2

e [im
x—1* x—1

= 400

- 1 _
x=1,01 — 1011 100

- 1 -
x=1,001 = 10011 1000

p— 71 =
%= 1,0001 = o = 10000

L I
o o

= 400

lz'nl'z+ (x*+5)=6

x=2 = (22+5=9

x=15 = (1,52%+5=7.25

x=11 - (1,1)2+5=6,21

x=1,01 = (1,01)? + 5 = 6,0201
x=1,001 = (1,001)? + 5 = 6,002001
x=1,0001 — (1,0001)2 + 5 = 6,00020001
Luego x[£7}11+ (x*+5)=6
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3 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos donde no es continua. Indica cudles
son esos puntos y qué tipo de discontinuidad presenta:

_x+2 _x*-3«x
a) y= x_3 b) y x
x*-3 3 sixz4
= d =
)y x )y {1 si x=4

a) Rama infinita en x =3 (asintota vertical).
b) Discontinuidad evitable en x =0 (le falta ese punto).
¢) Rama infinitaen x =0 (asintota vertical).

d) Discontinuidad de salto finito en x = 4.

4 Explica por qué son continuas las siguientes funciones y determina el intervalo en el que estin

definidas:

a) y=x2-5 b)y=4y5-x

3x—4 si x<3 x si 0<sx<2
) y= . dy= .

x+2 six23 2 si2<x<5

a) Estd definida y es continua en todo IR, por ser una funcién polinémica.
b) Estd definida y es continua en (- o, 5].

Las funciones dadas mediante una expresién analitica sencilla (las que conocemos) son continuas
donde estdn definidas.

c) Estd definida en todo IR. Es continua, también, en todo IR. El tnico punto en que se duda es el
3: las dos ramas toman el mismo valor para x = 3:

3.3-4=9-4=5 3+2=5
Por tanto, las dos ramas empalman en el punto (3, 5). La funcién es también continua en x = 3.

d) También las dos ramas empalman en el punto (2, 2). Por tanto, la funcién es continua en el inter-
valo en el que estd definida: [0, 5).

5 Halla m para que esta funcién sea continua en todo R:
_ {xz -5 six<3
mx+10 si x23
y es continua en (—oo, 3) U (3, +o0) por serlo las funciones fi(x) = x> =5 y f(x) = mx + 10.
Hemos de procurar, pues, que también lo sea en el punto de empalme, x = 3.
I y= )= 54
x1£7751+ y=f(3)=3m+10

4=3m+10 = 3m=4-10 = 3m=-6 — m:? — m==2.

Para que y sea continua en x = 3, ha de ser m = -2.

6 Calcula m y n paraque f sea continua en todo R:

2x+3 si x<0
y= emx+n si 0sx<6
45 — x* si x>6

y es continua en (—e0, 0) U (0, 6) U (6, +o0) por serlo las funciones fi(x) = 2x + 3, f(x) = X+ mx+n
Y ) 45 - 2.
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Hemos de procurar, pues, que también lo sea en los puntos de empalme.
*x=0
[1(0)=3| lim y=3
x—0 3=n
£(0)=n /z'ng+ y=n
X —

Para que y sea continuaen x=0 hadeser 7= 3.

e x=06
£(6)=36+6m+3 xling_ y=6m+39 30
£(6)=45-36-9 x[i7’61+ y=9 }6m+39=9 — 6m=-30 — m=—=r = m=-=5.

Si m=-5y n=3, entonces f(x) es continua en todo R.

7 Calcula p y q para que f sea continua en R:

. =4
px+2  six<2 L2, ]

(x) = 14 si 2<x<5 y=extq
f 7V =|px + 2 o\

|
f(x) es continua en (—oo0, 2) U (2, 5) U (5, +o0) por serlo las funciones fi(x) = px + 2, fH(x) =4 y
) = —%x +q.

—%x+q si x>5

Hemos de procurar, pues, que también lo sea en los puntos de empalme.

e x=2
f1(2)=2p+2 x/i'ﬂ;_ fx)=2p+2
£H(2)=4 x/inzz flx)=4 }2p+2:4 — 2p=20 - p=1.
Para que f(x) sea continuaen x=2 hadeser p=1.
e x=5
H(5)=4 x@rg_ flx)=4
£05)=-1+q x/irgg f(x)=—1+q}4=_l +9 = q=>5.

Si p=11y g=5, entonces f(x) es continua en todo RR.

10
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1 Calcula razonadamente el valor de los siguientes limites:

a) lz'né o b) lz'n% (cos x 1) ©) lz’m2 Vx*=3x+5
2) _% b) 0 9 V3
Pagina 277

d) xéiral log,o x

d) -1

2 Calcula »n para para que exista el limite en x=-1.

n—x3
£ {

si x<-1
2x+4 si x>-1

Para que f'(x) tenga limite en x = —1 ha de cumplirse /z'm1 fl)= [z’m1 . flx).
x—— x——

/z'ml )= Zz’ml fi(®) = fi(=1) = n— (~1)? pues £, (x) es continua en todo R y, por tanto /i'r;fl fi %)

coincide con fi(~1).

fiED =n+ 1.

lz’ml+f(x)= [z’7n1+ fH(x) = f(=1) =2 (=1) + 4 = 2 pues f5(~1) es continua en todo R y, por tanto

/z’n;zl /> (x) coincide con f5(-1).

Ha de cumplirse, pues, n+1=2 — n=1.
Para 7 = 1, f(x) tiene limite en —1 y vale 2:

[z’n_al flo)=2.

3 Calcula % para que esta funcién tenga limite en x = 3:

X -2x+k si x<3

S = {7 si x>3

Halla su limiteen x=0 yen x=11.

Para que f'(x) tenga limite en x = 3 ha de cumplirse lz’n;zi flx)= 11’7}31+ flx).

11'7731_ flx)= lz’rgz_ﬁ(x) =3°—-2.34+k=27-6+k=Fk+21 pues f,(x) es continua en todo R y, por

tanto lz;m3 /i (x) coincide con f;(3).
xliﬂai f(96)=xli'7731+ L&) =H03)=7

Ha de cumplirse, pues, #+21 =7 — k=-14.
Para k = —14, f(x) tiene limite en 3 y vale 7.

Digamos, también, en consecuencia, para # = —14 f(x) es continua en RR:

lim flx) = f(0) =£(0)=0°-2.0-14=-14

i ) = F(11) = f(11) =7

n
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4 Halla el limite de esta funciénen x=0, x=3 y x=4:

_ X —5x+3 si xz-2
f) = {5 si x=-2

e Limiteen x=0:
lz'mof(x): /z’n% (x3-5x+3)=0-5.0+3=3
e Limite en x = 3:

/z’m3f(x): lz’n% (x3-5x+3)=33-5.3+3=15

e Limite en x = 4:

lz’m4f(x)= /z'm4 (x3—5x+3)=43-5.44+3=47

5 Halla el limite de esta funcién en x = 3:

£ = {

—x+2 si x=23

2x+5 si x<3

Halla también su limiteen x=1 yen x=7.

El limite en x =3 lo podemos buscar por la izquierda y por la derecha ya que x =3 es un punto de
salto. Solamente existird el limite si estos dos valores coinciden.

[z’n;z_ fx) = /z'm3 filx) = [z’m3 2x+5)=11
lz’n31+ fx) = XIZ% Hx)=H03)=-3+2=-1

Existen los limites laterales pero no existe el limite en x = 3.

© lim f(9= lim 9= =2-145=7.

* lim f() = lim () = f(7) =7 +2= 5.
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6 Calcula cada uno de los siguientes limites y representa los resultados:

a) lim x=3
x—-0 x

b) lim *=3

) x—0 x2

3
o lim—*
x=1 (x—1)2

a) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo
m4ds 0 menos.

IZQUIERDA: x =—0,01 — M=301 — Ilim % = too /

-0,01 x—07

pERECHA: x = 0,01 — 901=3 _ 999 5 js ¥=3 __,
0,01 *

S x—0*

Por tanto, el limite no existe.
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b) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo

mds o menos.
1zquierba: x=-0,01 — ~0:01=3 _ 30100 — /m ¥=3 - o
(=0,01)2 ¥=07 x

DERECHA: x= 0,01 — M:—29900 — lim %:—oo
0,012 x=0" x

Por tanto, el limite es —oo.

\/

¢) El denominador se anula en x =1, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo

m4ds 0 menos.

3 3
IZQUIERDA: x = 0,99 — &:9703 - lim X 5 = +oo
(0,99-1)2 x=1" (x—1)
3 3
DERECHA: x = 1,01 — L=10303 —  lim x_z = oo
(1,01-1)2 x=1% (x=1)

Por tanto, el limite es +oo.

2 3 2
7 a) lim X —3*—D —4x-5 b) lim 2x7 = 5%
x—5 x2 _8x+15 x—0 x*

a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 5.

Simplificamos la fraccidn:

b5 (r)(E=5) el
x—8x+15 x=3)(x-5 «x-3

2
i Xo=4x=5 _ o, x+l g

x=5x2 _8x+15 x-5x—3

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

Simplificamos la fraccién:

2x3—5x2 _ x2(2X—5) =2X—5

x? x?

3 <2
lim @ _ zﬁ% (2x—5) =-5
X x—

x—0

i

1

Y
4
3
2
1
Ly 123456 7X
2
-3
4
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2 3
8 a) lim X t4x=5 b) lim #

-1 x3_2x2 4 x -0 x
a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 1.

x%+4x -5 _ (x+5)(x—1) __X+5
=2+ x x(x—1)2 x(x—1)

Simplificamos la fraccién —

lim x*+4x -5 _ 7 X+5
=133 2%+ x x—1 x(x—1)

— Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por
tanto, los limites laterales son +co.

Estudiamos el signo de la funcién a uno y otro lado de 1. I

2,.4. _ 2
IZQUIERDA: x = 0,99 — 0,997 +4-0,99-5 =—605 = lim Xo+dx=5

0,993 -2.0,99%+0,99 x—1" x5 —2x% + x

|
|
2 . _ 2

1,014+4.1,01-5 -595 — [Z,m9531—4—962—5:_'_0<> I
1,013-2.1,012+1,01 x—1* 30— 2x% + x |
|

|

|

|

|

DERECHA x = 1,01 —

Por tanto, el limite pedido no existe.

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

x3 + 3x% :XZ(X+3) _x+3

Simplificamos la fraccién —

x4 x4 x?
3 2
lz'n% % = lz’n% x+3 — Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por tanto,
o X X los limites laterales son +co.
Estudiamos la funcién a uno y otro lado de 0. / \
_ 3.3.(— 2 3 2
IZQUIERDA: x =—0,01 — (=0,01)+3-(=0,01)7 _ 29900 — [im XX _ Lo

(-0,01)4 x=0"

3 . 2 3 2
0,01°+3-0,01% _ 30100 = /im %Hm
0,014 x—0* X

DERECHA x = 0,01 —

Por tanto, el limite de esta funcién cuando x = 0 es +co.

14
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7 D RAMAS INFINITAS. ASINTOTAS

Pagina 281
1 Determina las asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas:
=3x+1 b =3x2—7 =l d =_L = 1
)y x—-2 )y x—-2 )y x )y x2 €y -9
a) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-
ta vertical.
b Ix+1 7
x[% x=2 0 *
IZQUIERDA: x = 1,99 — 31’19’9% =-697 —> xli’ng_% =—
o 3.2,01+1 by X+l
DERECHA: x =2,01 — S01-2 =703 — x/inzz+ 5 =t

Por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

lim Sx+l lim 3% _ lim 3=3

X—+too x \Lx_>+°° X X — +00
Términos de mayor grado.

lim Sxl lim 3x _ lim 3=3

X——0 x J/ X — —o0 X X — —0
Términos de mayor grado.

Por tanto, la recta y = 3 es una asintota horizontal.

Para saber la posicion de la curva respecto de la asintota horizontal, debemos tener en cuenta que

_ 3x+1 7
)= x—2 _3+x—2'

7

Cuando x — +o el cociente
asintota.

toma valores positivos y la funcién estd por encima de la

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.
No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

b) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-

ta vertical.

lim 2T =5

IZQUIERDA: x = 1,99 — 311,’99979i;7 = —488,03 — xli,”;f 3}’52__27 = —oo
DERECHA: x = 2,01 — % - 512,03 — /ﬁ”}% ~ oo

Por tanto, la recta x =2 es una asintota vertical.
Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

3x2-7 _ 3x2

im im —— = lim 3x=+oo
y/ / J 3
X — +00 x_2 \Lx—>+oo X X — +00
Términos de mayor grado.
2 2
lim =7 _ lim 3xt lim 3x=—o0
X — —o0 X — 2 l/ X — —o0 X X — —00

Términos de mayor grado.
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Por tanto, no tiene asintotas de este tipo.

Ahora estudiamos las asintotas oblicuas:

C3x%-7 5
y= 2 =3x+6+ )

tiende a 0 cuando x — +oo.

Larecta y=3x+ 6 es una asintota oblicua ya que

5

Cuando x — +oo el cociente o5 toma valores positivos y la funcién estd por encima de la
asintota oblicua.

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.

Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-
ta vertical.

by Lol oo
xl% x 0 *
IZQUIERDA: x =-0,01 — 1 =-100 = Iim 1 =—o0

-0,01 x—0" X

DERECHA: x = 0,01 — L _100 » lm L =i
0,01 x—0" X

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

im L =0
X =400 A
lim L =0
X—-00 A

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Cuando x — +oo, la funcidén es positiva y estd por encima de la asintota horizontal. Cuando
x —> —oo, la funcidn es negativa y estd por debajo de la asintota.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asinto-
ta vertical.

im =Ll o o porque la funcién siempre toma valores negativos.

x—0 _XZ 0
Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

lim - -0
X — 400 —x

1
Jm— =0

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.
Como la funcién siempre toma valores negativos, estd por debajo de la asintota horizontal.
No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

La funcién est4 definida cuando x2—9 > 0, es decir, cuando x € (o0, —3) U (3, +0). En los
puntos —3 y 3 se producen divisiones entre 0. Vamos a estudiar en ellos la existencia de asintotas,
pero solo podremos calcular limites por uno de los lados en cada punto.

b — L1 _ L
x—{;z/lS‘ 'X2—9 0 *
lim —L -1 _ o
x=3" 2 _9 0

Porque la funcién siempre es positiva. Luego las rectas x = -3 y x =3 son asintotas verticales.

Matematicas |
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Larecta y=0 es claramente una asintota horizontal porque lz’rg S S—
X — too

Tanto si x — +e0 como si x — —co, la funcién queda por encima de la asintota horizontal por
tomar valores positivos.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.
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8 D RAMAS INFINITAS EN LAS FUNCIONES RACIONALES

1
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Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones y, a partir de ellas, perfila la forma de la curva:
1 x 't x?+2
a = b = C = d = ==
)y x?+1 )y 1+x? ) 7 x?+1 ) 7 x? - 2x
&P X _ x?+3x _ 2x% 342
)= 1+x?% b= 1+x?% g V= x+1 b T ox-1

a) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.
21 =0. Asintota: y=0

x“+1 — S~

Como la funcién siempre es positiva, queda por encima de la asintota.

Ramas en el infinito:  /im

X — oo

b) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito:  /im —* 5 =0. Asintota: y = 0
Xoreo 14 x ~
Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota: =~

{+ si x — + oo — Por encima de la asintota

f(x)—Oz 1+xx2

— si x = —oo — Por debajo de la asintota

¢) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula. \ f
Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q (x) = 2, tiene

una rama parabdlica cuando x — —oo y otra cuando x — +oo.

lim

X — too

" = +oo —> Las ramas parabdlicas son hacia arriba.
X+

d) Asintotas verticales. Obtenemos las raices del denominador:
x2=2x=0 — x; =0, x, =2 son asintotas porque el numerador no se anula en estos valores.

Estudiamos la posicién de la curva respecto a ellas:

PROXIM. x = 0 | PROXIM. X = 2 f i
|
X -0,01 | 0,01 1,99 2,01 |
|
x2+2 | 0 ______ __1_~>
5 + - - +
x?-2x =~ }_
IZ
2 2 |
Ramas en el infinito:  lim -2 = Jm —X"*2 _ 1 Asintota: y=1. I
XA xf _Qx X7 xt —2Dx I
|
Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: f \!
2 + si x —> + oo — Por encima de la asintota
fo 1=t g Zadx o . ,
X2 —2x x2—2x |- si x > —oo — Por debajo de la asintota
e) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.
. . , X2 , X2 ,
Ramas en el infinito: _/im 5 = lim = 1. Asintota: y=1
ot v x o lexs T |
\ /

Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota:

F-1=_=1

1+x2

— si x = + oo — Por debajo de la asintota
— si x = —oo — Por debajo de la asintota

18
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f) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula nunca.

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 1, tiene
una asintota oblicua.

X3

X

Matematicas |

S =X— — Larecta y=x eslaasintota.
l+x

x2+1

Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: ,

el =X
f@ == {

— si x — + oo — Por debajo de la asintota

+ si x = —oo = Por encima de la asintota

+1
g) Asintota vertical: x=—1 porque se anula el denominador y no el numerador.

Estudiamos su posicién:

(-1,01)% +3.(-1,01)
—-1,01+1
(-0,99)2+3-(=0,99)

DERECHA: f(—0,99) = 09941 =-198,99 (negativo)

1ZQUIERDA: f(~1,01) = = 200,99 (positivo)

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 1, tiene
una asintota oblicua.

2 Larecta y=x+2 eslaasintota.
x+1 x+1 pay)

Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: /

FO) =G+ 2) =

+ si x = —oo — Por encima de la asintota

_5 |~ st x =+ o0 — Por debajo de la asintota
x+1

h) Asintota vertical: x =1 porque se anula el denominador y no el numerador.
Estudiamos su posicién:

. 3 - * 2
2-(0,99)° -3-(0,99) = 99,97 (positivo)

1ZQUIERDA: £(0,99) =

0,99-1
. 3_3. 2
DERECHA: f(1,01) = 2 (1’011) ol 31(1’01) =-99,97 (negativo)

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 2, tiene
una rama parabdélica cuando x — —c y otra cuando x — +oo.

o 2x3 = 3x? o L
lim ~_1] ‘o~ Rama parabdlica hacia arriba
— 400 —
, 253 — 32 1. . .
lim —_1 *—Rama parabdlica hacia arriba
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D D RAMAS INFINITAS EN LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Pagina 284

1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién y = |log, x| se representa asi:

L—

Tiene dos ramas infinitas: una asintota vertical en y = 0 y una rama parabélica cuando x — +oo.

b) La funcién y = log, |x| se representa asi:

~l

/

Tiene una asintota vertical en x = 0 y sendas ramas parabdlicas en —co y en +oo.

a) Falso. Tiene una asintota vertical en x=0 noen y=0.

b) Verdadero.

20
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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1. Calculo de limites de una funcién en un punto
Hazlo tu
* Calcula:
2 / 11—
a) lim X =2x+1 b) lim —* o lim Y1Hx V1%
x=1 2x% _2x x=-2 (x+2)? x—0
a) lim*~ A - O Indeterminacién. Tenemos que simplificar la fraccién.

x—1 2x%_2x 0
2 _2x+l (x—1)2 _x-1, lim x2—2x+1 lim x—1 -0

22 2y 2x(x—-1)  2x bl 2% —2x  x—1 2x

b) lz'm2 x2 5 = % = —oco porque el denominador siempre es positivo y el numerador siempre es
X —— + . . .
(c+2) negativo en las proximidades del punto x = —2. (En este caso no son
necesarios los limites laterales).

¢) Para evitar la indeterminacién 0/0, multiplicamos el numerador y el denominador por el binomio
conjugado del numerador. Después dividimos ambos por x.

<«/1+x—«/1—x>(«/l+x+«/l—x>_<«/1+x>2—<«/1—x>2: (1+x)—(1-x) _ l+x—1+x _ 2

x(m+m) C x(TrxayIox)  x(Vlexevl-x) x(Tex+yIox) Vlrxeil-x

V1+X VX l,m 2 =1
x<m+m) =0 yl+x+41—x

2. Calculo de limites cuando x - +» y X — -

Hazlo tu

lim

* Calcula xl_l:'ﬁo J) y xéi;zzw f(x) en los siguientes casos:

3[.2 4x? -1 x? 5x+3
D f@ =T b= 2L 9 fo9= 2 & i = 5523
a) lim %/x*—1 = +oo porque el radicando es tan grande como queramos dando a x valores muy grandes.

X — +0o

lim 3x* =1 = +eo por una razén anéloga a la anterior.

X — —o0

2 2
b) lim Axt—1 lim dx” _ im A 2
X — +00 3—296'2 \Lx—>+oo _2x2 X—+00 _)

Términos de mayor grado.

2 2
lim A1 lim 4L2= lim i=—2

¥R 3oxt | KT xh K =2

Términos de mayor grado.

, Xz , xz ,
c) lim = lim 2= lim x=+o0
X — +00 x_S \Lx—>+oo X X — 400
Términos de mayor grado.
2 2
lim —X— = lim X = lim x=—
X—-o0 x _ 5 Xx—-o0 X — —o0

lim =
x—>too 42 9 x—oo 42

=0 porque el grado del numerador es menor que el grado del deno-

d U Sx+3 lim 5x+3

minador.
ado o
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4. Limites y continuidad de una funcidn definida «a trozos»

Hazlo tu
e Halla el limite de la funcién

2x -3, si x<3
f) = {x—Z, si x23
en x=0 yen x=3. Estudia su continuidad.
*En x=0como 0 < 3, lz’n% flx)= lz’n% 2x-3)=-3
x— x—

* x =3 es el «punto de ruptura». Por ello hay que estudiar los limites laterales.
lzm (2x-3)=3
lzm flx)=

(x -1 No coinciden, por tanto, no existe xlz_m3 flx).

fees discontinua en x =3 porque no existe lz'n%5 f{x); en ese punto la funcién tiene un salto infinito.
X —

Por estar formada por funciones polindémicas, f es continua para todo niimero real distinto de 3. Lo
expresamos asi IR —{3}.

5. Funcién continua en un punto

Hazlo tu 2x -5 si x<1
* Halla el valor de % para que la funcién f(x) = ek sixsl 52 continua en todo R.

Estudiamos la continuidad en el «punto de ruptura» x = 1, ya que las dos funciones que definen a f
son continuas alli donde estdn definidas.

f(1)=2-1-5=2-5=-3.
lzm(2x 5)=-3

lzm fl)= lzm (x+ B=Fk+1

Para que exista Zz'm3 flx) debeser 3=k +1 — k=-4.

Para k= —4, f es continua en x = 1. Ademds f es continua en R, porque lo son fj(x) =2x -5 vy
fr(x) =x—4 entodo R.
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6. Ramas infinitas y asintotas

Hazlo tu

* Estudia las asintotas de las siguientes funciones:

2 fl = 31 b) £ =

9 f) = =
2

a) * Asintotas verticales:
x—2=0 > x=2
3x—1 _5

lim = = to0o — x =2 esuna asintota vertical.
x-2 x-2 0
Six— 27, ( )f(x)—)—oo

Si x> 2", ( fx=* ) F) = 4o

22



* Asintotas horizontales:

, o 3x-—1
xéljzioo X —

=3; y=3 es una asintota horizontal.

Estudiamos la posicién de la curva.

fy-3=2=1_3_

X
x—=2

5

x—2

Si x— +oo, f(x) —3>0. La curva estd sobre la asintota.

Si x— —oo0, f(x) —3 <0. La curva estd bajo de la asintota.

b) ¢ Asintotas verticales. No tiene porque su denominador nunca se

anula.

¢ Asintotas horizontal u oblicua.

Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del
denominador, hay asintota oblicua. Dividiendo obtenemos:

X2 _ 2x
x2 42

x2+2

Estudiamos la posicién:

c) * Asintotas verticales:
P—4=0 > x=+2
_xt _4

0

x— — y=x es asintota oblicua.

Six—>+00 (d<0) fix)<y
Si x> —c0 (d>0) flx)>y

=tc0 — x =2 esuna asintota vertical.

Si x> 2, (f(x)%:_) — flx) — —oo.

Si x5 27, (W)= =4) > ) > oo

+

x =—2 es una asintota vertical.

Si x> 2, (fl =L =) = fl) > oo,

* Asintotas horizontales:

lim

X —too

X< —

=1 — y=1 esunaasintota horizontal.

Estudiamos la posicién de la curva:

A —1-—2

Xz—

_lzxz—x2+4: 4

x2—4 x*—4

Si x — +oo, flx) — 1 > 0 — La curva estd sobre la asintota.

Si x — —oo, flx) = 1 > 0 — La curva estd sobre la asintota.

23
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

<
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1. Limites de una funcion definida «a trozos»
¢ Dada la funcién
1

v si x<0
S = 3x—5 siO0sx<4
9x—x2 si x24

hallar xl_ztr:zoo fx), xl—{”zloo flx) y lz’n% J&).

* x{{ﬁ”wf(x) = x{{'?ziw (9x —x2) = —oo
* xl—{,;:”eof(x) = xl_{qzo % =0

* Como x=0 esun punto de ruptura, debemos calcular limites laterales:

J =l ey =
lim f) = lim (3x-5) =5

El limite en x =0 no existe.

2. Parametros de una funcién que cumple ciertas condiciones
ax® + bx ;
* Hallar @, b y ¢ en f(x) = === para que tenga como asintotas x=2 e y=2x- 1.
x—c
Para que x =2 sea una asintota vertical, el denominador se debe anular en este punto.
2-¢=0 = ¢c=2
24b
go f¥) = = —5

Dividimos los polinomios para calcular la asintota oblicua:

2
ax +bx=ax+2a+b+4a+Zb
x— x—2
a=2
Por tanto, , dedonde 2=2, 6=-5
2a+b=-1

3. Ramas infinitas en funciones exponenciales y logaritmicas

¢ Estudiar y representar las ramas infinitas de las funciones siguientes:
a) flx) = 1,5
b) flx) = 0,4 -2
© flx) =ln 2x-4)
a) * Asintotas verticales. No tiene por ser continua.

¢ Asintotas horizontales.

lim 1,5% = +eo por ser una funcién exponencial con base mayor que 1.
X — +oo

lim 1,5°=0 por el mismo motivo.
X — —o0
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Luego y=0 es una asintota horizontal cuando x — —co.

Tiene una rama parabdélica cuando x — +oo.

/

-—

|
b) ¢ Asintotas verticales. No tiene por ser continua.
* Asintotas horizontales.
x{z:inw 0,4*-2 =-2,yaque 0,4*— 0 cuando x — +oo.

xéiqu 0,4* -2 = +o0, ya que 0,4* — oo cuando x — —oo.

Luego y=-2 es una asintota horizontal cuando x — +co.

Tiene una rama parabdélica cuando x — —co.

\

—

¢) El dominio de definicién de la funcién es el intervalo (2, +e0) ya que se debe cumplir que 2x—4 > 0.
En el dominio es una funcién continua; no tiene asintotas verticales.

Estudiamos el comportamiento cerca del punto x = 2 por la derecha. Podemos verlo evaluando
algunos puntos.

x=2,001 - /n(2-2,001 —4)=-6,2
x=2,0001 - /»(2-2,0001-4)=-8,5

11’7721+ mQ2x—4) =—o

Luego x =2 es una asintota vertical cuando x — 2*.
Tiene una rama parabdlica en el infinito de crecimiento cada vez mds lento hacia arriba por ser una

funcién logaritmica y xljﬁ”w In(2x —4) = +oo.

|-

|
4. Asintota oblicua en funciones irracionales

* Hallar las asintotas oblicuas de la funcién f(x) = yx? + 4.
(%)

y=ax+ b esasintota oblicua de fsi x/inzofT =ay x/i'ﬂ;zo [f(x) —ax] = b

x2+4
x

2
R # —‘/; = IimX=liml=1
) oo e

e Calculamos 2 = /lim
X — oo X — X—’Oox X — oo

— 1

Términos de mayor grado.

e Calculamos 4 = x/i'nzo[«/x2+4—1~x]= 00 — 00

Multiplicamos y dividimos por el conjugado.

25
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lim (*/x2+4—x><«/x2+4+x) i ( x2+4>2—x2  tm 24 b 52 i 4 _
xme <\/x2+4+x> Xoe Ul vbdvx X ibdex T+ b x
__4 _4 _

oo + o0 oo

Luego la asintota oblicuaes: y=1-x+0 — y=x.

5. Limites de valor absoluto

x2+2 x|

* Dada la funcién f(x) = B a— calcular lt:% f).

2
2
Definimos f'(x) = lel por intervalos.
x“=2x
x six <0 x—2six<0
Definimos f'(x) = = .
X*+2x G50 x+2 six=20

Calculamos [z’ng_ fx) = Zz'ng_ x=2)==2
lz'ng+ fx) = lz’ng+ x+2)=2

Como /lim_ f(x) = Zz’m+ — No existe limite.
x—0" x—0

26
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4
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Limite cuando x - +»© y x — -

1 Determina cudl es el limite cuando x — +o0 y cuando x — —o en las siguientes graficas:
a) \ b) /
a) lim f(x)=—co
m @) = oo
b) lim f(x)=+eo
Jm f@)=0

) x{z:inw flx) =2
i f9=-2

2 Calcula el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo de estas funciones. Representa los resulta-
dos que obtengas.

a) flx) = 2% —10x b) flx) = Vx> -4 o flx) =7 -3«
d) f(x) =—x*+8x+9 e fl) =1-(x-2)2 ) flx) = 7x* - &3
g fx) =05 —x)? h) f(x) = (x + 1)3 — 242

a) x{z:inw (x> —10x) = + o0 f

xé’;ﬁo (x3 = 10x) = —

b) xljziwvxz—4=+oo \ /

lim Yx*—4 = +o0

X — —oco

27
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C) xgﬁ”w (7—396):—00 \

lim_(7-34) = +oo

d) xézznw (%% +8x+9) =—oo

xé’{noo (%% +8x+9) =—oo

e) xlz’m [1-(x—2)%]=-o

— +oo

L [1 —(x—2)]=-

X — 400

£) lim Ix?-x3)=-c0 \

xlﬁ,” (7x% = x3) = +o0

g) lim (5-x)7%=+eo \ f

xé,;:noo (5 _x)Z = too

h) x[ﬁz’;;n()(} [(x+ 1)% = 2x?] = +o0 /‘

xé’r_nw [(x+ 1)3 —2x?] = —oo

28
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3 Halla el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo de cada una de estas funciones:

_ 2x
D i) = 25
-3
d -
) ) e2x—4
, 2x
a) xéiﬁo < 3 =2
, x> =7
0l T e
c) lim =0
X — too X —
, -3
d) / =
) e x2+2x—4
, 57
e) xérﬁo 5 =0

a) flx) =

(x - 1)2
x x°+5
&) fle) = 543

a)

im =
X — +o0 (X—1)2

b) lim —2x = 400

X — 400 ) —

o It Mzz

x 4o X +2

d) zzmx_—+5 oo

X — oo

Q) lim 2=3% __3

x—to X+ 3

-7 -
b) f(x) = 4 7.3 ) flx) = 3
O fin) = 2" b fo-3-L
x
, 2x
=2
xéﬂﬁ“’ x-3
3
P -7 _
X~ 4243
L_-o
X — —oo X —
im -
x=—eo w2 0x—4
(lim 25 = e
lim 3- L -3
x—{;zloo x2

Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +o0 y cuando x — —oo y representa
las ramas que obtengas:

b) fix) = 3—x O fla) = Z=L
_3-
e)f(x)— x+3 b f@ = 5-2x
Y]
411
21 4
. 3 _ / \X
xél.’ﬁo(x_l)z =0 4 2 |12 4
-2 E
4}
/
Vi —2x? __
x—=-00 3—x /
Y
4/4
__________ R
-1 _, 7
2l x 12 —4 —2_2 2 4
4
AN
x2+5
xé—w 1-— = tee N\
Y
4
2
2—-3x _ X
X — —oo0 x+3 - 3 - 72_2 \2>4
R R




£) lim

X — 00

—2x

3—2x _
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Yy

4 '

2 1 \
R e R

X
4 2 2 4
-2
4

Calcula el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo y representa los resultados.

) flx) =

f flx) =

1- 12x
_ 3x2—T7x+2
2x2 +4x -9

Para calcular estos limites debemos tener en cuenta la regla de los grados del numerador y del denomi-

2) fla) = % b) £(x) =
I (x —1)2
2
=X = u
d)f(x)— 1)2 e) (%) T2

nador.

) i g e i, oo
b) lim 3x =3 It 3x =3

x=reo (x —1)2

m
x=eo (x—1)2

_______ 3l >
-~
2 2
c)x/z'm 71_31%’6 =—4 x/z'm —1_31%’6 =—
— 400 x — —c0 X
<« 4 S~
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d) lim —1=%X__ lim —1=%_ _
s (2x+1)? ¥~ (2x +1)?
4/ \
3 2 3 2
XT =X _ / X=X e
e) x£>+oo 7_x2 - xéz.nlo 7—X2 +

\

2 2
{_‘ [, SX —7.X'+2 :3/2 1, 3.96' —7.X'+2 :3/2
) ML 2x% +4x -9 e 2x% +4x -9

Di cudl es el limite de las siguientes funciones cuando x — +o0 y cuando x — —oo:

3—x si x<0

a)f(x)={2 st x<3 b>f<x>={Lsix>o
=i x

5-x si x=3

P
TR TS P
) o 0=l (5-2) = e b) i [0 =l =0
Jm f6) = dm 2=2 Jm f6) = lm (3 —x) = veo
O lim ()= lin logyx = +eo d) b f6)= lim (1+2) = lim, (1+§) -1
im0 = lim 22 i, f) = i 3= 1o
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Limite en un punto

7 Calcula los siguientes limites:

a) lz'17{3«/x2—2x+1 b) lz'na(cos%—Stg x) c) lz'n% log2<34x_5 )
P 2x -1 , ' X
D fiye o fim lnix bt 3

a) f(x) = 3/x2 —2x + 1 estd definida y es continua en x = 1.
Por tanto, /z’m1 3«/xz —2x+1=31-2+1=0.

X —

b) f(x) = cos % — 3 tgx estd definida y es continua en x = 0.

Por tanto, x[z_% (cos % —3tg x) =cos 0—-3tg0=1.

o f(x) =log, (34x:3> estd definida y es continua en x = 2.

Por tanto, !%10g2<%> = log2<2%;> = log2<%> =_1.
d) flx) = A1 estd definida y es continua en x = 1/2.

Por tanto, [z’rln/ o =120,
x—>

e) f(x) = In yx estd definida y es continua en x = e.
Por tanto, ng_% Inyx = InyJe =Ine'/? = %ln e=1/2.

f) f) =75
2
x[l_,mzx—Z =07

Veamos el signo:

, X

lim 5 =—o0
x—2" X
x[inélmt x—2 = Fee

8 Sobre la gréfica de la siguiente funcién f(x), halla:

/3 // \/

a) lz’r_tg it b) lz'1113 . fx) c) xlz;n% f=)
d) xlf”z'—f(x) €) xl£"§+f(x) f) lim fx)
a) +oo b) —oo o2
d) 0 e)3 £)0
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9 Relaciona cada una de estas expresiones con su gréfica:

a) ,{é"% flx) =2 b) J{z;n% fix) =4 c) 51:1?% J(x) no existe
® I @

//_\/

e
r 234 234\/ 234

a) 1II b) I o Il

2 .
10 Dada la funcién f(x) = {x +Losix<0
x+1 six20

a) xli'"_lzf (=) b) nglnsf (%) © xl%f (%)
a) 5
b) 4

<) xli’ng_ fl) = xli»”(,)l+ f) = lim f() =1

2x si x<3
L4 - 2 .
11 Dada la funcién f(x) = xz - 39 s x53 calcula:
x* - 3x
a) lz'n% Jf® b) lz’ng S <) lz'ng S

a) Como 0 < 3, Zz’mo fx) = Zz’r;%)Zx =0.

b) x =3 es el punto de ruptura. Usaremos limites laterales.

lim 2x=06
x—3"
lim f(x) = 2
x—3 lim X = 2.0 — Indeterminacién.

x—3* x2_3x 0
Para calcular el limite por la derecha necesitamos simplificar la fraccién:

¥*-9 (x+3)x—3) x+3

x?-3x  x(x-3) x

2 _
lim % 2 _ lim m=2
x—3* x2—3x x—3* X

Luego los limites laterales son distintos y /z’m3 f (%) no existe.
o

x2-9 _ 8

c¢) Como 5 > 3, x[ﬂn%f(x)=£ims 2 a5

x*-2 six<-1
12 Enlafuncién f(x) = 13x -1 si —1<x<4, halla:
4Yx+3 si x24

a) tim f) b) lim fix) O lim fx)
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a) x=-1 es un punto de ruptura. Usaremos limites larerales para calcular el limite.

lim (x*-2)=-1

— —

x/in—il f6) = lim (B3x—-1)=-4

x——1*

Por tanto, no existe el limite.
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b) x=4 es un punto de ruptura. Usaremos limites laterales para calcular el limite.
lim (3x-1)=11
X

jﬁf(x): 11,7}41+(4&+3)=11 Por tanto, x/z;m4f(x)=11

¢) Como 9 > 4, Zz;m9f(x) = /z’m9(4«/§+3)=15

13 Calcula los siguientes limites:

2 3
a) lim 2X *3% b) lim % *1 o) lim %£*2
x—0 X xﬂ—lx +X x—>—2x2_4
2 4
d l» x“—x-2 l/ x+3 l» x*—-1
)xl_{fi x=2 ° xin—t3x2+4x+3 ) xlfixz—l
2
a) lim 2x74 3% _ fn x(2x+3) =3
x—0 X x—0 X
, 3 . (x+ D2 -x+1) 3
b) lim XL = _3
) R xGer1) 1 3
. . 2) 1
/ x+2 _ / (x + N
C) xi”;l2 X2—4 xiﬂfz (x+2)(x—2) 4
oxtex=2 g (+D)(x-2)
O i = m 73
I X3 g x+3) 1
) Rdlis’ x2+4x+3 ek (x+3)(x+1) 2
4 2 2 _
f [Z*mxz_—l - lim T —1) )
x—1x°_-1 x—1 X2—1
Pagina 290
14 Resuelve los siguientes limites y representa los resultados:
2 2
, X / X +X
a) lim-" b) lim 2 |
2 3 |
c) Ilim d) lim—*
x—-2 x2 4 D x—0 x4 _ 1042 I
|
2
, x- 1 _ - I
) fm e g
eSix—o1 — (f(x)ziz_) F() = —oo |
- |
eSixo 1" > (f(x)=i=+) £ = 4o \l
+ !
No existe el limite.
2
b) lim x_;ng — Indeterminacién.
x~0 X 0 \
xlex x(x+1)  x+1. ;. xPex g x+l _1
xz - Xz - X ’ x[% xz - X[l—;:’% X - 0 =
*Six—>0 — <f(x)=1=—> f&) > oo
+
 Si x> 0" <f(x)=i=+> F) = +oo
+
No existe el limite. \
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*Six—>-27 > <f(x):i:+> fx) > +o0
+
“Six—-2" o (fg=t=-) f() >
No existe el limite.
, x3 0 . .,
d) lim —=*——=-"— Indeterminacidn.

x=0,4 1042 O

X3 _ X3 __ X
x4 -10x2 x2(x%-10) x2-10

3

lim X = lim 2x =0
x=0 44 1052 x=0x2_10

f(0) no estd definido.
Si x<0, f(x)>0 ysi x>0, f(x)<0

15 Calcula los siguientes limites y representa los resultados:

2
b) ll,mx —3x+2
x—1x2 _2x+1

. x2_2x / &7 + o
c) lim d) lim X2
x=0 x3 4 x? x=-1x242x+1
2
lim ~ 1 I 2x“—8
©) o x— D x%x2—4x+4
, x2—x—-6_0 Y,
a) lim 2—2—"2-> — Indeterminacién.

x=3 x*-3x 0
x2—x—-06 _ (x+2)(x=3) x+2

x? —3x x(x-3)  «x
lim 2ox=6_ lim X+2 _2
X—>3 x2_3x X—’S X 3

Dando a x valores préximos a 3 podemos averiguar como se acer-
ca por ambos lados.

2
b) lim X =3%+2_0

5 — Indeterminacién.
x=1 x2_2x+1 0

2 — —
Simplificamos: “3x42 _(0-2)w-1) _x-2
x?—2x+1 (x—1)2 x—1
2
I x—3x+2=g=/, x=2 _
< ¥ —2x+1 0 x=1 x-1

*Six—>1" = (f(x):f:+> Fx) = +oo

*Six—1" = <f(x)=f=_> flx) > —oo

2
c) lim x2=2x _ 0 _y pdeterminacion.

x=0 534 x

=2 _xx=2)  x_2
Brx? xZe+l) xle+1)
x2—2x x=2 _ =2

lim = =% -too
x—0 33442 x-0x(x+1) 0
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+
3 2
d) Ilim %—g — Indeterminacién.
x=-1x242x+1 O
X0+ x2 :X2(x+1) _ x2
x2+2x+1 (x+1)2 x+1
LY S P R U
x—-1 x2+2x+1 x—-1 X+1 0

*Six o1 o (fg=t =) () > e
*Si x—>-1" > (f(x)=$=+> f(x) = +oo

4
e) lim u:% — Indeterminacién.

x—1 x—1
41 (D=1 DD (-1
9;_1 - (x—1) = w_1 =(x“+1Dx+1)

lim X 11 = lzm [((x2+ Dx+1)] =

x—1 x—

Dando a x valores préximos a 1 podemos averiguar como se acer-
ca por ambos lados.

f) sz ﬂ—g — Indeterminacidn.

2x? _4x+4 0
2x2-8 _2(x-2)(x+2) _ 2(x+2)
x?—4x+4 (x-2)2 x—2
2x*-8 4. 2(x+2) 8 _ -
«Six—>2 - <f(x)= =) f) >~

16 Calcula.

2-5x 5
- , 4
) tim (72759 b) lim zog2< 204)

sen x
o lim —£
x—n/2 1+cosx

2-5x 2-
7 —5x 7-5
2) 35@1(,52“) (1 1)

b) lzm /og2(3x+4> = /0g2<

d) lz'nlzo log (243x - 5)3

)

) —log2 ) =5/log,2 =5

Sen X

, e
o) lim =€ _
) x—mu/2 1+cosx 1

d) xh;nlio log (23x—5)3 = 3l0g (243-10-5) = 3/0g10 = 3
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Continuidad de una funcion

17 ;Cuidl de estas funciones es continua en x = 3? Sefala, en cada una de las otras, la razén de su

discontinuidad:
a) b) o .
4 4 EEE 4
2 2L '\2\
2 4 2 4 z\ 4
d) e) f)

RN

a) Discontinuidad de tipo IV en x =3, porque el valor de la funcién no coincide con el limite en el
punto.

214N

b) Discontinuidad de salto finito (tipo II). La funcién existe en x = 3, pero los limites laterales, aun-
que existen, son distintos.

¢) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene un asintota vertical por la izquierda en x = 3.
d) Continua.
e) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene una asintota vertical en x = 3.

f) Discontinuidad de tipo III. La funcién no estd definida en x = 3, pero existe el limite en dicho
punto.

18 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o més puntos donde no es continua. Indica cus-
les son esos puntos y el tipo de discontinuidad:

) ’ \¥
4 21 i
2/ -2 '
/ —_—— b2 14
4 2 4 \‘zh

_— —4 L 2 4
—4 2 2 4 5‘2

a) Discontinuidad de tipo Ill en x=-1.

©)

T
)
:

Discontinuidad de salto finito en x =4 (tipo II).

b) Discontinuidad de salto infinito en x=1 (tipo I).

Discontinuidad de tipo IIl en x = 2.
¢) Discontinuidades de salto finito en x=0 y x=3 (tipo II).

d) Discontinuidades de salto infinito en x=-2 y x=2 (tpo I).
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19 Comprueba que solo una de estas funciones es continua en x = 1. Explica la razén de la discon-
tinuidad en las demas:

x+2 si x<1

@) flo) - {3 si x>1

a) La funcién no estd definida en x = 1. Por otro lado:

/z'n{z_ (x+2)=3
,511”1 fx) = Im 323 Luego existe 9{2%1 fx) =3

x—1*

si x<1 1

3 sixx1 dDfw=""7

x-1

b) f(x) = {Zx si xz1

-2
-1 si x=1 C)f(x)={x—

Por tanto, tiene una discontinuidad de tipo Ill en x = 1.
b) f(1) =-1
l - g2
En este caso, tiene una discontinuidad de tipo IV.
O f(1)=1-3=-2
lim —2=-2

, _ x—1"
zﬁf(x)— [z’nl1+(x—3):—2

Esta funcién es continua en x = 1.
d) La funcién no estd definida en x = 1.

) S S
bm f) = m =g =

*Six— 1 (== f() > oo
. Si x> 1t (f(x):i:+) F) = +oo
+
La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I) en x = 1.

20 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos de ruptura:

2 £ = { b) ) = {

x*+3 si x2-1

o Fx) - {«/4—x si x<0

x—2 six=20

1 si x<1
241 i x>1

3—_x six<-1

5-x six<3

d) f(x)={ 2

—~ _six23
x—-2
a) f(-1)=(-1)2+3=4

lim (3-x)=4

X — —

lim (x*+3)=4

x—-1*
b) f(1) no estd definido.
lim 1=1

x—1"

lim 2*-1=1

x—1%

) f(0)=0-2=-2
lim J4—x=2

lim f(x) = x—:()’ La funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II) en x = 0.
x—0 lim (x—=2)=-2

x—0*

d) f3)= 525 =2

lim (5-x)=2

X
11’7}13 fx) = ) La funcién es continua en x = 3.
X —

La funcién es continua en x = —1.

im0 =

lim f(x) =

La funcién tiene una discontinuidad del tipo IIl en x = 1.
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21 Estas funciones, ison discontinuas en algtn punto?

a)f(x):{l_xz si x<1 b) f(x):{x si x=-1

2
x—-1 six21 -1 si x=-1

4 . x-3 :
; si x<2 d)f(x)= {Zx si x<3

x six=2 -3 si x>3

dﬂ@={

a) La funcién estd formada por un trozo de pardbola y otro de recta, luego el tinico punto posible de
discontinuidad seria el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en ¢él.

f1)=1-1=0
lim (1—x%)=0

1/ _ x—1"
i e [z'7711+ (x-1)=0

La funcién también es continua en x = 1, por tanto, no es discontinua en ningdn punto.

b) Esta funcién coincide con la paribola y = x? salvo en el punto x = —1. Luego tiene una disconti-

nuidad de tipo IV en dicho punto.
¢) La funcién estd formada por un trozo de hipérbola, la cual no estd definida en x =0, donde tiene una
discontinuidad de salto infinito ( A0) = % = oo), y otro de recta, luego el otro punto posible de dis-

continuidad serfa el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en él.

f2)=2

lz’rg_%=2
lim f(x) ="~
xazf [z’n21+x=2

La funcién también es continua en x =2, por tanto, solo tiene discontinuidad de tipo Il en x = 0.

d) La funcién estd formada por dos trozos de funciones cuyas expresiones analiticas son elementales
(correctamente definidas), luego el tnico punto posible de discontinuidad serfa el punto de ruptu-
ra. Estudiamos la continuidad en él.

f(3) no estd definido.

lim 273 =1
xl% fx) = x/; ”31 F320 En el punto x =3 hay una discontinuidad de salto finito (tipo II).

x—3*

22 Determina para qué niimeros reales son continuas las siguientes funciones:

A fo= Lo b) £ = x“’;j O fx) = (P +5x+4

d) f(x) = In(x* - 2x) e) y=23"* f) f=|x- 5|

a) flx) por un lado es un cociente, luego los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que
anulan el denominador,

yx=1=0—->x-1=0— x=1 — Puntodediscontinuidad

Por otro lado hay que calcular los puntos para los que la raiz no existe, que son aquellos que hacen
negativo el radicando,

x—1<0 = x<1

Conclusién: f(x)= 1 ; estd definida en todo IR menos en el intervalo (—oo,1], luego su domi-
x p—

nio es (1, +00) y es continua en todo su dominio.
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b) Por un lado se trata de un cociente, luego los puntos donde no es continua son aquellos que
anulan el denominador.

x2-1=0 > x!=1 > x=+41 —» x=21 — Puntosde discontinuidad

Por otro lado hay que ver los puntos para los que la raiz no existe, que son aquellos que hacen ne-
gativo al radicando

x+2<0 > x<-2

Conclusién: flx)= §+ 2 estd definida en todo IR menos en el intervalo (oo, —2] y en los puntos
X

1y —1. Luego el dominio es [-2,-1)U(=1,1)U(1,+0) y es continua en todo su dominio.

c) Se trata de una raiz, luego hay que ver en qué puntos no existe la raiz, que son aquellos que ha-
cen negativo el radicando.
x*+5x+4<0
1

—5+{25-16 _5+3
- 4

2 2

X _
x“+5x+4<0 = x= =<_

Para x = —1 y x = —4 se anula la ecuacién.

+ — +

4 10
2 +5x+4<0 si xe (-4,-1)
Conclusién: f(x)= Vx% +5x +4 est4 definida en todo IR menos en el intervao (-4, —1).

Luego el dominio es (—o0, —4]U[-1, +00) y es continua en todo su dominio.

d) fix) es un logaritmo neperiano, luego hay que ver en qué puntos se cumple x* — 2x < 0.

x2—2x<0 = x(x—-2)<0

x=0
x=2=0-x=2
— + t
0 2
5 3 —(x=2)
+ _
5 3 x(x—2)

Luego en xe [0, 2] f(x) = x*—2xes negativa o cero.
Conclusién: flx) estd definida en todo IR menos en el intervalo [0, 2]. Luego el dominio es

(—00,0)U—(2,+00) y es continua en todo su dominio.

e) Se trata de una funcién exponencial con exponente polinémico, luego es continua para todo R.

f) Definimos la funcién a trozos.
—-x+5 six<5

=520 = fln)= .
f x=5 six25
Se trata de una funcién cuyas ramas son polinémicas, luego son continuas en su dominio de definicién.

Solo hay que comprobar que sea continua en el «punto de ruptura» x = 5; veamos si se cumple:

f5)= lim_fi)= lim_ fi)

f(5)=5-5=0
lz’n; flx)=5-5=0] f escontinua en todo R

lz’n;l_ flx)=-5+5=0
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Asintotas

23 De una funcién y = f(x) conocemos sus asintotas y la posiciéon de la curva respecto a ellas.

o1 si x > 17, flx) > +oo ~ si x = +o0, flx)>-2
= s x—>-1% flx) = +oo V== i x = —o0, flx)<-2

Representa esta informacién.

______ l___ >
= T2
|
|
24 Esta grifica muestra la posicion de la curva y = f(x) respecto da sus asintotas. f
Di cudles son estas y describe su posicién. B eut Y S ...... o
e Asintota vertical: x =2 * Asintota horizontal: y =3
Si x—>27, flx) = +o Si x—=—oo0, f(x)=3>0 l
Si x—>2%, flx) > - Si x> +o0, f(x)—3<0 !
25 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitda la curva respecto a cada una de ellas:
_ 2x _x-1 _2x+3
A y= x-3 by x+3 ) 4-x
=_2 -1 _ Ax+l
dy= 1-x € y= 2-x b y= 2x -3
a) Asintotas: x=3; y =2 b) Asintotas: x = —3; y=1
1A\ )
__________ 2>
-~ _4:{ ______ o | B
: -
3 X -3 X
c) Asintotas: x =4; y=-2 d) Asintotas: x=1; y=0
Y } Y }
T X - 5 X
P N 11 P
-2 /-» E
e) Asintotas: x=2; y=0 f) Asintotas: x = %; y=2
‘ ) __________ Al -~
: -~
‘ 2
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Pagina 291
26 Estudia las asintotas de las siguientes funciones y su posicién respecto a la grafica:
x2

3x+1 2x+1
= - b = =
)y 2x-3 )y x? 9y (x-2)?
2
d) y= —2 e y= 4 £ y-= ( 3x )
d (x+1)% 7 x?—2x Y=\x 22
a) * Asintotas verticales:
26=3=0 — 2x=3 — x=3 — Posible asintota vertical.
o x=
72
9
. 3x+l 27 ! . .
xlimé w3~ 0 7 Estudiamos los signos.
2
l/ 3.96' +1 - oo
xi@ 2x -3
2 — Hay una asintota vertical en x = EN
3x+1 2
im =+ Yy
3" 2x-3 :\
Estudiamos la posicién: :
3- 32X
six — T,f(x) — —oo !
. 3+ \
six = 5 , fx) = 400
* Asintotas horizontales:
oo dsel e 3% 3
x e 26=3 T o0 Tk 20 T 2
!
Términos de mayor grado.
Bx+l _ —eo g 3% _ 3_3
e o3 T e xHe 2y w2 2
!
Términos de mayor grado.
Luego y= % es asintota horizontal. %
Estudiamos la posicion: - ) R
; [Sx—l _é]: 6x—-2-06x+9|_ X
x=+eo|2x—3 2| x—+e|  2(2x-3)
= lim_ ﬁ] = 0* — La curvaestd por encima de la asintota.
Jlim | B: :é —% = lim h} =0~ — Lacurvaestd por debajo de la asintota.

* Asintotas oblicuas:
No hay, ya que hay una asintota horizontal.
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b) ¢ Asintotas verticales:

x*=0 — x=0 — Posible asintota vertical.

*x=0
lz'n% Zx_z-l -1 .« - Estudiamoslos signos.
x=0 5
Lim 2x+1
x—0" xz
el — Hay una asintota vertical en x = 0.
lim “X*L - 4oo
x— 0% x2
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Y.

Estudiamos la posicién: X
six = 07, flx) = —oo \
six = 0%, flx) = +oo
* Asintotas horizontales:
I 22X+ oo pp 2% pp, 2 (¢
X — +00 X oo X —+00 x2 X—+oo
Términos de mayor grado.
lim 221 _ =0 ypy 2% gp, 2o
X — —oo 2 oo X — —oo xZ X——o0
Términos de mayor grado.
Luego y = 0 es asintota horizontal. v
Estudiamos la posicién:
3 2x+1 _ N+ ‘ : I I E—_‘ .
Jlim [ 2 —0[= 0" — La curva estd por encima de la asintota. o ¥
3 2x + 1 _N- ’ . ,
Jim | ="5=-0]= 0" — La curva estd por debajo de la asintota.
— —oo x
* Asintotas oblicuas:
No hay porque hay horizontales.
c) * Asintotas verticales:
(x —=2)2=0 - x—-2=0 — x =2 — DPosible asintota vertical.
e x=2
, x2 4 . .
im —=—— =+ = e — Estudiamos los signos.
x—2 (X _ 2) 0
2
im —* = too
A (x-2)? , | v
5 — Hay una asintota vertical en x = 2.
. x
im —————=—00
x=2% (x—2)2
2 X

Estudiamos la posicién:
six— 27, flx) >+

six— 2%, flx) -+

¢ Asintotas horizontales:

2 2
= - [Z',ZQ X

lim X A2
00 x

= [lim 1=1
X —+00 (x_z)z

x2 X — oo

Términos de mayor grado.
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2 2
™m xizzﬁ: lim x—zz lim 1=1
X — —oco (x—2) o) X — —oo X X — —oo

Términos de mayor grado.

Luego y = 1 es asintota horizontal. Y
Estudiamos la posicién: —

x2—x?+4x—4
(x-2)?

’ X2 /
lim |—=——-1|= lim
X —+00 (x_2)2 X —+ 00

, 4x —4 . .
= lim —————=0" — Lacurvaestd por encima.
x—too x% 4y +4

lim x? —1|= lim [496_4
x=zeo | (y —2)2 x==oo| x2 _4x+4

¢ Asintotas oblicuas:

= X

=0~ — Lacurva estd por debajo.

No hay porque hay horizontales.

d) ¢ Asintotas verticales:

(x+1)2=0 > x+1=0 - x=-1 — Posible asintota vertical.

e x=-1
im ——2 3 - =2 _ o — Estudiamos los signos.
x=-1 (x+1) 0
lim —=2_ -
x—=-1" (x+1)?
l'm i:
x=-1" (x —2)?

—0Q
> — Hay una asintota vertical en x = —1. Py
—o0

Estudiamos la posicién: T X
six——17, flx) = —oo

six— =17, flx) > —oo \(

¢ Asintotas horizontales:

lim ——2_ -0
X —+00 (X—l)z

lim —= =0
X==o (x 41)2

Luego y = 0 es asintota horizontal. Y

Estudiamos la posicién:

lim |——=2__0|=0" - Lacurvaesti pordebajo.  aoo-feeooo-
X —+00 (X+1)2

lim |——=2__0|=0" = Lacurvaesti por debajo.
x=e | (x41)2

¢ Asintota oblicua:

No hay porque hay asintota horizontal.
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) > Posibles asintotas verticales.

e x=0 ) Y
lim —4 4 _ o Estudiamos los signos. :
x=0x2_2x O :
lim 4 _ +o0 05 X
x—0" x? = 2x !
lim 4 —co :(
x=0" x2 _2x '
® x= 2 YE
lim 4 _4_ — Estudiamos los signos. '
x=2x2_2x 0 :\
lim 4 _ o 2 X
x=2" x% - 2x \ :
lim 4 _ +00
x—2" x* _2x '
¢ Asintotas horizontales
lim 4 _ lim 4 _ 4 _ 0+
x—too x2—2x x—too xz +o00
lim (x* = 2x)= lim x>
X —+00 X —+00
Luego y = 0 es asintota horizontal.
Estudiamos la posicion:
[ Y
lim L—O = lim 4 lim i=0+ -
X —+ oo x2_2x X —+o0o x2_2x X —+o0o xz
— La curva estd por encima de la asintota. SN = .
0 X
lim 4 —0|= Ilim 4 _ lim 4 _ 0t —
x—=—oof 2 o, x=—00 42 9y x—+—oo 42
— La curva estd por encima de la asintota.
¢ Asintota oblicua:
No tiene por tener asintota horizontal.
f) ¢ Asintotas verticales:
x—2=0 — x=2 — Posible asintota vertical.
e x=2
3% \
lim (—) = +o0
xe2-\x—=2 , . Y
) — Hay una asintota vertical en x = 2.
i 3x
lim ( = to0
x—2t\x—2
2 X

Estudiamos la posicién:
six— 27, flx) = +oo
six— 2%, flx) = +oo
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2 2 2
lim ( > = lim = lim 29#=2= lim 9962 = lim 9=9
X—+00 \ o — D X —+00 (x_z) X—+oo 4 —4X+4 oo X—4oo 4 X — +00
d
Términos de mayor grado
3x >
xél]/floo<x_2) _;=xé@m7=xé@ 9=9
d

Términos de mayor grado

Luego y = 9 es asintota horizontal.

Estudiamos la posicién:

lim
X —+o0o

=0* — Lacurva

lim

X — —oco

]
3x \ o|_
(x—2> 9_

9x% 9 (x—2)2] i
(x-2)
estd por encima de la asintota.

M]
(x—2)?

X — +00 X —+o0

= lim =

X — —oco

2
3x |
(x—2> 9,

x2—4x+4

=0~ — Lacurva estd por debajo de la asintota.

27 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitda la curva respecto a ellas:

2
_ X
)y 2 +4
2x% -1
o y= 2
e |
9y (x+2)?

a) Asintota: y=1

3
b =
)J’ X+l
4
_ X
d)y— x -1
_ 3
f)y P |

b) Asintota: y=0

Y
X X
2 d) Asintota: x =1
Y E \
- _)—_. E
11 X
X 5
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e) Asintotas: x=-2; y=0 f) Asintotas: x=1, x=-1; y=0

n N
R

Ty

28 Cada una de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua. Héllala y estudia la posicién de
la curva respecto a ella:

_ 3a? _B3+x-x*
a) flx) = —1 b) f(x) = ST
_ 4x° -3 X +x=2
o flx) = T d) flx) = FrEss
_2x°-3 _ —2x*+3
e) flx) = 22 f)f(x)_72x—2
2 .
a) 3% _3y_343 V4
x+1 x+1 ;
Asintota oblicua: y =3x—3 A

_3, ’/
N

3+x—x 3
b) - = x+1+x N\

Asintota oblicua: y=—x+1

2 ,
) =3 g 3 o
2x 2x s
Asintota oblicua: y = 2x 1

2 A
d)y X tx—2 +x_2:x+4+—10
x-3 x-3 ‘

Asintota oblicua: y=x + 4

,
.
4

s

x2=2 x2-2

3 .
0 2x —3:2x+4x—3 i/

Asintota oblicua: y = 2x
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—2x*+3 1
f) =23 ey X
L N

Asintota oblicua: y=-x—1

—Tt.
B

29 Estudia las ramas infinitas de las siguientes funciones. Si tienen asintotas, determina su posicién
con la curva:

3 3 2
a) y= _X b) y= X —2x +3x-6
7 x* -4 7 2(x —2)?
2 5 _4x? +8x—12
C) _ X d) _ X X~ +
J Kix+l I x-3

a) * Asintotas verticales:
El denominador se anula cuando x = 2, x = — 2. Calculamos:
X -8

lim —2 =+ — x=-2 es una asintota vertical.
Xx——2 42 _ 4 0

Estudiamos la posicién:
six = =27, flx) > —o
six = 2%, flx) = +oo

3
im X~ 8 _ too — x =2 es una asintota vertical.
x=2x2_4 0

Estudiamos la posicién:
six = 27, flx) = —oo
six = 2%, flx) = +oo

¢ Ramas en el infinito:

Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 1, tiene una asintota
oblicua.
3 4
x> x
24 ke x-2)

Larecta y=x es la asintota oblicua. Estudiamos la posicién:

3 +Six —> + o0

X XX +dx  4x
fo) == x2—4 ¥= x*—4 _x2—4{—519€%—°°

Y|
v

2 2
7
.

N2 i

A1)
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b) ¢ Asintotas verticales:
El denominador se anula cuando x = 2. Calculamos:

3 _ 2 _ . .z
X =2x"+3x=6 _ 0 _y [ydeterminacién.

im
x=2  2(x-2)? 0

2% +3x—6 _ (x—2)(x*+3) X243, 0 -2x%+3x—6 _ ;. x*+3 7

= = 5 = — = — =+1o0
2(x-2)? 26-2)2  2(x=2) =2 2(x-2)? ¥=22(x-2) 0
Larecta x=2 es una asintota vertical. Estudiamos la posicién: r
Si x—27, fx) > - \
Si x— 2% f(x) = +o0 \2 X
* Ramas en el infinito:
Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es -
1, tiene una asintota oblicua.
3.2 B 2 Y
x*=2x"+3x-6 _ _x"+3 _x 4, 7 _
2(x—2)2 2(x-2) 2 2x —4 e
Larecta y= % +1 es la asintota oblicua. Estudiamos la posicién: T
o2 X
x 7 + 81 X —>+ 00 —_
Fo- (1)1
2 2x—4 |— si x > —oo
c) * Asintotas verticales:
El denominador no se anula para ningtn valor de x, luego f{x) no tiene asintotas verticales:
* Ramas en el infinito:
2
x[l’m ZX71 =1
TEO xC+x+ , .
5 — y=1 — Asintota horizontal.
lim in =1
Yot x+ 1
Estudiamos la posicién:
2 2_,2
lim (2x7_1> - lim X =xt=x=l o, 2—967—1: 0~ —
ot \xtrxt 1 roree o xfix+ 1 ¥oreo xfrxt 1 4
— La curva estd por debajo de la asintorta. — 2
__________________________ .
, 2 , 2_ 2 , —y— -6 —4 -2 2 4 6
lim <2x7_1>: lim X =x"=x=1_ 1, zxilzm N =
e lxt+x+ 1 ¥moe xt+x+ 1 o xtrx+ 1 .
— La curva estd por encima de la asintota. -
d) ¢ Asintotas verticales: v :
El denominador se anula cuando x = 3. Calculamos: :\
i X0 —Ax*+8x—12 _ 3 _, :
x=3 x-3 0 =
Larecta x=3 es una asintota vertical. Estudiamos la posicién: !
Si x> 37, flx) > —c0 \:
Si x— 3%, f(x) > +e0 :
* Ramas en el infinito: \ /
Como la diferencia entre los grados del numerador y del denomina-

dor es 2, tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez més rdpido y
ambas son hacia arriba porque:

X0 —4x% +8x 12 _

xé’ziw x-3 e
3 2

lim X —4xt+8x—12 _

x— e x-3
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Para resolver

30 Calcula, en cada caso, el valor de % para que la funcién f(x) sea continua en todo R.

31

x2—4 si x<3 6-—x/2 six<2
a)f(x)_{x+k si x>3 b)f(x)_{x2+kx six>2
(Z+x)/x si x20 bx -2 si x<1

= d =
© f) {k si x=0 ) ) {Jx+3 si x21

a) x[é’};l_f(X)=5=f(3)

[1'7’}31+f(x)=3+k 5=3+k — k=2

b) lim fix)-5

11'7721+f(x):4+2/e:f(2) S=4+2k > k=1/2

2
o) lim XX =% Indeterminacién, simplificamos:
x— X

2
lim X% - /z'mLJfl:l — k=1
x—-0 x x—0 X

d) /z’nlg flx)=k-2

11’7’11+f(x)=«/Z:2 k—2:2%k=4

Calcula £ para que las siguientes funciones sean continuas en el punto donde cambia su defini-
cion. Estudia después su continuidad:

x2—25 . xz—x .
a) f) = 7x2—5x si x5 b)f(x)=;7x2+x—2 si x=1
k si x=5 k si x=1
_k_ x<3 ek x si x<4
9 f={x-1 Y CR AN
vx+1 si x23 0g,\ ¥ —<4) st x=
a) Comenzamos estudiando el punto x = 5.
f(5)=+F
, o xt=25 0 Ny
xll—»ms fx) = x[l—»WlS 2570 — Indeterminacién.

x?—25 _ (x+5)(x=5)  x+5

x% —5x x(x—5) x

2
lim ~ =25 _ lim x+5 =2
x~5 xz_Sx X*S X

Si k=2, lafuncién es continua en x = 5.

Observamos que el denominador también se anulaen x =0, luego f(0) no existe. Ademds:

. _ g x2=25 =25
lm f 0=l e =70

= +o00

Por tanto, en x =0 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos es

continua.

b) Comenzamos estudiando el punto x = 1.

£y =k
0

2
lim f(x) = lim —*—* == — Indeterminacién.
x—1 =l x?4x-2 0
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x*—x _ x(x—1) __x
xrrx—2 (x+2)(x-1) x+2
2
, xX“=x _ 7 x _ 1
x[_% x2+x_2 _ngﬁnlll x+2 B 3

Si k= l, la funcién es continua en x = 1.

Vemos que el denominador también se anula en x = -2, luego f(-2) no existe. Ademds,

2
/ ~ py X=x 6 _
xlff/’—zz f(x> - x[ian x2+x_2 0 *

Por tanto, en x = -2 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos
es continua.

¢) Comenzamos estudiando el punto x = 3.
fB)=V4=2
11'7}31+ fx) = /z'rgz+ Jx+1=4J4=2
k k

/A = It =
Jim fQ) = =

%:2—)/@:4

Si % =4, la funcién es continua en x = 3.
Observamos que el denominador también se anula en x = 1, luego /(1) no existe. Ademas:

lim f() = lim 24— =% _+o
xlznl f(x) xlznl x—1 0
Por tanto, en x =1 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos es

continua.

d) Comenzamos estudiando el punto x = 4.
f(4) = logy(4—-2) = log,2=1
, by Sk—x _ k=2
x/inz+ f(X) - x/iﬂz+€ -
11'7}41_ fx) = 11'7441_ logy (x —2) = log,2=1
#2155 b 2=lnl > (k-2lne=0 - k-2=0— k=2

Si £ =2, lafuncién es continua en x = 4.
La funcién no estd definida para valores negativos de x ya que no podemos tener una raiz con
valor negativo, por lo tanto la funcién estd definida y es continua para x>0 y k=2.

32 Determina a4 y b para que esta funcién sea continua:

3x+b si x<-2
fx) =14 si 2<x<3
ax—-2 si x>3

Estudiamos la continuidad en los puntos de ruptura.

¢ x=-2
f(=2)=4
xé’%i(3x+b):—6+[7
x[{»nfz S0 = lim 4=4

x—-2%

Por tanto, —6 + b=4 — b =10 para que exista el limite y la funcién sea continua en x = -2.
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e x=3

f(33)=4
lim 4=4

x—37

x/zanf(x) - 11’7;31+(ax—2)=3¢z—2

Por tanto 32—2=4 — a=2 para que exista el limite y la funcién sea continua en x = 3.

Si a=2 y b=10 lafuncidn es continua en los puntos de ruptura. En los demds puntos también
es continua por estar formada por trozos de rectas.

33 Calcula los siguientes limites:

, x+3 ,  3x-5 . 100x
a) fim, x b) tim, el o bm = 2
3/.6 /
d) Ilim 3x e) lim N —T7x f) I 2x+1
X — —00 4_x X — +00 4x_2 x—+00 4 _ 7D

* Fijate en el apartado a) del ejercicio resuelto 2.

Calcularemos estos limites usando el criterio de los grados del numerador y del denominador.

. AxX+3 . 3x-5 ., 100x
a) lim X2 =0 b) lim =3 o) lim =—
X — oo X X — oo m X — —oo 3‘/?
3.6 [7,-2
d) lim 3x___ e) lim NP —Tx +oo  f) Ilim 2x7+1 _ 2
X — —o0 4_x3 XS 4oo 4y — 2 X400 X —2
34 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:
a) y=2%+3 b)y=15"-1 Oy=2+e* dy=e*+1
e) y=log(x-3) Dy=1-lnx gy=InQ2x+4) h)y=In(x*+1)

a) lim 2°%3 = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds répido).

X — +oo
xlz’m 2**3 -0 (asintota horizontal).

b) /lim (1,5°—1) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds rdpido).
X — +00

xii{nw (1,5¥—1) =—1 (asintota horizontal).

c) lim (2 +¢*) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds rédpido).

X — 400

xl_»z’r_nw (2 + ¢*) = 2 (asintota horizontal).

d lm (e¥+1)= x{z:i;nw <1+Lx> =1 (asintota horizontal).

X — 400 e

im (e™+ 1) = lim <1+L) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez
X — —0 X — —0 ex

mds rdpido).
e) Su dominio es (3, +o0).
xlz’rf log (x — 3) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).

/z’n;z+ log (x — 3) = —co (asintota vertical).
X —

f) Su dominio es (0, +co).
xérﬁo (1 —/nx) = —co (rama parabdlica hacia abajo de crecimiento cada vez mds lento).

/z’m+ (1 — /n x) = +oo (asintota vertical).
x—0
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g) Su dominio es (-2, +o0).
x/z’m In(2x + 4) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
— t+oo

lz’n12 . In(2x + 4) = —oo (asintota vertical).
i
h) Su dominio esR.

x/z’m In(x? + 1) = 400 (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
— too

xlz’m In(x? + 1) = +o00 (rama parabélica hacia arriba de crecimiento cada vez mis lento).
— —o0

35 Halla el limite de estas funciones en los puntos que anulan su denominador y di cuéles son sus
asintotas verticales:
423 +3x% —16x —12

2) f6) = P -2x*—4x+8
3 2
b) g(x) = X+ 6x - 32

x% 223842
a) Hallamos las raices del denominador.
x3-2x—4x+8=0 - x,=-2, x,=2
3 2
o im 4’ +3x"—16x—12 _ 0 — Indeterminacién.

x==2 53 _2x*_4x+8 0
4x3 +3x* —16x —12 _ (4x+3)(x+2)(x—2) _ 4x+3 .

X —2x% —4x+8 (x+2)(x—2)2 x=2"
lim 4x3 +3x2 —16x —12 — lim 4x+3 _ 5
x==2 x3_2x?_4x+8 =2 x-2 4

3 2
4’ +3x"—16x—12 _ 0 — Indeterminacién.
x=2 x3_2x*—4x+8 0

3 2
" 4x° +3x" —16x —12 _ lim 4x+3 I §

x—2 33 _Dx2_4x+8 x=2 x—2 0

4.1,99+3 . 4x +3x2 —16x —12
IZQUIERDA: x= 1,99 —» —=222"= -_1096 — / =—
¢ g 1,99 -2 N x0 —2x% —4x +8

. 3 2
DERECHA: x = 2,01 — 42’&=1104 s lim 4x” +3x~ —16x —12 _
2,01-2 x—2* x3_2x2_4x+8

+ 00

b) Hallamos las raices del denominador.

x4 2x3-8x2=0 — xp=—4, =0, x3=2

3 2
e [im X +6x" =32 _ 0 — Indeterminacién.
x——4 x4 41053 _8x2 0
K +6x2-32 (x=2)(x+4)* _x+4d. X3 +6x2 =32 _ i X4 o
x2(x+4)(x-2) x2 T oxod A3 _8y2 xe—d x2

x4+ 253 — 8x2

. lim %2 +6x2 =32 _ =32
¥=0 x4 4 253 _ 8x? 0

= t+oo

X3 +6x% 32

IZQUIERDA: x =-0,01 — M =39900 — [im = 400
(—0;01)2 x—=0" x4 4 2x3 — 8x2
3 2
pERECHA: x = 0,001 — 20144 40100 o gy X007 =32
0,012 x=0% x4 4 253 _8x2

3 2
e [im X +6x"=32 _ 0 — Indeterminacién.
x=2,4,0,3 842 0
3 2
x° +6x°—32 lim x+4 _ %

lim 2 T2% —24
x=2 540,53 _8y2  x=2 2
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Las asintotas verticales son:
* De f(x), larecta x=2.
* De g(x), larecta x=0.

36 Halla las asintotas de las siguientes funciones y representa su posicién respecto a la curva:

a) flx) = b) fx) = J f)=—1

1+e™ e* -1 2-log,x

a) * Asintotas verticales:

Buscamos aquellos puntos que anulan el denominador:
l+¢¥=0 — ¢*=-1 — No es posible ya que ¢ > 0.

Luego no hay asintotas verticales.

¢ Asintotas horizontales:

lim 3 3 .3 3 — y=3 esasintota horizontal, si x — +co.
Xt 14X e 140
3 3 3

lim = =
x==eo 14 ® 14 l4oo

=0 — y=0 esasintota horizontal, si x = —oo.

Estudiamos sus posiciones:

_ _ —X _ —X
=3 — lz’m( -3)= lim 3=3-3¢" _ ppy =3 _ -
X —+oo 1+€—x X —+o0 1+€—x X —+ 00 1 +€—x
— La curva estd por debajo de la asintota. v
y=0—> lim [—>——0)=3-0* >
X——o |\ 1 4 X to0 3
STt
— La curva estd por encima de la asintota.
* Asintota oblicua: B P
’ . X
No hay ya que hay asintota horizontal.
b) * Asintotas verticales:
Buscamos aquellos puntos que anulan el denominador:
F-1=0 = =1 = x=0 YE&
1 _te — x =0 esuna asintota vertical. :
x=0 2~ _1 ,
Estudiamos la posicién: 0 X
si x— 07, f(x) > —o0 \
si x> 0%, f(x) > +oo0 :
* Asintotas horizontales:
lim 1 _ 1 -3 0 — y=0 esasintota horizontal, si x — +oo.
Yot X1 e —1 oo
lim 1 1 _ 1 _ 5 y =—1 es asintota horizontal, si x — —oco.
xmme X1 -1 0-1
Estudiamos las posiciones:
_ . 1 _ 1 1 e Y
y=0— lim -0)= Ilim =—=0" >
X=too \ X -1 X=too X 1 4oo
— La curva estd por encima de la asintota. 0 S~
X
X b i T
y=—1— lim ( 1 +1>= lim 2+ =1_ € - ™ -1
X — —oo ex_l X — —oo €X_1 X — —oo ex_l

— La curva estd por debajo de la asintota.
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¢ Asintota oblicua:

No hay por haber asintota horizontal.

c) * Asintotas verticales:
Buscamos aquellos puntos que anulan el denominador:
2—logy x=0 = logyx=2 — 22=x — x=4

lim 1 . S %: too — x =4 esuna asintoma vertical.

x—4 2—logyx 2-2

Estudiamos la posicién:
si x> 47, f(x) = +oo

si x— 4%, f(x) > —o0

¢ Asintota horizontal:

lim 1 = 1 D S, N y =0 esasintota horizontal.
x=+0 2 —logy x  2—(+00) —o0
lim 1 no existe, ya que el dominio de definicién de

x=-00 2 —logy x
log, x es (0, +0).

Estudiamos la posicién:

y=0— lim é—o = [lim +=L=O’%
2—log, x x=+00 2 — Jog x

X —+00
— La curva estd por debajo de la asintota.
* Asintotas oblicuas:

Six — +oo no hay, ya que hay asintota horizontal.

Six — —oo no existe log; x.

Vx2+3
x

Z. e 7
son sus asintotas y sitda la curva respecto a ellas.

37 Determina el limite de la funcién f(x) =

[.2
. ll'm 796 +3 :ﬁ = too
x—0 X 0

Larecta x=0 es una asintota vertical. Estudiamos su posicién:
Si x>0, flx) > -

Si x— 0%, f(x) >+

«/x2+3

e I =1, larecta y=1 es una asintota horizontal por la derecha.
X — +oo X
x%+3
e lim = —1 (numerador y denominador tienen distinto signo).
X — —o0 X

Larecta y=—1 es una asintota horizontal por la izquierda.

Vx2+3—x
x

Si x— +oo, flx)—1= > 0, la funcién estd encima de la asintorta.

2
Si x> — oo, Flx) = (1) = 7””:”

55
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38 Considera las funciones y = sen x e y = cos x definidas en el intervalo [0, 27]. Halla las asintotas

. D S BT S | o
de las funciones f(x) = o’ g(x) s’ h(x) T2cosx ¥ sitda la curva respecto a ellas.

Solo tiene sentido el estudio de las asintotas verticales.

* f(x) = 1 ¢n el intervalo [0, 2x].
sen x

senx=0 — x=0, x=m, x=27n son asintotas verticales.

Posicién:

Si x— 0%, f(x) >+
Si x>, flx) >+
Si x—>at, flx) > -

Si x— 21, fx) > —oo

* g(x) = 1 n el intervalo [0, 27].
cos x
cosx=0 — x= %, x = 32—n son asintotas verticales.
Posicion:

Six— %_, 2(x) = +oo

Si x— %,,, 2(x) = —co

Six— 3—n_, 2(x) = —oo

Si x—> 32—n+, 2(x) = +oo

e h(x) = 1 enelintervalo [0, 27]
1-2cos x
1—2cosx=0 = x-= %, x = STn son asintotas verticales.
Posicién:

Six— %_, h(x) = —co

Si x— £+, h(x) = +oo

3
Si x> 53—“7, h(x) = +oo
Six— %i h(x) = —oco
39 El nimero de peces de una piscifactoria evoluciona segin la funcién f(z) = 50 + % (¢ en dias).
+

a) Prueba que la poblacién de peces se recupera durante la primera semana.
b) ;El crecimiento serd indefinido o se estabilizar?

a) Calculamos una tabla con los valores de la primera semana.

t 0 1 2 3 4 5 6
f(t) 50 100 | 130 | 140 | 144 | 146 | 147

Podemos comprobar que el nimero crece pero de una forma cada vez mds lenta.

X oo 2+l

2
b) Para estudiar el comportamiento de la funcién a largo plazo podemos calcular _/im (50 4100z ) =150.

Este resultado indica claramente que el crecimiento tiende a estabilizarse.
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40 Una fabrica produce chips para aparatos electrénicos. El coste de fabricacién viene dado por la

funcién de expresiéon C(x) = donde x es la cantidad de chips fabricados (en miles) y

1-¢*

C(x) el coste total (en millones de euros).

a) Calcula e interpreta xli’rzzoo C(x).

b) Llamamos C,, (x) al coste medio de fabricacién de un chip. Expresa C,,(x) en funciénde x y
calcula e interpreta lim C,, (x).

x =n.° chips fabricados

Funcién coste C(x) = 6 <

1-67 C = millones de euros
, o 6 __ 6 _ 6 _
a) x/inZoC(x)—xQan o= 120 6—

\J

(al ser x n.° de chips, se supone que se van a fabricar cada vez mds, luego x — + o)

— Interpretacion: el coste al fabricar un gran nimero de chips es de 6 euros.

b) Cm(x) coste medio

6
Cm (x) = (=e™) _ 6 — Cm(x) -6
x x(1—¢™) x(1—e™)
lim 6 _6 =6

¥t w(l—e™) oo

Interpretacion: si la produccién es muy alta el coste de cada chip se va reduciendo tendiendo a cero.

41 Calcula el valor de a2 y b, para que la funcién f(x) = % corte al eje de ordenadas en (0, 3)
y verifique lim_f(x) = 2.

:Cudles son sus asintotas?

b
fe=5

* Si corta al eje de ordenada, en (0, 3) — El (0, 3) es un punto de la funcién:

3.40+6 o3 4 43

2-0-1
. I =2 m AX=3 _5 _, 4_) -4
x[i@wf(x) - xéﬁﬂm 1 - 3 - a

_4x-3
S=53

corta al eje de ordenadas en (0, 3) y verifica que /im  f(x)=2.
X — + 00
Tiene una asintota vertical en x = %

Es claro que tiene una asintota horizontal en y = % =2.

Por tanto, no tiene asintota oblicua.

42 Determina el valor de 2 y de b de modo que las rectas x=3 e y= 3 sean asintotas de la fun-

3 2
cién flx) = Z:i4

:Puede tener asintota oblicua?

Para que x =3 sea una asintota, el denominador se debe anular en ese punto. Luego:

b-3-4=0 > b=
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f(x)= ax +3 _ 3ax+9

44 x-12

3
Para que y= 5 seauna asintota horizontal tiene que ocurrir que xljﬁ”m fx) = 3.
Por otro lado, xiignm fx) = xé;-;ﬂoo % = %
Por tanto, % :% —> a=2

No puede tener asintota oblicua porque tiene asintota horizontal tanto en +oo como en —co.

43 Observa la grifica de estas funciones y describe sus ramas infinitas, sus asintotas y la posicién de
la curva respecto de ellas:

TV \

a) Asintotas verticales: rectas x=2 y x=4.
Posicion:
Six—27, flx) > -
Si x—> 2%, f(x) = +o
Si x> 47, f(x) > —oo

Si x— 4%, f(x) > +e0

Asintota oblicua: recta y = % -1
Posicién:
Si x— +oo, f(x) > X

2
Si x— —oo0, flx) < %—1

b) Asintotas verticales: recta x =1

Si x> 1% f(x) = +o0

Six—17, flx) > -

Asintota horizontal: recta y=-2 en +oo

Si x— +oo, flx)>2

Rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido en —oco.

44 Representa, en cada caso, una funcién que cumpla las condiciones dadas.

a) lim f(x) =—-o0; lim f(x)=+o0

x—=2" x—=2%

xéirisz(x) =3, flx) <3 six— —oo; xl_’:'ﬁof(x = +00
b) li){)ﬂ flx) = —oo5 lz’r:)z_ fx) =—o0

xl_zm)gf(x) =1, f(x) <1 six—> +o0

xéirizwf(x) =-1, f(x) >-1 six— —o0
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c) Asintota vertical: x=1
lz’nlz_ fx) = lz’nlz+ fx) = -0
Asintota oblicua: y=x+2

diferencia [f(x) —y] <0 si x — £oo
d) lz’mpf(x) = —oo; lz’ml_f(x = +00
xl_zirzloof(x) =2, f(x) >2 si x — +o0;

xéirisz(x) =2, flx) <2 six— —o0

~

) d)

>

/

<<l
b

2 .
45 Dada la funcién f(x) = 2" vax+b si x< 2, calcula el valor de 2 y de & para que f sea
Inix-1) si x>2

continua y su grifica pase por el origen de coordenadas.
Para que su gréfica pase por el origen de coordenadas, f(0) = 0.
Por tanto, 2-0%+a-0+ b =0, de donde vemos que & = 0.
Exigimos la continuidad en el punto de ruptura:
f(2)=2-22+42-2=2a+8

lim (2x% +ax)=2a+8

, x—2
x/z_@f(x)- lz'nzaln(x—l):O Luego 24+8=0 = a=-4
x—

La funcién es continua en el resto de IR porque estd formada por dos trozos: uno de pardbola y otro
de funcién logaritmica bien definido.

. (3x*—5x .
46 Calcula el valor de @ paraque [im |~=—=| - ax sea un nimero real.

—+ol  x41]

lim (M—ax>: lim 3x% — Sx — ax® — ax _ lim B-a)x*—(5+a)x
Xore o X+ X =t x+1 X =t x+1

Para que el limite sea un ndmero real, el grado del numerador debe ser igual al del denominador. Por tanto:

3—-a4=0 — a=3, resultando ser el limite igual a —8.
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47 Halla los siguientes limites (utiliza la calculadora).

3
a) Ilim x_x b) lim - *—
x—+0 g x—+o0 [y x
9 lim -1 d) lim In (2x2 +3)
X — +00 X X — +00 X
e Jim (2" B Lm (0,75~ %

3 3
X0 _ 100° _ —38
a) xlﬁ@m? =0 porque para x =100 — 100 = 3,7201 - 10

b) xé@mﬁ = +oo porque para x= 10000 — % =1085,7

X 100

O lim € =L - oo porque para x=100 — €— =L _7 6881 .1033
) x =400 45 porque p 100°

(2100 + 3)

d) /
) A 002

X — oo X

e) lim (2x — x%) = +oo porque para x =100 — 2100 _100% = 1,2677 - 103°

=0,00053

m /”(2735;3) =0 porque para x=100 —

f) _lm (0,75x—x%) = —co porque para x =100 — 0,75'% —100% =~10000

./ X +mxt+9 . . . . . ..
48 La funcién flx) = 2.9 es discontinua en x =3 y x=-3. Estudia el tipo de discontinuidad
x —
que presenta en esos puntos segin los valores de .

La funcién f(x) enlos puntos x=3 y x=-3 no estd definida.

3 2
o lim f) = lim X rE*9
x—3 x—3

x2=9

Si 334+ m-32+9=0, esdecir, si m=—4, tendrfamos una indeterminacién del tipo %

(x=3)(x2—x—3) _ Iim x2—x—3 _1

X0 —4x*+9 _ lim _
x2 -9 x=3  (x+3)(x-3) x=3 x+3 2
La discontinuidad en x =3 es evitable del tipo III.

Por tanto, si m=—4, lim f(x) = lim
x—3 x—3

Para m =—4, en x=-3 tenemos una discontinuidad de salto infinito (tipo I) porque:

, o X0 —4x*+9 54
S f = i =y <t

. I o o emx’+9
xé@3f(@-_xé@3 x2—9
0

Si (<33 +m-(=3)2+9=0, esdecir, si m =2, tendriamos una indeterminacién del tipo 0

K +2x%+9 7 (x+3) (x* —x+3) . xz—x+3:i

Por tanto, si m = 2, x/iﬂjg 29 1= (x+3)(x—3)  x=3 x-3 2

y tenemos una discontinuidad evitable de tipo Il en x = -3.

Para m =2, en x=3 hay una discontinuidad de salto infinito (tipo I) porque:

, o xX0+2x%+9 54
R e e
Si m=—4y m=2, las discontinuidades en x=3 y x=-3 son de salto infinito (tipo I) porque el
numerador de la funcién no se anula.

49 Halla los siguientes limites:

, x—4y2x , x-3
a) :fl—»”i x—2 b) ’{l—'”é 4—x-1
o lim V2x-1-3 d) lim—*=7
x=5  x-5 *=73x+4-5

* Fijate en el apartado d) del ejercicio resuelto 1.
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x—y2x 0

a) lim = — — Indeterminacién.
x=2 x—2 0
x—y2x _ (x — 2x) (x + V2x) _ x2—2x _ x(x-2) _ X
x=2 (x —2) (x +2x) (x=2)(x+42x)  (x=2)(x+42x) x+42x
, x—«/ﬂ_ , X _l
x[zInZ x—2 _xlli%szrm T2

b) lim = 0 _ Indeterminacién.

x=3 _

x=344—x—-1 0
x=3 __ (x-3){h4-x+1) _ (x-3)(d-x+1) |
Vi—x-1 (J4—-x-1)({{4-x+1) 3-x

, -3 ,
I Gy~ i) =2
o) lim J2x=1-3 _ 0 — Indeterminacién.
x—5 x—=5 0

2x-1-3  (2x-1-3)(2x-1+3) _ 2x-10 _ 2(x-5) _ 2
x=5 (x=5)({2x—1+3) (x=5)W2x-1+3) (x-5\2x—-1+3) 42x—-1+3

y2x—-1-3 , 2 1

xhjns x=5 =x[l~mS rx—1+3 3

d) lim —2= 7 _ O _ Indeterminacién.

=7 Bx+4-5 0

x=7  _ (x—7)W3x+4+5) _ (x—7)W3x+4+5) _ (x—7)W3x+4+5) _ V3x+4+5
V3x+4-5 (PBx+4-5)(3x+4+5) 3x—21 3(x-7) 3

x—7 I {3x+4+5 10

lim—X=7 9%+ 4+5 10
S Bxrd—5 27 3 3

Cuestiones tedricas

50 ;Verdadero o falso? Justifica la respuesta y pon ejemplos.

a) Si no existe f(2), no se puede calcular lz'm2 fx).

b) Si no existe f(1), f(x) no puede ser continua en x = 1.
¢) Una funcién no puede tener dos asintotas horizontales.

d) Una funcién puede tener cinco asintotas verticales.

x-1

fx-1"

e) Larecta x=1 es asintota vertical de f(x) =

f) Lafuncién y =27 no tiene asintotas.

g lz'n/f_«/4 —x= lz’n/:+ V4—x

a) Falso. En una discontinuidad evitable de tipo III no existe la funcién en un punto pero si existe el limite.
b) Verdadero, ya que no se cumple una de las condiciones de la continuidad.

¢) Verdadero. Si tuviera tres o mds asintotas horizontales, dos de ellas coincidirfan por uno de los ex-
tremos del eje OX y esto es imposible porque la funcién no puede tender simultineamente a dos
resultados diferentes.

d) Verdadero. Incluso puede tener infinitas asintotas verticales, como ocurre con la funcién y = zg x.

, y” x—1 _Q . .,
e) Falso. 9{17;11 flx)= )gli’}’i 7&_1 =0 — Indeterminacién.
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Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador.

o x=DWx+D) . =DGEx+D) . x=D@Ex+1)
A AP R R e 4 R o R

= Zz’m1 (Jx +1)=1+1=2 — No hay asintota vertical en x = 1
x—

f) Falso. Porque xlz’m 2= fm Lo ylarecta y=0 esuna asintota horizontal cuando x — +co.
— 400

X — +00 2x
g) Falso.
/l'f’gﬁ J4—x no existe
- .
/z'n417 V4 —x siexiste Luego la igualdad es falsa.
X —

51 Dada la funcién f(x) = ax” + bx""! + ... + b, justifica si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones:

a) Si a>0 y n es par, entonces xlﬁ,'ﬂo J(x) = —co.
b) Si 2>0 y n esimpar, entonces lim_f(x) = +oo.
c) Si a<0 y n es par, entonces xé@mf(x) = —oo,
d) Si 2<0 y n es impar, entonces xl_)z';zzoo Jx) = +o0
a) Falso.

JJim f(x) = lim ax"=+eo porque ax”>0 alser n pary a>0.

b) Falso.

JJim f(x) = lim ax"=—co porque ax” <0 alser n impary a>0.

¢) Verdadero.

JJim f(x) = lim ax"=—co porque ax"<0 alser n pary a<O0.

d) Verdadero.

Jim f() = lim ax"=+co porque ax”>0 alser n impary z<0.

52 Pon un ejemplo de una funcién que tenga una asintota vertical en x =2 y que exista f(2).
Respuesta abierta.

Si tiene asintota vertical en x = 2, esto quiere decir que puede ser un cociente en el cual se anula el
denominador para x = 2.

- £%)
fl= (x—2)

Para que exista f(2) definimos las funciones en dos ramas:

sixz2

1
Fx)=1&=2)
4 six=2

53 Escribe una funcién cuyo denominador se anule en x =1 y que no tenga asintota vertical en ese
punto.

Respuesta abierta.
Si se anula el denominador en x =1 — Debe llevar el factor (x — 1).

Como no hay asintota vertical en x = 1 — El factor (x — 1) se puede simplificar al calcular el /z’ml .
e

(x—1)(x+1) x

Por ejemplo: f(x):W > flx)= 1

2 _
x—1"
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54 La funcién y = 2!%, ;tiene limite cuando x — 0?

lim 21% = 2%

Joasi
Estudiamos los limites laterales:

lim 2V = 2% = too
x—0%*

lim 2% = 27> -0

x—0"

Por tanto, no existe el limite dado.

Para profundizar
Pagina 291

55 Calcula los siguientes limites:

a) lim x|x—1] b) lim (|x|+x-3)
o) xl_zir:zm (| + 4] + |x]) d xl}:@m (| + 2] - |x[)

A lim xlx—1)= lim 5>~ x = +o0
im x4 1) = lim = 4 x = —eo

b) lim (x| +x=3)= lim (x+x-3)= lim (2x—3)=+co
xé[;gzm (x| + x=3) = xlj@m (x+x—-3)= xlfﬁ”w_3 =-3

O lim (s 4+l = lim (crdsx)= lim 2x+4) = s
im (x4 +|x) = lim (x—4-x)= lim (-2x—4) = +eo

d) lim (2= |x) = bim (x+2-%) = lim 2-2

xéi@ (| + 2] = |x]) = xii{noo (x—2+x) = x/j?ﬁ)o 2=-2

56 Halla las asintotas de las funciones siguientes:

|2« +4]
T x

||

2—-x b)y

a) y=

a) * Verticales: x =2
Posicion:
Si x—>27, flx) >+
Si x—2% flx) > -

e Horizontales:

z x 7 ’ .
lim 1+] = lim —%— =—1. Larecta y=—1 es unaasintota horizontal cuando x — +co.
X — +o00 2 —x X — 400 —x
x - , .
lim 2| | = lim ——* =1. Larecta y=1 es una asintota horizontal cuando x — —oco.
b) ® Verticales: x=0
Posicion:

Si x>0, flx) > -
Si x> 0%, f(x) > +oo
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¢ Horizontales:

2x +4

lim | | = lim 2x+4 2 — y =2 es una asintota horizontal cuando x — +co.
J

X — +oo X X — +o0o X

lim 7|2x+4| = lim “2x—4 _
X

=—2 — y=-2 es una asintota horizontal cuando x — —co.

xSeo x 'm0
c) * Verticales: x=1
Posicién:
Six—17, flx) > -
Si x—= 1% f(x) =+

¢ Horizontales:

2x +1 i .
lim | | = lim 2L 9 Tarecn y =2 esunaasintota horizontal cuando x — +oo.
x=dteo x—1] x—doo x 1]
2x +1 _ , .
Jim | T | = lim 2x7+11 =-2. Larecta y=-2 es unaasintota horizontal cuando x — —co.
e e

57 Demuestra que la recta y = 2x es asintota oblicua hacia +o de la funcién f(x) = x + yx% + 1.

* Asintota oblicua: y = ax + b.

2

, , X +4x . X+X , 2x ,
a= /zm —_— == /lm = [zm = /zm = llm 2=2
X —+ 00 X [ ) X —>+o00 X X —+o00 X X—>+o00 X X —+o00

\)

Términos de mayor grado
b= xé[r:zw [x + «/x2—+ —2x]= x/jﬁ”m [«/m — x]=00—oc0 — Indeterminacién
Multiplicamos y dividimos por el conjugado:
Iim (a2 + 1 -2 (% +1+%) _ Iom (32 +1)2 —x2 )
e (x?+1+x) TR (a2 14 )

1 1

21 2

= lm X EL =Xy ———— = =0
b e [2

Yot Uxt e lex YT+ lex

Luego la asintota oblicuaes: y=2x+0 — y=2x.

58 Halla los siguientes limites:

a) lim J6x +1 -5 b) ll,m«/3x—2—5

x—42x+1-3 *=9 2x+7 -5
a) lim JOx+1-5 0 — Indeterminacién.

x=42x+1-3 0
Jox+1-5  (Jx+1 -5 (J6x+1+5)(2x+1+3)  (6x—24)({2x+1+3) _

2x+1-3  (2x+1-3)({6x+1+5)(/2x+1+3)  (2x—8)(f6x +1+5)
_6(e—4)(W2x+1+3)  3(2x+1+3)
S 2(x—4)(Jox+1+5)  Jox+1+5

m J6x+1-5 — Iim 3(y2x+1+3) _9
x=42x+1 -3 x—4 J6x+1+5 5

m = = — Indeterminacién.

=9 2x+7-5 0O

J3x—-2-5 _ (V3x=2-5)(Bx=2+5) (V2x +7 +5) _ Bx—-27)W2x+7 +5) _
2x+7-5  (2x+5+5)Bx—-2+5)(2x+7+5) (2x—18)({3x—2+5)
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_ 3(x—9)(y2x+7+5) _ 3(J2x+7+5)
2(x—9)(«/3x—2+5) 2(W3x=2+5)

«/3x . 3(«/2x+7+5) é

x*9 2x+7 =9 2(Bx—2+5) 2
59 Calcula las asintotas verticales de f(x) = > y estudia la posicién de la funcién respecto de
x —

ellas. ;Tiene asintota horizontal?

El dominio de definicién de la funcién es la solucién de la inecuacién x% — 1 > 0, es decir,

(=00, =1) U (1, +o0).

Las asintotas verticales son las rectas x=-1 y x=1. Solo podemos acercarnos por un lado en cada
una de las asintotas.

Posicidon:
2
/z'm+ X -l e
x—1 x2 -1 0
2
lim X -l e
x—-1" [,2 1 0

Veamos ahora las asintotas horizontales. Usamos la regla de los grados del numerador y del de-

nominador.
, 2
lim = too
— 400
X —+ X2 _ 1
, 2
lim = = too
— =00
* x“ =1

Por tanto, no tiene asintotas horizontales.

60 Halla las asintotas de y = 2x— 27"

e Asintotas verticales:
lz’mﬂ (2x —2™)=24 -2 — Alser 2 un niimero real x — 4, el valor del limite es un niimero real —
il
— No hay asintotas verticales.

* Asintotas horizontales:
x/z'm 2x -2 = x/z'm 2x — xlz’m 2% =00—0=00 — No hay asintota horizontal cuando x — + o.

—+too — 400 —+o00

xlz’;zi (2x —27) = =2 (+00) — (+00) = —00 —> No hay asintota horizontal cuando x — —oco.

e Asintota oblicua:

Debido a la funcién 27, vemos si x — +oo y si x — —oo

X —> 400

o g= lim 2X=27"_o_ Iy, (A—z—_x> S 2- lim 2 _2_0=2
x

X —+00 X oo X — + 00 X

. b=x£[72¢ [(Zx 27) 2x]— lzm 2= [im <_L>=0

X —>+o00

Luego la asintota oblicua es: y = 2x si x — +oo

X —> —oo
_ )X —X
o a= lim 2X=27_ gy, 2, lzm 27 ) hcozoo—>
X — —o0 X X——oo A —o0

— No hay asintota oblicua.
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2
61 Determina cudl debeser el valor 2 y b para que se cumplalaigualdad: lim (ax vp-2x -1 ) =0

x+2

lim <dx+b— (2X2—1)>: lim ax2+2ﬂx+bx+2[7—2x2+1: lim (a+2)x* Qa+b)x+1+2b

x=too x+2 x=+oo x+2 x=too x+2

Para que este limite sea igual a cero, el término de x* tiene que desaparecer. Pueden ocurrir dos cosas:

c 4-2-0 > a=2 > xé[ﬁn@(ﬂx+b—£>: im BOx+122b o s g

x+2 X —+oo x+2

* Que el numerador tenga 2 —2 como raiz. Para eso sabemos que —2 debe ser divisor de su término
independiente. Eso no es posible ya que se tendria que cumplir que 24 + 1 fuera un niimero par,
y es imposible por cémo estd definido.

Por tanto, hay una Gnica posibilidad: Para 2 =2 y b=—4 el limite es cero.

62 Calcula el valorde 2 y b para que f(x) sea continua en x = 0. ;Para estos valores tiene f al-
guna asintota?

a-2% si x<0
Sfx) =11 si x=0
In(x+b) si x>0

Para que f'(x) sea continua en x = 0 tiene que ocurrir: f{0)= [z’ngi flx)= lz’ng+ fx).

« f(0)=1

. /z'ng_f(x)=1 - /z’ng_(ﬂ—2")=ﬂ—l=1 — a=2
. [z’n&f(x):l - /z’ngjn(x+ D)=nb)=1 — b=e

Por tanto: a=2; b=e¢

63 Calcula 2 y b para que la grifica de f(x) pase por el punto (2, 3) y tenga una asintota oblicua
de pendiente 4:

f(x)=M, 2%0

:Cudl serd esa asintota oblicua?

e Comopasapor(2,3) = x=2,y=3 = 3= i‘”zb — 3a—-6=4a+b > —6=a+b
» ax* +b
2
e Como y = 4x + b es asintota oblicua — 4= lim iG] - lim —2=% - [im LJ'%:
X — o0 X X — 00 X X —> o0 ax — x
_ 7z _ﬂxz _ ]z _ J/
=l =" 5=l A= -
Luego4=-a —

—6=a+b

Tenemos: 4 }—) —6=-4+b —>

La asintota oblicua es: y = 4x — 2
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AUTOEVALUACIGN
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Pagina 291

2x -5, x<3

1 Calcula el limite de f(x) = { en los puntos de abscisas 0, 3 y 5. Disi f es
x?

—-x-7, x>
continua en esos puntos.
2x =5, x<3

f()_{ -x—=7, x>3
Jclinzof(x)=2-0—5=—5

/l'ngz_f(x)=2—3—5=1
xllj}%f(x)< lz’riﬁz+f(x)=32—3—7=—1 No tiene limite en x = 3.
lz;me(x)=52—5—7=l3

Es continuaen x=0 yen x=5. No es continuaen x =3, porque no tiene limite en ese punto.

2 Halla los siguientes limites:

a) lim2*-1 b) lim © lim—=%
x—0 x5 x+4 x—4 (x — 4)

i 221 22 1
a) lim 7

x—0
b) U 1.1
) X% X+ 4 J9 3
) lz =+o00 (Si x > 4" osi x—> 4, los valores de la funcién son positivos).

ey —4)2

3 a) b) Y—o

X N X

TS

Halla, en cada caso, los siguientes limites:

lz'n% J®)s ll'né S Jim_f(x); Jim f(x)

lzm - fl)=+00
a) lzm f(x) < lzm f(x)— B No tiene limite en x = 3.
x/zznz flx) =1 xl_l:’ﬁo fx)=0 xiz’;zzw f(x) = +o0
b) xlz_i??5 fl)=0
lzm - fl)=3
lzm f(x) < lzm f(x) 1 No tiene limite en x = 2.
i f(x) =

i ) =3
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2
4 Halla las asintotas de la funciéon f(x) = 24x2 y estudia la posicién de la curva respecto a ellas.
2
Simplificamos: xf_ﬁ:% — y= x4—xZ
* Asintota vertical: x =2
lim 4% ___
.., x—2"x—2
Posiciéon 4
I X
363721+ x—2 "
Y :
* Asintota horizontal: [zm 4x2 =4 y=4 | \\
DO x J— - 1
X —>+oo0, y>4
Posicién: T
x—>—co, y<4 \

5 Justifica qué valor debe tomar & para que la funcién f(x) = ax =2 sf x=<l sea continua en R.
4x—2a si x>1

ax—2 si x<l1

09 = {

La funcién es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque ambos tramos son rectas.

4x—2a si x>1

Para que sea continua en x =1, debe cumplirse: [z’m1 fx)=/£(1)
X —

f(Q)=a-2
/zm  fl)=a-2
lzm f < lzm f(x) 424

Para que exista el limite, debe ser: 4 —2=4-2a — 34=6 — a=2

3 2
6 Halla el limite de f(x) = _x7 =37 cuando x — 3; x — 2; x — +00; x —> —co y representa la
x*-5x+6

informacién que obtengas.
° / X —3X _ g

x l—’m3 x2-5x+6 O

.. o x*(x—=3) x2
Simplificamos: —2(-3) " x_2
2 2
lim -3 g, X =9 Y \

s
A

> . . - m
x~3x —5x+6 x—=3x—2

5 /”’27,][(")‘_

. I %% —3x r=

xl—>m2 x —5x+6 x—>2x x—2 < lzm (x) + oo

2

L] [l’m & im = 400

X — +oo 2 5x+6 X — +0o x—22
e lim &— im —%— = —oo !

X — —o0 2 5X+6 x—-0 x_7 / \E 3 X
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7 Representa una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

lim_f(x) = -

x—=2"

Hm fle) =0

lz’rtzz+f(x) = 400
L f(x) =2

Y

8 Estudia, en cada caso, las ramas infinitas y las asintotas de la funcién y sitiia la curva respecto a ellas:

- 2x
a) f(x) )
o) fla) = 24
x*+

a) * Asintotas verticales.

b _ 22
/6 2x — 32
d) fix)=3-27"

1-x%=0 > x*=1 > x=%1 — DPosibles asintotas verticales

x=1
lim —2X
x=11-x?

Estudiamos la posicién:

six— 17, f(x) = +oo
six— 17, f(x) = +oo

x=-1
lim 2% __ =2
x=-1 ] x2

Estudiamos la posicion:

six — =17, f(x) > +oo
six — =17, f(x) = —oo

e Ramas en el infinito:

=—oo — Hay una asintota vertical en x = -1

- % =oo — Hay una asintota vertical en x =1

SR SRR S

, , , 2 2 _
lim —2%_ 22 _ iy 2%y S 2
x>4oo | _ 4 oo X—too _y X—+4o0 —X  —o00 v
Términos de mayor grado o~
2 2 0 — X
lim X © _ lim 2X g 22 ¢
X — —00 1—X2 oo X — —00 _x2 X——c0 _x oo

Términos de mayor grado
Luego y = 0 es asintota horizontal.
Estudiamos la posicién:

2x , 2x
[l—x2 —O]= fim 2

lim
X —+o00o

=0~ — Lacurva estd por debajo de la asintorta.

lim Az =0" — Lacurva estd por encima de la asintota.

Fo—teell-x Ol

lim [Lz -0|=

* Asintotas oblicuas no hay ya que hay asintota horizontal.
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b) ¢ Asintotas verticales:
26-3x720 - x2-39-0 <
XToNE Sty 2-3x=0 = 2=3x > x=2/3

x=0,x=2/3 — Posibles asintotas verticales.

2 2
lim ——=2x~__0 _ p =2x°  _jp =2x _0 _g
0 32 0 520 x(2-3x) x202-3x 2
— No hay asintota vertical en x = 0.
-2
i
2
lim —=2__ =819 _  Egudiamoslos signos.
x—2/3 Dy — 352 0
[z’m —2x — —4/3 = oo
L2 2-3x  0F S
i < ’ > - !
x—2/3 2-3x i 2% _ —4l3 !
im = = +o0 !
2+ 2—3x 0~ X
X —
3 2/3, X
— Hay una asintota vertical en x = % !
Estudiamos la posicidn: |
six — 27/3, f(x) = —oo
six— 2_/3,f(x) —> +oo
* Asintotas horizontales:
2 2
i —=2XT 0 py =2XT g, 22
x=teo Dy 3x2 oo Xmide 332 x—ie 303
\’
Términos de mayor grado
— Asintota horizontal y= 2
Estudiamos la posicién:
lim [ 2% 2| ; 6x? —4x +6x% _ oo _
X —+00 2X—3X2 3| x—+oo 3(296—3962) co
Términos de mayor grado
= lim = pm A _0" > Lacurvaestd por encima de la asintota.
X—+oo _ 3x2 x—+oo By
-2 2 2 —4 oo — 4.96' y
Xél,;lzloo 7x2_§=xé@w7x2=7=xé@w72= S =
x —3x 2x—3x% oo —3x =TT
\L X
Términos de mayor grado
= lim _—34 =0~ — Lacurva estd por debajo de la asintota.
——to0 _ 3y

* Asintotas oblicuas no hay ya que hay asintota horizontal.

¢) No tiene asintotas verticales porque x2 + 4 = 0 para cualquier valor de x.
2%°

x*+4

Tiene una asintota oblicua, porque el grado del numerador es una unidad mayor que el del denominador.

No tiene asintotas horizontales porque _/im
X — 400

=+o0 y lim

X — —o0

oo,
x“+4
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Asintota oblicua: y = 2x

X —> +oo curva < asintota K

Posicién < z

X — —oo curva > asintota

d) ¢ Asintotas verticales:

flx)=3— # el denominador nunca se hace cero —

— No hay asintotas verticales.

¢ Asintotas horizontales:
lim 3-27%)= lim (3—L> =3-0=3 = y=3 —
X —+00 X —+o00 2X
27° — too

— Es asintota horizontal si x — +co Y
lim (3—27%)=3—c — —oo — No hay asintota horizontal. | B
X — —oo

Estudiamos la posicién para y = 3

Jim (3-27-3)= Jim (2= _lim (—L) 0" >

X —>+o00 2X

— La curva estd por debajo de la asintota.

* Asintota oblicua:
Si x — +oo — No hay, ya que hay asintotas horizontales.

Si x — —oo — puede ser que tenga asintota oblicua.

y=ax+b
a= lim 3727 Iim <_3 - 2_x) =+c0 — No hay asintota oblicua.
X — —oo X X—= =0\ x X

9 Observa estas grificas y describe sus ramas infinitas, asintotas y posicién de la curva con respecto
a ellas.

a) Y b)

X | X

ms

a) * No hay asintotas verticales.

* y=0 es asintota horizontal si x — +co.

La curva estd por encima de la asintota.
, 0V =0+
iy (9-0)=0
* No hay asintota oblicua.

¢ Rama infinita si x = —

Jdim_ f)=vee
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b) ¢ Asintotas verticales:
x=0,x=2
Estudiamos las posiciones:
Six— 07, f(x) = +o
Six— 0%, f(x) = —oo
Six— 27, f(x) > -

Six— 2%, f(x) = +oo

* Asintota horizontal y = 1:
Estudiamos la posicién:

x = —eo, f(x) por debajo de la asintota — lim_(f(x)-1)=0"

x — +oo, f(x) por encima de la asintota — xl_»z'r&) (flx)-1)=0*
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