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1 Dados los vectores H(%, —1> y ;(0, -2), calcula:

a) |u b) —2u+3v o 2u-(=2v)

b) —2u +3v = _2%,_1) +3(0,-2) = (=1, 2) + (0, =6) = (=1, —4)

Q) 2u-(-2v)=2-(=2)-(u-v) =_4<;.0+(—1)~(—2))=—8

2 Determina el valor de % para que el vector u (6, k):
a) Sea ortogonal a v(1, 3). b) Tenga médulo 10.

a) Para que sean perpendiculares su producto escalar debe ser cero:
W-v=(6,+(1,3)=6+3k=0 - k=-2
b) |u|=v36+k*=10 — k> =64 — k=18

3 Dados los vectores u (-1, 0) y v(1,2):
a) Calcula proy;v.
b) Calcula el 4ngulo que forman u y v.
) Da las coordenadas del vector w (4, 6) en la base B(u, v).
V[-@-v) G.y -1 X
> > I = 1 -
lul-[v]  [u]

a) proyz v =|v| cos o=

b) co:(a,;)z u-v :_—lz—ﬁ — (G,;)zarcms(—£>:116°33' 54"
lul[v] 145 53 >

— -> -> —k 24
o) w=bku+sv > (4,6)=k(=1,0) +s(1,2) = (—k+525) — +2s 6} s=3, k=-1
S =

-~ - >
W =—u+3v

4 Determina las coordenadas de un vector unitario a (x, y) sabiendo que forma un dngulo de 60°
con el vector u (2, 0).

aeu=|a|e|ul-cos60° — 2x=1-2-% - x:%
|;|=l =S 2?1 5 x2eyr=1 > %+y2=1 %y:ig
Existen, por tanto, dos soluciones: E(%, g) y ﬁ'(%,—g)
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5 Sean a(-5,5) y b (-1, 3). Expresa a como suma de dos vectores, uno con la misma direccién
que b y otro perpendiculara b.

Los vectores paralelos a b son de la forma k(-1,3), ke lR.
Los vectores perpendicularesa b son de la forma 5(3, 1), s€ R.

2 =(5,5) = k(-1 1 k3s=-5 1, k=2
a=(505=k-1,3)+s3,1) - 3he 525 s=—1, k=

Por tanto, a = (=2, 6) + (=3, —1)

6 Sabiendo que |a|=2 y |b| =3 yque |a|y|b| forman un 4ngulo de 60°, calcula:
|]a +b|+]|a - b
a+b=fa] [B-cos60°=243- L= 3
|a—bB2=|al*+|b|*-2a-b=4+3-2y3=7-2/3 = |a-b|=y7-2{3
|a+b|?=|al>+|b]*+2a-5=4+3+2/3=7+2y3 — |a+b|=47+2/3
Por tanto: |a +b|+|a—b|=47+2y3+47-23

7 Determina cudl es el valor de y para que los puntos A(0, 1), B(-1,4) y C(3,y) estén alineados.

Para que A, B y C estén alineados, AB y BC deben tener la misma direccion, es decir, deben ser
proporcionales.

AB(-1,3 —4
AB¢1,3) DA SN, N
BC 4, y-4)| 3 -

8 Dados los puntos A(2,2), B3,1) y C4,2).
a) Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD.
b) Calcula el punto P tal que AP =2PB.
a) D=(x,)
El vector DC = AB en un paralelogramo.

AB =(1,-1); DC =(4-x,2—7)

l=4—-x = x=3 D-(33
—1=2—y%y=3% =33
—— =3 Xx—2=6-2x = x=3; y=£
b) P(x,y) cumple: AP =2PB — (x-2,y-2)=23-x,1-y — 3’ 3

y—2=2-2y

9 Dadala recta s: **1

=1 -y, halla en las formas paramétrica e implicita la ecuacién de la recta

que pasa por P(0, 3) yes:

a) Paralelaa s. b) Perpendicular a s.

a) Buscamos la recta paralela a s, por lo que tendrd el mismo vector director que s, por ejemplo
v(2,-1). Ademds pasa por (0, 3).

x=2\
y=3-A

Su forma paramétrica serd:



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

Su ecuacién implicita serd: ==3—-y = x+2y—6=0

x
2
Cx+l 4 x+1 _J—1 e LT

b) s: > =1l-y = =T . Vector direccién de s: v (2, -1)

Un vector perpendiculara v es (1, 2).

Buscamos una recta 7 que pasa por P(0, 3) y tiene como vector direccién a u(1, 2):

x=t
— Ecuaciones paramétricas:
y=2t+3
x=t
t_)/—3 xz% — 2x=y-3 — 2x—y+3=0

2

— Ecuacién implicita: 2x—y+3 =0

10 Se consideran las rectas 7: 2x + y =1 =0 y s:3x-y+5=0; £ -4x—-2y+2=0y

1

12

u: 6x + 3y + 3 = 0. Indica la posicién relativa de:

a)rys b) ry¢ oryu
Vector director de r: (1, =2)

Vector director de s: (1, 3)

Vector director de #: (-1, 2)

Vector director de : (1, =2)

a) Son secantes porque sus vectores directores no son proporcionales.

b) Son coincidentes, expresan la misma recta ya que —27 = £

¢) Son paralelas porque sus vectores directores son proporcionales pero no representan la misma recta.

Determina la distancia entre las rectas » y # del ejercicio anterior.

Como son rectas paralelas, buscamos una recta # perpendicular a ambas. Esta tendrd vector director
v(2,1). Como P(0, 1) € r definimos la recta ¢ para que pase por este punto:

-1
%:yT — x—-2y+2=0
Sabemos que # y 7 se cortan en P, veamos cudl es la interseccién Q de ¢y u:
x=2y—2;sustituimosen #: 4y — 4+ y+1=0 — y:%; x=—%

dist(u,r) = ‘ ﬁz’ ‘ =

(_g_;)‘z [16+4 _2V5
575 25 5

Obtén la expresién analitica del haz de rectas al que pertenecen 7: 2x + y — 3 =0 y
s:x+y—2=0. Hallala recta de ese haz que pasa por P(2, 3).

Expresion analitica del haz: #(2x+y—3) + t(x+y—2) =0
Como la recta que buscamos ha de pasar por el punto (2, 3),
£Q2-2+3-3)+t2+3-2)=0 > 4k+3t=0
Cualquier par de valores de # y # que cumplan la igualdad anterior dan lugar a la misma recta.
Tomamos, por ejemplo, k=3 y t=—4. Asi:
32x+y—3)—4(x+y-2)=0 = 6x+3y—-9—-4x—-4y+8=0 —
— 2x—y—1=0 eslarecta del haz que pasa por el punto (2, 3).



13 Halla el simétrico del punto A(0, 0) respecto alarecta r:x+y—2=0.

14

15

* Buscamos la ecuacién de la recta s que pasa por A y es perpendiculara 7:

six—y=0
* Punto de interseccién de 7 y s:
x+y—-2=0] 2x=2 — x=1
M(1, 1)
x—y=0 y=1
* El punto A'(x, y) que buscamos es el simétrico de A respecto a M:
x+0 )""0) x=2 '
) =(1,1 A'(2,2
( 5 oy )fLD = A22)
Y
s
‘A(252)
40,0) M1, 1)
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Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto de intersecciéon de las rectas 7: 2x—y+1=10

g X+l =.y_5

y s: 75 5 Y forma un 4dngulo de 45° con la recta 7.

Hallamos el punto de interseccién de 7 y s:

2x—y+1=0

v+1 -5 Resolviendo el sistema obtenemos el punto P(5, 11).

2 2

La pendiente de 7 es 2.

1=tg45°=‘12_272‘<

+

2-m=142m — m=

W=

2—-m=-1-2m = m=-3
Hay dos soluciones:
tiy—11= % (x=5)

t'y—11=-3(x-5)

Halla los puntos de la recta y = 0 que distan 3 unidades de la recta 3x— 4y = 0.

Los puntos de la recta y = 0 son de la forma P(x, 0), x€ R.
r:3x—4y=0

‘ [3x—4-0| |3x|
dist (P, r) = = =3
V32442 5

3x=15 = x=5

|3x|=15<3

x=—15 = x=-5

Hay dos puntos que cumplen la condicién pedida: P(5,0) y P'(-5, 0).

4



16 En el tridngulo ABC de la figura, calcula:

a) El ortocentro.

b) El 4rea del tridngulo.

MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

B

A X

C

a) Ortocentro: R=hy;NhzMhe, donde hy, hp y he son las alturas del tridngulo desde A4, B y

C, respectivamente.
A(1,2) B(-1,-2) C2,-2)
Calculamos las ecuaciones de dos de las alturas:

21 BC=(3,00 > a=(0,3) {le
e A

B A(1,2)e hy

- hgx=1
y=3t+2 A

bLAC=(1,-4) — b=(4,1) {x:4t—l
— B:

B(-1,-2)€ hy y=t—2
_x+1
= x+1
4 T:)/+2—>x+1:4y+8—>x—4)/—7:0
t=y+2

hp:x—4y-7=0
Calculamos ahora hy N hg:

x=1

3
1—4y—7=0 __3
x—4}/—7=0; 7=7=0 >y

2

R:hAthz(l,—%>

b) Area del tridngulo ABC = wclzﬂ
lado BC.
hAZ x=1 h ( )
Nrge=(1,-2)=M
rpciy==2 4 B¢

BC =(3,0) = |BC|=3
AM =(0,-4) — |AM|=4

Area del tridngulo ABC = 32—4 =6u?

, donde M =h,;Nrpcy rpe eslarecta que contiene al

17 Considera el tridngulo formado por la bisectriz del primer cuadrante, b, el eje de abscisas y la

recta 7:y=—x+ 4. Obtén:

a) La mediatriz del lado contenido en la recta 7.

b) La bisectriz del dngulo que forman 7 y el eje OX.
c) La mediana relativa al lado contenido en 4.

Lado AB, eje de abscisas: y=0

Lado BC, bisectriz del primer cuadrante: y = x

Lado AC, recta r:y=-x+4
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/)/1 3 mb
\ C,
7[/1
1 M
Bl " Msc W
—3—2_11/234 7 8 X
=3
—4 r
Vértices:
y=—x+4
A - - x=4,y=0 > A=(4,0)
y=0
y=x
B — — x=0, y=0 = B=(0,0)
y=0
y=x
C — - x=2,y=2 - C=(2,2)
y=—x+4

a) La mediatriz pasa por M- y es perpendicular a AC =(-2,2)
MAC = (3) 1)

b) Sea X'= (x, y) un punto genérico de la bisectriz, entonces estd a la misma distancia de » que del
eje de las abcisas, y cumple:

x+y—4
—_— = 1-42)y—4=0
|x+}/—4|_| o 5 y = x+( «/—)}/
2 =l x+y—4

7 =—y—>x+(1+«/§)y—4=0

La bisectriz del 4ngulo A4 es b,: x + (1 + ¥2)y—4 = 0 porque debe tener pendiente negativa como
se observa en el dibujo.

c) La mediana pasa por A y Mpe.

Mp-=(1,1)
MpcA =(3,-1)
Luego ny: x—4_J

3 -1

Solo una de estas ecuaciones corresponde a una circunferencia. Justifica cudl es y determina su
centro y su radio:

Ciix?+y?—2x+6y+6=0
Cyux?+y?_2xy+6y+6=0
Cyx?+y*-3x+5x+18=0
Cp: r= J1+9-6=2 — Circunferencia de centro O = (1, -3) y radio 7= 2.
C,: No es una circunferencia porque tiene término en xy.
Cy: r2=4-18 <0 — No es circunferencia porque 72 < 0.
6
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19 Dadas la circunferencia C: (x— 1) + o+ 2)2=4 ylarecta r: 3x— 4y + k = 0. Halla los valores

de % para que la recta con respecto a la circunferencia sea:

a) Secante. b) Tangente. c) Exterior.
C: x2—2x+y2+4}/=—1

a) Para que sea secante tiene que cortar a C en dos puntos. Veamos sus puntos de corte:

ry= 3XT+k y sustituyendo en C:

x2—2x+W+3x+k=—l = 25x2 + x(16 + 6E) + k2 + 16k +16=0 —

_ —16— Gk £ (16 + 6k)> — 100 (k? + 16k + 16)

- X 50

Por tanto:

e Si (16+6k)> =100 (4% + 16k +16) =0 habr4 una tnica solucién (1)
e Si (16+6k)? —100(k% + 16k +16) >0 habra dos soluciones (2)

e Si (16+6k)? —100(k% +16k +16) <0 no tendrd solucién real (3)
Como buscamos que sea secante nos centramos en (2):

Para ello debemos estudiar cudndo se da la igualdad a 0:

(16 + 6k =100 (k2 + 16k +16) =0

/ 2
Desarrollando llegamos a la igualdad P24+ 22k+21=0 — k= —22+ 222 —4-21 -

— x=-1; x=-21
Volviendo a 2) — ke (-21,-1)

b) Serd tangente cuando el punto de corte entre la circunferencia y la recta sea un tnico punto, por lo
tanto estaremos en (1) — %= -1 o bien -21.

c) Seri exterior cuando no se corten, es decir, estamos en (3) — £ € (—oo, —21) U (=1, +o0)

20 Identifica las siguientes cénicas, calcula sus elementos caracteristicos y dibujalas:

a) 2y2—12x=0 b) 4x2+4y2=16
2, 402 -1 (y+D* _
©) 25x° + 4y~ =100 d) 16 5 =1

a) 2y2—12x=0 — y%=06x

Es una paribola.

;.!_Jl

Foco — F(%, O); recta directriz — 7: x = —%

Vértice — (0, 0)

b) 4x? + 492 =16 — x?2+y?=4
Es una circunferencia.
Centro — (0, 0)

Radio — =2
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) 255+ dy? = 100 — 240
- - X 2
C X~ + }l 4 -|-25
Es una elipse con los focos en el eje Y. B
x? ¥ x2 7
oA e |
A R I T
a=5; b=2; €=m=«/ﬁ
£

Focos: F(0, 421) y F'(0,—y21)
Semieje mayor: 5

Semieje menor: 2

Excentricidad: exc = <
a

1

-2 (+D*
S T 9

Es una hipérbola.
Centro: (1, -1)

a=4; b=3, c*=424+3%2 > ¢=5

exc = £=i=1,25

a 4

r:y=%(x—1)—l

Asintotas:
r':y:—%(x—l)—l

Focos: F(6,-1) y F'(-4,-1)

21 Obtén la ecuacién y representa cada una de las siguientes cénicas:
a) Circunferencia, C, de centro (2, -5) y radio 4.
b) Elipse de centro (0, 0) y focos F;(6,0) y F,(-6, 0), con excentricidad 3/5.
c) Hipérbola de focos F(—4,0) y F,(4,0) y constante %= 6.
d) Pardbola de vértice V(-1,-1) y directriz r: x = -3.
a) (x—2)2+ (y+5) =42
Y
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b) F(+6,0) — ¢c=6 c) F(#4,0) — c=4
exc:é:£—>a:10 k=6=2a = a=3
5 a
2_ 2,2 2 ) 2 2.2 2 )
=0+ —>b=8—>100+6—4=1 A=a’+b —>[9:ﬁ—>7—7=1
Y Y

N, N
iSeddiiee:

d) Puesto que el vértice tiene que equidistar del foco y de la directriz, ha de ser F(1, —1).
Los puntos P(x, y) de la pardbola han de cumplir:
dist (P, F) = dist (P, d)

Joe=12+(@p+1)2 = |x+ 3]

Elevamos al cuadrado ambos miembros:

>

(y + D2+x2+1-2x=x2+6x+9 > (y + 1)2=8x+8 — (y + 1)?=8(x+1)
La ecuacién de la pardbolaes (y+ 1)2 = 8(x + 1).

Y

i
i

22 Halla la potencia del origen de coordenadas, (0, 0), a la circunferencia del apartado a) del ejer-
cicio anterior.

Clx-22%+@p+5?%=42 > 02,-5); r=4
70, 0)

La potenciaes d% —r*=(0—-2)%+ (0+5)> —42=4+25-16=13.



