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Resuelve

Dos trenes

Un tren de pasajeros, P, y un tren de mercancias, M, salen de la misma estacién, por la misma via
y en idéntica direccién, uno tras otro, casi simultdneamente.

Estas son las graficas TIEMPO-VELOCIDAD que describen ambos movimientos:

VELOCIDAD
TREN DE PASAJEROS
(en km/h) TREN DE MERCANCIAS
120
100
80
60
40
20
TIEMPO
1 (en horas)

1 2 3

Como podemos ver en la grifica, el tren de pasajeros, a las dos horas reduce su velocidad:

:A qué puede deberse?

:Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el tren de pasajeros se detiene durante breves
minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante media hora.

* Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos cdlculos:

a) El tren P durante 2 h, va a 120 km/h. ;Qué distancia recorre a esa velocidad?

b)De2a21, el tren de pasajeros reduce su velocidad. ;Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

4
©) El tren M reduce la marcha a las 3 h. ;Qué distancia recorre hasta ese momento?
d) ;Qué distancia recorre el tren M durante la media hora a baja velocidad?
Haciendo los cdlculos, podris comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el mismo lugar y
recorren, asi, otros 15 km y, a continuacién, recupera cada cual su velocidad normal, (es decir, el
tren M no frena cuando el tren P, pero si donde el tren P). Mds adelante, el tren P para en una
estacion.

e) ;A qué distancia de la estacién de salida estd esta otra en la que para el tren de pasajeros?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han obtenido 4reas bajo las
gréficas, roja o azul. Sefiala en tu cuaderno los recintos cuyas dreas has calculado y asigna a cada
uno su drea correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.
b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 64—0 =15 km.
¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - % =15 km.
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e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

1
604

= 15 km el siguiente cuarto de hora

3

4

120 - = =90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) VELOCIDAD 120

(km/h)
100

80

60

PASAJEROS

Alrea

40 90

20

TIEMPO (horas)

1 2 3

Area 15

4

VELOCIDAD 80

(km/h) : "
60 :

ea|240

MERCANCIAS

40

20

> Area 15

i TIEMPO (horas)
4
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T ) PRIMITIVAS. REGLAS BASICAS PARA SU CALCULO
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1 Resuelve:

a)f(5+6x+9x2)dx b)f(Ssenx+5cosx)dx
a) f(5+6x+9x2)afx =5x+3x% +3°0+ k

b) f(3senx+5cosx)dx =—3cos x + Ssen x + k

19) f( +6x)dx-2«/;+2x3+k
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c)f( +6x2>

I. Numeros enteros y potencias sencillas

2 Resuelve.

2 [1dx b) [ 7 ds o [ 2 dx
o [2xdx £) [ xd g) [3xdx
) [ 65 d j) [ de 1 [ 755 dx
D [Tde-xsk b) [7 de=7x+ b O [V2 de= 2x 4 k
9 [2cde=or 0 [xde=® kg [aeae= 3T 4

6
i) f6x5dx=x6+k i) fxsdx=%+k k)f7x5afx=7%

Il. Potencias de exponente entero

1 J-_4 _ —4+1 _x_—3 _ 1
f dx = il +k= 3 +k= —3x3+k

3 Resuelve.
2 1 1
2) [Dx? de b) f?a 0 f?dx

a) f(—l)x‘zdx= L

b [Lde—Lok

c)fldx—

Stk

X

d dx = — +k
)fﬁxs T

y

d)f%dx
h) [ 3+ dx
D [(7s4 dx
d)f 1 dee
h)f3x2¢x:x3+/e

) fﬁx%x:—ﬁsxs .k

d) f ﬁle dx
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I1l. Las raices también son potencias
K3lhr1 5714 4
fﬂ@m[ 314 oo 00 T 4F ok

3/4+1 714
_5/2 xI2+1 ) x—3/2 6. 2 4
frdx fsx =6 K k=6 X kG2 sk Tk
4 Resuelve.
a) | Jxdx b) de o |3/x* dx d) |-Z dx
/ L / |5

) [ - 2"3’ k b)fldx 2%+ k c)dexﬁmewd)f%dx:%w
X

IV. Los productos y cocientes de potencias, itambién son potencias!

f32x 3‘/—x7+3 L 32 1/2dx=3£x3/2 \/E 2. (3.

3/5x 35 35 3/5 3/2
5 Resuelve:
3
2) [ 25 d b)fidx c)fé_: d)fﬁfdx
5/
a)f2x«/§afx=4j;/2+k b)fidx_ >k
ey 300 SN
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6 Calcula las siguientes integrales:
a) f7x4 dx b) f%dx c) fs x dx
x
3 3
&) [5:2 e e)f&;—igdx f)fﬁ?
x

5
2) f7x4dx=7x?5+k=7%+k

b) fizd“ fx_24x=i—_ll+/e=%+/e

c)f3f4x fl/%/x_% . 33F+/e

3
32 5. (3= 213 35 X 35x
d) [¥5: = [35 525 - ISB :

)f3&+‘/57dx f /3 ffxm :%fx_z/sdﬁgfxl/ldxz

/ / 3
1B 5, 32 ‘/_+2‘/957+k

_1
"33 73 32"

f«/ST xmdx B (716 g K1 k_MGF
x1/3 f 3‘/7 13/6 133‘/7

4
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7 Comprobamos. [Antes de corregir el ejercicio en clase, el alumnado puede compartir sus
soluciones y aportar las estrategias que ha seguido para su resolucién].
Calcula.
a)fx4—5x2+3x—4dx b)f7x4—5x2+3x—4dx
X x2
C)f5x4+7x3—x2+11x—4dx d)fﬁdx
x3 242

4 2
a)f — 5x +3x 4 f( 5“3_%)4,6:%_55 +3x — 4ln|x| + k

7xt _5x2+3x— 4 N 7_954 5_952 3x 4
b [ 5 de = [P de |25 dx+fxzdx_fxzdx_
2 3 4 7x° 4
f7x dx — dex+J. dx — f dx = 5x+3/n|x|+x+k
c)fo + 753 —x?+11x — 4 g - f5x+7__+£+i dy = Sx 7oL g 2
3 273 ¥ 2
d)f 13 dx———3 b
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8 Calcula las siguientes integrales:
3 [(5*- 1294 b) [(Ssenx—4- & dx 9 [ ds
x-5 x/2 _ T
d) (475 dx ) 32 d f)fsen(sx 2)4x
2x
g) f [2x/3 5cos ]dx h) f(cos§+sen%)dx i) f[9—2x +<;> } dx
R b
) (57~ 129 .

b) f(Ssenx—4 - &) dx = —5cos x — 46" + bk

c) fe7"dx= 577x+/e

x—5 _ 4x75

d) f4 dx = I +k
2 2.342

e) f3 dx = 3 +k

f) fxm <3x )dx —— Lo <3x——> +k

3 2
g f[sz —5cos (x - %)

h) J(cos%+sen %) dx = 35€n%—4cosi+/e

4
[ 2 1 Zx] 9-2x
i) f9 +(§> dx=_1n9 +k

x/
dx = 32223 —Ssen<x—%>+/e
n
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9 Halla las primitivas de estas funciones:
a) f(x) = (x3 - 5x + 3)2 3x2 - 5)
b)f(x) = (5x + 1)

o) flx) = 3“;‘27_;’

X7 =X

D) = £

X7 =X

e) f(x) = cos x sen3

X
3 3
Y f(x3—5x+3)2(3x2—5)4x=w+/@

3 _l_(5x+l)4 _(5x+1)4
b)f(5x+1) do= L DXy BT

2_
9) J-?c);—Si dx=In|x-3x|+k

2
d)f;;_—alx do= Ll 3k

4
e) J-cosxsen3xdx: %+Ie

10 Busca las primitivas de:
Q) f) =x2" In2
b) f(x) = x 2%
0 f(x) = 235
d)f (%) = sen 3x
e) f(x) = sen (x3 — 4x?%) (3x2 — 8x)
£) f) = cosx

sen x

2

x2 1 oo, 2
a) fx2 ln2oix—?-2 +h= 3 +k

2

b2t ik
oM T

2o 1
b)fx2 dx = 33

23x75

9 fzﬁfox:L.z%ﬂk ok

3n2 3n2
d) fsen 3x dx = —% cos 3x + k
e) fsm (x3 — 4x?) (3x2 — 8x) dx = —cos (x> — 4x2) + k

f) fﬂ dx=1In|senx| + k
sen x
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) AREA BAJO UNA CURVA. INTEGRAL DEFINIDA
DE UNA FUNCION
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1 Halla:
a) LS x dx

b [* (% x— 2) dx
<) f_as f(x) dx, siendo f(x) la del Ejercicio resuelto 2.

a)

— w W A

-1 1213 45 X
1

La integral pedida coincide con el drea del trapecio coloreado. Por tanto:
5
[rae=21 4212
1 2

b) Y

1 1
\‘\\:
-2 -1 N \ 4 X
T Y\Q}&\:\ > -t
\\\
-3

La integral buscada es la suma algebraica de los dos recintos teniendo en cuenta que uno es negativo
por estar situado debajo del eje X. Por tanto:

6
1. __4-2 2.1 __
fo<2x 2>dx R 3
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3 .
Por tanto: fsf(x)dx=— 5'215 + 1'23 + (1+;) 2 =-32,5
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3 ) FUNCION «AREA BAJO UNA CURVA»
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1 :Qué te hace decir eso? [Esta estrategia de pensamiento se puede trabajar en esta actividad].

Halla e interpreta estas integrales:
a) [ sen x dx b) [ (2 4) dx
a) G(x) = fsen X dx =—cos x

G(4m) =-1; G(0) =-1

4
fonsenxdxz—l—(—l)z—1+1=0

Interpretacién geométrica:

= Sen x
le y @

‘ nWm 37:Wn
I v

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da como resultado 0:

Areadel— Areade I + Area de Il — Areade IV = 0

(2 ) e = X _ 4
b)G(x)_f( D= -4

6@ --15 c- L8

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto senalado con signo negativo, es
decir:

32
3

—Area del recinto = —
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2 Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J;)z e’ dx
2
G(x) = J;) e dx = ¢*
GQ2) =% G(0)=1
2
J;)exdx=52—1:6,39

La interpretacién geométrica puede verse a la derecha:

Area del recinto = ¢% — 1 = 6,39

10
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A ) CALCULO DEL AREA ENTRE UNA CURVA Y EL EJE X
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1 Halla el drea de la regién comprendida entre la funcién y = (x2 - 1)(x% - 4), el eje X y las rectas
x=0, x=5.
* Puntos de corte con el eje X:
=12 -4) =0 = x,=-2, x,=—1, xy=1, x4=2
Solo nos sirven x=1, x=2 (estdn entre 0y 5).

* Hay tres recintos: I [0, 1]; II [1, 2]; III [2, 5]

’G(x)—J.(x —1) ("~ 4) dox = J-(X —5x* +4)dx—x?—5;3+4x
. - _ 38, 16 . 310
G(0)=0; G1) = 15 G(2) = 1o G(5) = 3

e Area del recinto I = |G(1) — G(0)| = 2%
A i - 22
Area del recinto I = |G(2) — G(1)| = ‘_G =15

Area del recinto I1I = |G(5) - G(2)| = %

Area total = % %g 2 1578 2 1598 = 439,6 u?
2 Halla el 4rea comprendida entre:
y=x3—x2_2x yeleje X

* Puntos de corte con el ¢je X:
x3-x2-2x=0 > x(x2-x-2)=0 —> xp=-1, =0, x3=2
* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 2]

3

x> 2
3

- X

'G(x)—f(x —x2 = 2x) dx = xz

*GED = -2 GO =0 G = -2
* Area del recinto I = |G(0) — G(-1)| = =
Area del recinto 1 = |G(2) — G(0)| = &

Area total = S + 8 37 3,08 u?

12 3 12

n
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5 ) CALCULO DEL AREA COMPRENDIDA ENTRE DOS CURVAS
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1 Halla el 4rea encerrada entre las grificas de las funciones siguientes:
f@)=x3—x2+4
g@) =x2+3x+4

'f(x)—g(x)=x3—x2+4—x2—3x—4=x3—2x2—3x
e x3-2x2-3x=0 > x(x2-2x-3)=0 > x1=-1, =0, x3=3
* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 3]

4 2
C G- [0 -2 3 de- X 2032
*G-D) = -1 GO)=0; GB) = -2
* Recinto I: Area [-1, 0] = |G(0) — G(-1)| = %

Recinto II: Area [0, 3] = |G(3) — G(0)| = 44—5

g VAR > U 2
Area total: 12+ i C =~11,83 u
25
20
15

10
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

A 4
Pagina 230
1. Calculo de primitivas
Hazlo tu
* Calcula las primitivas de las siguientes funciones:
3
a) f(x) =3x3 —5x2+ Lx—7 b) f(x) = Vx+x
2 e
o) f(x) = (2x2 + 3)2 d) f(x) = 3e%*~1
e f () = £) fo) = 2L
f Vx? +1 4 x-3
S5t Leo7) e Bxt _5x kP
a)J(Bx 5x° + =x—7) dx = 4 3 4 Tx+k

«/§+x 3x 1/3 _1/6 12
b)f d = f dxffdxfl/zdx+f%dx=fx 4x+fx dy =
~ x5/6 3/2 66 2
=56 " 3n ke F* vk
2 _
c)f(Zx +3) dx= f(4x +12x2+9) dx = 5 +4x +9x + £k

B [3e2 1 de= 3 [21 e 3 21

1/2
dx:f2x(x2+1)‘1/2dx (? ;/12) c b2 a4k

f)fx+ldx (

43)dx=x+4ln|x—3|+k
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2. Calculo de primitivas
Hazlo tu
* Calcula las siguientes primitivas:
1
2) J. 2x+7 dx
b) f«/x2—2x(x—l)dx
2x +1
)f 3x2 +3x — 5
d) foex dx
a)f2x1+7 = 1 2x+7 lln|2x+7|+/e
b) J-«/xz—Zx(x—l)dx = % «/x2—2x(2x—2)oix=%f(x2—2x)1/2 (2x —2) dx =
2 312
=%7(" ;/2;) k=L 02 o297 k- LT 2297 44
2x +1 1 6x +3 _1
C)fsxzfgx—s i fsx PP Lt A

d) foe"z dx = %J-2xex2 dx = % &k

Cer

D _
d d
+3x

j x dx:f(x+3+ ? )dx—x +9n|x - 3|+ k
x-3 x=3 2

e) Dividimos para expresar la fraccién asi:

14
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3. Calculo de areas

Hazlo tu
* Calcula el 4rea limitada por la curva f(x) = x3 - 12x yel eje X entre x=-2 y x=2.

* Puntos de corte de la funcién con el eje X:

x3—12x=0 = x=-2y3, x=0, x=243

El tnico punto de corte situado entre =2 y 2 es x = 0; habrd dos recintos: [-2, 0] y [0, 2].

4
e Primitiva: G(x) = f(x3 —12x) dx = xZ — 6x?

G(_2)=(_—2)4—6(—2)2=—20- G(0)=0; G(2)=-20
T ; ;

¢ Areas:

0 .
J (x3—12x) dx =G(0) - G(=2) =20 — Area [-2, 0] = 20 u?
-2

foz(x3 —12x) dx = G(2) — G(0) =20 — Area [0, 2] = 20 u?

Area total = 20 + 20 = 40 u?

4. Area limitada por una funcién a trozos y los ejes de coordenadas

Hazlo tu
* Calcula el drea del recinto limitado por la grifica de la funcién:

4 si x<1
2

[ = {—x —x+6 si x>1

y las rectas x=0 e y=0.

—4 -3 -2 -1
1

2

El 4rea pedida es la suma de las dreas del rectingulo de base 1 y altura 4 y de la regién limitada por la
pardbola, el eje X ylarecta x=1.

Area del rectdngulo =1 -4 =4 u?

2
P 2 3 2
Area de la regién = L (—xz—x+6)dx=[—x?—x7+6x]l =% u?
Area total = 4 + %:% u?



5. Primitiva que cumple ciertas condiciones

Hazlo tu
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* Halla una funcién f(x) de la que sabemos que: £(0) =3, f(0)=-6y f'(x) =12«

Integramos f" para encontrar f*

fl)=6x*+k = f0)==6 = k=-6

Por tanto, f'(x) = 6x* — 6. Ahora integramos f' para encontrar f:
flx) =2x3 —6x +

f0)=3 = k=3

Por tanto: f{x) =2x>—6x+ 3
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6. Calculo de areas entre dos curvas

Hazlo tu

* Halla el 4rea del recinto limitado por las funciones y=x2—4x e y=5.

Calculamos los puntos de corte:
x?—4x=5 - x=-1, x=5

Primitiva de la funcién diferencia:

G(x)=J‘(S—x2+4x)afx=5x—x?3+2x2

G(5)=5.5-242.52-100, Gy 5.y D7 )28

3 3 3

5
fl(S—x2+4x)dx=G(5)—G(—1)= 1go +%=36

Area = 36 u?

7. Calculo de areas entre dos curvas

Hazlo tu

¢ Calcula el 4rea del recinto limitado por las siguientes funciones:

a)y=yx+l y=% b)f(x):x?z

a) * Calculamos los puntos de corte:

2
fort= 22l x+1=<%) > x=-1, x=3

¢ Primitiva de la funcién diferencia:

g = |x|

G(x)=f(m—x+l> f(x+1)1/24x 1f(x+1)dx 2W___%

G(-1) = ZJ “1+1)3 - L1 G(3>=%J(3+1)3—

27y

¢ Calculamos el drea:

f?(«/x?—M)afx G(3) - G(—l)—%

»-lk|r—‘
ST

Area pedida = % u?

16



b) ¢ Definimos g(x) en intervalos:

* Puntos de corte de [y g:

=—x = x=-2, x=0 (no vale)

X
2
2
%=X —> x=0, x=2

* Primitiva de la funcién diferencia f(x) — g(x):

Si x<0 — Jlx?z—(—x)]dxzf(%z+x>dx=%3+%z

2
Si x20 — <x7—x>dx=

¢ Calculamos el drea:

0
f_z(2+xdx—6+22— 3

Area pedida = %+ v =% u?

W
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8. Calculo del area de un recinto

Hazlo tu

* Calcula el 4rea del recinto limitado por las funciones y =

x=4.

La funcién y =

1

se encuentraen x = 1.

1

Puntos de corte entre las dos funciones: —1- 1 - x=2

El drea pedida podemos verla en la siguiente grafica:

Y

'
'

1
x-1

, x>1; y=1 ylasrectas x=2 y

es una hipérbola desplazada horizontalmente de manera que la asintota vertical

NS
NN
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El drea es la suma del drea del cuadrado de lado 1 mds el drea de la regién comprendida entre la funcién
1

=L el eje X ylasrectas x=2 y x=4.

x_
Area del cuadrado = 12 = 1
Area de la regién descrit -f4de-[1| W, =in3
rea de la region descrita = | ———-dx =|lnlx 1|}, = /n

Area total = (1 + /n 3) u?
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v

Pagina 235

1. Areas entre curvas

* Representar la superficie encerrada entre la pardbola f(x) = —x2 + 2x+ 4 ylarectag(x) = 2x, y
calcular su drea.

~_
L~

~=

!

|
\4—”

El vértice de la pardbola es el punto (1, 5).

(257 0] [=47)

-2 -2

f)=g) > 2 +2x+4=2x = x?=4 — x=4#2

Punto de corte con el eje X: (0, 4)

Puntos de corte con el ¢je Y+

. 2 2 2
Area:J (—x2+2x+4—2x)dx=J (—x2+4)dx=[—x—3+4x] =£—<—&>=2
-2 -2 3 ) 3

2. Graficas de primitivas

* Hallar una primitiva F(x) de la funcién f(x) = 2x — 4 tal que su gréfica corte al eje X en un
unico punto.

F(x) = f(2x—4)dx=x2—4x+k

Cuando 4 =0 obtenemos una pardbola que corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (4, 0) y cuyo vértice
es el punto (2, —4). Su gréfica es:

SR NV

Las pardbolas de la familia de primitivas de f(x) se obtienen desplazando verticalmente la gréfica ante-

rior. Para que corte al eje X en un tnico punto debemos subirla cuatro unidades. Por tanto, la funcién
buscada es F(x) = x% — 4x + 4.

19
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3. Célculo de una constante para un area dada

¢ Determinar el valor de la constante 2 = 0 para que el drea encerrada entre el eje de abscisas y la
funcién f(x) = ax(x—1) seaigualalu?.

Como a = 0, los puntos de corte de la funcién con el eje X son:

x(x—1)=0 > x=0, x=1

3 2
Primitivade f(9) = G(9 = [ax(e—1)di=a [ (2 — ) de = 2 2
3 2
- 0: _a_a__1
G0)=0; G(1) = 372 6ﬂ
Por tanto J.Iwc(x—l)afx—G(l)—G(O)—_ld SN Area—’—ia’
" Jo - 6 176
~Laa
Como |—%a‘=l - — a=%6
%a:l

4. Funciodn a trozos derivable

* Hallar una funcién f(x), derivable en IR, que pase por el punto P(0, 2) y cuya derivada sea:

3x—-1 si x<1

Hallamos las primitivas en cada intervalo de definicién:

si x2>1

f(3x—1)dx=37x2—x+k

fodx=x2+/e'
3X2 k .
3% 1
Por tanto: f(x) = 2 XrRshas
X2+ b si x>1

Pasa por P(0,2) — f(0)=2 — k=2 ylafuncién es:

3x2 .

22— x+2 si x<l1
Sl =7 2

X2+ k' si x21

Como es derivable en IR, debe ser continuaen IR vy, en particular, en x=1. Asi: f(1) =1+ &'

2
lz’m_(3i—x+2>=%
[z’mlf(x)= ¥l —
lim (P +k')=1+F

.
x—1

%=1+/e' - /€'=%

La funcién es:

2
3i—x+2 si x<1

f(x) =

x2+% si x2>1

20
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Para practicar

Calculo de primitivas

1 Halla una primitiva de las siguientes funciones:
a)fx=x+1
o fx)= i +x?

e) f(x) =
g f(x) =

+

LL
x2x
1 . x

3

xﬁ

a) f(x+ 1) dx= 22—
b) [ (2x—3) di =~ Bx

c) f<—+x>dx-x? %3

d) f(—8x3 +3x2) d = —2x% + %3

1 2
e) f(xlz+xls>dx=f(x2+x3)dx=’il+’i2=—916—

2x°

203

3 (2.3 4 O3 X
f)f(«/;+¥>dx—f<x rox )dx 325 3"

b)) = 25— 3
d) f(x) = —8x3 + 3x2

3
f) flx) = «/}+§

h) f(x) = f

3 5x3

1 x 12, 1 X1 K P
g)f( + ) f(x +3x>dx— l/2+3 5 =2x+ c

853 338
x 2 113 53 7. _
h) f T x%x " Pdx = f dx = 8 53" 8
2 Integra la funcién de cada apartado:
a) y = 3x b) y = 4843
_3 -2
)= x By x+1

y= P 2
x—=2
8y="5

26@ 24353
+k= +k

a)f@d“ffxmdx [2/2 3

b) f4@dx=4«/§fx3/4dx=4—%/§4«/?+/e

32

3
9 fx+x dx f(x1/2+x3/2)dx— +x5/2 k:z‘/;+

5
20

312 512 3

X2t X
Y T RS

d)fx =2 = f(x 2x72) dx =

21

5

2k
X



e) f% dx =3In|x|+k

£)

g)fx 2 f(

h) f%dx:f(%—Z)dx=3/n|x|—2x+/e

21 dx=2In|x+1|+ 4

>&ix 1n|x|+—+/e

Resuelve:

a) fsen X dx

9 f sen 3x

cos 3x

9 [sen(T ) de

a) fsen Xdx=5 —5en—dx —Scos X + k

5 5
b) fcos<x+%> dx = sen (x + %)+ b
O [ 3 dee 5 [ PG ds-

d)f(l—sen%) dx = x+2€05%+/e
e) fsen(%—x)dxz cos(%—x>+/e
f) fcos%xdx: %f %6‘05

Calcula:
a) f ext 3 dx

%xdx:

e
58

c) f2x_7dx
2) f€x+3dx=€x+3+k

b)f3xel_x2dx———f( 2x)el~ e = 2

) f2"‘7dx=%f/n2-2x_7dx=ﬁ

x/2
& [32de=2 [L3Pa=232 1y

en%x+

ln |cos 3x| + &

2
I=x" 4

b) [ cos(x+

MANAYABACHILLERATO
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N|:ﬂ
S~—

d) f(l—sen%) dx
f) fcos(%x)dx

b) f3xe1_x2 dx

d) f 3x/2 dx

7
2T p=2

n?2

22
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5 Calcula:
3 [ (e=3) ds b) [ @x+ 1) d
c)fJxsz dx d) [ x5 dx
C)F x+3d‘" f)f2x—1
g)szfzdx h)fs 2
D) [ (o= 3)% doe- ("‘43)4
b)f(2x+I)de=%f2(2x+l)5dx=%- (2xg1)6+k= (2x1+21)6+/e
C)fJxl? dx =2 2Jﬁ de=2{x+2+k
d)fmdx:%f3(3x—5)”2dx=%-(3x3_/§)3/2=2‘/@+k
o [ e 2]%(%)“3 deez L DRAT 3 (x23)'
f)fzx_1 de=3 Inf2e 1|+ k
g>fx22f2 d = b2+ 2+ b

p: :%f3x§>i4 de=L i 4]k
Calcula:

2

a) [x V57 1 b)J“/x;‘jdx
afxzj;ls &) [xe? de
e)f3x > ds ) [ sen? x cos x d
o[~ ) [ xsen x2 dix
a) fxMaix:%fle(SﬁH)”zdx:%O' (53623;21)3/2 =@+k
b)f%;%d“— =250k
c)fxzf,:is |- 34k
d) fxex2dx:%f2xex2dx:%exz+/e

5 6x

3x2+2

dx == > ln|3x +2|+k

23
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3
f) fsenzxcosxafxz %w@

1 453 ! 4
4 ‘Zf e Lt -]k

cos x* + k

h) fxsenx2dx— _L J 2 sen %2 dx = — -

Calcula:

) [ 305 d b) [x2.277+5

c)f%e”;dx d)f%éﬂdx

e)fﬁdx f)fj;;%

a)f3€5xdx=%es ok

b) fx2.2fx3+54x:—%f—sx%z—x“idx: —23;3; ik

c)f—e”xdx—Zfﬁdx:Ze”ﬂk

d)fJ% _ IJ%JHM%
fﬂdmfﬁdx:zfzhdx:zmw

f)fj’li_zdx_f«/&cidx 1 3e-p -1 B DZ, :”(3"97)3

Resuelve las siguientes integrales:

a)fx—3x+4dx b)fx;ix37dx

2x%—3x+1 fwdx
C) 2x -1 4 x? -1
% Dini .o Dividendo _ . . _resto
Divide y transforma la fraccion asi:  divisor cociente + visor
2
a)fx_3x+4dx—f<X—2+ )dx—%—2x+2ln|x—l|+/€
x—1
2
b)fwdx:f<x+2_ 133>dx:x7+2x—13[n|x+3|+/e
+3 X+

0 [ 2 de = foendes Tk

d)f%dx =f(1+xz3—fl)dx=x+%ln|x2—l|+/e

24
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9 Calcula:

a) f—sen—

O [ i ds

o [@x?+ 12 de
f3x2+2x 1.

[

a) J‘%smldx —cos L4k
x X

MANAYABACHILLERATO
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b)szen( )cos(’;)dx
d)J‘x2+2x+ldx
f)f‘/?,x’;ﬁdx

h)f lixex s

j) f% cos e dx
e

b) [[Seen (%) eos (%) ate= 5 [2. L () cos (£) = 55002 (£) 4

4/ 7
C)J‘«/idx—f3/4dx—7/4 k= £+k

7
d)f

1 =1
f(x+1)2 dx—x+1 vk

2 N2 g 442 _4x0 | 4x8
O [@x? e 1) de= [t + 4 o=t AT

X +2x+1

2
3x —2+/€

IR
3% -2 2J3x7 3
g)J‘de f<3x+8+x5 )oix 3i+8x+15/7l|x 2|+ 4

h)f

. —7Inx 711 _ 7 In*x _ 712
i) fT dx——?f;/nxdx——s—z +k——6/n x+k

dx = In|l+e|+ k

i) f % cose ¥ dx=—sene™ +k
e

Integral definida

10 Resuelve las siguientes integrales:

a)

0 x+1

a) Calculamos una primitiva:

G = inl

dx=2ln(x+1)

|2 e en] 202

b) Calculamos una primitiva:

X

G(X)=f(x2—5x+%)dx=x—

3



n

Resuelve las siguientes integrales:
5

a) le (-3x2) dx

9 [P+ de
€1

o [ Lax

2 fon (sen x — cos x) dx

D) Gl = [(Bd) de ==
G(5) 125 G(2) -8
[ 852 de =G5~ G2 =125 - (8) =117

b) (;(x):f(zx_ndx:xz_x
G(6) =30; G(4) =12

LG(Zx—l)dx=G(6)—G(4)=30—12:18
o) Gx) = J‘(x3+x)dx=x?4+x72

GQ2)=G(2) =6

ﬁ 22(x3 e ) dx=G2) - G(2)=0

G0 = [ de= [[5302 de= B322 2032

3/2 3
G(4) = @; GQ) - %
Jf@ dx=G4) - G(1) = 1635 B 23@ ) 143@

e) G(x) = f%dx:/n |x]
Gl=1; G(1)=0

f"ldx:c;(e)_c;u)ﬂ
1 x

f) G(x) = fex’zdx=€x’2

GB)=¢ G(=1)=¢3

3 4
flex-zdx=G<3)—G(—1>=e—e-3=e—i= ¢ -1

e

&3

g) G(x) = f(senx—cos X) dx = —cos x — sen x
Gm=1; G0)=-1

J;)n (sen x cos x) dx =G(M) - G(0)=1-(-1)=2

26
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_ __1
h) G(x) = fsen 2x dx = 5 0 2x

Gm=--1: Gem--1

JT; sen2x dx=G(M) - G(=mM)=0

12 [El cdlculo de las integrales requiere que el alumnado trabaje la iniciativa (dimensién pro-
ductiva de esta clave)].

Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:
a) f(x) = 3x2 - 6x en [0, 2]

b) f(x) =2 cos x en [0, /2]

Of®=x+1) (x%-2) en [-1,2]

d) f(x) = sen % en [0, 7]

a) G(x) = f(3x2 — 6x) dx = x° — 3x?%
G0)=0; G(2)=-4

Joz(fixz —6x)dx=G2)-G(0)=-4
b) G(x) = chos x dx = 2sen x
G(0) = 0; G(g) -2

/2
fo 2€0sxdx=G<%>—G(O)=2

c) G(x):f(x+1)(x2—2)dx:f(x3+x2—2x—2)dx:%4+%3—x2—2x
Gen-1L 64

le(ml)(xz—z)=G(2)-G(_1):_i_£:_2
d) G(x) = sen%=—4ws%
G(0)=-4; G(TE):—#:_NZ

fonsen%:(;(ﬂ:)—G(O):—2ﬁ+4

27
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Calculo de areas

13 Calcula el drea encerrada por la funcién f(x) = —x(x—4) yel eje X.
Representa el recinto cuya drea has calculado.
Cortes con el eje X:
—x(x—4)=0 > x=0, x=4

La funcién dada es una pardbola abierta hacia abajo cuyo vértice es el punto (2, 4). Por tanto:
4
232 2

. 4 4
Area=J;)—x(x—4)dx=f0(—x2+4x)afx=[—%3+2x20 3

El recinto es:

RSN N

14 Halla, en cada caso, el drea limitada por:
a) f(x) =x2 -4, el eje X ylasrectas x=0 y x=2.
b) f(x) =2x —x2%, el eje X ylasrectas x=-1y x=1.
O f(x) =x2-2x-3 yel eje X.
d) f(x) =1-x2, el eje X ylasrectas x=-2 y x=2.
e) f(x) = e*, eleje X ylasrectas x=-1y x=3.
f) f(x) =x? + 1, el je X ylasrectas x=-1y x=3.

a) * Puntos de corte con el eje X: x> —4=0 — x =-2, x, = 2. Solo nos sirve x, = 2.

* Hay un recinto: [0, 2]

-G(x)=f(x2_4)¢x=%3_4x
. G(2):—13—6; G(0)=0

e Area=|GQ2) - G(0)] = 176 u?

—4 - Y2 4
AN

[CRENS

28



b) ¢ Puntos de corte con el eje X: 2x2—x2=0 — x,=0, x, =2

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 1]
3

. G(x)=f(2x—x2)dx:x2_%

. G(—l):g; G(0)=0; G(l):%

o Area del recinto I = | G(0) - G(-1) | = %
Area del recinto I = | G(1) = G(0) | = %
Area total = %+%=%=2 u?

c) * Puntos de corte con el eje X: x2—2x—-3=0 — x;=-1, x,=3

* Hay un recinto: [-1, 3]

. G(x)=f(x2—2x—3)dx=%3—x2—3x
. G(—l):%; GB3)=-9

. Area:|G(3)—G(_1)|=|_9_%‘=%u2

d) * Puntos de corte con el eje X: 1 -x2=0 — x, =-1, x, =1

* Hay tres recintos: 1[-2,-1]; II [-1, 1]; III [1, 2]

. G(x)zf(l—xz)a’x:x—x?3

¢ G(2)=2: G(-1)=-2
G(2)=55 Gl)=—3

2. -_2
G(1)= 3 G(2)= 3

Area del recinto 111 = | G(2) - G(1)] = %

Area total = 3. % =4 u?

e) * No corta al eje X.
. G(x):fe’%ix:ex
e G(==¢l GB)=¢

. 4
'Area:|G(3)—G(—1)|=g3—€’1=63—l=g:19,7 u?
e

f) » No corta al ¢je X.
. G(x):f(x2+1)dx=x?3+x

. G(—l):—%; G(3)=12

e Area=|GB3) - G(-1)| = 470 u?
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15 Halla el 4rea delimitada por la parédbola y = 2x? — 2x— 4, el eje X ylasrectas x=-2 y x=2.

16

Representa el drea obtenida.

Cortes con el eje X — 2x2 - 2x—4=0 — x=—1, x=2. Delos dos valores obtenidos, x = —1 se

encuentra entre los limites x=-2 y x=2.

Primitiva de la funcién:

G(x) = f(2x2—2x—4)dx:27363—x2—4x

G(-2) =

2.(=2)3

3 3 3
! - _7 _(_4\_11
f_z(zxz-2x-4)dx_G(-1)-G(-z)_3 ( 3>_ .

[ -2x-9de-6@)-G1)--22 -7 -9
= 373

Areatotal=%+9=% u?

Para representar la funcién debemos tener en cuenta que la
q
pardbola estd abierta hacia arriba y que el vértice es el punto

[3-3)

Calcula el 4rea comprendida entre las curvas:
a)y:xz; y=x

b)y=x% y=1

o y=x% y=x3

d)y=x% y=—x2+2x

€ y=2x2+5x-3; y=3x+1

f)y=4-x% y=8-2x2

a) * Puntos de corte entre las curvas:

x2—x=0 = x,=0, x, =1

. G(x):J(xz—x)dx=x?3—x72
. -0 1
G(0)=0; G(1) = c

e Area=|G(1) - G(0)| = % u?

b) ® Puntos de corte entre las curvas:

x2-1=0 = %=1, x,=1

'G(x)=J(x2—l)dx=X?3—x
[ ] J— —;0 —_;

G(-1)= 3 G(1)= 3
e Area=|G(1) - G(=1)| = % u?

30
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c) * Puntos de corte entre las curvas:

x2—x2=0 — x,=0, x,=1

3 4
. - 2_ 3 XX
G(x) f(x x°) dx 3 4

« G(0)=0; G(1) = %

e Area=|G(1) - G(0)| = 1—12 u?

d) ® Puntos de corte entre las curvas:

x2— (%2 +2%) =2x2—2x=0 — x,=0, x,=1

. G(x)=f(2x2—2x)dx:2Tx3—x2
« G(0)=0; G(I)= _%

e Area=|G(1) - G(0)| = % u?
e) * Puntos de corte entre las curvas:
262+ 5x—3-(Bx+1)=2x2+2x—4=0 = x,=-2, x,=1

. G(x)=f(2x2+2x—4)dx=ZTx3+x2—4x

. G(=2)=20. A
G(2)=55 G)=-3

»Area=|G()-G@)|=|-Z -2 |- 92

f) » Puntos de corte entre las curvas:

4-x?-(8-2x") =x?—4=0 = x,=-2, x,=2

°G(x)=f(x2—4)dx=%3—4x

L] — _E. __76
G(2)=3% G2)=-=

e Area=|G(2) - G(-2)| = % u?

Para resolver

17 Calcula J;)l( Sx —3xe‘4"2)dx.

«/8x2+1
1 5y 42 [5 3 3 _42]1 7 3
X et 2|2 8l D | 2L 3
f0<T2+1 xe ) g V8l 8+8€4
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18 Calcula el drea de los recintos limitados por:
a) La funcién f(x) = x2-2x +1 ylos ejes de coordenadas.

b)Lacurva y =3, larecta x=2 yel eje X.

¢) La funcién y = sen x, el eje de abscisas y las rectas x = % y x=— %

d) La funcién y=cosx yeleje X entre x=0y x=m.

Q) fl)=x?-2x+1=(x-12=0 > x=1

(x-1)°

. G(x)=f(x_1)2dx= .

* G0)=-55 G(1)=0

u2

e Area=|G(1) - G(0)| =%
byex3=0 - x=0

. G(x):fx3dx=x?4

* G(0)=0; G2)=4

e Area=|G(2) - G(0)| =4 u?

. - = _n,n
c)esenx=0 — x=0 (entre R4 4>

. 1 . _ﬂ . KL
Hay dos recintos: I[ e O], II [0, % ]
e G(x) = fsm x dx =—cos x

+6(F)-6(-F)-- 60

o Area del recinto I = ‘ G(0) - G(— %) ‘ =

Area del recinto II =
Area total = 2 - 0,29 = 0,58 u?
T

d)e cosx=0 — x= v (entre 0 y )

* Hay dos recintos: I[O,%]; II [%, O]
e G(x) =fcos x dx = sen x
¢ G0)=0; 6(F)-15 Gm)-0

-1

e Area del recinto I = ‘ G (%) —-G(0)

Area del recinto II = |G(T) — G(0)| =1

Areatotal =1+ 1=2u?

‘=0,29

G<%>_G(0)‘=1_g=o,z9
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19 Calcula el drea comprendida entre las curvas:
a)y=x% e y=3-2«
b)y=4—x2 e y=3x2
Jy=x e y=x*-2
dy=4-x* e y=x*-4
€) y = (x +2)2 (x — 3) yel eje de abscisas.

) x2—(3-20)=x2+2x-3=0 = x=-3, x,=1 12
. — 2 _Xs 2 8
G(x)—f(x +2x—3)¢ix—?+x —3x \\\
5 N
* G3)=0; G)=-3 p— 3\4
4
'Area:|G(1)—G(—3)|=%u2
b)4—x?-3x?=4-4x>=0 - x;=—1, x,=1
3
'G(x):f(4—4x2)dx=4x—%
8 8
« Gn=-8, gn)=-8 4 4
1) 3 1) 3 e
o Area=|G(1) = G(-1)| = 1?6 u? 4
) x—(*==x—-x2+2=-x%+x+2=0 > xp=-1, x,=2
G f 2 dx x3 xz ¢
)= (=" +x+2) =—?+7+2x 5
« G- =—"L. _7 ) 2 4
G(-1) G G(Q2) G X yy
e Area=|GQ) - G(-1)| = % u?
d)4-x?-(x*-4)=-2x>+8=0 = x;=-2, x,=2
3
. G(x):f(—2x2+8)dx=—2%+8x
32 32 2 1
.« G(2)=-32; G)-32
(-2) 3 () 3
e Area=|G(2) - G(-2)| = 6—34 u?
e) (x+2)2(x-3)=0 — x;==2, x,=3
© G- [+ (=3 dhe = [+ 32— B —12) e - 20
4
:xz+x—3—4x2—12x 1
—4 20NNy 4
o ()= 28. __171 RN
G(-2)= 3 GB3)= 7 HUNN
-20

e Area=|G3) - G(2)| = 61225 ~52,1 u?
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20 Calcula el drea limitada por las siguientes curvas:
a)y=x>
b)y=x% y=1-x% y=2
Jy=x(x-1)(x-2); y=0
dy=x*-2x; y=x

+x2;y=x3+1; x=-1; x=1

e y=x0-2x; y=—x2
£)y=2x—x3 y=x?

A X+ —(+1)=x2-1=0 — x;=-1, x,=1
¢ G- [ 1) de =2 -

*GED=25 G)=-%

e Area=|G(1) - G(=1)| = % u?

b) x2=1-x> = 2x?-1=0 — x1=—g, x2=@

x2=2 > x3=—ﬁ, x4:ﬁ

* Tenemos tres recintos:
al 2 a) e
I|:_‘/§a_2: II _7 7’ III 7;‘/5

* Para el I y el IIT hay que considerar:

Gl(x)=f(2—x2)dx=x—%3

G- 42, G1< ﬁ): 1z, c:1<f> 12, 6, (-

2 12

Area del recinto I = ‘ G, (—%) -G (—42) ‘ = %

Area del recinto I1T = ‘ G, (g) -G, (y2) ‘ =
* Para el II hay que considerar:
3
- _ 2 - 2 = X
Gz(x)—f(Z 1+x )dx-f(l+x Ydx =x + 3

Q(Q)_ 72, ( ﬁ)z_ﬂ

2] 12 T2\ 2 12

Area del recinto II = ‘ G, <‘f> G, (—£> ‘ = 7—‘5

2 6

5ﬁ+7ﬁ+5ﬁ_12ﬁ=muz

e Area total = P c "¢
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A x(x-1)x=2)=0 = x;=0, x,=1, x3=2

* Hay dos recintos: 1[0, 1]; II[1, 2]

. G- x(x—l)(x—Z)dx:f(xS—3x2+2x)dx=x?4—x3+x2
* G(0)=0; G(1)= 4 G(2)=0

e Area del recinto I = | G(1) - G(0) | = %

Area del recinto I = | G(2) - G(1) | = %

Area total =

[} ;.lk|>—-l

d) x*—2x—x=x%-3x=

. G(x)=f(x2—3x)dx= b 3
. _0- __9
GO)=0; GB)=-3

u2

o Area = |G(3) - G(0)] =

N[\

&) -2 —(=xH)=x+x?-2x=0 = x;=-2, x,=0, x3=1
* Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 110, 1]
4 3

. G(x):f(x3+x2—2x)dx=x?+x——x2

3
¢ G2)=-8 GO)=0; G1=-2

3 12
o Area del recinto I = | G(0) - G(=2)| = %
Area del recinto I1 = | G(1) - G(0)| = %
A 8,5 37 2
Areatotal-3+12 T

f) Por simetria respecto al anterior, el drea es la misma:

37 2

A =22
rea total = 75~ u
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2 -1 NY)

N
-4 D N 4

2 1 \2
2

Un depésito se vacia de forma variable segtin la funcién v (#) =5-0,1# (¢ en min, » en L/min).

Calcula lo que se ha vaciado el depésito entre los minutos 100 y 200.

2
% =5¢-0,05¢2

G(p) = J(S —0,1)dt=5¢—
G(200) =-1000; G(100)=0

Area = | G(200) — G(100) | = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.
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22 Un rincén de una plaza tiene una superficie limitada por y= (x-3)> e y=-3x+9 (x,yen

23

metros; x > 0, y > 0).
a) Representa la superficie.

b) Para hacerla transitable, se ha de rellenar de hormigén, cuyo coste (incluyendo trabajo y trans-
porte) es de 70 € por metro cuadrado. Si se desperdician las dos novenas partes del hormigén
comprado, ;cudnto costard el hormigén con el que se hace el relleno?

a)

1
3
3x* X3

3% X7 :%mz

b) Area = J:(—3x +9—(x— 3)2) dx = f;(SX - x2> dx = 3 31,

Se desperdician % partes del hormigén comprado, x; por tanto se usan % partes de x.
Ix_9 _ 81 2
A Vi

Por tanto, el hormigén costard 70 - 81 _ 405 euros.

14
Calcula el 4rea limitada por la grifica de y = x + x%, la tangente a esa curvaen x =2 yel eje de
abscisas.
* Recta tagente en x = 2:
y'=1+2x > m=y'(2)=5 y(2)=6
Recta = y=6+5(x—2)=5x—4

* Hacemos las graficas para entender mejor la situacion:

NS INENYNEe) Qi)

W RE R e DARERERY

* Puntos de corte de y = x + x2

con el eje X:
x+x2=0 = x;=—1, x,=0

* Punto de corte de y=5x—4 conel eje X:

S5x—4=0 — x:%
s Areabajo y=x+x? entre 0y 2:
2 3
Gl(x):f(x+x2)afx=x7+%

G, (2):13—4; G,(0)=0

Area=|G,(2) - G,(0)| = 13—4 u2

o Areabajo y=5x—4 entre 4 y 2:

5
36
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Gz(x)=f(5x—4)dx=Ssz— .

Gz<§)=—%; G,2)=2

Area:‘Gz(Z)—G2<%>‘=2+%=% u2
4

¢ El drea buscada es: IT - % 12 2

24 Dada la funcién f(x) = % x5 - % xZ:

a) Encuentra una primitiva, £ de f que verifique la igualdad F(2) = 1.

b) Representa grificamente la funcién f y calcula el drea limitada por la curvay el eje X entre

x=-1yx=3.
4
a) F(x)=f<%x3—%x2>dx=%—x—3+k

2
4 3
FQ) =1 - %—27+/e=1 = k=3

4 3
Por tanto, F(x) = % — % + 3.

b) * f(x) esuna funcién polinémica. Es continua y derivable en [R.

* Cortes con los ¢jes:

x=0, f(0)=0
y=0, L3 3.0 5 x3-32-0 > LY
2 2 L4
- x%(x-=3)=0 > x=0, x=3 5
* Puntos singulares: P
f'(x):%xz—Sx - %x2—3x:0 - !
2 1N NINNRNE | 4 X
1 _ - - N1 \\&\\
— 3x ?x—l =0 = x=0, x=2 | N
\
2
Signo de la derivada:
=3
f'>0 | f'<0 | f'>0 i_4
0 T~ 2 _— [

Como las dos regiones se encuentran al mismo lado del eje X, podemos hallar el drea mediante
una unica integral definida:

3
(1.5 3 2> _x_4_x_3] __
f_1<2x > dx = 7|, " 4

8
Area = 4 u?
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25 Dada y=x3-2x? + x, hallala ecuacién de su tangente en el origen y calcula el 4rea de la regién
encerrada entre la curva y la tangente.

* Tangente en el origen:
y'=3x2—4x+1; m=9'0)=1; y(0) =0

Recta — y=x

o xd 224 x—x=x3-2%2=0 = x,=0, x, =2 1

64
4 3
2

. G(x):f(x3 —2x%) dx:%—% 4l
24

£ G0)=0: G=-4

-2 - 12
e Area=|GQ) - G(0)] = % u2
26 Halla el 4rea de la figura sabiendo que el lado curvo corresponde a la funcién )

y=x2+1.

* Entre -1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

A 1-1 1 2
A = —=—
rea u

* Entre 1 y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:
Area = 12—2 =1u?
* Entre Oy 1:
3
G(x):f(x2+1)dx=x?+x

G(0)=0; G(1) =§

Area=|G(1) - G(0)| = % u?

¢ El 4rea total sera:

l+1+i=£u2

2 3 6
27 Dadala funcién f(x) = 4 —x?, escribe las ecuaciones de las tangentes a_f en los puntos de corte
con el eje de abscisas. Halla el 4rea comprendida entre las rectas tangentes y la curva.
* Puntos de corte con el eje X:
4-x2=0 = x,=-2, x,=2 — Puntos (-2, 0) y (2, 0)
C ) =25 f1D) =4 £2) =4
* Recta tangenteen x=-2 — y=4(x+2) =4x+8
Recta tangenteen x=2 — y=—4(x—2)=—4x+8

* Se muestra la grafica a la derecha para entenderlo mejor:
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o Area del tridngulo de vértices (-2, 0), (0, 8) y (2, 0):
Area = 4-8 _ 16 u?
2
o Area entre y=4 — x2 y el eje X:

G(x):f(4—xz)a’x:4x—x?3

G- -8 6@)-18

Area=|G(2) - G(-2)| = % u?

¢ El 4rea total serd la diferencia:

32 _16 2
16-====2
33"
28 Cabezas pensantes. [El alumnado podrd compartir en pequefios grupos las cuestiones a

tener en cuenta para estudiar la funcién].

Se considera la funcién definida por:

f(x)={

a) Estudia su continuidad y derivabilidad.

x*—4x+3 i x<l

—x*+4x-3 si x>1

b) Representa grificamente la funcién f.
c) Calcula el drea del recinto plano limitado por la grifica de f; los ejes de coordenadas y la recta
x=2.

a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas, que son continuas y deri-
vables. Estudiamos la continuidad en el punto de ruptura:

f(1)=0
lim (x* —4x+3)=0

x—1"

lim ) =

— Escontinuaen x=0 yaque f(1) = lim f(x).
lim (—x* +4x —3)=0 x—1
x—1"

x—4 six<
f@=f i x<1

2x+4 si x>1
En x=1 no es derivable ya que f'(17) = f'(1%).

En conclusién, es continua en IR y derivable cuando x = 1.

Hallando los puntos notables se obtiene la gréfica que aparece a

b) La funcidn estd definida por intervalos mediante dos pardbolas. X
la derecha. 3

c) El drea pedida es la suma de las dos dreas coloreadas:

1
1 3 |
f(x2_4x+3)dX=[x——2x2+3x _4 ;\k
° 3 o 3 T - —
2 3 2 N
fl(—x2+4x—3)dx:_%+2x2_3x 1:% T
Arcatotal = 4 4+ 2 22 2 23
3 3 T
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29 Dada f(x) = x+ 1, halla:
a [*f b ["f 9 [ f @[ f

G(x):f(x+l)dx=x72+x

GO=0; G=25 G1)=-1s 6E= 1

X 2
2 Lf:G(x)_G(0)=x7+x

x 2
b [*f- G-~ s

©) f_jf:G(x)—G(—l)=x72+x+%

d) ff:G(S)—G(l):lz—S—%zlz—z=6

30 a) Halla el 4rea limitada por y=|2x— 4|, el eje X ylasrectas x=0 y x=5.

b) Calcula fi |2x — 4| dx.

a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:

e d 2x+4 si x<2
y=12x-4]= 2x—4 si x>2

El 4rea buscada seri:
J:y dx:J;z(—2x+4)dx+L5(2x—4) dx:[—x2+4x]§+[x2—4x];=
=(4-0+(5+4)=4+9=13u?
b) [ x4 de= [ ax s dydes (e de <[ e del’, o[ - 4] -

=(4+12)+(3+4)=16+1=17u?
31 Calcula:

jz dx b) [ g(x)
a) 0f(x) ) |, 8@
siendo:
x*  siO0sx<1 2x  si —1<x<1
f(x)={2—x si l<x<2 g(x)={x2+1 si 1<x<3

a) J;)zf(x)dx = folxz dx + J-IZ(Z — Xx) dx

3
Gl(x):fxzdxz% - Gl(l)—Gl(O)z%—O:%

G- [@-9de=20- 5 - G,)-G(=2-3-]

2
Asi: J-Of(x)dx:%+% %
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b) J-jg(x) dx = J:Zx dx + fla(xz +1) dx
Gl(x):fzxdx:xz - G (1)-G,(-1)=1-1=0
Gz(x):f(x2+1)dx:%3+x S G,(3)-Gy(1)-12-4_32

373
3
Ast: J;lg(x) dx = 33—2

32 Dadala funcién f(x) = ’ZC;I

x°+2x
a) Estudia sus asintotas y representa la posicién de la curva con respecto a ellas.
b) Calcula el 4rea delimitada por la grifica de f; el eje horizontal y las rectas x=1 y x = 3.
a) El dominio de definicién es IR — {2, 0}.

* Asintotas verticales:

im 3;;1:_00’ lim §;1:+oo ‘ Y‘
x—--2"7 x" 4+ 2x x—=2" x4+ 2x '

lim 926+1 =—oo, lim 92“'1 =+o0

x=0" x° 4 2x x=0" x“ 4 2x

Las rectas x=-2 y x =0 son asintotas verticales.

. —_
* Asintota horizontal: — X
lim ;C 1 _p
Xokeo ey 2x

Larecta y=0 esasintota horizontal.

Posicion: l l

Cuando x — +o0, —X*L 50 -5 La funcién queda por encima de la asintota.
x“+2x

Cuando x — —oo, % <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.
X%+ 2x

b) Entre x=1 y x=3 la funcién toma solo valores positivos.

Por tanto, el drea es:

J? x+1 Ay

X%+ 2x

Calculamos una primitiva:

G(x)= f x+l f 2x+2 o1 Zn|x2+2x|

X2 +2x X%+ 2x

-1s. -1
G3) = 5 In15; G(1) > In3

Por tanto:
3 x4+1 1 1 1, 15 1 2
flx2+ #=G®)-G=Lm15-Lim3-LnD - Lpsy
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33 Dada la funcién:

x+2 si 2<x<0

3
f(x)={x2—2x+2 si 0<sx<3°’ calcula f_zf(x)zlx.

ij(x) dx = J;(;f(x) dx + J:f(x) dx

0
=2
-2

_[Zf(x)dx=£(;(x+2)dx=[x72+2x

3

-6
0

J:f(x)dxzf;(xz—2x+2)dx=[x?3—x2+2x
3
Por tanto, fzf(x)dx=2+6:8.

34 Dadala funcién f(x), halla el 4rea limitada por f(x), el eje OX ylasrectas x=0 y x=3:

1 si x<i
x

2

&)= 1

—x?+3x si =-<x<3
2
|lx+3] six>3

Para x comprendida entre 0 y 3, tenemos que: f(x) = —x2 + 3x

Hallamos los puntos de corte con el eje OX:

x=0
2 +3x=0 — x(—x+3)=0< 3
X =
Por tanto, el drea pedida es:

3 2
—x 3x
)

. 3
Areazfo(—x2+3x)dx= =—9+22—7=%=4,5u2

0

35 Halla una funcién f de la cual sabemos que:
f'(x) =3x2-2x +5 yque f(1)=0

G(x)= J(sz —2x+5)dx =x> — x> +5x + k son las primitivas de la funcién dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G(1) =0, es decir:
G(1)=5+k=0 — k=-5
Asi: f(x) = x3-x%2+5x-5

36 Halla la funcién primitiva de la funcién y = 3x% — x> que pasa por el punto (2, 4).
4
Gx) = f(3x2 —x)dx=x3 - x? +k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que pase por (2, 4):

GR)=4+k=4 > k=0

4
La funcién que buscamos es: f(x) = xd— X

4
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37 Calcula el valor de 2 para que el 4rea de la regién limitada por la curva y = —x? + ax y el eje X
sea igual a 36.

XK rax=0 > x=0,x=a
Se trata de una pardbola abierta hacia abajo con puntos de corte con el eje de abcisas (0, 0) y (0, ).

* Si suponemos que > 0:

a

Area - | “(La2 | et P P2
Area—fo(x+¢zx)zix— 3t . 35
. 3
Area =36 — %:36 — a=6
* Si suponemos que < 0:
0
. 0 3 2 3 3 3
_ 42 X ax a4 a __a
Area—L(x+ax)dx 3+2L 3+2 c
. 3
Area =36 — —%:36 — a=-6
4 2 16
38 Calcula m para que fo (x —mx+2)dx=?.
) x> mx* ! 88 _ 16
f (" —mx+2) dx=|2—+-— +2x| =-8m+22=="2 —> m=3
0 2 0 3 3

39 Calcula el valor de los parimetros p y q para que la funcién f(x) = x3 + px + q tenga un mini-
mo relativo en x =1 y pase por el punto (-2, 0). Esboza la gréfica de la funcién anterior y halla
el drea de la regién limitada por la grifica de f'y el eje OX.

f(x) tiene un minimo relativoen x=1 — f'(1) =0
f(x) pasapor(-2,0) = f(-2)=0

f'(x)=3x2+p

f1)=0 > 3+p=0 > p=-3

f(2)=0 = -8+6+9=0 — g=2

La funcién es f(x) =x7—3x+2.

Para representar la funcién, teniendo en cuenta que es polindmica, hallamos los cortes con los ejes y
los puntos singulares, y estudiamos el crecimiento.

* Cortes con los ejes:
Eje Y: f(0)=2 — (0,2)
Fje X: x> -3x+2=0 > x=-2, x=1 — (-2,0)y(1,0)

* Puntos singulares:

fx)=3x%2-3
F)=0 > 3x2-3=0 = x=-1, x=1
x=—1, f(-1) = 4
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* Crecimiento y decrecimiento:

f'>0 - f'<0 . f'>0

/_'1\1/

2
40 Calcula el drea del recinto plano limitado por la gréifica de la funcién f(x) = ﬁ, las rectas

verticales x=2 y x=3 ylarecta de ecuacién y=x+ 1.

52
x—1

Cortes entre la funcién f(x) = ylarecta y=x+1:

x2

x—1

2

=x+1 > x2=x*-1 — No se cortan.

Primitiva de la funcién diferencia:

f[xx_zl —(x+1)

ijil dx:[ln|x—1|];=ln2

dxzfﬁdx:/nbc—ﬂ

Area = In 2 u?

41 Calcula el drea correspondiente al recinto limitado por las funciones f (x) = x2 + 2x + 2,
g(x) =—x?—2x ylasrectas x=-2 y x=0.

Haz una representacién grifica de dicha drea.

Cortes entre las funciones:
2 _ 2 _
X“+2x+2=—x"=-2x > x=-1

Primitiva de la funcién diferencia:
3
G(x):f[xz+2x+2—(—x2—2x)]afx=f(2x2+4x+2)dx:2%+2x2+2x

227 5242 --4 G1)=-2; G0)-0

G(=2) = 3 3
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Por tanto:
-1
f_z (2x2+4x+2)dx:G(—l)—G(—Z):—%+%=%
0,2 2
L(zx +442)de=GO)-G(1)= 2
Area total = %+%=% u?
Y
4
3
2
N
12 X
~1
2
3
L4

Cuestiones teodricas

42 Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ;se verifica necesariamente que F(x) = &+ G (x)?
Justifica la respuesta.

St Justificacion:
[f dbe=Fe+e, [fde-G@ e,
Restando:
0=F() - G@ +(c;—cy) = F() = k+ G

43 a) Calcula el 4rea bajo la siguiente grifica en los intervalos [0, 2] y [2, 6].

6
4
2

[T27476 7810
b) Si esta grifica representa la velocidad (m/s) de un mévil en funcién del tiempo, ;qué representa
cada una de las dreas anteriores?

a) El drea en el intervalo [0, 2] es la de un trapecio rectdngulo de bases 1 y 3 y altura 2.

1+3 2
A[O’z]: ; ‘2:4 _) J;)fdx=4
En el intervalo [2, 6], el drea es la suma de las dreas de un trapecio y de un rectdngulo.

3 6
Apg=222-2+2.5218 > [ fax=18

b) En una gréfica velocidad-tiempo, estas dreas representan el espacio recorrido por un mévil en los
intervalos de tiempo [0, 2] y [2, 6].
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44 a) Representa la funcién f(x) = 2x y halla el 4rea limitada por f en los intervalos [0, 1], [0, 2],
[0s2,5] y [0, 3].

b) Haz una tabla de valores de la funcién:
F(x) = J;)x [y represéntala.

¢) ;Cudl de estas ecuaciones corresponde a la expresién analitica de F(x)?:
I)y:‘”?2 II)y=2x2 III)y:x2 IV)y=x2+1

d) Comprueba que la derivada de la funcién drea coincide con la funcién que limita esa drea.

a) Tenemos que hallar en cada caso el 4rea de un tridngulo cuya base
es la amplitud del intervalo correspondiente y cuya altura es 2x: . e
1-2 2-4
A[O,I] =—2 =1 A[O,z] =—2 =4 51 :
Z
2,5-5 3-6 3
A[0;2)5]= 2 =6;25 A[0’3]=T=9 2 4
b x o | 1] 21]25]351]4]5 .
F(x) 0 1 4 625 9 16 25
¢) Observamos que solo la IIT pasa por todos los puntos de la tabla de 4l
valores del apartado b). 5
d) Como F(x) =x2 — F'(x) = 2x=f(x) HE
2 4

45 ;Cudl de las siguientes expresiones nos da el drea limitada por la grifica de f'y el eje de abscisas?

2 b|[; 7] o1l o[ fef s
d)
46 Siendo F(x) = J;x f =3x%-5x, hallala funcién f.

Calcula F(0) y F(2).
fx)=F'(x) =6x-5
F0)=0; F2)=2
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47 Calcula el drea bajo la curva f(x) = x2—1 en el intervalo variable [1,x]. Halla el 4rea para x = 4.
x2-1=0 = x=—1, x,=1

Area = J.lx(tz —1)dt

2 _2
G(t)f(t -1 dt= 3 t

_ 2
G(1) = 3
Area[l,x]:|G(x)—G<1>|:x§_x+%

Cuando x =4, queda: Area [1, 4] = 18 u?

)

48 Demuestra, utilizando integrales, que el 4rea del rectingulo es A =6 - a.
Y

r

b X

Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada por r y el eje OX entre x=0 y x=b.

La ecuacién de 7 es y=a. Eldreaes:

. b
Area:foaafx

G(x):fﬂ dx = ax

G(b) =ab; G(0)=0
Area = G(b) — G(0) = ab

47



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

49 Representa tres primitivas de las siguientes funciones f:

a)z f

a)f(x)=2 = Flx)=2x+k

Por ejemplo:

Fl(x) =2x
F(x)=2x+1
Fi(x) =2x—1
cuyas grificas son:
F F
£

/
/

/123

b) f(x) =2x — F(x) =x%+k A

Por ejemplo: 8 7

Fi(x) = x? Z
13
F Z(x) =X 2 +1 Z
F3(x) = x2-1 3
2
cuyas graficas son: :
4 3 2 -INO [ AT 2 3 4
-1
50 [La justificacién de la respuesta permite trabajar la destreza expresién oral de esta clave].

Las grificas I, I y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una funcién de-
rivable f; a su funcién derivada f' y a una primitiva F de f.

Identifica cada gréfica con su funcidn, justificando la respuesta.

0] @) (@)

/| |

La gréfica II es la de la funcidn; la grafica I, la de su derivada y la gréfica I11, la de su primitiva.

La razén es: partiendo de la grafica II, observamos que se trata de una funcién lineal (afin) con pen-
diente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser una funcién constante (la pendiente de
la funcién afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcién afin tiene que ser una funcién cuadrética, cuya gréfica corres-
ponde a la pardbola.
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Para profundizar

51

52

53

Sabiendo que esta grifica corresponde a f(x) = x2, justifica cudl de las siguientes funciones es
F(x) = flx f:
aA)F(x) =x«3-1 /]
3

b) F (x) = %~
)Fx) = =
x3

dF@=§—% S&

Como debe cumplirse que F'(x) = f(x), no puedeser F(x) = x> —1, yaque F'(x) = 3x>.

1 | x

Cualquiera de las otras dos cumple que:
2
F) = 2= = ()
Tiene que verificarse, ademds, que F(1) = 0.

Por ello, descartamos el caso b), en el que F(1) = %

x 3
Lasolucién es lac): [“f =2 -1
a solucién es la ¢) 1 f 3 "3

Lacurva y=all - (x- 2)?], con a >0, limita con el eje de abscisas un recinto de 12 unidades

de superficie. Calcula el valor de 4.

* Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

x—2=1 — x=3

all-=(x-2)?1=0 (x-2)%=1 <x—2—

-1 - x=1

* Calculamos el drea e igualamos a 12:
3

S I

_ (o _2)\_4a_ -
_ﬂ<2 3> 3 12 -5 a=9

Area = ffﬂ[l—(x—Z)z]dx:a

[El trabajo con los pardmetros requiere que el alumnado trabaje la iniciativa (dimensién
productiva de esta clave)].

Dada la funcién f(x) = a 3 4 % (x = 0):
x
a) Calcula flz f(x)dx en funcién de a.
b) Se sabe que F es una primitiva de f. Calcula « si F(1) =0 y F(2) = 1/2.

2 2 2
a) fl f(x)oix:f1 (aexB +é) a’x=[3¢ze’d3 —%]1 = <3ae2/3 —%)—(3&161/3 —1)=3a(23 —51/3)+%

b) Si F es una primitiva de £, tenemos que: F(x) = 32¢3 — Lok
x

Tenemos que hallar # y 2 para que:
F1)=0 — 3a'®-1+k=0 yﬂ%kﬂ}
_1 23 1 1 2/3
F 2 == — _— = — =
() 5 3ae 2+k > 3ae-7 + k=1
Restando la 2.2 ecuacién menos la 1.2: 34(e?3 —¢3) =0 = 2=0 — k=1

Por tanto: F(x) = ~1li
X
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54 Expresa por una integral el drea del tridngulo de vértices (0, 3), (7, 3) y (7, 10). Explica el signi-
ficado de la integral escrita.

©,3)
(7,3)
7

* La ecuacién de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es:
10-3 7 _4

7-0 7

Ecuacién: y=x+3

Pendiente =

* La ecuacién de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3) es y = 3.

El drea del tridngulo es el drea comprendida entre las dos rectas anteriores y x = 7. Asi, tenemos que:
. 7 7
Area = fo [(x+3)—3]afx=£)xdx

El 4rea del tridngulo es equivalente al drea limitada por y=x, x=0 y x=7.

¢ Calculamos su valor:

7
Lxdx:% u?

55 Halla el 4rea del tridngulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1, 1), en el que las lineas
AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos B y C es la de ecuacién y = x2.

B(-2,4) 4| y=4

=2 -1 2

* Hallamos la ecuacién de la recta que pasapor 4 y C:

2-(1) "3

Ecuacién: y=4+ (x—2) =x+2

Pendiente =

* Calculamos el drea pedida:

-1
Area = f__;(4—xz)dx+f_21[4—(x+2)]dx=[4x—x?3]_2+£21(2—x)dx=

2
(4.1 (g, 8 x5 5_37 2
—( 4+3> <8+3)+[2x 2]_1—3+2+2_ c u
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1 Resuelve las integrales siguientes:

a)f<7
o [(25] @

e) fx«/2x2+ldx

2x+l>dx

c>f<3-ﬁ)2dx=—2f 1

& (2 2w)as
f)fx +3x 2 .

+k=lx3—x2+%x+k

3 3
3—5X _i 3—5.96'
( 2 ) k= 15< 2 ) rr

d)f(22+ 2x> f2x‘2dx+f«fx”2 2 +f’§/2 _%Jrzf\/;Jrk

e) fx\/Zx +1 dx = 7 f4x(2x + 1) Y2 g =

f)fx+3x 2dx

x4+ 3x-2 x—1

—.X'2+ X

4x—2
—4x + 4
2

J‘—xzzixl—z dx=f(x+4+ .

2 Calcula:
3 2
2) J‘—1 x+2 dx

b) 3x -1 dx
1/3

. f

x—1 _L
b) 1/3 = 3 Jus

x+4

dx [21;1 |x+2|] =

2 2 5_
3.3% -1 =%[€3x71]1/3=%(65 _ M- =1

2[n5-Inl]=

1 (2x2 +1)32 1
32 Tk

V2 + D)3+ k

Dividendo

divisor ivisor

2
x +3x—2=x+4+ 2
x—1 x—1

= cociente + _Lesto

_x? -
dx = 5 +4x+2ln|x—1|+k

2n5

3
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3 Representa el recinto limitado por f(x) = 4x — x2, el eje X ylasrectas x=3 y x=5. Después,
calcula su drea.

Representamos la pardbola teniendo en cuenta sus puntos notables.
Cortes con los ejes: (0, 0) y (4, 0)
Vértice: (2, 4)

Primitiva de la funcién:

G09- [ (e = e =22 - 5

GB3)=9 G@)= 33_2; GES) = ?

Por tanto:

’ 32 5
[ ae-60-66)-32 —9-3

5
2 e = _ _25 32 __7
L(4x ) de=G(S5)-G)=2 - 327
Area total = %+%= 4 42

4

x+4

4 Lacurva y= , eleje X, el eje Y yla recta x =4 limitan una superficie S. Represéntalay

calcula su drea.

4

. Sus asintotas son x=-4 ¢ y=0.
x+4

\

: S

L4 | D 41X
R |
ARG |

. 4
Area= [ A de=dllnle 4]y = 4Un8—tnd)=tn 8 422277 02

Representamos y =
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5 Calcula el 4rea del recinto limitado por las curvas
f@)=-2+2x+4 y glx) =% + 2x— 4.
Buscamos los puntos en los que las funciones se cortan:
f)=gx) = —x?+2x+4=x>+2x—4 — x=2, x=-2, y g(x) estd por encima de f(x):

[ (g9 fi) e - [ 22— )] - 2_963_842 32 4 64
-2 g 2 3 B 3 3

64 2

El drea buscada mide 3 u”.

6 El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene dado por la expresién ¢(¢) = -2 + 8¢ + 20,
siendo 7 el tiempo en horas, 0 < # < 6. ;Cudnto consume el motor durante las 6 horas que dura
dicho trabajo?

El consumo equivale al drea encerrada por la funcién ¢(#) entre las rectas x=0 y x=6.

6 3 82 6 63
C=J;)(—t2+8t+20)dx= —%+L+20t =—7+4'62+20~6=192

2 0

7 Para cerrar una vidriera, se ha de colocar un cristal cuya superficie es como la que estd limitada
por las funciones

y=2ey=—(x-2)2+6.
Dibuja el cristal y calcula su 4rea (x e y en dm).
y=—(x— 2)2 + 6 es una pardbola de vértice (2, 6).
Puntos de corte con los ejes:
x=0 — y=2
y=0 — —x2+4x+2=0<z22’04,§5

Puntos de corte de la curva con y=2:

x=0, y=2
2=-(=27 46 > P dn=0< 7 )
X = ’)/z

4
X 2] __ 64 35 32 40
3 +2x "3 +32= 3 dm

. 4 4
Area del cristal:f [—(x—2)2+6—2]dx:f (—x? + 4x) dx =
0 0

8 Representa grificamente la regién limitada por las graficas de las funciones siguientes y calcula su

3

area:

F0)= %xz @) = %(5;; +20) b(x) = %(_5,; +20)
Representamos la pardbola f(x), y las rectas g(x) y A (x).
207
N6
'S
\

/N
* Cortes de f(x) y g(x):
x=-2, y=5

ixz=%(5x+20) — x2—2x—8=0<x:4’ =20

4
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* Cortesde f(x) y h(x):

——4, y=20
%xzz%(—5x+20) - x2+2x—8:0<z=2, )’):/5
4
. 4 2 3
_ 1 _0 2 e L(2X _o x| _80)_200 2
Area-2U;)2(5x+20) 4x]dx 2[2<2 +20x) %3 ) 2(60 3) 3 u
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