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Resuelve

Limites y derivadas para representar una funcion

* Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva, lo mds sencilla po-
sible, que cumpla las siguientes condiciones:

° xé’;_”w f(x) = —00

*Hm f0) =2

. lz’nzz_f(x) =—o0
. lz'n21+f(x) =400

* f(0)=4; f'(0)=0
* f(-5) =05 f(1,75) =0

* f es derivable en todo IR, salvo en x=2.

_7
¢ Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar al ejercicio anterior, la siguiente fun-
cion:

A ¥
\

,’

i £ =1
o lim f(x)=—oo

X — 0o

o lim f(x)=+o0

x—-3"
"m0 = e

* f(=9)=0; f(0)=0; f(8)=0
s £(0)=0

f@)=4 f4=0
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1 Halla el dominio de estas funciones y di dénde son continuas y dénde derivables.
3 3
=x3-5x2+7x+3 b)y= X *5 I | d)y= X +2x
a)y=x X r/xt )y X2 _5x+4 )y sen x )y 2 +1
e y=yx*—2x )y=Iix*-1) Qy=nix*+1) h)y:e—;
x

a) Dominio = R

y es un polinomio, luego es continua y derivable en todo su dominio.

5+y25-16 5+/9 54 x=4
b)x?-5x+4=0 = x= 5 = 2\/7=553 <x=1

Dominio =R - {1, 4}

y es un cociente de polinomios, que solo darfa problemas de continuidad y derivabilidad en x = 4
y x =1, luego es continua y derivable en su dominio, IR — {1, 4}.

¢) Como sen x se anula cuando x =47 con ke Z, lafuncién dada no existe para estos valores de x
ya que se producirfa una divisién entre 0. Por tanto, el dominio de definicién es IR — {£m}.

La funcidn es continua y derivable en todo su dominio.
d)x2+ 120 paratodo x — Dominio = R
Se sigue del razonamiento del apartado b) que es continua y derivable en IR.
e) x2—2x>0 — Dominio = (—oo0, 0] U [2, +00)
Al ser una funcién raiz, la derivada no existird en los puntos en los que se anula, x=2 y x=-2. Es
continua en todo su dominio, IR — (0, 2), pero solo es derivable en IR - [0, 2].
f)x2=1>0 — Dominio=(—o0,—1) U (1, +0)
La derivada no existe para x2-1=0, pero son puntos fuera del dominio, luego es continua y de-
rivable en todo su dominio.
g) x2+1>0 paratodo x — Dominio = R
La derivada existe para todo punto x, luego es derivable y continua en IR.
hx2=0 — x=0 — Dominio =R - {0}

La derivada solo da problemas fuera del dominio, luego es continua y derivable en IR — {0}.

2 Di dénde son continuas y dénde son derivables las funciones:

x3

x2

b)y = x> x|

a)y= =
3
Qy=—%X d)y = log(5 - /169 — x?)
y 3l(x _ 1)2 Jy g
a) Dominio = R — {1, 1}
Es continua y derivable en su dominio.

b) La funcién y = |x® — x| es continua en todo su dominio, que es IR. Por tener puntos angulosos
donde se anula el polinomio x3 — x, no es derivable en dichos puntos; es decir,en x=0, x=1y
x=-1 no es derivable.

¢) El denominador solo se anula en x = 1. Por tanto: Dominio = [R- {1}. Es continua y derivable en
su dominio.
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d) Veamos primero el dominio de definicién de la funcién y = log(5 — Y169 — x?).
Para que la funcién exista, debe ser 5— 4169 — x2 >0, esdecir, y169—x> <5 y ademds x debe

estar comprendido entre —13 y 13 para que tenga sentido la raiz cuadrada.
Elevando al cuadrado:

169 -x2<25 — 144<x? - 12<x<13 y —-13<x<-12
Luego el dominio de definicién es [-13, -12) U (12, 13].

En su dominio la funcién es continua. En x=-13 y x =13 la funcién tiene puntos de tangente
vertical, luego en ellos no es derivable. Por tanto, es derivable en (13, —12) U (12, 13).
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3 Halla las simetrias y las periodicidades de las funciones siguientes:
a)y=3x4—5x2—1 b)y=yx?-2
x> -1
= d =
9 J x2 -1 )_)' x2
e) y = sen x + 1/2 (sen 2x) f)y= 3/cos x +5

a) f(=x) = 3(=0)* = 5(=0)2 =1 =3x* =52 - 1 = f (%)
Es una funcién par: simétrica respecto al eje Y.

No es periddica.

b) f(—x) = ¥x* =2 = f(x)
Es una funcién par: es simétrica respecto al eje Y.

No es periddica.
3

9 fl=) = - ()

x—l_

Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

No es periddica.

3
d) f ) = -1
x
No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respecto al origen de coordenadas.
No es periddica.
e) [(=x) = sen (—x) + % (sen (=2x)) = —sen x — % (sen (2x)) = —f (x)
Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas. Es periédica de periodo 2.

f) Como cos(—x) = cos x, la funcién es par.

Por otro lado, cosx es periddica de periodo 27. Por tanto, la funcién dada también es periédica de
periodo 2.
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4 Halla las asintotas verticales y sitiia la curva respecto a ellas:
%3 1
- b =
a)y (x_2)2x )y x—4
y= «/43jc d)y = log (x* - 4)
_x-1 fy=_ 2x+6
)y x?-1 )y x%+7x+12
gy= 2 In(x+2) h)y=3—tg<7‘x+£)
x-3 2

Ten en cuenta que en algunos apartados el numerador y el denominador pueden tener raices
comunes.

a) El denominador se anula cuando x =2 y cuando x=0.

xB

im, W = +o0, ya que en las cercanias del punto 2 los dos términos de la fraccién son
Xme(x=2)"-x

positivos. Por tanto, en x =2 hay una asintota vertical.

3 2
Por otro lado, /im X 5— = lim X 5=0 yen x=0 no hay una asintota vertical.
x=0 (x —2)".x *=0 (x-2)

Y |

81 [

d |

il

21

| X
) 2416
—42 i

b) El denominador se anula cuando x =4 y el dominio de la funcidn es el intervalo (4, + ).

=+o0 yen x=4 tenemos una asintota vertical.

Y
2 |

i X
-2 2 4 1 6 8
-2 !

lim

1
x— 4% yx —4

¢) El denominador se anula cuando x =4 y el dominio de la funcién es el intervalo (—oo, 4).

=+oo yen x=4 tenemos una asintota vertical.

Y
2 5

; X
-2 2 14 [ 68
-2 !

lim

3
x—4" J4—x
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d) El dominio de definicién es (oo, =2) U (2, +o0) ya que x> —4 > 0.

lim log (x? —4) = —oo y lim log (x? —4) = —oo porque en ambos casos x2 — 4 — 0.
Lot

x— =2 x

Luego tiene dos asintotas verticales: unaen x=-2 yotraen x=2.

boaf
) I
e
=4 =2 21 4
an
Ex

e) El denominador se anula cuando x = 1, x = —1.
El dominio de la funcién es (—oo, —=1) U (=1, 1) U (1, +oo).
Observamos que el numerador también se anula en x = 1.

1» x—1 — 1' x—1 - [’ 1 :L
e 21 Jedg] (c=1)(x+1) S r1 2

En x = 1, hay una discontinuidad evitable.

lim x2—1 =—o0 lim xz—l
x—-1" x—1 x—-1" x° —1

=400

Por tanto, en x = —1 hay una asintota vertical.

f) El denominador se anula cuando x = —4, x = —3.
El dominio de la funcién es (—oo, —4) U (—4, —3) U (=3, +o0).
El numerador se anula cuando x = —3.

lim —2x+6 . _2(+3) lim —2_ _9

=3 32 7112 x—-3 (x+4)(x+3) x—--3 x+4 B

La funcién tiene una discontinuidad evitable en x = —3.
[l’m 22)67-'-6 = —00 [l'm 22’){7-"6 = +o00
x——4 x4+ 7x+12 x——4" x* 4+ 7x+12

Hay una asintota vertical en x = —4.

\

-3




g) x — 3 se anula cuando x = 3 mientras que /z (x + 2) existe solo si x > —2.

El dominio de la funcién es (-2, 3) U (3, +co).

lim [2+ln(x+2) = —o0

x—=2"|x=3

lim [2+/n(x+2) = —o0 lim [ 2 +ln(x+2)] = +oo
x—-3 [x=3 x=-3"x=3

Hay dos asintotas verticales en x = =2 y en x = 3.

, Qx+)m )| - , Qx+)m |
h) x/inz_ tg<72 ) =— xlinlze* tg<72 ) =+

La funcidn del enunciado tiene asintotas verticales en x = 4, con % entero.

VA

MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

Pagina 195
5 Halla las ramas en el infinito de las funciones siguientes:
4
a)_)l=3xs—20x3 b)y = 2x
x° -1
3
Qy=—>*— d)y=x* -2«
(x-2)2
e y=Imhx?+1) £) y=2%"1
g y=xsenx h)y=x-cosx

a) xéf@m (3x° — 20x3) = +oo

xél'(ﬂw (3x° — 20x3) = —oo

Tiene sendas ramas parabélicas de crecimiento cada vez mds rdpido por ser una funcién polinémica.

byy= & =41
y== =x"+1+—
x“ =1 x -1

En el infinito, la funcién dada es equivalente a x2 41, luego tiene dos ramas parabdlicas de creci-

miento cada vez mds rdpido y f(x) = +oo cuando x — %co.

3
C) :x7:x+4+12x7_16
7T e-2)? (x—2)?

La funcién tiene una asintota oblicua cuando x — too yeslarecta y=x+ 4.
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d) En el infinito, la funcién es equivalente a \/? =|x|, luego f(x) = +c0 cuando x — +oo.

e) xé{i;noo In(x*+ 1) = +oo
y=1In(x?+1) esequivalente en el infinito a y = n(x?) = 2/n | x|.

2

X — 400 x X —+oo0 x

0.

Lo mismo ocurre cuando x — — oo y, por tanto, tiene dos ramas parabdlicas de crecimiento cada vez
mids lento cuando x — +eo.

f) Esta funcién tiene una rama parabdlica de crecimiento cada vez mds rdpido cuando x — +oo por

ser una funcién exponencial. Por el mismo motivo, la recta y = 0 es la asintota horizontal cuando
X —> —oo,

g) lim (xsenx) no existe.
X — +00
Anilogamente ocurre cuando x — —co y, por tanto, esta funcién no tiene ni asintotas ni ramas
parabdlicas.

h) lim (x—cosx) = +o0

X — 400

lim X=BX _ [y (1— M) =1 porque la funcién cos x estd acotada entre —1 y 1.
X = +00 x X — oo x

lim (x—cosx—x) = xlz’m cos X no existe.

X — +00 — +o00

En consecuencia, no tiene asintotas ni ramas parabdlicas.

6 ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen estas funciones?

__1 _ 3x
a)y-x+1 b)y- x+1
_ x2 ot
C)y_x+1 d)y— x+1
2
e)y:x—x f)y=3x*+3
e
gy=x+x h)y=1tgx

a) Tiene una asintota horizontal cuando x — +oo. Eslarecta y=0.

b)y= Sx__ 3— 3 tiene una asintota horizontal cuando x — too. Eslarecta y= 3.
x+1 x+1
2
o y= =x—1+ . Por tanto, larecta y=x—1 esla asintota oblicua cuando x — + .

x+1 X+

dy= X =¥ xPrx—1+ tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds rdpido por

ser equivalente en el infinito a una funcién polinémica.

2
e) lim x—x =0. Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — +co.
X — +00
e
2
lim 22— = +o00
X — —oo X
e
x*le x
lim = lim = =—co. La funcién tiene una rama parabdlica de crecimiento cada vez
X — —oo X X — —o0
e

mis rdpido cuando x — —oo.
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£) lim 43 = 4o

3/ 2 2
X + ,
AxT+3 g 3[xT+3
X — 400 x X — 400 x3

lim
Se da la misma situacién cuando x — —co por ser una funcién par. Tiene dos ramas parabdlicas de

crecimiento cada vez mis lento.

g) lim (x+|x) =+
lim x4 = Ilim <1+L>=1

X — 400 X X = +oo ‘/;

lim (x+dx—x) = lim yx =+oo
X — 400 X — +oo

Tiene una rama parabdlica de crecimiento cada vez mds lento cuando x — +co.
Como su dominio de definicién es el intervalo [0, +o0), no podemos estudiarla cuando x — —oo.

h) La funcién y = zgx es periédica y no acotada. No tiene asintotas ni ramas parabdlicas en el infinito.
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7 Halla los puntos singulares y los puntos de inflexién de estas funciones:
a)y=x3-6x2+9x+5 b)y=In(x?+1)
a) y=x3—6x%+9x+ 5. Dominio=R
¢ fl(x)=3x2—12x+9
¢ fix)=0 — 3(x?—4x+3)=0
e 4+J16-12 ) 4+ /4 ) 4;2 <j:f

2 2
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f>0
. B Hay un méximo en (1, 9) y un minimo en (3, 5).
* f"(x) =6x—12

f'x)=0 = 6x-12=0 = x=2
Signo de f"'(x):

f'<0 f'>0
NN/
b) y = ln(x? + 1). Dominio =R
<l = 2

x“+1

Hay un punto de inflexién en (2, 7).

fx)=0 > 2x=0 = x=0

f"(x)<0 para x<0

H {ni 0, 0).
f"(x)>0 para x>0 ay un minimo en (0, 0)
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.« £ = 2(x2+1)—2x-2x _ 27 42 —dx*  2x* 42

(x2 + 1)2

(x2 + 1)2

B (X2+1)2

x=-1
fr@)=0 = 2x2+2=0 - x?=1<_ 1
X =

Signo de f"'(x)

f'<0 f'>0

f”<0

I N UV

8 Halla los puntos singulares de:
a) y = 3x> — 20x°
__x
(x-2)2
a) y = 3x> — 20x3. Dominio = R
f() = 15x% — 60x2

0y

=0 — 15x2(x2—4):0<x:_2

Signo de f"(x):
f>0 f<0

x=0

x=2

f<0

Hay un punto de inflexién en (-1, /z 2) y otro en

L

Hay un méximo en (-2, 64), un minimo en (2, —64), y un punto de inflexién en (0, 0).

2
b) y= —X—. Dominio = R - {-1, 1}

2

(1, In 2).
2
b - X
)y x* -1
d)y=yx* -2«
f>0
—

x =1
: 26 -1 =" 2x 23— 2x =243 —2x
) - - -
A x*-1)? x*-1)? x*-1)?
fx)=0 - 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f'>0 f'>0 f'<0 f'<0

o N

Hay un méximo en (0, 0).

~
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3
) y= —=% . Dominio =R — {2}
7T w-2)?
3 w-2)"-x220-2) 3 (x-2-20 3P-6x" -2 _ PG

Fe (x-2)* x-2°  x-2° (x-2°

=0
F@=0 - 2= =0< "
X =
Signo de f"(x):
f>0 f>0 f<0 f>0
/ 0 / 2 \ 6 /

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y un minimo en (6, 7) .

d)y= Vx* = 2x. Dominio = (—o0, 0] U [2, +00)

fv(x) _ 2X — 2 _ X —1
2«/x2—2x «/x2—2x

fx)=0 - x—1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.

10
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DE FUNCIONES
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1

Sumamos. [La representacién de las funciones indicadas permite trabajar la innovacién
(dimensién productiva)].

Representa:
2

a) y= X ¥3% b)y=|r—5|x
|| +1

Oy=x—|x-3|+|x+1]| d) y = J|x* -1

a) El dnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de signo x es 0. Por
tanto:

x<0, |x|=—x > y= x4 3 x20, |x|=x > y= x4 3x
’ —x+1 o x+1
Y| : 1Y
E 'x2+3x :
0 VL . e 3x
: : Y=
1 1
1 X 1 X
Representamos, pues, esta funcidn: Y]
x2+3x . X%+ 3%
) si x<0 YETHA T
x4 3x ) X+
x| +1 2
|| x°+3x si x>0 :
x
+ * <

n
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b) El tnico valor absoluto que interviene es |x— 5|. La abscisa donde cambia de signo x—35 es 5. Por
tanto, analizamos cémo queda la funcién a la izquierda y a la derecha de 5:

x<5 > |x-5|=—=x+5 ﬁ}/:(—x+5)x=—x2+5x

x25 = |x=5]=x-5 = y=(x—5)x=x2-5x

H 4
2 . h
—x“+5x si x<5 '
)’=|x—5|x= 2 . \
x“=5x si x=5 '
19
1 s X
AEEE
. s
" r\'{x‘: AL
-‘ I il
MV
CI LS
LAV,
“X

c) Intervienen dos valores absolutos, |x+ 1| y |x— 3|, que cambian de signo en las abscisas x = —1
y x =3, respectivamente.
Por tanto:

x<-1, |x+l|—

-1y |x=3|==x+3 > y=x+x-3-x-1=x-4
~1<x<3, |x+1|=x+1y |x-3]

—Xx+3 > y=x+x-3+x+1=3x-2
x23, |x+1|=x+1y |x-3|=x-3 > y=x—x+3+x+1=x+4

Representamos, pues, esta funcién:

x—4 si x<-1
y=x—|x=3|+|x+1]|=13x-2 si -1<x<3

x+4

si x>3
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d) Las abscisas en donde cambia de signo x% — 1 son -1y 1. Analizamos cémo queda definido el valor

absoluto:

x<-l 5 |22 1|=x2-1 5 y= -1
“1sx<l > |x2-1|=1-x% > y= J1-x7
x>2-1 — |x2—1|:x2—1 — y= \/H

w2 -1 si x<—1

y= 1/|x2—1|: ‘/1—X2 si —1<x<1

w2 -1 si x2-1

y la grifica es:
Y
4
2
X
—4 =2 2 4
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3 ) REPRESENTACION DE FUNCIONES POLINOMICAS
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1

[La representacién de las funciones requiere poner en practica la iniciativa (dimensién pro-
ductiva de esta clave)].

Representa estas funciones:

a)y=-x*-8x2+7 b) y = 3x* + 4x3 — 36x2
©) y=x*—4x3 - 2x2 + 12x d)y=3x%—4x3-16
e) y=x3-3x f)y= (1/4)x* — 242

a)y=x4—8x2+7
e Simetrias:
f=x) = x4 _8x24+7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:
i, S v iy f) = v

* Puntos singulares:

f'(x) = 4x3 — 16x
x=0

F=0 4x(x2_4):o<x:_2

x=2
Puntos singulares: (0, 7); (-2, -9); (2, -9)
* Cortes con los ejes:
— Coneleje Y - x=0 — y=7 — Punto: (0, 7)
—Coneleje X = y=0 = x*—8x2+7=0

xz_ Si—m—Si‘/%_Si6 < 2:7%X=i«/7
= = > .

- 2 2 2.1 > x=#l

Puntos: (=7, 0); (=1,0); (1, 0); (47, 0)
¢ Puntos de inflexién:

f(x) = 12x2 - 16
Fi@=0 > 12x2-16=0 — x2=% S x=t \/%=i&

Puntos: <— 2;/5’ _;7) y (2;/3, _;7)

14
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¢ Grifica:

-9

b) y = 3x% + 4x3 — 36x2
¢ Simetrias:

F(=x) = 3x% — 4x3 — 36x%. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥, ni respecto al
origen de coordenadas.

¢ Ramas infinitas:
7 = +o00: / =+
i, f0= vty )= s
* Puntos singulares:

Fl(x) = 12x7 + 1262 - 72x
x=0

=0 > 12x(x?+x-6)=0<_  _1:y1+24 —1+5 x=2
o ) <x=—3

- 2

Puntos: (0, 0); (2, —64); (-3, —189)

* Cortes con los ejes:
— Coneleje V¥ = x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)
—Coneleje X = y=0 — x2(3x% +4x—-36) =0

x2=0—>x=0

.. —4¢~/166+432 ) —4¢6~/448 <x:2’48619
x=—4,

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—4,19; 0)

* Puntos de inflexién:
F(%) = 36x2 + 24x - 72
F') =0 = 12(3x2 +2x-6) =0

 2+y4+72 2476 x=~1,12
- 6 6 <xz—1,79

Puntos: (1,125 -34,82) y (-1,79; -107,22)
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¢ Grifica:

50

=200

) y=x*—4x3 - 2x%+ 12x
e Simetrias:

F(=x) = x* + 4x3 — 2x2 — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥, ni respecto
al origen de coordenadas.

¢ Ramas infinitas:
i, 0= ety )= s
* Puntos singulares:

F) = 4x3 — 12x2 — 4xc + 12

x=1
F0)=0 = 4> -3x2—x+3)=0 — 4(x—1)(x+ 1)(x—3)=0<x=—1
x=3
Puntos: (1, 7); (=1, -9); (3, -9)
* Cortes con los ejes:
— Coneleje V¥ = x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)
—Coneleje X = y=0 = x(x3—4x2-2x-6)=0
x=0 x=2
<x3—4x2—2x+12=0 - (x_z)(x2_2x+12)=o<x:3,65
x=~-1,65

Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (—1,65; 0)
* Puntos de inflexién:

F(x) = 12x% - 24x— 4

F')=0 = 43x2-6x-1)=0

_ 6+4{36+12 648 x=2,15
x= 6 6 <x=:—0,15

Puntos: (2,15; -1,83) y (-0,15; —1,74)
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¢ Grifica:

d) y=3x%—4x3-16

¢ Simetrias:

F(=x) = 3x% + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al ¢je Y, ni respecto al origen
de coordenadas.

¢ Ramas infninitas:
i, )= el )= 1o
* Puntos singulares:

) = 125 — 1252

X =
f®=0 - 12x*(x—1)=0<_
X =
Puntos: (0, -16); (1, -17)
* Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ = x=0 — y=-16 — Punto: (0, -106)

x=2
—ConelejeX%y:O—>?)x4—4x3—16=0<33 9?4 dx 4820
X7+ 2x% + 4x + 8 =

3x3 + 2x% + 4x + 8 =0 —> tiene una sola raiz, que estd entre —2 y —1; pues, si g(x) = 3x3 + 2x2 + 4x
+8, g(-2)=-16<0 y g(-1)=3>0.

Puntos: (2, 0) y (k,0), con k entre -2y -1.
* Puntos de inflexién:

£(x) = 36x2 — 24x
fr6) =0 — 12x(3x—2) = 0 <_

X =

X =

0
2
3

>

Puntos: (0, -16) y (2 —448

¢ Grifica:

\J
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e) y= x3 - 3x
* Simetrias:
f(=x) = x> + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
* Ramas infinitas:
i ) =il )=+
* Puntos singulares:

£ =3x2-3
F©=0 - 3(962_1):o<x=1_1
X =

Puntos: (-1, 2); (1, =2)
* Cortes con los ejes:

— Coneleje V¥ = x=0 — y=0 — Punto: (0, 0) 0
X =

—Coneleje X = y=0 = x> -3x=0 — x(x2—3):0<x:—«/§

Puntos: (0, 0); (=v3, 0); (43, 0) ¥e i

¢ Puntos de inflexién:

f"(x) = 6x
f"x)=0 = 6x=0 = x=0 — Punto: (0, 0)
¢ Grifica:
1
=2

f)y= % x4 22
* Simetrias:
f=x) = % A P f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
* Ramas infinitas:

Jim | f(x) = voos lim f(x) = +o0

* Puntos singulares:

f’(x)=x3—4x
x=0
F)=0—> x(x?-4)=0 x=-2
<x=2

Puntos: (0, 0); (-2, —4); (2, —4)
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* Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ = x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)

=0
— Coneleje X - y=0 — x2<%x2—2):0 <x2 8<x=—2«/§
xX° =
x=2«/§
Puntos: (0, 0); (242, 0); (242, 0)

¢ Puntos de inflexién:
"(x) = 3x% — 4
f'(x) = 3x x=_\/7= 253
Fr=0 — 3x2—4:0<
X =

4__203
37773
ﬁzﬁ
3773

243 20 (2«/3 20)
P : —_—_—y—— ; —_— Yy —
uneos ( 3 9 ) 3 9
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T Representa:
x° x*-9 x 2+ 4’42
a = b = C = d = — =
)y )y x* -4 )y x*-2x-8 )y 2x
3
a) y= X 5=+ xz.Domz’ni0=|R—{—1,l}
- X 1—x

¢ Simetrias:
Fe -

1

* Asintotas verticales:

lim  f(x)=+oo

x—-1"

lim | f(x)=—oo

x— -1

3
= 5 =~/ (x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
—x

Asintota vertical en x=—1.

lim f(x)=+o

x—1"

lz’m+ f(x)=—oo

x—1

Asintota vertical en x = 1.

¢ Asintota oblicua:

— y=—x es asintota oblicua.

Posicién de la curva respecto a la asintota:

f(x) = (—x) >0 si x— —oo (curva por encima)

f(x) —(—x) <0 si x— +oo (curva por debajo)
* Puntos singulares:

1) =

B (1-x%) = o7 (22 _ 35— 3+ 20t x4 342
(1-x%? (1-x9)?  (1-x)?
x=0
fx)=0 — xz(—x2+3):0<x=—«/§
x=13

Puntos: (0, 0); <—B, ?) (B’ _?)

* Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

e Grifica:

20
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2
b)y= 362_—9 Dominio =R — {2, 2}

X —

¢ Simetrias:

2
f=x) = 962—_9 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
x p—

* Asintotas verticales:

lim  f(x)=—oo
o Asi ical 2
sintota vertical en x = —2.
lim X f(x)=+c0
x— -2

lim  f(x)=+oco
x—2"

V% =—oo
e

Asintota vertical en x = 2.

¢ Asintota horizontal:

x2—9:1_ 5
xr—4 x*—4

— y=1 esasintota horizontal.

Posicién de la curva respecto a la asintota:
f(x)—1<0 si x— —oo (curva por debajo)
f(x)—1<0 si x— +oo (curva por debajo)

* Puntos singulares:

oy 2x(x2—4)—2x(x2—9) ~ 2x(x2—4—x2+9) _ 10x
/= e k

f'x)=0 = 10x=0 — x=0 — Punto: (0,2)

* Cortes con los ejes:

— Punto: (O, %)

3

—Coneleje ¥ = x=0 %)}:%
x=—

—ConelejeX—>)/:0_>x2_9:0< ;
X =

Puntos: (-3, 0) y (3, 0)
* Grifica:

X

Ay — X
)y x2—2x—8

e x>—2x-8=0 — x;=-2; x,=4

Dominio = IR — {=2, 4}

21



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

¢ Simetrias:

[ =5

x2+2x—8

f(=x) noesigual nia —f(x) nia f(x). No es simétrica ni con respecto al origen de coordenadas
ni con respecto al eje Y.

¢ Asintotas verticales:

lim  flx)=—oo

x—-=27

, Asintota vertical en x = -2.
lim  f(x)=+ o0
x—-=27

lim flx)=—o0
x—4 , .
, Asintota vertical en x = 4.

lmz Slx)=+ oo
x — +

* Asintotas horizontales:
lim  flx)=0"
Jm | f(x)
lim  f(x)=0*
Jlim | flx)
Tiene una asintota horizontal en y =0 ala que se acerca por encima en +oo y por debajo en —co.

* Puntos singulares:

. x ' _x2—2x—8—x(2x—2)__ X2+ 8
M=y 2 ST ey @

f"(x) no se anula nunca, por tanto, no tiene puntos singulares.
* Cortes con los ejes:
Eje X (y=0): f(x) =0 — x=0. Cortaal eje X en (0, 0).
Eje ¥ (x=0): f{0)=0 — y=0. Cortaaleje Y en (0, 0).
* Grifica:

x4 4xt 42
e = Frdde2

* Dominio = IR — {0}
¢ Simetrias:

X0+ 4xt 2
A

f(=x) noesigualnia —f(x) nia f(x). No es simétrica ni con respecto al origen de coordenadas
ni con respecto al eje Y.

* Asintotas verticales.
lim  flx)=—co
x—0"

, Asintota vertical en x = 0.
lzm+ Slo) =+ oo
x—0
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* Asintotas horizontales:
(o, S =+ oo
lim  flx)=+ o

X —+00
Como el grado del numerador es mayor que el del denominador mds 1, tiene ramas infinitas obli-

cuas de tipo 1.

* Puntos singulares:

3 2 3 2
A - x +§§ +2 S ) - x +,;an2¢ -1
F)=0 > P42 -1=0 — x=-1; x, = _156; X3 = _156
_ 5. [1445) age. o145
f(_l)__i’ f(T>~3,05, f(T>~_2’55
¢ Grifica:
6
4
2
—6 20 416

23
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1 Comprobamos. [Antes de corregir el ejercicio en clase, el alumnado puede compartir sus
conclusiones y aportar las estrategias que ha seguido para su resolucién].
Representa:
a) y=yx?+2x b)y=yx2-9 c)y=l"—x
x
_e _e” .3
d)y—? C)J’—: f) y=x°¢*
a) y= Yx* +2x
x=0
* Dominio: x2+2x=0—>x(x+2)=0< )
X =—

Dominio = (—oo, =2] U [0, +o0)
¢ Simetrias:

f=) = Jx* = 2x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥ ni respecto al origen de
coordenadas.

¢ No tiene asintotas verticales.
* Asintotas oblicuas:

i, J0) = v

, f(x) , «/xz +2x , «/xz —2x
lim — lim — lim —x=_1

X — —o0 X — —0o0

x{{’(nm [f(x) +x] = xé{;zfzw Wx?+2x+x] = lim [fx*=2x—x] =

X — 00

X — 400

- W —2x =) W —2x+%) P X —2x—x> _
= lim = lim X =£X—=X -
X V2 — 2%+ x e P 2x e x

= Ilim —2x =2 _—2=—1

¥ S ey L2

y=-x—1 esasintota oblicua cuando x — —co.

L, 0 = veo

[ 2
lim A = lim x—+2x=1
X > 400 x X — +00 x

[ 2 /.2
lim [f(x)—x]= lim Wx?+2x—x] = lim (" + 26 — ) (Ia” +2x + 4) =
X+ 2x — x°

= lim 2 XL - im 2x -2 2—1

e i 2xex T P e 2xex 1FD 2

y=x+1 esasintota oblicua cuando x — +co.

* Puntos singulares:

f/(x): 2X+2 _ X+1
2\/x2+2x «/x2+2x
fx)=0 > x+1=0 - x=-1

Como no pertence al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

24



* Cortes con los ejes:

x=0
—Coneleje X - y=0 — v + 2x —>x2+2x:0< )
X=—

Puntos: (0, 0) y (-2, 0)

—Coneleje ¥ - x=0 — y=0 — Punto: (0, 0)
* Griéfica:

b)y= yx*-9
3

x=—
e Dominio: x2—-9=0 <
x=3
Dominio = (—oo, =3] U [3, +0)
* Simetrias:
f(=x) = yx* = 9. Es par: simétrica respecto al ¢je V.
* No tiene asintotas verticales.

¢ Asintotas oblicuas:
i £ =+

2 2
lim fx) - lim x“=9 x“=9
e X

X — —

X — —o0

x{{(nm [f(x)+x]=x£{7z'zw [Wx? =9 + ] =x£l:7ﬁo [Vx? -9 — x]

— (=9 - (=9 +x) —

= Ilim L:O
o It — 94 x

y=—x es asintota oblicua cuando x — —oo.

G, ) = v
2
lim A - lm ¥ -9 =1

X — oo X X — 400 X

x*—9—x _

2 2
im [f0)—x]= lm W —9-x = lim (299929 _

2 2
_ [z’m x* =9 —x _ -9

= Iim ——
xore «/x27—9+x X «/9c27—9+x

y=x es asintota oblicua cuando x — +co.

25
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* Puntos singulares:

' 2X X
A -
24x* -9 x> -9

fx)=0 = x=0
Como no pertence al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

* Cortes con los ejes:

x=-3
—Coneleje X = y=0 = yx*—9 —>x2—9=0< 3
X =

Puntos: (-3, 0) y (3, 0)
—No corta al eje ¥, pues no existe f(0).

¢ Grifica:

Inx

c)y=

x
* Dominio: Su dominio de definicién es el intervalo (0, +oo).

¢ Ramas infinitas:

lim % __o 5 Tiene una asintota vertical en x = 0.
x—0" X

lim % _0 5 Lareca =0 es una asintota horizontal cuando x — +oo.
X — +oo X

* Puntos singulares:

Lo xa1 L]
' X —inx
[0 = 2 T2
X X
fx)=0 > 1-lx=0 - x=¢ = f(e) = L Tiene un punto singular: <€,L>
e e
¢ Grifica:
2
O
2

26



dy=<
Y 2
* Dominio: IR — {0}
¢ No es simétrica.

* Asintotas verticales:

lim  f(x)=+o
x - 07 7 .
Asintota vertical en x=0

lim  f(x)=+o
x—0%

. é{’,”m f(x) =0. Ademds, f(x) >0 paratodo x del dominio.

=0 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

lim f(x) =+o0; lim S

X — +00 X — 00 X

= +oo. Rama parabdlica.

* Puntos singulares:

x.xz_gx.2x=x-€x(x—2) _ e (x—2)

ACERS A 4 3

X X

2
f'®)=0 = x=2 — Punto (2,%)

e Grifica:

5

—X

e y=

¢ Dominio: IR — {0}
¢ No es simétrica.
¢ Asintotas verticales:

lim  f(x)=+oo

x—0"

lim f(x)=—oo

x—0

Asintota vertical en x=0

o lim f0) = veo

lim f®

X — —oo X

= —oo. Rama parabdlica.
Jim | f(x) =0. f(x) <0 paratodo x positivo.

y =0 es una asintota horizontal cuando x — +co.

* Puntos singulares:
09 = — (=) — e (=1) _ e (x+1)

(—X) 2 xz

f'(x)=0 - x=-1 — Punto: (-1, —¢)

27
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¢ Grifica:

£) y=x3 e
¢ Su dominio de definicién es IR.

¢ Ramas infinitas:

lim x3 . 6% = +oo
X — +oo
X
m € - lim x*. e =+
X > +o00 x X — +00

La funcidn tiene una rapa parabdlica de crecimiento cada vez mds rdpido cuando x — +eco.

lim x3.¢*=0 — Larecta y=0 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

* Puntos singulares:
Flx) = (B2 + x¥) e*
F)=0 = Bx2+x%e¥=0 = x=-3, x=0
F(x) = (x3 + 6x% + 6x) €*
f(=3) = (=27 + 54 - 18)¢3 =963 — x=-3 es un minimo relativo.
f(=3) =27¢ = -1,34

f"(0)=0 — x=0 esun punto de inflexién ya que la derivada segunda cambia de signo al pasar

por él.

£0)=0
Los otros dos puntos de inflexién son: x;=—3 + {3 y x,=-3— 3.
F(x) =-0,57
F(x,) =—0,93
* Grifica:
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1. Del estudio a la grafica (simetrias, asintotas horizontales, oblicuas y verticales)

Hazlo tu
* Representa y = f(x):
Dom =R - {-2, 2}; funcién impar.

i s g TRt -0
lz'nzz_ fx) =+00 lz’n21+ f(x) = 400

fB3)=0; f/(x) =0 & x=05 £(0)=0

I) Por ser derivable en su dominio, es continua en él y no tiene puntos angulosos.

IT) Por ser impar, es simétrica respecto del origen de coordenadas.
Larecta x =2 es una asintota vertical y, por simetrfa, también lo es la recta x = -2.
Las tendencias en esta tltima asintota se obtienen por simetria de las primeras.

Por otra parte, la recta y = —x— 1 es la asintota oblicua

. , b6
cuando x — +oo. De nuevo, por simetria, larecta y=—x+1 !
es la asintota oblicua cuando x — —oo. |4
1‘\
III) Corta al eje horizontal en los puntos (3, 0), (0, 0) y (-3, i I
0), siendo este dltimo por simetria. -

) P 56 &\ b
Finalmente, el punto (0, 0) es el tinico punto de tangente 2
horizontal y, por las caracteristicas de la curva, es un punto 4
de inflexién. : p

i

29



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

Pagina 205

3. Representacién de una funcion polindmica

Hazlo tu

* Estudia los puntos de corte con los ejes, los puntos singulares y el crecimiento y decrecimiento de
esta funcién:

y=2x%_3x%
Representa su grifica.

* Cortes con los ejes:
x=0; £(0)=0

y=0, fx) =0 — 2x0-3x%-0 - x12x2-3)=0 > x—F
V2

x=0
Pasa por (0, 0), (—\/%, 0) y <\/%, O).
* Puntos singulares:
x=-1; f(-1)=-1
Fl)=12x>-12x3 - f(0 =0 - x3x?2-1)=0 - {x=0; £(0)=0
x=1; f(1)=-1

* Crecimiento y decrecimiento:
y'<0 . y'>0 . y'<0 . y'>0
\ -1 / 0 \ 1 /
Es decreciente en (—e0, —1) y en (0, 1) y creciente en (=1, 0) y en (1, +oo).

Y

4
3
2

2 k1 1 2 X
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4. Representacion de una funcion racional con ramas parabdlicas

Hazlo tu
* Estudia el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los méximos y
los minimos para representar esta funcién:

4

7 w-1)2

¢ El dominio de definicién es IR - {1}.

* Asintota vertical: x =1

4 4
lim X 5 = +o% lim X 5 =+
1 (e 1) =1 (- 1)

* No tiene asintota horizontal ni oblicua, pues el grado del numerador es 2 unidades mayor que el del
denominador. Tiene dos ramas parabdlicas de tipo 1:
4

4
lim X 5 = +oo; lim X 5 =+oo
oo (x—=1) Xoreo (x—1)
* Puntos singulares:
. 43 (x =12 =¥ [2(x = 1)] _ 2t — 4
(e -1)"1? (x-1)°
y'=0 - 2443 -0 > ¥Q2x—4) =0 >
— x=0; x=2
(0)=0; y(2)=16

* Signo de la derivada:

' '

y'<0 y'>0 y'<0 y'>0
\ 0 / 1 \ 2 /
* La funcidén crece en (0, 1) U (2, +oo).
Decrece en (—e0, 0) U (1, 2).

Tiene un méximo en (2, 16) y un minimo en (0, 0).

Y
2271

181
14T
10T

6+

2..

h
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5. Representaciéon de una funcidon racional con asintotas oblicuas

Hazlo tu

* Estudia el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los maximos y
los minimos para representar esta funcién:

3
_ X
I w-1)2

* El dominio de definicién es IR — {1}.

¢ Ramas infinitas:
3
lim X 5=+
x—1 (x _ 1)

ya que, al estar x— 1 elevado al cuadrado, el signo del cociente siempre es positivo en las proximidades
e 1. Luego, larecta x =1 es la asintota vertical de la funcién:
de 1. Luego, la rect 1 esl tota vertical de la f

3
P

BT (c—1)2

— Larecta y=x+2 eslaasintota oblicua de la funcién.

J

* Puntos singulares:
f'(x) _ 3x2(x — 1)2 _ x34. 2(x — 1) _ 3x2(x _ 1) ; 2x3 ] x3 ~ ng
(.X'—l) (x_l) (x—l)

F)=0 > x>-3x2=0 - x=0, x=3
f'>0 . f'>0 f'<0 . f'>0

/6/1\3/

£(0)=0
_ 27
f3) = i

o
W
oN
oo

L e
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6. Representacion de una funcién racional con asintotas horizontales

Hazlo tu

* Representa la siguiente funcién:

x3

TS ®=2) -1

* El dominio de definicién es R — {1, 2}.
* Ramas infinitas:

X

lim —— = 1 — Larecta y=1 esunaasintota horizontal cuando x — +c. Lo mismo
T (x-2)7(x-1)

ocurre cuando x — —oo.

3 3

. X
— o0

X lim ——=——— =
=1 (x = 2)“(x—1)

lz’m _— =
x=17 (x=2)% (x — 1)

x3

lim —5
T (e =2)"(x - 1)

+ oo

= +o0 yaque, al estar x—2 elevado al cuadrado, el signo del cociente no cambia
al pasar de un lado al otro de 2 en sus proximidades.

Las rectas x=1 y x =2 son asintotas verticales.

* Puntos singulares:

f’(x)= ( x3 )'=3x2(x—2)2(x_1)_x3[2(x_2)(x_1)+(x_2)2] _

(x=2)%(x-1) (x-2)%(x-1)?
3P -D-RE-D+x-2)] 5+ 67
(x=2)(x-1)2 (x=2)(x-1)2

F0)=0— -5x3+6x2=0 = x=0, ng

f'<0 . f'<0 f'<0 f'>0 f'<0

T~ 0 T~ \%/2\

—

4 6.8 10 121416 18

——— - ——————————
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7. Funcioén con valor absoluto

Hazlo tu

* Representa la siguiente funcién:

Jf@) =|x|-|x=-3]+|x+1|

—x si x<0
| x| =

x si x>0
—[-(x=3)] si x<3 x—3 si x<3
—|x-3]|=

—(x-3) si x>3  |—x+3 si x23

—(c+1) si x<-1 —x -1 si x<-1
|x+ 1|=

x+1 six2=1 " |x+1 si x>-1

Teniendo en cuenta los puntos donde cambia de signo cada sumando, sumamos las expresiones y se
obtiene:

x+x—-3—-x-1 si x<-1 —x—4 si x<-1
3 1 x+x—-3+x+1 si -1<x<0 x—2 si-1<x<0
y=lxf=fx=3]+|x+1]= x+x—3+x+1 si0<x<3 = [3x—2 si 0<x<3
x—x+3+x+1 si x23 x+4 si x23
8
6
4
2
-8 -6 ) /2 4.6 8
4

8. Funcion logaritmica

Hazlo tu

* Representa la siguiente funcién:

x—-3
x-1

y=In
¢ Dominio de definicién:

. Lox
Resolvemos la inecuacién

? >0 y concluimos que la funcién estd definida en (— oo, 1) U (3, + o).

* Asintotas verticales: x=1y x=3

lim In x=3 = +00
x—1" x—1
lim In x=3 __

x—3* x—1
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* Asintota horizontal: y =0

lim In =3 =nl=0
x=—eo - x—1
lim lnx_3 =nl=0
X oo x—1
* Puntos singulares:
v o 12 2
f(x)_x—3 (x-12 x-1)(x-3)

x—1
Como no puede ser 0, no tiene puntos singulares.
* Crecimiento y decrecimiento:
y'>0 No existe y'>0
1 3

Es creciente en (—oo, 1) y en (3, +c0).
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9. Estudio y grafica de otras funciones
Hazlo tu

* Representa las siguientes funciones:

x
In x*

a)y=

a) ®* Dominio de definicién: R —{-1, 0, 1}

2x +1
|,)3,=7

* Tiene simetrfa impar ya que f(—x) = —f(x). Por tanto, la estudiamos solo para valores positivos de x.

¢ Ramas infinitas:

=+o00 — Larecta x=1 esuna asintota vertical. Por simetria, la
recta x =—1 también lo es.

lim 5 = 0 — En x=0 tiene una discontinuidad evitable.
=0 Jyx
lim X - oo, lim X
=17 [y x* x=1" [p x?
lim x2 =2 5 im 1 5 =+
¥ore Inx +00 Yoree Dxlx
x
In x* . 1.

lim ===— = lim =0 — Tiene una rama parabdlica.
X — +00 x X — +00 li’l x2
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* Puntos singulares:

' 2
f'(x)=( X >:lnx =2 —)/ﬂx2=2—>x=i\/?:ie

In x* In* (x*)
f(e)=§»f(—6)=—§
f'>0 | f'<0 | f'<0 | f'<0 | f'>0
T e T~ 0 T~ 1 T~ ¢ _—7T
|4} |
e
o 2 : 7 : ) 7
ot
EneE

b) ® Su dominio de definicién es IR. No tiene asintotas verticales.

¢ Ramas infinitas:

lim 2L o yaque e *— 0 cuando x — +oco.
X — 400 —X
e
2x +1
—X
lim —£ = lim 2*1 _ o 5 Tiene una rama parabdlica.
X — +00 X — +oo -
x xe
lim 2%+l _0 - Larecta y=0 es una asintota horizontal cuando x — —ee.
X
¥t
La funcién corta al eje horizontal en x = — % .

Siox<-— % , la funcién toma valores negativos y estd por debajo de la asintota.

* Puntos singulares:

oy 267 = Qx+1) (=) _3+2x
f (x) - (6’7x)2 e

F)=0 - x=—%

f'<0 | f'>0
~ :i _— 4
2 2
/
f(—%>z—0’45 == 2 4
2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v
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1. Descripcion de una grafica

* Describir la siguiente grifica dando los elementos necesarios para que un compaiiero la pueda
representar a partir de la descripcién.

* El dominio de definicién es IR — {1}. Es derivable en su dominio puesto que no presenta puntos an-
gulosos.

* Larecta y=4 eslaasintota horizontal cuando x — —co yaque /[im f(x)=4. Seacerca por debajo
X — —oo
de la asintota.

Larecta x=1 eslaasintota vertical de la funcién. La posicién respecto de la asintota es:

lim f(x) = +oo0
x—1"

lim =—oo
x—17

Larecta y=x—2 eslaasintota oblicua de la funcién cuando x — +oo. La curva corta a la asintota

7

oblicua en los puntos de abscisas x=2 y x= 5 Después se acerca por debajo de la asintota.

* Los puntos (-1, —1) y (5, —2) son minimos relativos de la funcién.
Solo tiene un méximo relativo, que se encuentra en el punto (3, 2).

* Finalmente, la funcién corta a los ejes coordenados en los puntos: (-2, 0), (0, 0), (2, 0), (4, 0) y (6, 0).
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2. Representacion de una funcion polindmica
* Estudiar y representar la siguiente funcién:

[ =40 (x% + x) 2

* Su dominio de definicién es IR. Al ser polinémica, es continua y derivable en todo R.
¢ No tiene simetrias:

f(=x) = 40[(=x)? — x]% = 40(x% — x)?

e Ramas en el infinito:

xé{i;nm 40(x? + x)? = +o0

. i , (x) .40 (x* + x)?
[iene ramas parabdlicas, ya que /lim S = lim A0+ 07 too.
X — +oo x X — too X

* Cortes con los ejes:

x=0, £(0)=0

x=-1
7=0, f()=0 = x?+x)?=0 > x2+x=0 = x(x+1)=0 — { 0
X =
Pasa por (-1, 0) y (0, 0).
* Puntos singulares:

F(x) = 80(x% + x)(2x + 1)

x=-1; f(-1)=0
F)=0 > x?+x)2x+1)=0 — x=—%; f(%):;
x=0; £(0)=0
SR RE
* Crecimiento y decrecimiento:
YO ye0 L y<0 L yb0

~_ -1 _— -12>~_, 0 _—

Es decreciente en (—o0, —1) U (— %, 0) y es creciente en <—l, —%) U (0, +o0).

|
\
|
|
\
\

—

[ui
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3. Representacion de una funcion radical

* Representar la siguiente funcién:
f@) = x?+1

* Su dominio de definicién es IR. Es continua y derivable en todo IR, ya que el radicando es un poli-
nomio que siempre es positivo.

* f(—x) = \/(—x) 241= «/xz +1 = f(x). Es una funcién par.

¢ Ramas infinitas:

Vamos a estudiar solo en +co. Para —oco aplicaremos la simetrfa de la funcién.

lim Ax*+1 = lim yx* = lim x=+oo
X — 400 X X — +oo

— +o0

Larecta y=x es una asintota oblicua cuando x — +o, pues /im & =1y lim [f(x)—x]=0.
X X — +oo

X — 0o
Cuando x — +o0, yx%2+1 —x> 0. Por tanto, la curva queda por encima de la asintota.

* Puntos singulares:

SO=mn

f'(x)=0 — x=0

6
x=0, f(0)=1
4
* Crecimiento y decrecimiento: 5

y'<0 . y'>0
\(')/ -8 -6 —4 -2 2 4 .68

Decreciente en (—oo, 0) y creciente en (0, +o0).
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4. Curva con asintotas
P |

* Representar la siguiente funcién: f(x) = T

¢ El dominio de definicién es IR - {0}.

/ 4
La funcién tiene simetria par ya que f(—x) = (—|x)|+1 = f(x). Basta estudiarla para valores positivos
de «x. ™

4
, x +1 , . .,
e [im =+o00 — Larecta x=0 eslaasintota vertical de la funcién.

x—0* |X|

4 4
, 1 ,
bim XX _ o x+l Lo
X — +o00 |x| X — +00 x2

x4+1

4
lim X = lm X +1 = lim x4l =1
X = +o0 x X — +00 x2 X — +oo X4
4 4 2

Iim (x +1_x): [P C AR T S P S
xore || roe X T x(Wat i 1449

Larecta y = x es la asintota oblicua cuando x — +co.

, 47363-x—«/x4+1

. F160) - «/x4+1 _ 2%t +1 =2x4—(x4+1) _ i1
X x* x2«/x4+1 xz«/x4+1

F@=0- =1 o - 4@ - 0,84

(Hemos calculado la derivada suponiendo que x toma valores positivos).

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
/4L 0 \4\/1 _—
N 2 2
1
—=+1
x= 4\/%, y= 21 ~ 1,46 — (%;1,46) es un minimo relativo de la funcién.
4\F
2
5
-5 5
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4
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Para practicar

Descripcion de una grafica

1 Representa una funcién continua y derivable en IR tal que:

lim f(x) = +o0 xéii_nw fx) =—c0 f() =1, f'(x) 20 para cualquier x, f'(2) =0

X — +00

/

2 De una funcién y=f(x) tenemos la siguiente informacién:

D=R-{1,4}

Lim_f(x) = 40 Lim fx) == lim_ f) = Lim f@) = +oo
xéirzzwf(x)=0 si x— +oo, f(x)>0 si x> —o0, f(x) <0

f@=0, f2)=-1; f'(-1) =0, f(-1) =-1

Represéntala.

l
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3 Dibuja la grifica de una funcién continua y derivable en R de la que se conocen los siguientes
datos:

xéz'{nw fx) =—c0 lim  f(x) = +oo

X — +00

flx)=0six=-2x=0,x=3, x=4 f(=2)=2; f(0)=0; f(3)=5; f(4) =4

v/ 3

4 Describe las siguientes funciones indicando su dominio, sus simetrias (si las tienen), sus asintotas
y ramas infinitas, sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Hazlo
dando valores de la funcién, de su derivada y de ciertos limites.

a) * Asintota horizontal: y=2.

Asintota vertical: x = 0.
i 69 =25 lim f6) -2
(si x> —c0, f(2) <25 si x> +o0, f(x) <2)
Ui ) el [ ==

* f(x) no tiene puntos singulares.

* Decrece en (—oo, 0) y crece en (0, +oo)

b) ¢ Asintota horizontal: y=-2.
Asintota vertical: x = -2.
i ) =2l f9)--2
(si x > —o0, f(2) >-2; si x> +oo0, f(x)>-2)
lim  f(x) = +oo; xé’r_npf(x) = —oo

x—=2"
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* Puntos singulares:
f'(0) = 0; f(0) =-1. Maximo en (0, -1).
* Creciente en (—o0, =2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +oo).
c) * Asintota horizontal: si x — +o0, y=0.
i )= iy [0

(si x = +o0, f(x)>0)
* Punto singulares:
f'(0) = 0; f(0) =0. Minimo en (0, 0).
f'(2) =0; f(2) =1. Mdximo en (2, 1).
* Decreciente en (—oo, 0) U (2, +0) y creciente en (0, 2).
d) * Asintota vertical: x = 2.
Jim f) = w0y lim f(x) = o0
* Asintota oblicua: y=x
(si x = —o00, f(x)>x; si x> +00, f(x)<x)
* f(x) no tiene puntos singulares.

¢ Creciente en (—oo, 0) U (2, +00).

Caracteristicas de las funciones

5 Indica el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a)y=x4—2x2+5 b)y=3- X

x?+1
Q) y=V=x?+3x+4

dy=- 1
)y v3x—-21

e)y=ln(4—«/;) f)y=m

1 1
gy= Py h)y= T@~1
a) Es un polinomio, Dom = R.

b) #2+ 1 = 0 no tiene solucién, por tanto, Dom = R.

c) Para que se pueda definir la funcién, el radicando debe ser no negativo.
—x2+3x+4 >0 — El dominio de definicién es el intervalo [-1, 4].

d) Para que se pueda definir la funcién, el radicando debe ser positivo.
3x—21>0 — El dominio de definicién es el intervalo (7, +oo).

e) Para que se pueda definir la funcién, el argumento del logaritmo debe ser positivo y, ademds, x>0
para que exista la raiz.

4— Jx >0 > yx <4 — x debe estar en el intervalo [0, 16).

f) Para que la funcién esté bien defiida, debe ser tg2 x—1>0.
Por otra parte, la funcién es periddica de periodo .

Dentro del intervalo (—l l) , tg2 x—1>0 cuando x€e

T T T T
22 44 U<4’z>'
Usando la periodicidad, el dominio de definicién es la unién de todos los intervalos de la forma

_T _n T T 7
< 2+/e7'c, 4+kn>U<4+/e7'c,2+/en> con ke Z.
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g) Por una parte, -1 <x-2<1 — 1<x<3.
Teniendo en cuenta que arccos 1 =0, el dominio de definicién es el intervalo [1, 3).
h) La tangente no estd definida cuando x = % +kn, con ke Z.

Ademis, la funcién no estd defiida cuando zgx =0, es decir, cuando x =k con ke Z .

Por tanto, el dominio de definicién es IR — {'%t} .

[La reflexién por parejas que plantea esta técnica puede ser una buena forma de que el alum-
nado coopere para estudiar la simetria de las funciones].

Estudia la simetria de las siguientes funciones:

a)y=x2+1 b)y=‘/x2x7_3 O y=1tgnx

d)y=el*! e)y= x2|f|2x £) y=2cos %

2) f(=x) = ()% + 1 = f(x) — Funcién par. b) £(—x) = ﬁ = —f(x) — Funcién impar.
¢) f(—x) = tg [n(—)] = —f(x) — Funcién impar. d) f(=x) = = ¢l = f(x) — Funcién par.

&) f(—x) = (_x)2|‘_x|2 " leflzx = Noes simétrica. f) f() = 2cos 2 = f(x) — Funcién par

Determina el periodo de cada una de estas funciones:

a) y = sen 3x b) y = sen 2nix
©y=1gnx d)y=sen® (x+1)

a)f<x+23—n>=sm

3<x + 23—“)] =sen (3x + 2n) = sen 3x = f(x) — Su periodo es 23_71 .

b) f(x+1)=sen[2n(x +1)] = sen 2nx + 27) = sen 2mx = f(x) — Su perfodo es 1.

Q) fle+1)=tgln(x+1)]=1g (nx +m) =g mx = f(x) —> Su periodo es 1.

d) El periodo es el mismo que el de sez (x + 1), pues si el periodo buscado es 7, se verifica:
f@)=fle+ T) = fo)={flx+T)

Y la funcién y = sen (x + 1) es igual que la funcidén y = sen x pero desplazada una unidad a la iz-
quierda. Por tanto, sus periodos coincidirdn. Como el periodo de la funcién y=senx es 7'=2mn, el
periodo buscado también es 7'= 2m.
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8 Halla las asintotas verticales de estas funciones e indica la posicién relativa de cada curva respecto

a ellas:
_ x2+1 _ 2x-2 _ 1
2= x-1 by - x2—9 ) y= Inx
-1
d) _% e)y:% f)y:L
x°—2x 1-sen” x cos X
2

a) Tiene dos posibles asintotas verticales ya que su denominador se anula cuando x=1 y x=-1:

It x2+1 , x2+1

im =" =400, lim " =—oo
x—-1"x% —1 x—-1" x% _1
2 2
lim X4l oo g XL
x—1" 52 1 x—1" x2 1

b) Tiene dos posibles asintotas verticales ya que su denominador se anula cuando x=3 y x=-3. La
posicién de la funcidn respecto de las asintotas debe tener en cuenta el dominio de definicién, que

es (—oo0, 3) U (3, +00).

Zl/m_ 2"627_2:_00’ . =
x==3" Jx* -9 x=3" Jx* -9

lim —— =0 — En x=0 no hay asintota vertical.

x—0* Inx

lim 1 _ —oo, lim 1 4o — Larecta x=1 esla asintota vertical de la funcién.
x—1" Inx x—1* Inx

x(x-1)  xx-1)

_ _ _x—1
d)_)/— x2_2x x(x—2) x—2

salvo en el punto x = 0.

Por tanto, en x = 0 tiene una discontinuidad evitable. En x = 2 tiene una asintota vertical y la
posicion es:

lz'm x—1 = —oo, [[m x—1 = 400
x—>2" X —2 x—2t X —2

e) El denominador se anula cuando sen?

lz’m %
x—=@2)+hkn 1= sen? x

x =1, esdecir, cuando x = % +km, con ke Z.

2 x>0 salvoen losvalores de x donde estdn las asintotas

verticales.

=+oo0 yaque 1—sen

f) El denominador se anula cuando cos % =0, es decir, cuando x=m + 2km, con ke Z.

Como la funcién es periddica de periodo 4n, estudiamos las asintotas verticales x =m, x =37 y las
demds se obtienen usando la periodicidad.

lim #=+oo, lim —L1 -
x—n~ cos xI2 x—n* cos xI2
lim —L - e, Im —L1 e

x—=3n cosxI2 x—3n* cosxI2
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9 Halla las asintotas horizontales e indica la posicién relativa de cada curva respecto de ellas.

= x—1 b =£ - ‘1_x| d =3—7€x
Ve SO ey 7= el

a) Asintota horizontal en y = 0.
Cuando x — —oo, la funcién estd por debajo. Cuando x — +oo, estd por encima.
b) Asintota horizontal en x = —2.

Cuando x — —oo, la funcién estd por debajo. Cuando x — +oo, estd también por debajo (observa
que la funcién es par).

c) Asintota horizontal en y = 1.

Cuando x — —eo, la funcién estd por encima. Cuando x — +oo, estd por debajo.

X X =D (3 _ ¥
d) lim 37‘?: lim 37€= lim #=0
A el = A e = T
i 3=, 3= €G3 11
x=oo Dol =1] T xZHee 9 0=1) T xZHee DX T xS [ 208 2 | 22
Cuando x — —eo, la funcién estd por encima de y = 0. Cuando x — +oo, también estd por encima
dey=—1L.
ey 3

10 Halla las asintotas oblicuas de estas funciones e indica la posicién relativa de cada curva respecto

de ellas:

_ 342x—a2 _ x*—5x+2 _ (x-1/2)2 _ 2
a)y—ix b)y_72x+3 c)y—i‘/Jm d)y=1y3x"+5

a) Si dividimos los polinomios obtenemos cociente 2 — x y resto 3.
y =2 —xes asintota oblicua de la funcién.
Cuando x — —oo, la funcién estd por debajo. Cuando x — +oo, estd por encima.
et . . . x 13 4
b) Si dividimos los polinomios obtenemos cociente 5 — = y resto ——.
2 4 4
x 13 , . Ly
y="%5~"4 esasintota oblicua de la funcién.

Cuando x — —oo, la funcién estd por debajo. Cuando x — +oo, estd por encima.

(x—1/2)2
Ol YA GSUDE L Gl
X e x x=deo yfy2 42w w20
(x—1/2)2

Dando valores a la expresién, concluimos que /im =1y que, por tanto, y = —x + 1 es asintota
e

—oo

«/x2+2 e

oblicua cuando x — +eo. En este caso, la funcién estd por debajo de la asintota.

i x=—1000, EZ2° 0999
ix=- ,——— +x=0,
xyx?+2
i x=-10000, E2° 6999925
ix=- , ————— +x=0,
xyx?+2
. : | x-1/2)? , ,
Andlogamente, concluimos que _/im o, YT —1 y que, por tanto, y = x — 1 es asintota oblicua cuando
o= X<+

x — +oo. En este caso, la funcién estd también por debajo de la asintorta.
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3x2+5

:

_+\3

x
22 22 < 2.5 a2
lim [«/3x2+ +Bx]= (13245 + 32 (3x7 45 = {3) = lim M: lim 4:0
Yoo V3x%+5-3x x=—eo 33245 JBx  *77 Y3x% 45— 3x
Por tanto, y = — V3 x es asintota oblicua cuando x — —oo. En este caso, la funcién est4 por encima de la asintota.

Andlogamente, concluimos que y = J3x es asintota oblicua cuando x — +oo. En este caso, la funcién estd también
por encima de la asintota.

Pagina 211

Funciones polindmicas

11 Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y=x3+ 3x2 b)y=x3-3x2+5 c)y=x74—%x2+10 d)y:%
e y=x—5x3 f)y=(x-1)3-3x g)y=x4—4:x2 hy=1-(x-1)>3
a)y= x3 4+ 3x2
* Ramas infinitas:
o, f@) = vess lim () =—oo ~ 1/
* Puntos singulares:
F'() =3x2 + 6x; 3x2+6x=0 — x(3x+6) =0
x=0, f(0)=0— (0,0)esun minimo. l
< x=-2, f(-2)=-8+3-4=4 — (-2, 4) es un mdximo.
* Representacion:
4
-2
b)y=x>-3x%+5
* Ramas infinitas:
i f6) = vess _lim () = —eo rol
* Puntos singulares: "
F'(%) = 3x%2—6x; 3x*—6x=0 — x(3x—6) =0
x=0, f(0)=5 — (0,5)es un mdximo. l

< x=2, f(2)=1 — (2,1)esun minimo.
* Representacién:

5
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_ 2.2
c)y= i 2x +10

¢ Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;

X — 400

* Puntos singulares:

3
fx) = 4i—2-2x=x3—9x; ¥ -9%=0 > xx*-9)=0

4 2

Jm [l = reo

x=0, f(0)=10 — mdximo en (0,10).
x=3, f(3)=-41/4 — minimoen (3, -41/4).

x=-3, f(-3)=-41/4 — minimo en (-3, —41/4).

* Representacién:

10

sty
dy="¢

¢ Ramas infinitas:

lim  f(x) = —oo;

X — +00

* Puntos singulares:

F() = é(zox3 — 55 é(ZOxS —5xH=0 = x320-5%) =0

Jm [ = oo

x=0, f(0)=0 — minimoen(0,0).

<x=4, f(4)=

* Representacién:

/)

4 — miximoen (4,4).

4 \
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;

X — 00

e)y:xs—ix3

* Puntos singulares:

f'(x) = 5x% —15x%;

S [0 = —oo

Sx¥_15x% =0 — 5x%(x* = 3)=0

x=0— £(0)=0

x=43 = f({3)=43°-5{3%=9{3-15/3--63
x==3— f(-{3)=—{3°+5{35-93+15/3-63

MNAYABACHILLERATO
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ol

Tiene un maximo en (=3, 6y3), un minimo en (¥3, —643) y un punto de inflexién en (0, 0).
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* Representacién:

14

f)y=(x—1)3—3x

e Ramas infinitas:

i ) = vess _lim f0) =
* Puntos singulares: | T

F @) =3-12-3 3x-1?-3=0 >
(v 1) 1<x=0, f(0)=-1 — (0,-1) es un mdximo. l «
¥= 1) = x=2, f(2)=-5 — (2,-5) es un minimo.

* Representacion:

]

2

—5

g y=xt—dx?
* Por ser una funcién polinémica, su dominio es IR.
* Es simétrica respecto del eje vertical.
* No tiene asintotas. En el infinito, tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds rdpido.
F) =4x®—8x, fi(x)=0 — 4x3—8x=0 — x=—42, x=0, x= 2
f'<0 . >0 . f'<0 . [0
~ B 0~ 7 _—

x==42, y=(D* - 4(-2)?=-4
x=0,y=0
x= 42, y=—4
Los puntos de corte con el eje horizontal son las soluciones de:
x4 4x?2-0 > x=-2, x=0, x=2
* Representacién:

4

N
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h)y=1-(x- 1)3
* Por ser una funcién polinémica, su dominio es IR.
* No tiene asintotas. En el infinito tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez més rdpido.
F)==3x-12% fx)=0 = x=1
* Es decreciente en (—oo, 1) y en (1, +o0) ya que la primera derivada es negativa salvo en x = 1.
x=1—y9=1
* Corta a los ejes en los puntos (2, 0) y (0, 2).

* Representacién:

12 Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, mdximos, minimos y
puntos de inflexién de las siguientes funciones. Represéntalas grificamente:

a)y=3+2-%3 b)y=2- (x—3)* y=@+1)°-5
dy=3-(1-x3 e y=x(x-—1)(x+3) Hy=(x-22(x+1)x3
a)y=3+(2—x)3

i, [ ‘

¢ Ramas infinitas

i f)=+eo
* Puntos singulares: '
) =-32-%% 32-x%2=0 > x=2; f(2)=3
f'<0 f'<0
~. 2 T~

[ es decreciente en R.

Signo de f:

No tiene médximos ni minimos.
* Puntos de inflexién:
f"(x) =62-x); 6Q2-x=0 - x=2; f(2)=3
f'>0 f'<0
—/ TN
El punto (2, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal (f"(2) =0 y f'(2) = 0).
* Grifica:

Signo de f™:
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b)y=2-(x—3)*
(M f09 =
* Ramas infinitas lim_ f(9=—eo
p . 4 N\
* Puntos singulares:

Fl0) =—4(x=3)% —4(x-3)>=0 - x=3; f(3)=2

50 f<0
AN

[ es creciente en (—oo, 3) y decreciente en (3, +0).

Signo de f:

Tiene un mdximo en (3, 2).
* Puntos de inflexién:
£ ==12(x = 3)% —12(x=3)?=0 — x=3; f(3) =2
f'<0 f'<0
AN TN
No tiene puntos de inflexién.

e Grifica:

Signo de /™"

TN

o y=(x+ 1)6-5
lim  f(x)=+oo

X — +00

i f= e

e Ramas infinitas

* Puntos singulares:

f'(x) = 6(x+ 1% 6(x+1)°=0 - x=-1; f(=1)=-5
f'<0 f'>0
\\\ -1 //’

[ es decreciente en (—oo, —1). Es creciente en (-1, +o).

Signo de f:

Minimo en (-1, =5).
* Puntos de inflexién:
£ =300+ )% 30(x+1)¥ =0 — x=—1; f(-1) =5
f'>0 f'>0
NN/

No tiene puntos de inflexién.

Signo de /™"
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e Grifica:

-5

d)y:3—(1—x)3 f
lim  f(x)=+oo

X — +o00

Jlim f6)=—c

¢ Ramas infinitas

* Puntos singulares:

f'(x):3(1—x)2; 3(1-x2%=0 - x= 1; f(1)=3

£>0 f>0
S S

[ es creciente en [R.

Signo de f:

No tiene maximos ni minimos.
* Puntos de inflexién:
() ==6(1-x); =6(1-x)=0 — x=1; f(1)=3

f'<0 f'>0
1

N\

(1, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal, puesto que f'(1) = 0.

¢ Grifica:

Signo de /™"

|

e) y=x(x—1)(x+3)
lim  f(x)=+oco

X — o0
G S @)=

Tiene dos ramas parabdlicas de crecimiento cada vez més rdpido.

¢ Ramas infinitas

* Puntos singulares:
F0) = (x=1)(c+3) +x(x+3) + x(x— 1) =3x2 + 4x -3

2-13 2413
3 73

F)=0 - 3x?+4x-3=0 — x=
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-2-413 -2+413
) y en <3,+oo).

¢ Es creciente en (—oo,

3
Es decreciente en <_2 -413 ’ —2+413 )
3 3
x= % ~-1,87, y=6,06 — (~1,87;6,06) es un méximo relativo.
x = ﬂ ~0,54, y=-0,88 — (0,54;-0,88) es un minimo relativo.

3

¢ Puntos de inflexién:

Fr0) =6x+4; /@) =0 - 6x+4=0 — x=—2

3
-— 2. y=26 2.2,6) es el punto de inflexid
X==g RS — —3,2, es el punto de inflexion.
* Corta a los ejes coordenados en los puntos x=0, x=1 y x=-3.

* Grifica: p
4

—6 -4 -2 2 4.6
2
-4
=6

£) y=(x=2)% (x+ D3
[’ = oo
x fe=+ Tiene dos ramas parabdlicas de crecimiento cada vez

* Ramas infinitas L.
lim  f(x)=+oo mds ripido.
Pl

* Puntos singulares:
£ = (e =2)%(x + D) = 2(x = 2)(x + Dx® + (x=2)%x3 + (x + 1)(x—2)? 3x2 =
= 6x7 — 15x% + 1252

fx)=0 — 6x° —15x% + 12x%2=0 > x= 1—4«@) x=0, x= 1+Zﬁ, x=2
f'<0 . f'>0 . f'>0 . f'>0 . f'>0
T~ 17— 0 T T~ 2 _—
4 4
X = 1_4m ~-0,78, y=-0,81 — (-0,78;-0,81) es un minimo relativo.
X = 1+4«/ﬁ ~1,28, y=2,48 — (1,28;2,48) es un mdximo relativo.

x=2, y=0 — (2, 0) es un minimo relativo.

* Puntos de inflexién:
f(x) = 30x% — 60x3 + 24x; f'(x)=0 = x=0; x=1,73; x=0,83; x=-0,56
Los puntos de inflexién son (0, 0); (1,73; 1,03); (0,83; 1,43) y (-0,56; —0,51).

* Corta a los ejes coordenados en los puntos x=2, x=-1 y x=0
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e Grifica:

-2 2

13 Representa las siguientes funciones:
a) y=x2 -t b)y=3x%+x3-1
y=x>—s? d)y=2x%+3x- 12«
a) * La funcién es par.
* Ramas infinitas: xéf@m(xz VL JERPS

* Puntos singulares:

€1
2
9'=2-12x2=0—>x= i% — la funcién tiene puntos de inflexién en (i L2 )

y':2x—4x3’:0—>x:0,x:1r

636

Six=0:y"=2>0 — lafuncién tiene un minimo en (0, 0)

NS B . 11
Slx—_ﬁ.y =—4<0 —)Iafunaontlenemammosen( 2 4>.

* Cortes con los ejes:

x=0—y=0—lafuncién cortael eje ¥ en (0, 0)
y=0—x=0,x=2x1— lafuncién corta el eje X en (0, 0), (1, 0), (-1, 0).

b) ® Ramas infinitas: xé@m(3x4 +x°—1)=+oo

* Puntos singulares:

y'= 123° + 352 = x= O,x:—%
9"=36x*+6x=0 — x= —%, x =0 — la funcién dene puntos de inflexién en (—%’ - 223) y (0,-1).
Six= —%: y'= % >0 — la funcién tiene un minimo relativo en (—%’ - %gé)

* Cortes con los ejes:
x=0 — y=-1 — lafuncién corta el eje ¥ en (0, -1)
y=0 = x=-0,86; x=0,69 — lafuncién corta el eje X en (-0,86; 0), (0,69; 0).

1

U
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c) * Ramas infinitas: x/_)z'rgz)(}(f —xH)=too
* Puntos singulares: _

9'=3%-2x=0—>x=0,x= %

y"=6x—2=0 — x=1/3 - la funcién tiene punto de inflexién en <é: —227)

Six=0:y"=-2 <0 — la funcién tiene un maximo en (0, 0)

. 2. . . , 2 4
Six= 30 -2>0—>lafunc10nunmm1moen(3 27).
* Cortes con los ejes:
x=0—y=0—lafuncién cortael eje ¥ en (0, 0)
y=0—>x=0, x=1— lafuncién corta el eje X en (0, 0), (1, 0)

—

d) * Ramas infinitas: x@@w(2x3 +3x2 —12x) = + o0
* Puntos singulares:
y =62 +6x—12=0—>x=-2,x=1
y'=12x+6=0—>x= —L 5 1a funcién tiene punto de inflexién en <—%’ 123 )

2
Six=-2:y"=-18 <0 — la funcién tiene un méximo en (-2, 20)

Six=1:y"=18> 0 — la funcién un minimo en (1, -7).
* Cortes con los ejes:

x=0—y=0— lafuncién cortael eje ¥ en (0, 0)

Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

y=0—>x=0,x=-3,31;x= 1,81 = la funcién corta el eje X en (0, 0), (-3,31; 0), (1,81; 0).

Funciones racionales

14 En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la curva respecto de estas,

y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

1 1 x
= — b = = —
a)y x2 )J’ P | c)y £ -1
s | X _ 1
d)y-= . e)y= 2.1 f)y—x+—x2
X x> . 42
= h = 1 =
8y 1- 42 )y (1-x)2 )y 1+x%

a) * El dominio de definicién es IR — {0}. Tiene simetria par.

* Asintotas verticales:

x—0 . .
vertical de la funcién.
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¢ Asintotas horizontales:
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lim % =0 — Larecta y =0 es la asintota horizontal cuando x — +o y, también, por

X — 400

simetria, cuando x — —oo.

La funcidn estd por encima de la asintota por ser
siempre positiva.

e Grifica:

b)  El dominio de definicién es IR —{-1, 1}.
* Asintotas:
Jim f0 =05 o f9=0
y=0 esasintota horizontal.
(si x> —o0, f(x)>0; si x> +oo0, f(x)>0)
} /z’ml_ f(x)=+o0

x =—1 es asintota vertical.

lz’m+f(x)=—oo

x— -1

lim  f(x)=—oo

x—1"

) x =1 es asintota vertical.
lzm+ f(x)=+c0
x—1

¢ Grifica:

1

{

c) * El dominio de definicién es R — {-1, 1}.

_1. .1

¢ Asintotas:

Jim fx) =05 lim fx)=0

(si x> —o0, f(x) <0; si x> +oo0, f(x)>0)

y=0 esasintota horizontal.

lim  f(x)=—oo
x—-1"
x =—1 es asintota vertical.
lim  f(x)=+co

.
x— -1

lim f(x)=—oo
x—1"

) x =1 es asintota vertical.
sz+ f(x) =+
x—1
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e Grifica:

d) * El dominio de definicién es IR - {0}.

¢ Asintotas:

lim f(x)=+co
X —
im0 x=0 esasintota vertical.
im_ f(x)=—oco
x—0"
y=x es asintota oblicua.

(si x> =00, f(x)>x5 si x—> +o0, f(x) <x)

e Grifica:

e) * El dominio de definicién es IR.
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.
i f0=0: Iy (690
(si x> —o0, fi(x) <0; si x> +oo0, f(x)>0)

e Grifica:

\_y‘ i

f)  El dominio de definicién es IR — {0}.

¢ Asintotas verticales:

2

X — X

Larecta x=0 eslaasintota vertical de la funcién.

No tiene asintotas horizontales.
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¢ Asintotas oblicuas:

flx) = x+ % — Larecta y=x eslaasintota oblicua.
x

Como f(x) — x= % >0 salvoen x=0, lafuncién
x

MANAYABACHILLERATO
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queda por encima de la asintota oblicua.

g) * El dominio de definicién es IR —{-1, 1}. La funcién tiene simetria impar.

¢ Asintotas verticales:

3
lim —% 5 =+0o
x=1" 1T—x .
; x =1 esasintota vertical. Andlogamente, por simetria, lo es la recta x = —1.
, x>
11”11+ 2 -7
x—=-1"1—x

No tiene asintotas horizontales.

* Asintotas oblicuas:

.X'3 X
f0)= g mx

5 — Larecta y=—x esla asintota oblicua.
- X x =1

Si +00, ()= ——*—
ix— fx) - (—x) 7

Si x— —oo0, flx)— ()= —+
x* =1

N

\8]

7/
7

|
\§)

___L__________.__j ___________

7
L e L Tee——

h) ¢ El dominio de definicién es R - {1}.
* Asintotas verticales:

3
7 X

m ﬁ = +co ya que el denominador es no negativo.
= (1-x

Larecta x=1 es una asintota vertical de la funcién.

No tiene asintotas horizontales.
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¢ Asintotas oblicuas:

X 3x -2 _ , .
f&)=—"— =x+2+ -5 — Llarecta y=x+2 eslaasintota oblicua.
(1-x) (x-1)
Si x— +o0, f(x) —(x+2)= % >0 — Lafuncién queda por encima de la asintota.
x p—

Si x—>—o0, f(x) —(x+2) = (‘Q’x—_z <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.

x—1)2
e Gréfica:
7/
7
Ve
7
Ve
7
Ve
7
7/
7
Ve
7
7/
241 68

—_ L L T ——

i) * El dominio de definicién es IR. Es una funcién par.

¢ No tiene asintotas verticales.

2
im " _
X — +oo0
l+x

Larecta x=0 eslaasintota horizontal de la funcién cuando x — +oo.

La funcién queda por encima de la asintota por ser positiva salvo en x = 0.

¢ Grifica:
4
2
—4 -2 2 4
=2
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15 Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas, ramas infinitas y ex-

tremos relativos.
(x-1)

b)y = x(x-3)(x+4)

a)y= c)y_

1
(x-1)(x-3)

a) * El dominio de definicién es IR — {1, 3}.
¢ Asintotas verticales:

lim S — =+o0
x—1" (x—l)(x—3)
x =1 esasintota vertical.

lim ——
x—1" (X_l)(x_3)

lim L
o3 (x=1)(x-3)
x =3 es asintota vertical.

lim S A — +oo
3t (x=1)(x=3)
¢ Asintotas horizontales:

lim 1

¥t (x—1)(x - 3)

_ K (x+2)2

_ x*(2x-1)
dy= (x-2)(x+1)

=0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — *co.

La funcién queda por encima de la asintota cuando x — +e0 y cuando x — —oo.

¢ Extremos relativos:

()= —=2X+4 )0 5 x=2
f [((x=1)(x-3)]° !
x=2,y=-1
f'>0 | f'>0 | f'<0 | f'<0
1 T2 T 3 T~
¢ Grifica:
]
] |
l l
oL
.
= g M
—4 -2 L2004
| |
| |
2t |
| |
| |
| |
L4 | |
[N

b) ¢ El dominio de definicién es IR —{-4, 0, 3}.

¢ Asintotas verticales:

Iy ——x=1
ve—gm x(x=3) (x+4)
. x =—4 es asintota vertical.
lim X

x—>—4* x(x_3)(x+4) T

(e e}
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i ——x=1
x—0" x(x—3)(x+4)
. x =0 es asintota vertical.
x —

A =3 ) =T

i ——x=1
x3- x(x=3)(x+4)

) x =3 esasintota vertical.
x J—

¢ Asintotas horizontales:

im —*=1 ___ _0 5 Larecta y=0 eslaasintota horizontal cuando x — 0.
x=roo x(x —3) (x + 4)
La funcién queda por encima de la asintota cuando x — +e0 y cuando x — —oo.
* Extremos relativos:
, 2(x° +x*+x - 06)
f== 2 2’
x“(x=3)"(x+4)

f'>0 . f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0
/:4/—1:69\6\5\

* Corta alos ejes en (1, 0).
¢ Grifica:

fx)=0 — X3 xtix—6=0 > x=-1,69; y=-0,15

2 2 2
Q) y=f® ng%
* El dominio de definicién es IR — {~1}. Es continua en su dominio. K

¢ Asintota vertical en x =—1:

L X (e +2)? -k
im =~ "= - o :
xo-1" x+1 \1:
, 5 x=—1 esasintota vertical. '
, x“(x+2
lim *w+2) =+o0

x—-1*  x+1
e Ramas en el infinito:

El grado del numerador es 4 y el del denominador es 1. Como grado numerador > grado denomi-
nador + 1, tiene una rama parabdlica en cada infinito:

2
x——oo x+1

2 2
Iim x“(x+2) _

+ oo
x—+oo x+1
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* Extremos relativos:
1) = 3t 11257 +16x% + 8x _ x(x+2) 3% +6x+4)
(x +1) (x+1)%
fx)=0 = x=0, x=-2 / \
f0)=0 '
f(=2)=0

Tiene dos extremos relativos, uno en (-2, 0) y otro en (0, 0).

Si dibujamos la informacién que tenemos, es claro que (-2, 0) es un méximo y (0, 0) es un mi-
nimo.

* Corte coneleje ¥V en y=0.

Terminamos de dibujar la curva:

d) * El dominio de definicién es IR — {-1, 2}.
¢ Asintotas verticales:

i x2(2x—1)
lm -2 (x+1)

x=—1 es asintota vertical.
lim 7)62 (2x-1) _ +00
x——1* (x—=2)(x+1)
2
2x—1)
lim _xQx-1) =—
x—2" (x=2)(x+1)
5 x =2 es asintota vertical.
2x —1)
lim XX ( =+
x—2" (x=2)(x+1)

¢ No tiene asintotas horizontales.

* Asintotas oblicuas:

2
fx) = % =2x+ 1+ (xsfgﬁ — Larecta y=2x+1 eslaasintota oblicua.
Six— +oo, fx) —(2x+1) = 5% +2

G- 0 — La funcién queda por encima de la asintota.

Six——oo, flx) —(2x+1) = % <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.

¢ Extremos relativos:

vy x(2%° —4x? —11x + 4)
£ = (x—2)2(x+1)>

x=0

) 342 _
f'x0)=0 > x(2x° —4x°—1lx+4)=0 — {2x3—4x2—11x+4=0 Ly x20.33 x=3.43; x=—1.76

* Corta a los ejes en (0, 0) y en (%, 0).
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e Grifica:

= QN o D

16 Representa las siguientes funciones racionales:

2 2 2
a)y= X —x+l by X —=2x+2 Qyo X +x-2
)y rx+l )y x-1 )y x2+1
3_x*—4x+4 2 -7x%+6 x4 3x° + 242
dy= X =% X + e) v = £ y=
)y 243 )y x = x? )y rx-2

Recuerda que si se simplifica una fraccién dividiendo numerador y denominador por (x — a),
hay una discontinuidad evitable en x = a.

a) * El dominio de definicién es IR.
* No tiene asintotas verticales.

* Asintotas horizontales:

2
lim Xoxxl 1 — Larecta y=1 eslaasintota horizontal de la funcién.
T v x+1
x—x+1 —2x
flx)-1= 5 —-1= 5
x“+x+1 x“+x+1

Si x> 400, flx) = 1= z_i <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
x“+x+1

Si x—=—o0, flx) —1= %’Cl >0 — La funcién queda por encima de la asintota.
X7+ x+

¢ Extremos relativos:
: 2(x*-1) , 150 £1<0 150
)= —=—"—" fx)=0 > x=-1, x=1 I I

f (x2 +x+1) 2 / — a1 T~ 1 _—

x=-1,9=3; x=1, y:%

e Gréfica:
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b) * El dominio de definicién es IR — {1}.

¢ Asintotas verticales:

lim x2—2x+2:_oo
x—1" x—1
5 x =—1 es asintota vertical.
lim X —2x+2:+(>°

x—1" x—1

¢ No tiene asintotas horizontales.

* Asintotas oblicuas:

2
fx) = =242, q, 1 T~ Larecta y=x—1 eslaasintota oblicua de la funcién.

x—1 X —

Si x> 400, flx) —(x—1) = 1 T > 0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x _—

Si x> —o0, flx) —(x—1) = 1 T < 0 — La funcién queda por debajo de la asintora.
x p—

¢ Extremos relativos:

: 2 _2x+2 (x-2) .
flg - £=2es2 D(Cxx—l)z L 9=0 = x=0, x=2

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0
70 T~ 1 T~ 2

x=0, y=-1; x=2, y=2
e Gréfica:

—4 =2 154

SO N S (S S A S SN AU . [N U S AU S S SR S S— —

c) * El dominio de definicién es IR.
¢ No tiene asintotas verticales.
* Asintotas horizontales:

B3xP 4 x—2

5 =3 — Larecta y=3 eslaasintota horizontal de la funcién.
x“+1

lim
X — +oo0

2
f(x)—3= 3X ;X—2_3=Xz—5
x“+1 x“+1

5

Si x> +o0, f(x) =3 = xz—
X+

>0 — La funcién queda por encima de la asintota.

Si x— —oo0, flx)-3= ;Cz_f <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.
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¢ Extremos relativos:

2
f'(x)=%,f'(x)=0 - x2+10x+1=0 > x=5- 426, x=5+ 26

f'<0 | f'>0 | f'<0
\5—@/5+Im \

4
eo5 {26 =01, y-205 RERERmNANaaZaRERRNNE

x=54+426 ~ 10,1, y=3,05 —+ _64_2>V T TE

e Grifica:

d) * El dominio de definicién es IR — {0}.

* Asintotas verticales:

ot —x+4 _

lim 5 — oo
x—0" 2x , .
s, x =0 es asintota vertical.
lim X=X —x+4=+°o
x—=0" 253

¢ Asintotas horizontales:

3 2
lim X=X —x+d % — Larecta y= % es la asintota horizontal de la funcién.

X —+00 2x3
Fo - 1 _ X —xt-x+4 1 _ —x—x+4
2 2x° 2 2x°
2
Si x = +o0, fi(x)— % = _962_73;% <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
2
Si x — —oo, fi(x)— % = _962_7;3“'4 >0 — La funcién queda por encima de la asintora.

¢ Extremos relativos:

2
f= X 220212 p6) 20 o x4 20-1220 — x=-1- 13, x=-1+ {13
X

f'>0 f'<0 f'<0 | f'<0 |

/y—l—l\/ﬁ T (I) \>—1I+\/E T

3 2
_ 407 -46"+46+4 | sohsr

x=-1- 13 =~—4,6,
J -2.4,6°
x=-1+ 413 =2,6, y=0,35
e Grifica:

=2
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e) * El dominio de definicién es IR —{-1, 0, 1}.
() = X —7x*+6 (x-DE*=6x-6) x*_6x-6

o f T = salvo en x =1, donde presenta una

= >
X —x x“ (e =1) (x +1) x“(¢+1)  discontinuidad evitable.

lim X —7x2+6 — lim x2—6x—6=_£

x=1 A2 =1y (x4 1) 2

 Asintotas verticales:

x> —6x—6 :

= —00
x=-1" x*(x+1) , '
x =—1 es asintota vertical.
2
lim X —0X=0 2—6x—6 =+o0
x=-1" x“(x+1)
2
i X =06x=06 __

=07 xP(x+1)

- x> —6x—6
=0 x(x+1)

x =0 es asintota vertical.

= —00

* Asintotas horizontales:

2
Lim % =0 — Larecta y=0 eslaasintota horizontal de la funcién.
— 400
x“(x+1

Si x = +o0, f(x) >0 — La funcidén queda por encima de la asintota.
Si x = —co, f(x) <0 — La funcién queda por debajo de la asintota.

¢ Extremos relativos:

3 2
[l = =% +12x +24x+12,f'(x)=0 - x3+12x%2+24x+12=0 — x=13,8

X (x + 1)2
x=13,8; y=0,036
* Griéfica:
0
40
20

: _x4+3x3+2x2_X2(X+1)M_XZ(X+1)
Dr=fO=" 0 " -0 k-

La funcidn tiene una discontinuidad evitable en x = —2.

¢ Asintota vertical en x = 1:

2
1)
Iim f(x)= lim ML:—OO
x—»lff() x—1" (X_l)
X x =1 esasintota vertical.
1)
im £ = fim XD
x~l+f() x—1% (x_l)
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e Ramas en el infinito:

El grado del numerador es 4 y el del denominador es 2. Como grado numerador > grado denomi-
nador + 1, tiene una rama parabdlica en cada infinito:

, L ox(x+)
Jim | f6) = lim x-n

2
, g xT e+ l) -
=

e Extremos relativos:

5o )50
el x — _
f'(x)=2x2—2x2—2x=2X(x2—x—1)= x(x 2 N7
X 2x 41 (x+1)2 (x-1)?

Fx)=0 = x=0; x= “26 ~ 1,62 x= 1‘26 ~ 0,62
f0)=0

£(=0,62) = 0,09

£(1,62) = 11,09

Tiene tres puntos de tangente horizontal: (-0,62; -0,09), (0, 0),
(1,62; 11,09).

Dibujando toda la informacién que se tiene hasta ahora, es ficil dibujar la curva:

2871
20T

124 |

6 42 41\ 2 4 6

Funciones con valor absoluto y funciones a trozos
17

:Qué te hace decir eso? [Esta estrategia de pensamiento se puede trabajar en esta actividad].
Representa esta funcién:

2 .
—x“—2x+2 si x<0
f(x)={x2—2x+2 si x>0

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos relativos. ;Tiene algiin punto
de inflexién?

re9- |

—x%—2x+2 si x<0
x2—2x+2 si x20

* Si x<0, esuna pardbola abierta hacia abajo:
Vértice: f'(x) =—2x-2; -2x—-2=0 = x=-1, f(-1)=3

Cortes con el eje: —x?—2x+2=0 — x=

2+J4+8 <x:0,73 (no vale por ser 0,73 > 0)
-2 x=-2,73
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* Si x>0, esuna pardbola abierta hacia arriba:
Vértice: f'(x) =2x—2; 2x—2=0 — x=1, f(1)=1
2+ «/m

Cortes con el eje X: x2-2x+2=0 > x= s — No tiene solucién. No corta al eje X.

Corteconeleje ¥: 0-2-0+2=2 = (0,2)
* Crecimiento y decrecimiento:

2x—-2 si x<0
f(x):{2x—2 si x>0

f'(07) ==2=f"(0*) — Esderivable en x=0.

e Signo de f"(x):
f>0 f<0 f<0 f>0
/ -1 \ 0 \ 1 /

Crece en (—oo0, —1) U (1, +o0)

Decrece en (-1, 1).
Tiene un méximo en (-1, 3) y un minimo en (1, 1).

¢ Puntos de inflexidn:

-2 si x<0

S = {2 si x>0
f7(07) = f"(0%). No existe f"(0).
Signo de f"'(x):

f'<0 f'>0
0

NN

La funcidn es convexa en (—oo, 0) y céncava en (0, +0).

En (0, 2) tiene un punto de inflexion.

* Representacion:

/N
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18 Representa esta funcién definida a trozos:

si x<0

1
[ = 22+l

—-x+1 si x>0

En el intervalo (—eo, 0], estudia si tiene puntos de corte con los ¢jes, si la funcién crece o decrece, los
puntos de inflexién y si tiene asintotas. Dibuja la gréfica en todo R.

1

si x<0
Fl) =1 x%+1
—x+1 si x=0
* Si x€ (~o0,0), y= —
x“+1

Si x=0, y=—x+1=1
Cortes con los ejes:

x=0,y=1— (0,1)
1

X +1

y=0 — =0 — No tiene solucién. No corta al eje V.

* Crecimiento y decrecimiento:

' —2x —2x
_ : =0 > 2x=0 -5 x=0, f(0)=1
Y (X2+1)2 (.X'2+1)2 f

Signo de f"(x):
f’> 0
7

La funcién es creciente.

e Puntos de inflexidn:
V3

=2~ (no vale)
" 6)62—2 6.96'2—2 2 1 X 3
= ; =0 > = =
£ (xz+l)3 (xz+1)3 ¥ 3 < _ﬁ
3

Signo de f"'(x):
F >0 ') <0

N

Punto de inflexién: (—g, %) = (=0,58; 0,75)

* Representacién:

A
N
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19 Representa la siguiente funcién:

2 -3x+1 si x<0

f(x)={(x—l)2 si x20

Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos relativos y su curvatura.

2 —3x+1 si x<0

f(x)z{(x—l)z si x>0

* Continuidad:
Si x =0, f escontinua por estar definida por polinomios.
Si x=0:

lim x> —3x+1=1
x—0"

lim (x-1)%=1 Como xlz_)m0 f(x)=1=/(0), f escontinuaen x=0.

x—0"

f)=(0-1)%=1
* Crecimiento y decrecimiento:

g 3x*—3 si x<0| f1(0)=-3
£ = {2(;;—1) si x>0} f’(0+)=_2}
Como f'(07) = f'(0*), f no es derivable en x=0.

* Puntos singulares:

322 320 < x =1 (no vale porque tiene que ser x <0)

Fim0< b F-3
2(x-1)=0 — x=1, f(1)=0

Signo de f™:

f'>0 f'<0 f'<0 >0

SN\ S

Crece en (—oo, —=1) U (1, +00).

Decrece en (-1, 1).
Miximo en (-1, 3).
Minimo en (1, 0).

¢ Curvatura:

., 6x si x<0| f"(07)=0
f(x)=2 si x>0} f”(()*)zz}

f"(07) = f"(0%). Por tanto, no existe f"(0).

Signo de f™ /\ 3

f'<0 f>0 T X
0

N\

Hay un punto de inflexién en (0, 1).

70



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

20 Dibuja la grifica de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:
A)y=x+|x+2] b)y=2x—|x-3|
o y=|x|+|x-3| d)y=x|x-1|
A y=x+|x+2|

Como |x+2|=0 & x=-2, estudiamos f ala izquierda y a la derecha de —2 para definirla por
intervalos.
—x=2 x+2 -2 si x<-2

2x+2 si x=-2

Sumamos: {
X X

/
le X

No es derivable en x = -2.
b) 2x —|x— 3|

Estudiamos la funcién para valores menores y mayores que 3.
2x —(—x+3)=3x -3
2x—(x—3)=x+3

—x+3 x—3

3x—3 si x<3

x+3 six=3

Restamos: { fx) = {

2x

2x

No es derivable en x = 3.
o y= |x| +|x—3]

Como |x|=0 en x=0y |x—3|=0 en x=3, estudiamos f a la izquierda y a la derecha de
€sos puntos.

- | * | ¥ X +(x+3)=-2x+3 —2x+3 si x<0
0 3 Sumamos: { x+(—x+3)=3 fx)=13 si 0<x<3
—x+3 : —x+3 : x—3 .
: i x+ (x=3)=2x-3 2x—-3 si x>3
Y
5
3
2 4 X

No es derivableen x=0 nien x = 3.
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d)y=x|x-1]

Estudiamos f a la derecha y a la izquierda de x = 1.

—x+ 1

x—1

X

2
X -

X

x six2>1

Fl) - {—x2+x si x<1

.yz_xz

Vértice: 2x+1=0 — x= L f(i):l

Cortes con OX:

2

Multiplicamos: {

2’ 2) 4

x(—x+1)=—x2+x

x(x—1)=x*—x

+x es una pardbola abierta hacia abajo:

% +x=0 > x(—x+1)=0 > x=0, x=1

.y:xz

—x es una pardbola abierta hacia arriba:

Vértice: 2x—1=0 — x= % (no vale, ya que debe ser x> 1)

Cortes con OX:

x2-x=0 > x(x=1)=0 <

Y

1

y:—x2+x

I*
.

X

No es derivable en x = 1.

x=1
Y

x=0 (no vale)

y=x—x

y=xx—1|

21 Considera la funcién f(x) = x2|x - 3|:

a) Halla los puntos donde f no es derivable.

b) Calcula sus mdximos y minimos.

©) Represéntala grificamente.

x*(—x+3) si x<3

D) £ - {xz .

_3)

si x23

|

x4 3x% si

- {x3 _3x i

x<3

x=3

Si x# 3, tenemos que f(x) es derivable. Su derivada es:

3x%+6x si x<3

S = {3902 — 6x

Por tanto:
f'37)=-9
f'3=9

|

f'3)= (3%

si x>3

f(x) noesderivableen x=3 (Punto(3,0)).
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Bx?+6x=0 si x<3
b) f'(x) =0 — {3x(—x+2)=0 <
3x% - 6x=0

x=0 (0,0)
x=2 (2,4)

si x >3 — ninguno

Como f(x) 20 paratodo x, tenemos que:
f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un mdximo en (2, 4).

O Jlim, ) =i lim, 1) = vos

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

N W

22 Representa grificamente cada una de las siguientes funciones:

a)ys=

1 b) v < [2]| _ |x + 3|
|x| -2 )y x?+1 9 1+|x|
1
<[ -2

a) y=

Definimos la funcién por intervalos:

1 si x<0
_x_
fx) = :
si x=0
x_
. 1 -1
S 0, y= = :
bx=By —x—-2 x+2

* Dominio: IR —{-2}
e Asintota vertical:
Si x<=2, fx) = +oo
1/
O S
x =—2 es una asintota vertical.

e Asintota horizontal:

-1

im =
x=—eo x4 2

0

y=0 esasintota horizontal hacia —co ( f(x) > 0).

Y

_25 "% X ek el
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d)y=—|x3—x2+2|



Si x>0, y= L.

x=2"
* Dominio: IR - {2}

¢ Asintota vertical:

) Si x<2, flx) - -
I f0 < x52, f(¥) = +oo

x =—2 es una asintota vertical.
e Asintota horizontal:
=0

lim
X — +oo X —

y =0 esasintota horizontal hacia + o ( f(x) > 0).

"""""" 2 X
La grificade y= L e
lx[-2
P Y

|2x]
X +1

Definimos la funcién por intervalos:

b)y=

%xl si x<0
f(x)= x2+
Z—x si x>0
x +1
Si x<0, y= ;2x :
x“+1

e Dominio: IR
* No tiene asintotas verticales.
* Asintotas horizontales:

lim —2x_ _ 0

X — —o0

|

y=0 esasintota horizontal hacia— (y>0).

Ll
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* Puntos singulares:
£ = 267+ D)+ 2220 _ 22 244k _ 272
(xz+1)2 (xz+1)2 (xz+1)2

2 x=1 (novale,1>0)
F©=0 > ﬁ=0 <x:—l, Fb ot
Signo de f™":
f>0 f<0
N
Miéximo en (-1, 1).
Y

ssss
S -
......

Si x>0, y= 22x

x+1'

e Dominio: IR
¢ No tiene asintotas verticales.

* Asintotas horizontales:

lim 22x =0
rore xfrl

y =0 esasintota horizontal hacia +e (y > 0).

* Puntos singulares:
) 2063 +1) = 2x-2x  _Dx? 42
¥ = -
! (xz+l)2 (xz+1)2
x=—1 (no vale, —1<0)
() =0 = —2x2+2=0
f'(x) — 2x“+ <x=1, =1
Signo de f™:
f’>0 f'<()
0 /Y 1 \

Miximo en (1, 1).

S *
''''''
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2
La grificade y = |2 el es:
x +1
Y
1
] 1 X

—x -3 si x<-=3
x+3 six=2-3

—x si x<0
|x] = x si x20

9) |x+3|:{

lx_ si x<-=3
—x
f(x)= |;C+|3||= —DIH-?C si 3<x<0
+|x -
’16+3 si x>0
+Xx

¢ Fl dominio de definicién es IR.
* Corteconeleje V: x=0, y=3
Cortes con el eje X:

| + 3|
1+|x|

* No tiene asintotas verticales.

);:0—) =O—)|x+3|=0 — x=-3

|x + 3| - lim x+3 _1

¥=weo Taly|  xre lex

lx+3 . _x_3

x=seo alx]  xre 1-x

=1

Larecta y=1 eslaasintota horizontal cuando x — +oo.

(1_4)2 si x<-3
- X
*fl(x) = (14)2 si 3<x<0
- X
—2 3 si x>0
| (1+x)

f(x) es creciente en el intervalo (-3, 0).

f(x) es decreciente en los intervalos (— oo, —3) y (0, +o0).

4Y
q%““““““““““y
-6 -4 -2 2 4.6
=2
-4
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d) Para representarla, dibujamos la gréfica de la funcién y = x3-x2+2. la grifica de f(x) coincidird conlade y

en la zona donde esta esté por debajo del eje X y con su simétrica respecto del eje X silade y estd por encima
del mismo.

Analicemos la funcién polinémica y = x% — x? + 2:
* Corteconeleje ¥: x=0, y=2

Cortes con el eje X: x3—x242=0 = x=-1

y'=3x2—2x, y'=0 — 3x2-2x=0 = x=0, x= %

y'=06x-2

x=0 — y"=-2<0 (0, 2) es un méximo relativo.

X = 2 - 9"'=2>0 = y= (2)3 —<;>2 +2= 50 =1,85; (;; 1,85) es un minimo relativo.

3 3 3 27 3
Ahora tomamos el médulo de esta funcién y cambiamos el signo.

Y
X

Otros tipos de funciones

23 Estudiay representa las siguientes funciones:

2)y= Vb b)y= {x* Q) y=x?—4x+5 dy=
a)y= Y42

¢ Dominio: R

¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Jim | f()=—c0; lim f -0

X — — oo X

Ramas parabdlicas.

lim f(x)=—c0; lim S =0

X — 4+ 00 X — 400 X

* Puntos singulares:

d —2X
JRE -
33/ (4 - x)?
fx)=0 > 2x=0 > x=0
Signo de f"(x):
f>0 f>0 f<0 f<0
— 2 — 0 ~ 2 ~
f(x) es creciente en (—oo, 0). Es decreciente en (0, +0). Tiene un méximo en (0, 3/4).
* Cortaal eje X en (-2,0) yen (2,0).

— f(x) noesderivableen x=-2, nien x=2.
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e Grifica:

b)y=m

* Dominio: (—o0, 0] U [1, +00)

¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

i f@) = v
2
lim f(x) - lim Vx“+ x

X — —oo X X — 400 —X

-1

B e R e
2

2
= g XAx—=x" g, o x 1

X —+4o0 [ x—+e0 [ N
X2+X+X‘ x2+x+x 2

y=—x+ % es asintota oblicua cuando x — — ( f(x)<—x+ l).
i 0 v

2
lim [ = lm XXX

X — 400 X X — +o0 X

=1

i () =x)= i W —x =] = lim N"z‘(’%’f [j’i;“ﬂ _
xz—x—xz

= fm X=X =xT o, X =1

x—+o0 [ x—+4e0 [
x2—x+x xz—x+x 2

y=x- % es asintota oblicua cuando x — + oo (f(x) <x-— %) .

* Puntos singulares:

() = 2x —1
e 2«/x2—x

fx)=0 > 2x-1=0 - x=

N |—

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f'(x)).
Signo de f"(x):
f<0 No existe f>0
\ 0 1 /
flx) es decreciente en (—oo, 0]. Es creciente en [1, +oo).

* Pasa por (0, 0) y (1, 0).
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e Grifica:

Q) y= yx* —4x+5
_ 4+416-20

e Dominio: x2—4x+5=0 — x= — — no tiene solucidn.

flx) >0 paratodo x.
Dominio = R.
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Jim [ = +eo

[2
lim _f(x) = g XX EEXED 4x+5
x

X — —oo

2 2
lim [f(x)+x]= lim Wx? +dx+5—x] = lim (‘/x +4x+5—x)(\/x +4x+5+x) =

= lim —x2+4x+5—x2 = lim __dxrS5 —i—Z

vovee [ 2 dxsS5ex YT YxP+dx+S5+x 2

y=-x+2 esasintota oblicua cuando x = —c0 (f(x) > —x + 2).

-1

X — +oo —X

)= s
[ 2
lim &= lim VxT—4dx+5 -1
X — 400 x X — 400 x
Jim [ f) —x]=lim [Wx? —dx +5— ] =

_ Im (\/x2—4x+5—x)(\/x2—4x+5+x) _
e (Wx? —4x +5 + %)

2 2
_ lim x“—4x+5—x _

o I xS+ x

—4x +5 -4 _ 5

= lim ——2r7 @@

y=x—2 esasintota oblicua cuando x — +e0 (f(x) >x—2).

* Puntos singulares:

) 2x — 4 x—2
f'x) = =
2\/x2—4x+5 «/x2—4x+5
fx)=0 > x-2=0 - x=2

Signo de f"(x):
f<0 f>0
~ 2 -
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f(x) es decreciente en (—oo, 2).
Es creciente en (2, +o0).
Tiene un minimo en (2, 1).

e Grifica:

d)y=

e Dominio: (—eo, —=1) U (1, +00)

e Simetrias: f(—x) = f(x) — f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
* Asintotas:

/zm f(x) = +00 = x=-1 es asintota vertical.
oo

lzm f (x) = +00 — x =1 esasintota vertical.

x~>
i f) = vee

lim S = [lim X = lim i —
X — —o0 X X — —o0 x2_1 X — 400 x2—1

lim X —x«/xz—l _
o1 | e T 2

_ Iim (X —x4x? 1) (x2+x«/x2—l) 4

Iim o (= 1)

Wx?=1) (¢ + x x> =1) e (Yx? - )(x +xyx? — )

X2 X2
= lim = 5

= Ilim =0
T A Sl ax( =) T P e —x

lzm [f(x) +x] [zm I

y=—x es asintota oblicua cuando x — —oo (f(x) > —x).

i, ) = e
lim S = lim X =1
X — +00 x X — 400

-1

Como f(x) es par, larecta y=x esasintota oblicua cuando x = +e (f(x) > x)

* Puntos singulares:

2x«/x2—1—x2-272x 5 5
i) = 29x° =1 2x(x -1)—x _2363—236—963 X — 2x

-1 T R

x=0 (no vale)

fx)=0 — x(x2—2):0<x:_ﬁ
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Signo de f"(x):

f<0 f>0 No existe No existe f<0

~. 2 _—~ ! 0 L'~ 2 _~

f(x) es decreciente en (—oo, — 2)U (@, {2).

Es creciente en (—y2, —1) U ({2, +o0).

Tiene un minimo en (=2, 2) y otro en (+/2,2).
* Grifica:

[\

24 Estudiay representa las siguientes funciones:

a)y=§ b)y:lnTx Oy=xlnx
3
e)y=e‘"2 f)y=x2e™ g)y=l‘::—x
a)y= %
e

* Dominio: R (yaque ¢*= 0 paratodo x).
* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

X — —o0

Jlim | f(x) = =05 lim @ = +c0 — Rama parabdlica.

1
im )= dim £ g L0

X — 400 ex X — 400 é’x
y =0 esasintota horizontal cuando x — +oo (f(x) > 0).
(1) Indeterminacién — . Aplicamos la regla de L'Hopital (H).

* Puntos singulares:

vy e —xe® e (l-x) 1_x
f(x)_ €2x - 2 - x

e e
f(x)=0—>1-x=0 - x=1
Signo de f"(x):

f>0 f<0

/ 1 \

f(x) es creciente en (—oo, 1).

Es decreciente en (1, +oo)
Tiene un miximo en (1, i)
e
* Corta a los ejes en el punto (0, 0).

81

MNAYABACHILLERATO

Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

d)y=x-1)e*

hy=Ihx*-1)



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

e Grifica:
1
2
b)y= /7; x

¢ Dominio: (0, +0co0)
¢ Asintotas:

lz’ng+ f(x) =—c0 — x=0 esasintota vertical.
X —
H
lim Inx (=) lim I_{x =0

X — 400 X X — +oo

y =0 esasintota horizontal cuando x — +e0 ( f(x) > 0).

* Puntos singulares:

(/x)-x—Inx 1-lnx

[ = 2 T2
X

X

fx)=0 > lnx=1 > x=e¢
Signo de f"(x):

f>0 f<0
0 0T

f(x) es creciente en (0, ).

Es decreciente en (e, +o0)

Tiene un méximo en (e, l).
e

* Cortaal eje X en (1, 0).
* Griéfica:

Oy=xinx
* Dominio: (0, +o0)

¢ Asintotas:

(H)
Iim xlnx= lim Inx 2 It Ux_ _ lim —x=0
x—0% x—0t 1/x x—0* —1/96‘2 x—0%
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No tiene asintotas verticales.

x/z’m f(x) = +o0; x/l'm AC) = +o0 — Rama parabdlica.
— 400 — 400 x

* Puntos singulares:

f’(x)=/nx+x- % =mx+1
f,(X)=O - Ihhx=-1 > X=€71= 1

Signo de f"(x):
f<0 f>0
0 ~ 1 _

5
e

f(x) es de creciente en (0, l). Es creciente en (L, +<>o). Tiene un minimo en (l —l).
e e’ e

* Cortaal eje X en (1, 0).
* Grifica:

d)y=(x-1)e*
* Dominio: IR
* Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

. _ , —x _ , —x —1 (I;I) , i B
S f) = tm cxmDe™ = lm =2 = JHm — =0

e e
y =0 esasintota horizontal cuando x = —oo (f(x) <0).

lim f(x) = +o05 lim [ = +o0 — Rama parabdlica.

X = +oo X — 400 X
* Puntos singulares:
S0 = %o (om D= 51 23— 1) =
fx)=0 = x=0
Signo de f"(x):
f'< 0 f’> 0
0
~ _—

f(x) es decreciente en (—oo, 0). Es creciente en (0, +oo).

Tiene un minimo en (0, —1).

* Cortaal eje X en (1, 0).

83



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

e Grifica:

—/

2

e)y=e
e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.
i £ = Ly f0)=0

y =0 esasintota horizontal (f(x) >0 paratodo x).
* Puntos singulares:
f(x) = —er_xz
fx)=0 > 2x=0 > x=0
Signo de f"(x):
f>0 f<0
0

f(x) es decreciente en (—oo, 0). Es creciente en (0, +0).

Tiene un minimo en (0, 1).

e Grifica:

P

| 1

—X

f) y=x2e
e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

f &)

xlz’(n f(x) = +o0; x/z'{n = —co — Rama parabdlica.

x
2 (H) (H)
lim f(x)=+00; lim *-'= lim 2720 g 220
X — 400 X — 400 X X — 400 €x X — 400 ex

y =0 esasintota horizontal cuando x — +o0 ( f(x) > 0).
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* Puntos singulares:
.X'2
y=-=
e

x 2 x X _ 2 2
f'(x)= 2x e e—xx e _¢ (zxx x°) ZZxex

e e
-0
fx)=0 — 2 —x2=0 — x(2—x)=0<x 5
X =
Signo de f"(x):
f'<0 f>0 f'<0
\ 0 / 2 \

f(x) es decreciente en (—oo0, 0) U (2, +00).

Es creciente en (0, 2).

Tiene un minimo en (0, 0) y un méximo en (2, 42)
e
e Grifica:
1
2
3
gy= /: x
¢ Dominio:

Inx=0 — x=1. Ademis, ha de ser x> 0.
Dominio = (0, 1) U (1, +00)
* Asintotas:

lz’ng+ fx)=0

lim f(x)=—oo

x—1"

lim f(x)=+o
x—17"

x=—1 es asintota vertical.

lim f(x) =+oo; lim S = +c0 — Rama parabdlica.
X — 400 X — +oo X

* Puntos singulares:

3x2-/nx—x3-(1/x) _ 3x% . In x — x° _ x2(31nx—1)

£ = (In x)* (In x)? (In %)*
x=0 (no vale)

- 2 1) =
=0 > x*Bhx-1) 0<1nx:1/3—> x=ell3

Signo de f"(x):
f'<0 f'<0 f'>0
1

NS

0
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f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, el3).

Es creciente en (e!73, +00).

Tiene un minimo en (¢1/3, 3e).
e Griafica:
12
10
8
6
4
2

0,5

h)y= n(x%-1)
* Dominio: (=0, =1) U (1, +o0)
¢ Asintotas:

lim f(x)=—c0 — x=-1 esasintota vertical.

x—-1
lim f(x)=+e — x=1 esasintota vertical.
x—1"
X
lim  f(x)=+oc0; lim S =0
x ='—oo Xx=—eo  x
» — Ramas parabdlicas.
X
lim  f(x)=+o0; lim f =0
X — + 00 X — + oo X

* Puntos singulares:

[ = 3

x“ =1
fx)=0 - 2x=0 = x=0

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).

* Puntos de corte con el eje X:

x=—y2
In(x?>=1)=0 = x>-1=1 = x?=2
n(x ) x x <x:«/§

Puntos: (—v2,0) y (2,0)
e Griafica:
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25 Representa las siguientes funciones:

x2

a)y=e7x b)y= e_x c)y:ln(xz—x) d)y=ln(x:xT1)

a)y= %x. El dominio de la funcién es (oo, 0) U (0, +o0).

X X
lim £-0 lim & =40
X—>—o0 X X—>+o0 X
X
, ¢ , ¢
lim —=—o lim —=+o00
x—0" X x—0" X

Puntos singulares:

},':Lz_l)zo — x=1Punto (1, ¢
x

Cortes con los ejes: no tiene.

V

2
b)y= ex . El dominio de la funcién es (—oo, 0) U (0, +o0).

La funcién es impar.

lim =0
X—>—o00 X
lim =0
X — + 00 X
, e
lim —=—o
x—0" X
ex
lim —=+o0
x—0" X

No tiene puntos singulares ni puntos de inflexién. Tampoco corta a los ejes.

¢) y = In(x* — x). El dominio de la funcién es (=oo, 0) U (1, +o0).
La funcién es impar.

lim Zn<x2 - x) =+o0

X — —oo

lim ln<x2 — x) =+4oo

X — + o0

xlingi ln<x2 - x) =—oo

lim ln<x2 —x): +00
x—1%
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No tiene puntos singulares ni puntos de inflexién. Tampoco corta a los ejes.

\\ /

y' = 1 > 2X 0 > x= L, que no pertenece al dominio de la funcién, por tanto, la funcién no

x"—x
tiene puntos singulares.

Tampoco tiene puntos de inflexién.

Puntos de corte con los ejes: y = ln(xz —x) -0 > x%?—x=1 > x=-0,62; x=1,62

d)y= + El dominio de la funcidn es (—oo, 0) U (1, +o0).
In(x*+1)
La funcién es impar.
im — % - Iim — X — 4o
T ln<x2+1) e ln<x2+1>
lim X lim X i
x—=0 ln<x2+l) x=0" ln(x2+1>

No tiene ni puntos singulares ni puntos de inflexién.

No corta los ejes en ningtin punto.

e

=
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4 T
26 Estudia el dominio de definicién, las asintotas y los @ 5 @ 5 \/ U
extremos de cada una de estas funciones y, con esa
informacién, relaciénalas con sus respectivas grafi- ; ;
cas:
1
)= sen x
b)y = xe*
= x
c)y=sen >
d)y=3x
e)y= Va2 +1
£) y = sen? x
_ 1
V7= sen x

e Dominio: senx=0 = x=0+mnk; ke Z
Dominio =R - {nk}, ke Z

* Asintotas:
x =mk, k€ Z son asintotas verticales.
No hay mds asintotas.

e Extremos:

f'(x) — —6‘0; X

sen X

x=m/2 + 2wk
fx)=0 — cosx= O<x /2 + 2k (ke 2)

Signode f'(x) en (0, 2n):
f'<0 f'>0 f’>0 f'<0
0 \ % / T / 3771 \ 271

f(x) es periddica de periodo 2.
f(x) es decreciente en <0, %) @] (37%, 27':) .

Es creciente en <%, n) U (n, 32_7t)
Tiene un minimo en (%, 1) .

Tiene un méximo en 3771, —1)

e Grifica = 2.
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b) y = xe*
e Dominio: IR
* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x)= lim —xe™= lim =X = lim =1 _p
X — —oo X — 400 X — 400 €x X — 400 fx

y=0 esasintota horizontal cuando x — -0 (f(x) <0).

xél:;_:.”m f(X) = + oo; xll'm f(X)

— 400 X

= +o00 — Rama parabdlica.

* Extremos:
f'(x) = X+ xe¥ = e*(1 + x)
f(x)=0—>1+x=0 - x=-1
Signo de f"(x):
f<0 £>0
~

f(x) es decreciene en (—oo, —1).

Es creciente en (-1, +o0).
Tiene un minimo en (— , _—1)
e
e Gréifica — (6).

) y = sen %
e Dominio: IR
* Asintotas: No tiene.

e Extremos:

") = L pos X
f(x)—zcos2

fx)=0 — cos%:O — %=%+n/e — x=7+2nk

f(x) es periddica de periodo 4.
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f>0
0 _ n ~ 3n 7 4m

f(x) es creciente en (0, ©) U (3, 4n).

Es decreciente en (m, 37).
Tiene un miximo en (=, 1).

Tiene un minimo en (3w, —1).

e Grifica = (5.
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d)y=Vx
¢ Dominio: R

¢ Asintotas: No tiene.

lim_ f)=—oss _lim f ) o

X — — oo X

lim  f(x)=+o0; lim S =0

X — + oo X — + 00 X

— Ramas parabdlicas.

e Extremos:

)= 31 — f(x) no esderivable en x = 0.
3332
f'(x) >0 paratodo x=0.

f(x) es creciente.
e Grifica — (.
e) y= «/xZT
* Dominio: R
* Simetria:
f(=x) =f(x) = f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.

¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) =+o0

X = +o0
2
lim S = lim Y +1 =1
X — +oo X X — +oo X
2 2
x/z'm [f(x)—x] = x/z'm Wx?+1—x] = x/z'm (\/x +1\/—lex/x +1+) =
— 400 — 400 — 400 o +1+x

L _o

2 2
e «/x2+1+x e «/x2+1+x

y=x esasintota oblicua cuando x — +oo (f(x) > x).

]
§\
Il
3

Por simetrifa, y = —x es asintota oblicua cuando x — —oo (f(x) > —x).

e Extremos:

l(): 2x — X
f * 2«/x2+1 «/x2+1

fx)=0 = x=0

Signo de f"(x):
f<0 f>0
~~ "

f(x) es decreciente en (—oo, 0).

Es creciente en (0, +o0).
Tiene un minimo en (0, 1).
e Grifica = (3).
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£) y= sen? x

* Dominio: R

* Asintotas: No tiene.

* Extremos:
f'(x) = 2sen x cos x = sen 2x
f'(x)=0 = sen2x=0 = 2x=0+7k - x= %/e, ke Z
f(x) es periddica de periodo .
Signo de f"(x) en (0, n):

f>0 f<0

s

f(x) es creciente en <O, %) .

Es decreciente en <%, n) .
Tiene un méximo en (ﬂ, 1> .
Tiene un minimo en (0, 0) y otro en (x, 0).

e Grifica — (4.

27 Determina las asintotas de las siguientes funciones:

V1—-x
3x

2
b)y= Frix+1 V;Hl

a)y=

a) Dominio: (—e0) U (0, 1]
* Asintota vertical:

e

Si x<0 y —» —oo

iz =+o00
o 3x U Sixs0y o e \
¢ Asintota horizontal:
, 1-x
lim =0
x—>—eo  3x
y =0 esasintota horizontal hacia —oo (y < 0). \
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b) Dominio: IR — {0}

¢ Asintota vertical:

lim x+«/x2+1 =+°o<Si x<0 y — —oo

x—0 X Si x>0 y > +o0

¢ Asintota horizontal:

PR s S A

X — +oo X B

y =2 esasintota horizontal hacia + (y>2).  -eeoeeeeeees Yoo T
G VAL sl g —

x> —co x T x5 too —x - -

y=0 esasintota horizontal hacia —oo (y < 0). \

28 El beneficio de una empresa, en cientos de miles de euros, con el paso del tiempo, # (en afios),
durante los 5 ultimos anos, viene dado por esta funcién:

2t si £€]0,3]

b (@)= 6_0—273)2 si £(3,5]

a) Indica cudndo ha crecido el beneficio y determina en qué momentos hubo méximos y mini-

mos locales y cudles fueron sus correspondientes valores.

b) ;Cudndo tuvo un beneficio de 500000 €2
c) Representa la funcién b(z).

a) La funcién es continua en ¢ = 3 porque los limites laterales en # = 3 valen 6.

) 2 si £€(0,3)
“”‘):{3—;‘ si (3,5]

Por tanto, 6'>0si0<7<3 yb'<0si3 <t<5, esdecir la funcion crece en (0, 3) y decrece en (3, 5).
Alcanza un maximo en z= 3.

Para determinar los mdximos y minimos calculamos el valor de la funcién en los extremos del in-
tervaloy en 7 = 3:

6(0) = 0
6(3) =6
b(5) = 4

El méximo se alcanza en ¢z = 3, su valor es 600 000 euros. FEl minimo se alcanza en z= 0, su valor es
0 euros.

b) Resolvemos &(2) = 5:

<)

Si t<3:2t=5—>1¢t=25

_ 2
Si £>3:6- (¢ 23)

pertenece al intervalo en el que estamos trabajando).

=5 — t=3+ {2 (también se obtiene la solucién =3 — 2), pero no
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29 Larecta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcién:

_ 2x%+1
f) = x—Fk

Halla el valor de % y representa la funcién asi obtenida.
* Hallamos £:

Si y=2x+ 06 esasintota oblicua, tenemos que:

lim ffcx) =2; lzm [f(x) -

X — +00

Por tanto:

oy

2
i f(0) = +oos lim f(x) lim 2+l _o

= lim
X — +00

, 25 41
lzm [f(x) - lzm Th 2x

X —

= lim 2kx+1-2k 6 = k=3

x—+to0 sy _ b

También podriamos efectuar la divisién:

22+ 1 x—Fk

“2x% 4 2kx 2x + 2k
2kx + 1
—2kx + 2k
1+ 242

La asintota oblicua es y = 2x + 2k.

2x+2k=2x+6 = 2k=6 — k=3

Por tanto: f(x) = 2 +1
x—3

* Dominio: IR — {3}
¢ Asintotas:
/z'n;_ fx)=—
lim  f(x)=+co
x—3"

x =3 es asintota vertical.

y=2x+6 esasintota oblicua.

Si x— —oo0, f(x) <2x+6; si x— +oo, f(x)>2x+06.

* Puntos singulares:

f) = bx(x—=3)— (2% +1) _ 4® 120 -2x" 1 _ 2% —12x -1

x—Fk

(x-3)° ) (x—3)° (x—3)?

F0)=0 > 2> 12v—1=0 — x- 2£144+8 “4144+8<

Signo de f"(x):
f>0 f<0 f<0 f>0
/ -0,08 \ 3 \ 6,08 /

f(x) es creciente en (—e0; —0,08) U (6,08; + o).
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Es decreciente en (—0,08; 3) U (3; 6,08).
Tiene un maximo en (—0,08; —0,33).
Tiene un minimo en (6,08; 24,32).

¢ Gréfica:

1
1
2511
1
1
1

e

\

30 Dadala funcién f(x) =ax+ b + %, calcula 2 y b para que la grifica de f pase por el punto

1
|

5
1691215
i

i

!

|

(-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para esos valores de 4 y b, representa la
funcién.

f(x):ax+b+%;f’(x)=a— 8

2
X

2a+b=-2
a=2

a=2
b=2

Pasa por (-2,-6), f(-2)=-6 > -2a+b—-4=-06
Tangente horizontal — f'(-2)=0 - 2-2=0

=

|

Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + 8
x

* Dominio: IR — {0}
¢ Asintotas:

lim  f(x)=—oo
x - 07 7 .
x =0 es asintota vertical.
lz’m+ f(x)=+c0
x—0

fx)=2x+2+ 8 y=2x+2 esasintota oblicua.
x

(Si x> =0, f(x) <2x+2; si x> +oo0, f(x)>2x+2)

* Puntos singulares:

' 8  2x*—8
f(x)=2_—2= xZ
X X

x=-2

F9-0 > 20820 5 s
X =

Signo de f"(x):

f'>0 f'<0 f'<0 f'>0

0 2

/ -2 \ \ /
f(x) es creciente en (—e0, —2) U (2, +0). Es decreciente en (-2, 0) U (0, 2).

Tiene un mdximo en (-2, —6). Tiene un minimo en (2, 10).
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¢ Grifica:

2
31 Hallalos valores de @, b y ¢ paralos cuales la funcién f(x) = 4* ; bx4+ € tiene como asintota
x —

horizontal la recta y = -1 y un minimo en el punto (0, 1).

2

b

f(x) — ax ;— X4+ c

x —

2
Si y=-1 esasintota horizontal — /im ax"rbxte _, oy 4o
X — +00 X2 _4

Si tiene un minimo en (0, 1), debe ser £'(0) = 0.

v Qax + ) (6* —4) — (ax” + bx + %) 2x v bEH-0 B
flx) = o d)? %]”(O)-i16 = =0 — b=0
Ademis: £(0)=1 — 4'0+7b4'0+f=1 > c=—4
P . —X2 — 4
or tanto: f(x) = 5

x“—4
32 Comprueba que esta funcidén tiene dos asintotas horizontales distintas: y = Lll
X+
_xl si x<0
X+
Sl =
X _six20
x+1
Por tanto:
xé’(nm fx) = xéz’;;ﬂoo 1 " -1 — y=-1 esasintota horizontal cuando x — —co.

i ) -

xlz'm o 1 — y=1 esasintota horizontal cuando x — +co.
=t x4

33 Lafuncién f(x) = x + e, ;tiene alguna asintota? En caso afirmativo, hallala.
fx)=x+e™
¢ Dominio: IR.
¢ No tiene asintotas verticales.
.

lim (x+e™) =+o0; lim (x+e™) =+00
X — +oo X — —oo

No tiene asintotas horizontales.
¢ Asintotas oblicuas:

—X
m= lim <&> = lim <1+ 1 ) =1
X — 400 X X — 400 X

X-€
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n= Ilim (x+e™—x)= lim ¢*=0
X — 400 X — +o00
y=x es asintota oblicua hacia + .

—x
No hay asintota oblicua hacia —co porque: m = /lim (M> =1+00=+00
X — —o0 X

34 Seala funcién f(x):

Indica qué grifica corresponde a estas otras:

S
f(xD Ax)

o Ve
RAW NN

a) | f()] b) /(=) o) | f )] d) £(xD
35 Lasiguiente funcién representa la demanda de un articulo a lo largo de los afios:

® £+1 si 0<t<2  fafios
t) = .
4 % si £>2 S (#): miles de articulos

a) Representa la funcién.

b) ;Qué cantidad se demanda a los 2 afios? ;A partir de cudndo se demandan m4s de 6 000 uni-

dades?
©) ;Qué cantidad de unidades nunca llegari a superar la demanda por mucho que pase el tiempo?

a) En el primer intervalo, la funcién estd definida mediante una parabola. En el segundo intervalo es
un trozo de pardbola.

e La funcidn es continua en ¢ =2, ya que:

f2)=5
lim (£ +1)=5
t—2"

I fON i

r2t t+2

* Tiene una asintota horizontal cuando # — +co, puesto que /im 8tt—+24 =8.
— +00 +

Posicion:

Si t— +oo, 844 _g__ 12 0 L, funcién queda por debajo de la asintota.

t+2 t+2
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* Crecimiento y decrecimiento:

2t si O0<zt<2

fo=y_12 ., 5
(t+2)2 si t>

Siempre es positiva, por tanto, siempre es creciente.

Y
10

O R e T TR

N N

2.4 6 8 10 12X

b) Como f(2) =5, alos 2 afos se demandan 5000 unidades.

6= 8;7+24 — t=4. Por tanto, a partir de los 4 afos se demandan mds de 6000 unidades.
+

¢) Como podemos ver en la gréfica, al ser y = 8 asintota horizontal, la demanda nunca superard las
8000 unidades.

36 La variacién del precio de un articulo viene dada por:

ﬁ+2 si 05£<2 t:afios

f@® =

5_t si2<t<6 J(@:cientosdeeuros

a) Representa la funcién.
b) ;Cuadl fue el precio inicial? ;Y el final?
¢) ;Cudnto duré la venta del articulo? ;Cuil fue su precio mdximo?

a) La funcién estd definida por intervalos mediante dos funciones polinémicas. La primera es una
pardbola y la segunda es una recta.

2
lim <%+2>=4

t—2"

* Escontinuaen r=2, yaque f(2) =4y r[m% f(r) = .
lim <5—i>:4
t—2" 2

* Su grafica es:

Y

5
4
3/\
2

1

b) Como f(0) =2, el precio inicial fue de 200 €. El final fue también de 200 € porque f(6) = 2.

¢) El articulo se vendi6 durante 6 afios. El precio méximo fue de 400 € y se dio a los 2 afios, ya que

£ = 4.
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Cuestiones tedricas

37

38

[La comprensién de los enunciados permite trabajar la destreza expresién escrita de esta
clave].

Una funcién f(x) tiene las siguientes caracteristicas:

Dom f=R — {0} y es continua y derivable en su dominio.

i ) == i )=+
lz’rg_ S (&) = +o0 ll'"& fx) =—o0

Indica cudles de las siguientes afirmaciones son seguras, cudles son probables y cudles son imposibles:

a) f(x) es par.

b) f(x) esimpar.

c) No tiene mdximos ni minimos.

d) Tiene un médximo y un minimo.

e) Corta al eje X en dos puntos.

f) Corta el eje X al menos en dos puntos.

g) Tiene, al menos, una asintota vertical.

h) Tiene solo una asintota vertical.

i) Tiene una asintota oblicua.

j) Es céncavaen x <0 y convexaen x> 0.

a) Imposible, porque, por ejemplo, en las proximidades de x = 0 no es simétrica respecto del eje
vertical.

b) Probable, porque una funcién impar puede cumplir estas condiciones.

c) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.

d) Probable, aunque esta afirmacién no estd relacionada con los datos del problema.

e) Probable, por su continuidad y su comportamiento a ambos lados del eje vertical.

f) Seguro. Por ser continua debe cortar al semieje negativo de las X al subir desde —co (cuando
x —> —oo) hasta +e0 (cuando x — 07). Andlogamente ocurre con el semieje positivo de las X.

g) Seguro. Tiene una asintota vertical en x = 0.
h) Seguro. Tiene una tnica asintota horizontal en x = 0.
g

i) Es probable. El comportamiento de la funcién en +oo no es incompatible con la existencia de una
asintota oblicua.

j) Es probable.

Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al menos, un mdximo
relativo en (2, 3) y un minimo relativo en (3, 4). Si la funcién fuera polinémica, ;cudl deberia
ser, como minimo su grado?

f{x) debe tener, al menos, dos méximos y dos minimos
en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como minimo,
grado 5 (pues f'(x) se anularia, al menos, en cuatro
puntos).
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Para profundizar

39 La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo
te [0, +0) medido en segundos, por la funcién:

60
N(s) = —60
® 1+2e*

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. ;Para qué ¢ la concentra-
ci6én de nitrégeno es minima y cudl es esta concentracién?

b) ;A qué valor tiende la concentracién de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

a) N(r)= —00
1+2¢7
—t
N'(¢) = (12?76)2 es siempre positivo para cualquier valor de z Por tanto, /V(#) es creciente.
27 +1

La concentracién de nitrégeno es minima para =0 y su valor es N(0) = 20.

b)  lim 60 —~ =60 es el valor al que tiende la concentracién cuando el tiempo tiende a infinito.
TR 14267

2x

40 Una particula se mueve a lo largo de la grifica de la curva de ecuacién y = 5
—-x

para x> 1.

En el punto P <2, - %) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuacién de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula encuentra a la asin-
tota vertical més préxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la particula encuentra
el eje X.

a) Pendiente de la recta tangente en x = 2:

vy 20=x) = 2x(-2%) 2 2P+ 4’ _ 26742
FO="00ar A T 1ee?

m=f@) =3

La ecuacion de la recta tangente en P es:

__4 .10 _10, 32
y= 3+9(x2)%y-9x 9

b) La asintota vertical mds préximaa P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de interseccién de
x=1 con la recta tangente anterior:

yol0, 2] -2

9 9 J 9 El punto es Q(l,ﬁ).
x=1 x=1 9
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¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10, 32110, _32 . _32_16
17779 791 9 79 7F7 10 75 | Bl punto es R<1—6,0>.
y=0 y=0 5
Esta grafica muestra la curva y = 5> larecta tangente y= %x - % y los puntos Q(l, _32>
1-x

16
RI—-,0]).
Y (5 )
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AUTOEVALUACIGN

v

Pagina 213

1 Dibuja la gréfica de una funcién f de la que sabemos:
i, f&) = +e0, lim | f(x) =3, lm f(x) =—co
f'5)=0; f1(0) =05 f(-5)=0; £(0)=2

Tiene tangente horizontal en los puntos (-5, 0) y (0, 2). En el primero tiene un mdximo, y en el segun-
do, un punto de inflexién.

2 Describe la siguiente funcién:

dm fe) =00
lim f(x) =+oo

X — 400

Miximo relativo en (=3, 2).

Minimo relativo en (3, -=5).

Tiene una asindota horizontal en y=0 en —oo. No tiene mds asintotas.

3 ;Tiene f(x) = x* + 2x3 — 3x2 — 4x + 4 méximos y/o minimos? ;Y algtin punto de inflexién? Estudia
su curvatura y represéntala.

Fe) =x%+2x3 - 3x2 —dx+ 4
* Mé4ximos y minimos:
Fl) = 4x3 + 6x2 — 6x— 4
f@=0 5 x=-2 5= x=1
F) =122+ 12x -6
f"(=2)>0 — En (-2, f(-2)) = (-2, 0) hay un minimo.

F (_%) <0 = En (-0,5 £(-0,5)) = (-0,5; 5,06) hay un minimo,

f"(1)>0 — En (1, f(1)) = (1, 0) hay un minimo.
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¢ Puntos de inflexién:

£ =0 = xg= =

() = 24x + 12

f”'(—lgﬁ)io — En (‘15

B’ f <_1 E B)) ~ (-1,37; 2,25) hay un punto de inflexi6n.

f"'(_15‘6> #0 — En (_IE‘B, f(_lz‘/g» ~ (0,37; 2,25) hay un punto de inflexién.

¢ Grafica:

La funcién tiende a mds infinito cuando la x tiende a mds infinito y a menos infinito. Por tanto:

-2 2

4 Estudia las asintotas y los puntos singulares de cada una de las siguientes funciones y represéntalas
graficamente:

_ 6 _ x2—6x+5
R b)f() = £ —6x+5

a) ®* Dominio: IR
¢ Asintotas:
No tiene asintotas verticales, ya que x%+4=20.

6x
=0.
X2+ 4

Si x— +oo, 0
Posicién < P x> beo, f0)> -
Si x— —o0, f(x)<0 ey
* Puntos singulares:

1) =

Horizontales: y =0, yaque /im

X — too

6(x2+4)—6x-2x=_6x2+24

(x% + 4)2 (x* +4)2
PR x==2, f(-2)=-3/2
Fi) =0 > —6x +24_0<x=2’ F@)-30
Signo de f"(x):

f'<0 f>0 f'<0

NN

cio 2o — 3 Méximeo: (2. 2
M1n1mo.( 2, 2). Miximo: (2, 2).
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* Representacion:
:/l/—\
\_27‘ W .

b) * Dominio: IR — {3}

2
‘ : . x"—06x+
* Asintotas verticales: x =3, porque /im X —bxtS
X —

x—-3

=+ oo

x> —6x+5 _

P x—3" X = 3
Posicién
2

¢ Asintotas horizontales:

+ 00

2 2
. ) —6x + ) CGrs
No tiene, porque _lim X =0X*5 _ o |y X =OX+5
X — +o0 x—3 a4 x_3
¢ Asintotas oblicuas:

Expresamos la funcién de la forma Dividendo

. resto ' 4
1d = cociente + —=>9_ Y] | y
Divisor divisor } | /
) i
%:x—3+ _43 — y=x-3 esasintota oblicua. :
x — X — =
1,13 X
Si x—= +o0, fx)<x—3 B
Posicion ) %
Si x— —oo, f(x)>x—3 / (

* Puntos singulares:

. (2x —6)(x —3) = (x* = 6x +5) _ X2 —6x+13
g (x—3) (x—3)2

y'=0— x2—6x+13=0 — x= % (no tiene solucién).

Signo de y": la derivada es positiva en todo el dominio. La funcién es creciente. No tiene maximos
ni minimos.

Corta a los ejes en los puntos (0, —%), (1,0)y (5, 0).
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5 Representa la funcién f(x) = Indica sus intervalos de crecimiento y decrecimien-

to Yy sus extremos.

{4—x2 si x<2

x—2 six22

Para x <2, la grafica es una pardbola con vértice en (0, 4).
Para x> 2, es una recta.

—2x si x<2 .
f'(x) = {1 G %52 No es derivable en x = 2.

fx)=0 - 2x=0 — x=0

f(x) escreciente en (— o0, 0) U (2, +0).
f0)y=2<_ .

Es decreciente en (0, 2).
Tiene un méximo en el punto (0, 4) y un minimo en (2, 0).

Representacion:

f M

[ 1] .
6 Halla los mdximos y los minimos de f(x) = xy/x +3. Indica si tiene asintotas y represéntala grafi-

camente.
f(x) = xyx+3. Dominio = (=3, + o)

* Hallamos los puntos singulares:

, T a 1 2x+3)+x _ 3x+6
= 3 . = =
f(X) o 2Jx+3 2Jx+3 2Jx+3

F)=0 > 3x+6=0 = x=-2, f(-2)=-2

<0 f150
NS

La funcién tiene un minimo en (-2, -2).

Signo de f™:

¢ La funcidén no tiene asintotas:

£

i J0) = e i = e
* Grifica:
Y
2
3
0 I P
-2
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7 Dibuja la grificade f(x) = |x+ 3|+ |x—

f)=]|x+3]+|x—1]

x-=3 i x+3

—x+ 1 x—1

2x—2 si x<-3
fx) =14 si 3<x<l

2x+2  si x21

3
1

1.

¢ Six<-3 x—3—-x+1=-"2x-2
eSi 3<x<1l: x+3-x+1=4

e Six>1: x+3+x—1=2x+2

=3 -1 ]1

MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

8 Sea f(x) = ax? + bx + c. Encuentra el valorde @, b y ¢ sabiendo que f(x) tiene un extremo re-
lativo en el punto de abscisa x = -3, y que la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de

abscisa x=0 es y=6x+8.

Si la funcién tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = -3 significa que la derivada se anula

en dicho valor.

f)=a +bx+c — fx)=2ax+b
f(-3)=0 - 2a(-3)+b=0 > ~6a+b=0 — b=06a

Que la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f{x) en el punto de abscisa x =0 sea y=6x+ 8
implica dos cosas: que la derivada en x =0 es 6y que la grafica de la funcién pasa por el punto (0, 8),

ya que tangente y funcién coinciden en el punto de tangencia.
f'(x)=2ax+b — f(0)=6 = 2a(0)+b=6 — b=6
f(x):dx2+17x+c — f(0)=8 — 4-02+6-0+c=8 - ¢c=8

Sustituimos en la igualdad obtenida al comienzo y queda:

b=6

/7=6¢z}
—> a=1
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9 Representa la funcién f(x) = @
e
2
Fl) = (x +xl)
e

¢ Dominio = IR.

* No tiene asintotas verticales, porque ¢*= 0 para todo x.

2
, x+1 , . .
e lim % =0 — y=0 esasintota horizontal hacia + 0 — f(x) >0
X — +00
e

, o (x+1) 2 . , . .
xlzm ~——"— =+ —> No tiene asintota horizontal hacia —oo.

T,

* Puntos singulares:

20 +1)e* —(x+1)? " _ 22—+ )2 241

f(x) = (ex)Z ex = ex
() =0 241=0 x=b f(l)zé

fx)=0 > x“+1= <x:—1, FD)=0

Signo de f™:
f'<0 f'>0 f'<0

NC SN

Minimo: (-1, 0). M4ximo: (1, 4)
e
e Grifica:
Y
2
-2 -1 1 2 X

x+1?
||

10 ;Qué grifica corresponde a f(x) =

x+1 si x<0
1 —x
f(x)zL:
|x| x+1 si x>0
X
lim XLl _
x—>—o0  _x
lim x+1=1

X — + 00 X

* Asintota vertical: x=0

* Asintotas horizontales: y=-1 e y=1
La grificade f esla primera.
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