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APLICACIONES
DE LAS DERIVADAS

T ) RECTA TANGENTE A UNA CURVA
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1 Halla las rectas tangentes a cada curva que cumplen la condicién que se indica:
_ 553 +7x% —16x x> 2.
a)y-—x_2 b)y= 3 X tX 6
en los puntos de abscisa 0, 1, 3. paralelasalarecta y—x=9
3
) y=2x—x2 d)y=%—x2+x—2
que pasan por el punto P (2, 1). que pasan por el punto P(2, 0).

a) Calculamos la derivada de la funcién:

o (1557 +14x —16) (x = 2) = (5x° + 7x* = 16x) _ 10x> — 23x* — 28x +32
Y (x—2)2 (X—2)2

Ordenadas de los puntos:
70)=0; y(1)=4; y(3) =150

* Recta tangente en (0, 0): y'(0) = 8
y=28x

* Recta tangente en (1, 4): y'(1) =-9
y=4-9(x-1)=-9x+13

* Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
y=150+11(x—3) = 11x+ 117

b) ® Pendiente de la recta:

y=9+x = m=1

* Resolvemos f'(x) = 1:
x2-2x+1=0 = x=1

* Punto de tangencia:
y=dtie= Tl (1,217

* Recta tangente:

=17 -20
3 3

c) * Elpunto 7 de tangencia es de la curva. Sus coordenadas son (¢, 2c—¢?). Ysea P = (xg, y) = (2, 1).

+ X

+(x-1) = y=

* La pendiente de la recta P7" debe ser igual a la derivada de f en ¢:

— 2
M:f’(c) s 2= =1 5 9 5 2 44320 — c=1¢6=3
C_

€ — X 2
* Hay dos rectas tangentes:
=1 fl)=1 fl)=0 - y=1
=3, fley)=-3, ') =—4 = y=-3—-4(x-3) = y=9—4x
d) La pendiente de la recta tangente en x=2, y=0 es: y'(2)=22-2.2+1=1.

Entonces la recta tangente el y=x— 2.
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2 ) CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
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1 Demuestra que si una funcién y = f(x) es decreciente en x,, entonces:
f'x) <0

Si f(x) esdecreciente en x, entonces existe un entorno de x,, E = (xy—a, xy + @) tal que, si x € E,
X # X, entonces:

fo-fix) _

X — X

Por tanto, si f(x) es derivable en x, se tiene que f'(x;) = xé’ﬁo% <0.
2 Dadala funcién y=x3—-3x2-9x+5:

a) ;Dénde crece?

b) ;Dénde decrece?

§'=3x2—6x-9=3x>-2x-3)=3(x-3)(x+ 1)

a)x<-1 = y'>0 — fescreciente en (—oo, —1)

x>3 = y'>0 — fescreciente en (3, +oo0)
b)-1<x<3 — y'<0 — f esdecreciente en (-1, 3)
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3 ) MAXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION
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1 Comprueba que la funcién y = x3/(x—2)? tiene solo dos puntos singulares, en x=0 yen x=6.

Averigua de qué tipo es cada uno de estos dos puntos singulares; para ello, debes estudiar el signo
de la derivada.

o 3Ra=2P 2w FEDBE-D2) LEr-6-29 P-6)

(x—2)1 (x—2)1 (x-2) (x-2)°
y'=0 — x2(x—6) = 0< z:g
f'(=0,01)>0

£(0,01)>0 } En x=0 hay un punto de inflexién.

£'(5,99)<0
f'(6,01)>0

} En x =6 hay un minimo relativo.

2 a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcién y = —3x% + 4x3. Median-
te una representacién adecuada, averigua de qué tipo es cada uno de ellos.

b) Haz lo mismo para y = x% + 8x3 + 22x% + 24x + 9.
a)y'= —12x3 + 12x% = 12x%(~x + 1)
=0 — Punto (0,0
y'=0 < i—l N P;I:t;) ((1 1))} Dos puntos singulares.
Los dos puntos estdn en el intervalo [-1; 1,5], donde la funcién es derivable.
Ademis, f(-1)=-7 y f(1,5) =-1,7.
* En (0, 0) hay un punto de inflexidn.

1
* En (1, 1) hay un méximo relativo. \

b) y' = 4x + 24x? + 44x + 24 = 4(x + 1)(x + 2)(x + 3)

x=—1 — Punto(-1,0)

y'=0 < x=-2 — Punto(-2,1){ Tres puntos singulares.
x=-3 — Punto (-3,0)

Los tres puntos estdn en el mismo intervalo [-4, 0], donde la funcién es derivable.
Ademis, f(-4) =f(0)=9.

* Hay un minimo relativo en (-3, 0), un méximo relativo en (-2, 1)
y un minimo relativo en (-1, 0).

4321
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A ) INFORMACION EXTRAIDA DE LA SEGUNDA DERIVADA
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1 Estudia la curvatura de esta funcién:
y=3x4_8x3+5
F1(%) = 12x — 24x%; f"'(x) = 36x% — 48x
x=0 — Punto(0,5)

f1=0 - 12x(3x—4):0<x=% . Pumo(g’_%>

(f ()= 72x — 48; f(0)=0; f %)i 0)

Los puntos (0, 5) y (%,—%) son puntos de inflexién.

e La funcién es céncava en (—oo, 0) U (g, +oo>, pues f"'(x) > 0.

e La funcién es convexa en el intervalo (0, %), pues f"'(x) < 0.

2 Estudia la curvatura de la funcién siguiente:
y=x3-6x2+9x
i) =3x2—12x+9; f'(x) = 6x— 12
f'(x)=0 - 6x—12=0 — x=2 — Punto (2, 2)
(f"() =6 f(2) = 0)
El punto (2, 2) esun punto de inflexién.
* La funcién en convexa es (—o0, 2), pues f"(x) <O0.

* La funcién en céncava es (2, +oo), pues f"'(x) > 0.
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5 ) OPTIMIZACION DE FUNCIONES
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1 Halla el niimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al ndmero que buscamos. Ha de ser x> 0. Tenemos que minimizar la funcién:

L2
fx) =x .

. ~ 25_X2—25 _ X=5_)f(5)=10
f(x)—l—?— 2 _O<x=—5—>(novale,pues x>0)

X

(Como lz’;/r(z) X S(x) = +oo, . [_z)nz flx) = +oo, y la funcién es continua en (0, +oo); hay un minimo en x=5)
X —> had

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.

2 De entre todos los tridngulos rectingulos cuyos catetos tienen longitudes que suman 10 cm, ha-
lla las dimensiones de aquel cuya drea es mdxima.
x+y=10 - y=10-x
. . — 2
xzy _x (lg x) _ 10x2—x 0<x<10

Tenemos que maximizar la funcién:

Area =

ol _ 10x — x?2
5 f(x)—x+72 , 0<x<10

f'(x)=%=5—x=0 — x=5—>y=10-5=5

(f(O) =0; f(10)=0; f(5) = 22—5; y f es continua. Luego en x =5 estd el méximo).

Los catetos miden 5 cm cada uno. El 4rea méxima es de 12,5 cm?.

3 [El problema propuesto por el enunciado permite al alumnado trabajar la iniciativa (di-

mensién personal)].
Entre todos los rectingulos de perimetro 12 m, ;cudl es el que tiene la diagonal menor?

d=y6-x2%+x* 0<x<6

Tenemos que minimizar la funcién:

a" G-
T A =6 ex, 0<x<6
£ = —2(6-x)+2x __ —12+4x _ —6+2x
2J6-%2+x2 2J(6-x%+x2 J(6-x72+x?
fx)=0 > -6+2x=0 - x=3
(f(0)=6; £(6)=6; f(3) = J18=3y2 =~ 4,24; y f(x) es continua. Luego en x = 3 hay un minimo).

El rectingulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.
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2
4 El coste de produccién de x unidades mensuales de un producto es C(x) = x? +25x+25%€, yel
precio de venta de cada unidad es 70 — % €. Halla el nimero de unidades mensuales que deben

venderse para que el beneficio sea mdximo. ;A cudnto asciende este beneficio? ;Y los ingresos?

x es el nimero de unidades mensuales del producto.

2
Beneficios = Ingresos — Costes — B(x) = I(x) — Clx) = x<70 - %) - (XT +25x + 25) = %xz +45x - 25

Derivamos B(x) e igualamos a 0 para hallar sus extremos relativos:

B’(x):—%x+45 5 B =0 — —%x+45:0 > x=27

La funcién B(x) es una pardbola con el vértice hacia arriba; es decir, hay un mdximo en x = 27.

B(27) = 582,50 € es el beneficio maximo.

Los ingresos totales son: /(x) = x(70— %) — 127)=27. <7 - 23—7) =1647 €
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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1. Tangente en un punto de la curva

Hazlo tu

* a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = @ en el punto de abscisa x = 0.
e
b) Si es posible, halla la recta tangente a f(x) en x = 2.

—x+2

D=1, °,

4

si x<2
si x=2

Derivamos la funcién por intervalos:

x—3

f,() = si x<2
X) =
# si x>2
€

x=0, f(0)=2, f'(0) =-3 — Laecuacién de la recta tangenteen x=0 es y=2—3x.
b) Estudiamos la derivabilidad en x = 2:

* En primer lugar, observamos que la funcién es continua en x =2, ya que:

lim f(x)= lim f(x)=f2)=0
x—2" x—2*
¢ Hallamos las derivadas laterales:
@)= f@n=L
f 2 f .

Al ser distintas, la funcién no es derivable en x =2 y no es posible hallar la recta tangente en este valor.

2. Tangente que pasa por un punto exterior

Hazlo tu

* Halla los puntos de la curva f(x) = x2—2x + 4 en los que la recta tangente a ella pasa por el origen
de coordenadas.

Los puntos de tangencia estin en la curva y son de la forma (¢, 2% — 24 + 4).

La pendiente de la recta que pasa por el punto de tangencia y por el origen de coordenadas es
2> —2a+4-0
a-0 '

Por otro lado, la pendiente de la recta tangente serd f'(a) = 2a — 2.
2
Por tanto, % =20-2 > a*> - 2a+4=24*>-2a = a=-2, a=2.

Hay dos puntos de tangencia que corresponden a dos rectas tangentes:
x=-2, f(-2)=12, f'(-2)=-6 — y=12-6(x+2)
x=2, f(2)=4, f'2)=2 = y=4+2(x+2)
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3. Coeficientes de una funcién

Hazlo tu
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* Halla los coeficientes de la funcién f(x) = ax> + bx? + ¢ sabiendo que la tangente a la curva en el

punto (1,0) es y = -3x + 3, y que ese punto es un punto de inflexién.
Como la funcién pasa por el punto (1, 0), se cumple que (1) = 0.
La pendiente de la recta tangente en este punto es —3, es decir, f'(1) = -3.
Como el punto de abscisa x =1 es un punto de inflexién, entonces f"'(1) = 0.
Por otro lado,

f(%) = 3ax? + 2bx

f"(x) = 6ax + 2b
Sustituyendo obtenemos:

f(1)=0 - a+b+c=0

f(1)=-3 = 3a+2b=-3

f'1)=0 = 6a+26=0
Resolvemos el sistema:

a+ b+c=0

3a+26 =-3; > a=1, b=-3, c=2
6a+2b =0
Pagina 179
4., Intervalos de crecimiento
Hazlo tu

* Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

a) f(x) = xzxj4 b) f(%) = In(x? + 4x—5)

a) El dominio de definicién es IR —{-2, 2}.
ooy 3P —4) —xP2x x4 1242
A S
F =0 — x*—12x2=0 — x=2y3, x=-2y3, x=0

Como el denominador es un cuadrado, el signo de f"(x) depende solo del signo del numerador.

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0

T TN 2 T 0 2 25—
Es creciente en (—oo, —243) y (243, +o0).
Es decreciente en (=243, -2); (<2, 0); (0,2) y (2, 243).
b) El dominio de definicién es (—oo, —=5) U (1, +00).

’ _ 2x + 4
£ = x2+4x -5
f'x)=0 = 2x+4=0 — x=-2 (que no pertenece al dominio)

No tiene puntos singulares.
f'<0 , Noexiste f f'>0

\_'5 '1/

Es creciente en el intervalo (1, +e0) y decreciente en (—eo, —5).

8
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6. Maximos y minimos

Hazlo tu

* Halla los méximos y minimos de las siguientes funciones:
a) fx) = Inx
x

b) f(x) = 3x2 &*

L. lx-2x
a) f'(x) = =

_x—2xlnx _1-2lnx

x4 x4 x3

fx)=0 > 1-2lhx=0 — x=ell2

Estudiamos el crecimiento. Para ello, debemos tener en cuenta que el dominio de la funcién es (0, +0).

. f'>0 . f'<0

0 / 51'/2 \

_ 61/2, f(el/Z) — é - El punto <€1/2’ i) €S un méximo-

b) /(%) = 6xe* + 3x2 ¢* = 3xe* (2 + x)
fx0)=0 = 3x*2+x)=0 > x=-2, x=0
f'>0 | f'<0 f'>0

_— 2 ~., 0 _—
x=-2, f(-2) = 12¢72 — El punto (-2, 12¢72) es un méximo.
x=0, f(0) =0 — El punto (0, 0) es un minimo.

7. Puntos de inflexion

Hazlo tu
* a) Halla los puntos de inflexién de f(x) = x— 2cos x, x € [-T, ].
b) ;Tiene f mdximo o minimo en ese intervalo?
a) f'(x) =1+ 2sen x
f"(x) = 2cos x

fu(x)=0 — 26‘053{':0 - X = _%’ X=%

Estudiamos el signo de la derivada segunda.
. f'<0 f">0 f"<0 .

TN TR

Los puntos de inflexién son <—%, —%) y <%, %)
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b)f'x) =0 = 1+2senx=0 — senx= —% - x:—%

3
6

Para averiguar si en el punto de abscisa x= —
derivada:

f”(—%):%os <—%>= Y30
A 1o el S

El punto <—£ _I_ «/3) es un minimo.

hay un mdximo o un minimo, evaluamos la segunda

Pagina 181

8. Maximo absoluto

Hazlo tu

* Se estima que el beneficio de una empresa viene dado por la funcién

8t—12 si 0<£<6
B(t) =
2 {Zt si 62<10

¢En qué momento se obtiene el beneficio mdximo en los primeros 6 afios y cudl es su valor? ;Es
relativo o absoluto ese beneficio?

Para obtener el beneficio médximo en el intervalo [0, 6], estudiamos la existencia de extremos relativos y
evaluamos tanto en ellos como en los extremos del intervalo.

B 8—-2¢ si 0<t<6 — 8-2¢=0 — r=4
() = 2 si 6<t<10

B(0)=0, B(4) =16, B(6) =12
El beneficio mdximo en los seis primeros anos lo alcanza en el cuarto afio y su valor es 16.

Observamos que la funcién vuelve a crecer a partir del sexto ano, ya que, por ejemplo, el beneficio en
el décimo ano es B(10) = 20. Por tanto, el beneficio en el cuarto afio representa un médximo relativo.

9. Inversion publicitaria

Hazlo tu

* Halla dos niimeros naturales cuya suma sea 15 y tales que el producto de uno por el cuadrado del
otro sea el mayor posible.

Sean x e y los nimeros naturales buscados. Cumplen que x + y = 15.

Por otro lado, P = x?y es la funcién que queremos optimizar. Sustituyendo y =15 —x, obtenemos:
P=x%(15-%) = 15x%2 - x3

P'(x) = 30x — 3x2

P'(x) =0 — 30x—3x?=0 — 3x(10-x) =0 — x=0 (no vdlido), x =10

Ahora usamos la derivada segunda para saber si es médximo o minimo:

P"(x) =30 -6x — P"(10) =-30 <0 — Hay un mdximo en x = 10.

Los nimeros son x =10, y=>5.

10
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10. Area maxima

Hazlo tu

¢ :Qué dimensiones debe tener un cilindro inscrito en una esfera de 40 cm de didmetro para que su
volumen sea méximo?

Encontremos 7y h, que son el radio y la altura del cilindro:

2 2 2
- P QP =407 > 42 <402 12— 2= AT _q00- 2

40 2 3
o V:m’zh:n<400—%> b:n<40017_/17>

Imponemos que sea mdximo:

2
V’(h):n(400—3/’) S0 > M- 16% — h= /1600 _ 40

4 ERNEY

V'(h) = n(—%’) < 0 para toda 4 (b es siempre positiva) — serd un

mdiximo
Por tanto:

2
22 400 — 2~ _ 400 — L1600 _ 400 _ 400 _ 800 _,

4 3-4 3 3

,_ /800 _20V2
5 s

11. Problema de tiempo minimo

Hazlo tu

* La vela mayor de un barco tiene forma de tridngulo rectingulo. Si la hipotenusa debe medir 6 m,
calcula sus dimensiones para que la superficie de la vela sea mdxima.

Llamemos x, y alas medidas de los catetos del tridngulo rectangulo.
x2+)/2= 36 - y= V36 — x%

La superficie de la velaes § = % ya que los catetos hacen de base y de altura del tridngulo rectangulo.

Se obtiene:
S@) = xy36 —x?
N 2
2
S'(x)=l<«/36—x2+x —2x >= 18— x
2 2\/36—962 «/36—x2

S=0 > 18=x2=0 — x=3y2, x=-3y2 (novale)

El valor x =342 esun madximo como se puede comprobar estudiando el signo de # a ambos lados del
mismo.

El otro cateto del tridngulo mide y = y36-(3 2)2 =32.

La vela es un tridngulo rectdngulo isésceles cuyos catetos miden 342 m.

n
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS
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1. Tangente a una curva y perpendicular a una recta

* Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x> — 2x + 1 que son perpendi-
cularesalarecta x+y-2=0.

Larecta y=—x+2 tiene pendiente —1. Cualquier recta perpendicular a ella tendrd pendiente — Ll =1.

Por tanto, debemos calcular los puntos de la curva en los que la pendiente vale 1. B
flx) =12x2 -2
Fl=1—> 1202-2=1 - x=-1 x=1
2 2
3
D W (N O /] (D 0 BT S 0 R 1 _3 1 -
X = 2,f< 2) 4( 2) 2( 2>+1 2%)/ 2+1<x+2>—>y x+ 2

3
L1 _4(L) _o(L _ 1 _ 1 _1 -
x-z,f(z) 4(2) 2<2>+l 3 -y 2+1<x 2)—)}/ x

2. Intervalos de concavidad y convexidad

* Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la funcién:

ICE

P |
El dominio de definicién es R — {-1, 1}.

2
6= =55

1
f) =2

-1

2(3x2+1)
(x* 1)

f'x)=0— 3x2+1=0 no tiene solucién — No tiene puntos de inflexién y la tabla de los signos de
la segunda derivada es:

) =

>0 f'<0 f'>0
N2 NN

(el signo de la segunda derivada solo depende del denominador)

La funcién es cdncava en (—oo, —1) y (1, +o0). Es convexa en (-1, 1).
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3. Maximo y minimo absoluto

* Calcular el mdximo y el minimo absolutos, en el intervalo [-1, 2], de la funcién:
fx)=ln Z+x+1l)—x

F) = In (x? + x+ 1) —x estd definida en IR ya que el argumento del logaritmo siempre es positivo. Es
una funcién continua y derivable en [-1, 2]. Por ser continua en un intervalo cerrado y acotado, alcanza

sus extremos absolutos. Estos pueden ser los extremos del intervalo o los extremos relativos si estén en
el interior.

f'(x) — 2x+1 -1

rx+l

fx)=0 — zzx—*'ll=l - 2x+1l=x%+x+1 > x=1, x=0
Xt +x+

Evaluamos:

x==1 = f) = (D?+ () + 1) = (- =1
x=0 — f(0)=lr1=0

x=1 > f(1)=n3—-1=0,0986

x=2 = f(2)=h7-2~-0,054

Alcanza el médximo absoluto en (1, 1) y el minimo absoluto en (2, /n 7 - 2).

4. Puntos en los que se anulan f’, f”" vy '’

* Dada la funcién f(x) = 1 — (2 — x)°, estudiar si tiene mdximo, minimo o punto de inflexién en
x=2.

e Hallamos f, /", f"
F@0=52-9* > f'®)=-202-%> > f"(x) =602 -x?
Al hacer x =2, severifica f'(2) =f"(2)=f"(2) =0.
* Estudiamos el signo de /' ala izquierda y a la derecha de x = 2:
f>0 f>0
S0 S

f crece a la izquierda y a la derecha de 2 — f no tiene méximo ni minimo en x = 2.

* Comprobamos que tiene un punto de inflexién estudiando el signo de £

f'<0 f'>0
2

N\

A la izquierda de x =2, la funcién es convexa, y a la derecha de x =2, la funcién es céncava.

El punto (2, 1) es un punto de inflexion.
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5. Extremos relativos

* Sea f(x) = x2 e con a=0.
a) Calcular el valor de a4 para que la funcién tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2.
b) Clasificar los extremos relativos cuando « = 2.
a) f(x) = 2xe™ ™ — ax2e™™
f(2)=0 = 4e2—4ae72 =0 — ¢24-4a)=0 —> 4-42=0 — a=1 (yaquela
exponencial nunca
se anula)
b) Para @ =2 laderivadaes f'(x) = 2xe 2 — 222X,
fx)=0 > 2x-2x=0 > x=1, x=0
f£<0 f50 f<0
~., 0 _— 1 ~

x=0, f(0)=0 — (0,0) esun minimo relativo.

x=1, f(1)= ¢2 = (1, ) es un miximo relativo.

14
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

v
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Para practicar

Recta tangente

1 Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

x+2

en x=0
x-2

a)y=

b)y = (0,3x - 0,01x2)% en x =10
o) y=+4x+12 en x=-3

d)y=e>*"1en x=%

ey=xlnxen x=e

i 4 ’
a) f'(x) = —————, f(0)=-1
f o2’ f

x=0, f(0)=-1

La recta tangente es y = —1 —x.

b) () = 2(0,3x — 0,01x2)(0,3 — 0,02x), f'(10) = 0,4

x=10, f(10) =4

La recta tangente es y = 4 + 0,4(x — 10).
Vf )= S fB) = ¢

x=-3, f(-3)=3

La recta tangente es y =3 + %(x +3)
d) f1(x) = 2621, f (;) -2

x=%, f(;>=1

La recta tangentees y=1+2 (x — é)

e) f'x)=lnx+1, f(e)=2
x=e fle)=e

La recta tangente es y= ¢+ 2(x —¢).

2 Obtén la ecuacién de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las siguientes curvas:

a)y=xlnx b)y=x?e* o) Vx%+2x
Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.
)y =hx+x- B
x
y'=0 > Inx+1=0 - lhhx=-1 — x=el=1 —>y=_—1
e e

La recta tangente en el punto <L, _—1> es: y= =1
e e e
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b)y'=2xe*+ x2e¥ = (2x + x2)e*

Como e* =0 paratodo x:
x=0 — Punto(0,0)
x=-2 — Punto (=2, 4/¢?)

* En el punto (0, 0), la recta tangente es: y=0

9'=0 = 2x+x2=0 - x(2+x)=0<

4

* En el punto (—2, %), la recta tangente es: y = 3

" x+1
9y’ Vxlx+2)

Pero observamos que x = —1 no pertenece al dominio de la funcidn, por tanto, la recta no tiene tan-
q
gentes paralelas al eje de abscisas.

=0—->x=-1

5

2
Dada la funcién y = u, halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente sea =-.
x

4

£ - 2x-x—§x2—1) =x2+1

2
X

2
f’(@:% - %:% - x*=4 - x=-2, x=2
X

Los puntos pedidos son <—2, ?) y <2, %)

x—
x+2

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién y =
6x-y+5=0.

La recta dadaes y = 6x + 5. Por tanto, tenemos que hallar los puntos de la funcién dada en los que las
pendientes de las rectas tangentes valen 6.

) - x+2—(x—4): 6
(x+2) 2 (x+2) 2

que son paralelas a la recta

fx)=6 — (x+62)2=6 - (x+2)?=1 - x=-3, x=-1

x=-3, f(-3) =7 — Latangenteen (-3,7)es y=7 + 6(x + 3).
x=-1, f(-1) =5 — Latangenteen (-1, -5) es y=-5+ 6(x + 1).

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x|x— 3| cuya pendiente es —2.

Definimos la funcién por intervalos:

£ = x(—x +3) si x<3 x> +3x si x<3
* = x(x—3) si x23 |x*—3x si x=3
Hallamos la derivada:

—2x+3 si x<3

[ = {Zx—?) si x>3

La funcién dada es continua en todo IR y es derivable cuando x = 3.
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Para que la pendiente de la recta tangente a la curva sea —2 pueden darse dos casos:

2x+3=-2 > x= % - f(%):%
2x—3=-2 = x= % (no vilido porque no pertenece al intervalo)
El punto en el que la tangente tiene pendiente —2 es (%, %) y la recta tangente en dicho punto es:

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) =x3—3x2 +2x+2 en x=3.

b) ;Existe otra recta tangente a la grifica de f que sea paralela a la que has hallado? En caso afir-
mativo, hillala.

a) Hallamos la pendiente de la recta tangente usando la derivada:
F(x) =3x2—6x+2
x=3, f3) =8, f'3) =11 > y=8+11(x-3)
b) Para saber si existe otro punto en el que la recta tangente sea paralela resolvemos:
Fl)=11 = 3x?—6x+2=11 = x=3, x=-1
Hay otro punto:

x=-1, f(-1)=—4 — y=—4+11(x+ 1) esla recta tangente en este punto.

Halla la recta tangente a la curva y = 4x> — 2x2 — 10 en su punto de inflexién.

Calculamos primero el punto de inflexion resolviendo f"(x) = 0:

Fl() = 12x2 — 4x

f(x) =24x—4
F'0)=0 = 24x—4=0 > x= %
Evaluando la derivada segunda a ambos lados de x = % observamos que la funcién pasa de convexa a

céncava. Luego es un punto de inflexién.

3 2 2
b ) {4 0= () faf o 34
La ecuacién es: y=— % - %(x - %)
Halla los puntos de la curva y = 3x% — 5x + 12 en los que la recta tangente a ella pase por el origen
de coordenadas.
Debemos hallar las ecuaciones de las tangentes desde un punto exterior a la grafica de la funcidn.
Los puntos de tangencia son de la forma (a, 342 — 54 + 12).

3a*~5a+12-0 _3a*—5a+12
a-0 a ’

La pendiente de la recta tangente que pasa por el origen es
Usando la derivada, la pendiente anterior también es 62 — 5.

2
W:&-S — 342-52+12=64%-52 — a-2, a=2

Obtenemos dos puntos de tangencia y dos rectas tangentes:
x==2, f(-2) =34, f'(-2)=-17 > y=-17x
=2, fQ) =14 fQ)=7 - y=Tx
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9 Halla los puntos de la curva y = 1,2 4x—4en los que la recta tangente a esta pase por el punto

10

4

(0, —8). Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos.

Debemos hallar las ecuaciones de las tangentes desde un punto exterior a la grafica de la funcidn.

2
Los puntos de tangencia son de la forma (ﬂ, 2y ba— 4).

4
2 2
%+4a—4—(—8) %+4¢z+4
La pendiente de la recta tangente que pasa por (0, —8) es 0 = p .
Usando la derivada, la pendiente anterior también es a .4,
2
% +4a+4 ) )
4 2000 _a a” - a -_ =
P 2+4—>4+4a+4 4+4¢z%ﬂ 4, a=4
Obtenemos dos rectas tangentes:
f'(-4)=2 - y=-8+2«x
f'4)=6 > y=-8+06x
Halla, en cada caso, las ecuaciones de las rectas tangentes paralelas al eje X:
__ % b) v = x? _ 22
Ay= 3(x-1) )y = Inx )y= &

a) El ¢je horizontal tiene pendiente 0.

1 3xZ(x—1)— x> _ x2(2x —3)

3 k=12  3(x=1)?

9'=0 > x%(2x-3)=0 — x=0, x=%
x=0, f(0)=0 = y=0

_3 3\ \2) _9 29
x_2’f<2> 3.1 4 Ty
2
21
b) - 2X17lx+x ;:X(zlﬂxi'l)
4 n? x n? x

1
y'=0 > x2hx+1)=0 - x=0(novale), x=¢ 2

_1\?
_L>:(e 2) _ 2 y:_%

1

£ >
_1 4
2
. 2 2) ¥ — 2 2 X )
Q) ' 2x+2)e ez}fx +2x)e :262;5

9'=0 = 2-x2=0 = x=42, x=—42

o2, f) - B2, 2028

6"“‘2

o2, fe) - 2222 ko2

6_2
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Maximos y minimos. Puntos de inflexion

1

Halla los méximos, los minimos y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:
3 _
a)y=x%—6x%+9x b)y=w o y=x*-_2x3
d)y=x4+2x2 e)y= 21 fly=e*(x-1)
x“+1
a) f'(x) =3x2—12x+9
r 4+y16-12 442 x=3 — y=0
= 2 — = = = —.
fx)=0 = 3(x*-4x+3)=0 — «x 3 5 <x:1%y=4
Signo de la derivada:
>0 | f'<0 | f'>0
1 T~ 3 _
Hay un minimo en (3, 0) y un mdximo en (1, 4).
Puntos de inflexién:
f'(x)=6x-12=0 > x=2 — y=2
Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x) >0 para x> 2, el punto (2, 2) es un punto de inflexién.
4 3
b)y= 3x* —8x

12

3 2
f/(x) _ 12x 1—224.96' =X3

o 5 ) x=0 — y=0
fx)=0 > x (x—2)—0<x=2 — y=—4/3

— 2x2

f'<0 | f'<0 f'>0

\ 1 \ 3= /

Hay un minimo en <2, _3—4)

n - 2 — = x:O % y:O
F) =3x2—4x=0 — x(3x—4)—0<x=4/3 — y=—(64/81)

f/r> 0 f//< 0 f//> 0

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en <%, _8614>'

o) f'(x) = 4x3 - 6x2

. o x=0 = y=0
=0 = x2(x-6)=0<__ _; " y=-27116

f'<0 . f'<0 f'>0
—

\1\

YIS

;. 3 =27
H =, —.
ay un minimo en ( 716 )

=0 = y=0
F) = 12x2 = 12x = 12x(x— 1) = 0< * Y

x=1— y=-1
>0 | f"<0 | f">0

NN NN,

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, -1).

19
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d) f'(x) = 43 + 4x
F)=0 - 4x(x2+1)=0 = x=0 — y=0

F<0 . f0
~., 0 _—
Hay un minimo en (0, 0).
F(x) = 12x2 + 42 0 paratodo x.
No hay puntos de inflexi6n.
) fW = 5
fx)=0 > 2x=0 > x=0 — y=1
F50  f<0
e

Hay un méximo en (0, 1).

09 - —2(x2+1)2+2x-2(x2+1)-2x::—2(x2+1)+8x2__6x2_2

(e + 1* W1 (1)
" 1 .1 .43 3
f')=0 — XZi@:iE:i? ==

B 5
NI
3 3) (B 3
304 y otro en BRI
£) () = e¥(c=1) + €5 = e*(x— 1+ 1) = xe*

f’(x)=0 — xe¥=0 = x=0 (PUCS fx#Oparatodo %) _)y=1

Hay un punto de inflexién en (—

F<0 . f0
~., 0 _—
Hay un minimo en (0, -1).
f(x) = e* + xe¥=e"(1 + x)
f'(x)=0 = x=-1 — y:%
Fl<0 . fs0

Hay un punto de inflexién en <—1, i)
e

12 Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los mdximos y los minimos de las si-
guientes funciones:

8- 2 3

DIy by= 5 9=y
2x% — 3x K -1 8

d)y= =X =% - £)y=

)y 2—-x ey )y x2(x-3)

i) = 3" —20)-(8-3%)-(2x—2) _ 3x2+6x—16x+16+6x>—6x _ —3x> +16x+16
S (>~ 27 (2 — 22

20
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6+ 8
6 < x= 4/3
Signo de la derivada:
f'>0 . f'>0 . f'<0 . f'>0
0 _ % ~ 4
La funcién es creciente en (—oo, 0) U (0, %) U (4, +o0).
Es decreciente en (%, —2) U (2, 4).
Tiene un miximo en (%, —%), y un minimo en (4,
byy=2+L mio =R — -1, 1}
x2 -1
£ - 2x(® —1)— (¢ +1)-2x _ 243 — 20— 23— 2x _
(x?—1) (x*—1)?
f'x)=0 > -4x=0 = x=0
Signo de la derivada:
f'> 0 | f'> 0 | f'< 0
7 -1 70 T~
La funcién es creciente en (—oo, —1) U (-1, 0)
Es decreciente en (0, 1) U (1, +oo)
Tiene un maximo en (0, —1).
3
Q) y= 2x_ Dominio =R - {-1, 1}
x° =1
) = 3962(962 -1)- % 2x _ 3xt —3x2 x4 _ x4 — 352 _
(x*-1)? (x% —1)? (x* —1)?
x=0
F)=0 = x2(x*-3) = 0< x=—y3
x{3
Signo de la derivada:
f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 f'>0
7 A T~ -l T~ 0 T~ _—
La funcién es creciente en (—co, —y3) U ({3, +o0)
Es decreciente en (=43, -1) U (=1, 1) U (1, 43)
Tiene un mé4ximo en ( V3, — 3f>
Tiene un minimo en («/3, 3‘2/§>
Tiene un punto de inflexién en (0, 0)
d)y= 3x . Dominio =R — {2}
[ = (4x=3)-2-x) - (2x* - 3%)-(-1) _ 8x —4x* —6+3x +2x> — _—2x?+8x-6 _ =2 (x* —4x +3)
2-x7? (2-x? 2-x7*

21
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, 4+J16-12 4+V4 412 x=3
_ 2 _ - - = ===
fx)=0 = x*-4x+3=0 — x 3 5 > <x .

Signo de la derivada:
f'<0 . f'>0 f'>0 f'<0

\1/2/3\

La funcién: es creciente en (1, 2) U (2, 3).

es decreciente en (—oo, 1) U (3, +00).
tiene un minimo en (1, -1).

tiene un maximo en (3, -9).

2
e y==~ x_l. Dominio = IR — {0}

) = 2xx—(x*-1)-1 _ 2x% —x?+1 =x2+1

x? x? x?

v 21 . y
f'(x) =0 = =—= =0. No tiene solucién.
x

Signo de la derivada:
f'>0 . f'>0
0 _
La funcién es creciente en todo su dominio.
f) y= 8 8 . Dominio=R - {0, 3}

x2(x —3) ) x3 — 3x?

vy —8(x*—6x) —8x(3x—6) -8(3x-06)
S = x* (x — 3x)? B x4 (x — 3x)? B 2 (x — 3x)?
fx)=0 = 3x-6=0 = x=2

Signo de la derivada:

f<0 . f50 £<0 . f<0
\ 0 / 2 \ 3 \
La funcién: es creciente en (0, 2).
es decreciente en (—oo0, 0) U (2, 3) U (3, +c0).

tiene un miximo en (2, -2).

13 Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

a)y=x>-3x+4 b)y=x4—6x2 c:)y=(x—2)4
- x _2-x =
d)y=xe e)y= el H)y=ln(x+1)

a)y= x3 = 3x + 4. Dominio =R
F) =3x%=3;5 f"(x) = 6x
f'(x)=0 = 6x=0 — x=0
Signo de f"'(x):
f"<0
N\

La funcidn es convexa en (—oo, 0) y concava en (0, +o0).

Tiene un punto de inflexién en (0, 4).

22
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b) y = x* — 6x2. Dominio = R
Flx) = 4x3 = 12x f'(x) = 12x%2 - 12

., x=—1

%) =0 — 12(x2—1)=0<x:1

Signo de f"'(x):
>0 | f"<0 | f">0
NI NN/

La funcidn es céncava en (—oo, —1) U (1, +o0) y convexa en (-1, 1).

Tiene un punto de inflexién en (-1, -5) yotroen (1,-5).
o y=(x— 2)4. Dominio = R
f1&) =4l =2)% f(x) = 12(x - 2)?
f'x)=0 - x=2
f"(x) >0 para x=2
Por tanto, la funcién es cédncava. No tiene puntos de inflexién.
d) y = x e*. Dominio =R
f')=e*+xe=(1+x)e5 f'(x)=e*+ (1 +x)e¥= (2 +x)e”
f"(x)=0 = x=-2 (¢=0 patatodo x)
Signo de f"'(x):
f'<0 : f">0
N

La funcidn es convexa en (—oo0, —2) y cdncava en (=2, +oo).

Tiene un punto de inflexién en (— ,—22>.
e

e y= _ic. Dominio =R — {~1}

2
X+
oy L+ ) —Q2-%)  —x—1-24+x_ -3
SO T el LR

s 6
AT

f"(x) #0 paratodo x.
Signo de f"'(x):

La funcidn es convexa en (—oo, —1) y cdéncava en (-1, +0).

No tiene puntos de inflexién.

£) y=In (x+ 1). Dominio = (—1, +oo)

ey .1
f(x)_x+l
" _ -1
f(x)_(x+l)2

f"(x) <0 para x € (-1, +o0)

Por tanto, la funcién es convexa en (-1, +oo).

23
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14 Estudia si las siguientes funciones tienen méximos, minimos o puntos de inflexién en el punto
de abscisa x = 1:

a)y=1+@x-1)> b)_y=2+(x—1)4 c)y=3—(x—1)6 d) y=-3+2(x-1)°
a) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"'(x) = 0.
F)=3x-1)?% > 3x-1?=0 > x=1, f(1)=1
Estudiamos el signo de la derivada:
50 f0

— 1

La funcidn crece a la izquierda y a la derecha de x = 1.

No hay ni un mdximo ni un minimo.

* Puntos de inflexién: buscamos los puntos en los que f"'(x) = 0.
f')=6(x-1) > 6(x-1)=0 > x=1, f(1)=1
Estudiamos el signo de f"'(x):

f"<0 . f">0
Y

Es convexa a la izquierda de x =1 y céncava a su derecha.

Hay un punto de inflexién en (1, 1).

b) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"'(x) = 0.
fi)=4x-1P - 4x-1°=0 - x=1, f(1)=2
Estudiamos el signo de la derivada:

f'<0 | f'>0

\ 1 /'

La funcién decrece a la izquierda de x =1 y crece a su derecha.

Hay un minimo en (1, 2).
* Podemos comprobar que no hay puntos de inflexién con el signo de f"'(x):
[ (x) =12(x— 1?2 > f"(x) 20 para cualquier x.
La funcién es céncava en todo su dominio.
¢) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"'(x) = 0.
fi)==6(x—1° - -6(x-1°>=0 = x=1, f1)=3

Estudiamos el signo de la derivada:

50 f<0
Pl
La funcidn crece a la izquierda de x =1 y decrece a su derecha.
Hay un médximo en (1, 3).
* Como f"'(x) =-30(x— 1)%4 <0, la funcién es convexa en todo su dominio.
d) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
£ =10x-1* - 10x-1)%=0 = x=1, f(1)=-3
Como f'(x) = 10(x — 1)* 2 0, la funcién es creciente en todo su dominio. No hay méximos ni
minimos.
Estudiamos el signo de f"'(x) = 40(x — 1)°:
F1<0 f150
Y

La funcién es convexa a la izquierda de x =1 y cdncava a su derecha.

Hay un punto de inflexién en (1, -3).
24
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Funciones dependientes de parametros

15

16

17

18

Dada la funcién f(x) =1 + a ., %, calcula 2 sabiendo que f(x) tiene un extremo relativo en
X x
el punto de abscisa x = 3. ;Se trata de un mdximo o un minimo?

Como tiene un extremo relativo en x = 3 debe cumplirse que f"(3) = 0.

4.6
Por tanto, f(x)=1- ;+?

4 4 12 " 8 36
x)= 5 —=%; ) =—S+ =
[ 2 0 f' FE
x=3, f(3) = %, f"(3) = —%+2—?=% >0 — El punto (3,%) es un minimo relativo.
De la funcién f(x) = ax® + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto tiene tangente paralela
alarecta 3x+y=0. Halla 2 y b.
F) = ax® + bx; f1(x) =3ax?+ b

S)=1 = a+b=1 a=-2
f=-3 - 3d+b:—3} b=3 } Fl) =—2x% + 3x

Halla una funcién f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa
x=2 yun punto de inflexién en P(1, 2).

) =x3 +ax?+ bx+c

f(x) =3x%+2ax+ b

f(x) = 6x+2a

f)=2 > l+a+b+c=2

£'1)=0 = 6+24=0

f(2)=0 > 12+4a+6=0
l+a+b+c=2

6+2a=0 — a=-7, b=16, c=-8
12+4a+6=0

Calcula los coeficientes a4, b y ¢ dela funcién f(x) = x* + ax3 + bx? + cx, sabiendo que:

a) La ecuacién de la recta tangentea fen x=0 es y=x.

b) Tiene un extremo relativo en el punto (-1, 0).

F) = x% 4 ax3 + bx? + ex

F(%) = 4x3 + 3ax? + 2bx + ¢

Del apartado a) se deduce que pasa por el punto (0, 0) y que f'(0) = 1.

El apartado b) implica que f(~1) =0 y que f'(-1) = 0.

f0)=1—>c=1

FED) =0 > 1-a+b-1=0 > —a+6=0

f-1)=0 - —4+32-26+1=0
—a+b=0

—4+3a—2b+1:0} —a=36=3
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Halla 4, b, ¢ y d paraque f(x) = ax® + bx? + cx + d tenga un méximo relativo en el punto
(0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0).

Las condiciones del problema implican que:
f0)=4, f(0)=0, f(2)=0, f'(2)=0
) =ax+ bx? +ex+ d

[l
d=

C =

=3ax? + 2bx + ¢

S N

8a+4b+4=0

124 +4b=0 } —a=1, 6=-3

Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d un polinomio que cumple £ (1) = 0, £'(0) = 2 y tiene dos extremos
relativos para x=1y x=2. Halla 4, b, c y d.

f) =ax? + bx? + ex+ d

f(x) = 3ax? + 2bx + ¢
\
f(1)=0 — a+b+c+d=0 a+b+d=-2 a=

1
3
£l0)=2 > c=2 | c=2 b:?
f'(1)=0 — 3a+2b+c=0| 3a+2b=-2 c=2

F2)=0 — 12a+4b+c=0-| Ga+2b=-1 | d="2

Ast: f(x) = %x3— %x2+2x— %d; Fl)=x2=3x+2=(x-1)- (x-2)

Dada la funcién y = ax* + 3bx3 — 352 — ax, calcula los valores de 2 y b sabiendo que tiene dos
puntos de inflexién, uno en x=1 yotro en x=1/2.

f(%) = dax? + 9bx? — 6x—a
f(x) = 12ax? + 186x - 6
f'1)=0 — 1224+186-6=0| 22+36-1=0
f'(1/12)=0 —  34+96-6=0| a+3b-2=0
Restando las igualdades: 2+1=0 — 2=-1
Sustituyendo en la 2.2 ecuacién: 36-3=0 — b=1
La curva y =% + ax? + bx + ¢ cortaal eje de abscisas en x=—1 y tiene un punto de inflexién en

el punto (2, 1). Calcula a4, b y .

y=x3+ax?+bx+c

f') = 3% + 2ax + b
f(x) = 6x +2a

fE1)=0 = -l+a—b+c=0 | a—b+c=1 a=-6
f@2)=1 — 8+4a+2b+c=1{ 4a+2b+c=-7- p-10

3
£'2)=0 = 12+24=0 a=—-6 c=33—1
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23 Lafuncién f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verifica que fM) =1, f'(1) =0 y que f no tiene extremo
relativoen x=1. Calcula 4, b y .

f(x) =xd v axt+bx+c
f'(x) =3x2+2ax+ b
f(x) =6x+2a
f()=1 — l+a+b+c=1 =-3

a
f'(1)=0 — 3+2a+b=0 b=3 | = f(x)=x3-3x?+3x
F(1)=0 = 6+24=0 c=0

24 Sea f(x) =x> + ax®> + bx + 5. Halla a2 y b para quela curva y=f(x) tengaen x=1 un punto
de inflexién con tangente horizontal.

Sila curva tiene un punto de inflexién en x =1, debeser f"'(1) = 0.
F)=3x2+2ax+b — f'(x)=6x+2a — f'1)=6-1+2a = 6+22=0
Sien x=1 la tangente es horizontal, su pendiente serd 0; y, por tanto, f"(1) = 0.
f(1)=3-12+2a-1+b=3+2a+5b=0

6+22=0 = a=-3

Resol :
esolvemos {3+2ﬂ+1,=0 — b=-3-2(-3)=3

La curva serd f(x) = x3 —3x% + 3x + 5.

Para resolver

25 Dadas las funciones:
x?+2x -1 si x<1 K2+7x—4 si x<2
f(x)={4x—2 si x>1 g(x)={2x2+3x si x22
a) Comprueba que son derivables en R.
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus mdximos y minimos.

mbas funciones son continuas y derivables salvo quizds en los puntos donde se separan los trozos
Ambas fi t y derivables sal 1 tos dond los t
porque estdn definidas por intervalos mediante funciones polindmicas.

a) Estudiamos el punto x = 1:

lim (x*+2x—-1)=2

lim fx)=1*71 — lim f(x) =2=F(1) = Escontinua también en x = 1.
x—)lf( ) Zl,ﬂ% (4x_2)=2 x—)lf() f( )
x—1*

2x+2 si x<1

f'(x) = { ] — f'(17)=4=f'(1") — Esderivableen x=1.
4 si x>1

Estudiamos el punto x = 2:

[z’mi(x2 +7x—4)=14
ll,m g(x): x—>2
x—2 lz’m+(2x2+3x)=14

x—2

- lan g(x) =14 = ¢(2) — Escontinua también en x = 2.
X

(x) = {2x+7 shx<2 f'(27)=11=f"(2*) — Esderivableen x=2.

4x +3 si x>2

b) En el caso de f(x):
f'(x)=0 = 2x+2=0 — x=-1 (pertenece al intervalo de definicién)

x=-1, y=-2, f"(-1) >0 — El punto (-1, —2) es un minimo relativo.
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En el caso de g(x):

2%x+7=0 = x= —% (pertenece al intervalo de definicién)

3
4

Zx=0 =
4x+3=0 — x=—=- (no vale porque no estd en el intervalo de definicién)

__ 7 . 65 ~<_Z> (_1 _@) - _
x=—2ny== &3 >0 — El punto 7>~ | ©sun minimo relativo.

26 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = x|x|. ;Tiene méximos
o minimos?
Determina los intervalos de concavidad y convexidad. ;Tiene algtin punto de inflexién?

2

2 .

—x~ si x<0 ., .

fx) = _ — Es una funcién continua en IR.
x“ si x>0

f'(x) = {—Zx S? X< 0, f'(07) =0=/"(0") — También es derivable en x=0.
2x si x>0

La primera derivada solo se anula cuando x = 0.

f'>0 . f'>0

— 0 _—

La funcién no tiene ni maximos ni minimos relativos.

f(x) = {;2 S% X< 8 — Es convexa en el intervalo (—eo, 0) y céncava en (0, +0).
siox>

El punto (0, 0) es un punto de inflexién porque cambia de convexa a concava.

X
27 Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y = 2e tenga un dnico punto critico.
x°+e

:Se trata de un méximo, de un minimo o de un punto de inflexién?

, _ex(x2+c)—ex~2x_ex(x2+c—2x)
A (x* +0)? (2402
24 -4c

=0 > x2-2x+c=0 > x= 3

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 — ¢=1

En este caso seria:
€x v(
- ; Fl) =
Y w2+l f

F@)=0 > x=1

f'(x)=0 si x=1 — f(x) escrecientesi x = 1.

&l +1)2
(x%+1)2

Hay un punto de inflexién en x = 1.

28 a) Calcula los valores de los pardmetros 2 y & para que sea derivable la funcién:

1-x .
f@=1 si x<0

Mrax+b si x=0

b) Halla sus extremos relativos en el caso 2 =-2, b =1.
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a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones continuas y derivables. Solo nos queda
estudiar el punto x = 0. Veamos la continuidad de la funcién:

lim 1=% _1
lim flx)=4x20" & — b=1
¥=0 /z'r% (rax+b)=b

x—0*

Para el valor obtenido de 4 la funcién es continua porque /z’_;)no f(x) = £(0):

x—2 1=
== 0 - 07)=-2
flx) =19 ¢ s A — a=-2 para que sea derivable en x=0.

2x+a si x>0 — f'(0")=a
Si a=-2 y b=1 lafuncién es continua y derivable en IR.
1-x

b) f(x) = {7

x2-2x+1 si x>0

si x<0

-2 .
£ = {XT si x<0

2x—2 si x=20

x—2 _ _
F =0 o =0 — x=2 (novale)
2x-2=0 > x=1

Estudiando el signo de la primera derivada en las proximidades de x = 1, obtenemos que el punto
(1, 0) es un minimo relativo.

29 Lacurva y =7+ 0x? + Px + Y corta al eje de abscisas en x = 1 y tiene un punto de inflexién en

3, 2).
Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente paralela al eje X.
) =x3 4o+ P+ 7y F1(x) =3 + 2000+ B; f(%) = 6x + 20

f(1)=0 — 1+0+P+Y=0 a=-9
f(3)=2 — 27+90+3B+Yy=2¢ P=24
f"(3)=0 — 18+20.=0 Y=-16

Ast: f(x) = %7 — 9x? + 24x— 16; f'(x) = 3x> — 18x + 24

* Puntos con tangente horizontal:

o _ 18+4324-288 18+y36 1846 x=4
F)=0 — x- - ===,

* Los puntos son (4, 0) y (2, 4).

30 Halla el valor que debe tener a4 para que la funcién f(x) = x2 ln X, 2> 0, tenga un punto
singular en x = e. “

El dominio de definicién es (0, +oo) por ser a positivo.

f(x) =x+ 2xln§

Para que tenga un punto singular en x =¢ debe ser f(¢) =0
e+2elnt =0 - e<1+2ln§>:o S 1+2ne—Ina)=0 > 142-2la=0 — lna=%

a=e

29



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

31 Comprueba si existe algiin valor de « para el cual la funcién f(x) = aln x + x3

de inflexién en x = 1.

tenga un punto

Para que exista punto de inflexién en x =1, debeser /(1) = 0:
f@=alhx+x® > fx)=a- 1 32-4 32
x x
f(x) = —§+6x - f'(1)=—a+6=0 = a=6
Comprobamos con [ si existe punto de inflexién:
f(x) = —%+6x — ["(x) = %+6 — f"(1)=0
Para a =6, la funcién tiene un punto de inflexién en x = 1.

32 a) Dada la funcién:

—x2+px si x<1

f(x)={ 2

x“+mx+n si x>1

calcula los valores de m, n y p para que f sea derivable en R y tenga un extremo relativo
1

en x=——.
2

b) ;Es un méximo o un minimo?
¢) Comprueba si existen otros puntos singulares y representa la funcién.

a) La funcidn estd definida por intervalos mediante funciones polindmicas, luego es continua y deri-
vable salvo, quizis, en el punto.

Estudiamos el punto x = 1.
Continuidad:
lz’nf (—x% + px)==1+p
x—=1*
S lap=1 N —p=2

lim (x*+mx+n)=l+m+n te T mEn=p

x—1"
Si se cumple la condicién anterior la funcién serd continuaen x =1 porque lz'_r)nl [ =£(1).

X

, 2x+p si x<1 f(1)==2+p
= -2 =2 —p=—4
f(x) {2x+m 6 xs1 - {f’(l+)=2+m - +p +tm —> m—p

Si se cumple la condicién anterior la funcidn serd derivable en x = 1 al coincidir las derivadas

laterales.

Para que tenga un extremo relativo en x:—%, f’(—%) =0 > 1+p=0—> p=-1.
p=-1
m— p=—4 - m=-5, n=2, p=-1
m+n— p=-2

b) f ”(—%) =-2<0 — Elextremo relativo es un méximo.

c) Si existe otro extremo relativo, debe estar en el segundo
intervalo.

S

f’(x)=0(x>l)—)2x—5:0—)x:% 1 1

f”(%) =2>0 = En x= % hay un minimo rela-

tivo.
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Dada la funcién f(x) = |x — 3|(x + 1), halla los puntos donde las tangentes son paralelas a la
recta y = 6x— 2.

(x—3)(x+1) si x23 |x2—2x—-3 si x>3

£ = {

—(x=3)(x+1) si x<3_{—x2+2x+3 si x<3

2x+2 si x<3
2x —2 si x>3

£ - {
La funcién no es derivable en x =3 porque las derivadas laterales son distintas.

2x+2=6 = x=-2
"(x) =6
f'® - {2x—2=6—>x=4
x=-2, y=-5

x=4, y=5
Los puntos buscados son (-2, -5) y (4, 5).

Calcula el méximo y el minimo absolutos en el intervalo [-2, 3] de la funcién:
f@=(x*+1) + (x-3)

La funcién dada es continua en el intervalo [-2, 3] luego alcanza su mdximo y su minimo absoluto.
Estos pueden ser los extremos del intervalo o los médximos y minimos relativos.

’ 2X
(x) = +1
f x2+1

F=0 > 2 411-0— x=-1
x“+1

Evaluamos:

x=-2, f(-2)=h5-5=-3,39

x=-1, f(-1)=ln2-4=~-3,31

x=3, f(3)=1I[n10
Su minimo absoluto es el punto (-2, /z 5 — 5) y su mdximo absoluto es el punto (3, /z 10).
Una agencia organiza un viaje al que ya hay inscritas 25 personas. Ha contratado un avién por
3000 € en total y asume 450 € de gasto por persona. Cada viajero debe pagar 1500 €. Para
mejorar los beneficios, la agencia oferta que, por cada nuevo viajero inscrito, rebajard en 6 €

el precio del viaje a todo el mundo. ;Cudl serd el nimero 6ptimo de viajeros que maximice los
beneficios? ;A cudnto ascienden esos beneficios méximos?

Llamamos x al nimero de viajeros nuevos inscritos.

Beneficios = Ingresos — Costes

B(x) = I(x) — Clx) = (1500 — 6x)(25 + x) — [3000 + 450(25 + x)]

B(x) = —6x* + 900x + 23250

Hallamos el maximo de la pardbola B(x) buscando dénde se anula su derivada:
B'(x) =—12x+900 — B'(x) =0 —» -12x+900=0 — x=75

Si se apuntan 75 viajeros nuevos, es decir, si viajan 100 personas, los beneficios que se obtienen serdn

de B(75) = 57000 €.
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36 La funcién de coste total de produccién de x unidades de un determinado producto es:

37

C(x) = %xz +3x+ 200

Se define la funcién de coste medio por unidad como:

_CW
Qe - <t
¢:Cuil debe ser la produccién para que sea minimo el coste medio por unidad?
Buscamos el minimo de la funcién Q(x) = @ igualando a 0 su derivada:

Qx) = %x+3+ 200

X
' 1 00
Q (x) = ? - 7
Q'(x) = 1 _ 200 _ 2 _ - i -
x)=0 — 7——2_0 — x“ =400 — x=-20 (no vilido), x =20
x
Comprobamos que hay un minimo en x = 20:
" 400 " 1
Q(X)Z xs %Q(20)2%>0

Se deben producir 20 unidades para minimizar el coste medio por unidad.

Una empresa quiere producir C(z) = 200 + 10z unidades de un producto para vender a un pre-
cio p(z) =200 — 2¢ euros por unidad, siendo ¢ el nimero de dias transcurridos desde el inicio
de la produccién.

a) Calcula el beneficio si z= 10.
b) Escribe, dependiendo de 7, la funcién de beneficio (0 < # < 60).
c) Determina cudndo el beneficio es maximo.
C(10)=200+10-10 =300 unidades
Sir=10
9 Si 1210 < »(10)=200—2-10 =180 € por unidad
Beneficio: C(10) - p(10) = 300 - 180 = 54000 €

b) B(z) = C(z) - p(z) = (200 + 10z) (200 — 2¢) = —20£2 + 1600z + 40000 si 0 <£< 60
¢) Para hallar el mdximo, hacemos B'(z) = 0:

B'(t) =—40t+1600=0 — ¢=40

Al cabo de 40 dias se obtiene el mdximo beneficio, que es:

B(40) = —20 - 40> + 1600 - 40 + 40000 = 72000 €
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38 Cada una de las piginas de un libro debe tener 600 cm? de superficie, con los margenes alrede-
dor del texto de 2 cm en la parte inferior, 3 cm en la parte superior y 2 cm a cada lado. Calcula
las dimensiones de la pdgina que permiten que la superficie impresa sea lo mds grande posible

xy = 600 —>y=6¥:0

La superficie imprimible es:

A=(x-5)(y—4) =xy—4x—5y+20 =

2000 50— 620 - dx - —3(ch0

=600 — 4x —

A'=—4+ 3090 =0 x=5y30
X

6000

A= 3

X

Six= 5«/%, A" <0, por tanto, en el punto de abscisa x = 5@, la funcién alcanza un maximo.

Six=5«/3_0:y=56%=4«/%

Por tanto, las dimensiones de la pdgina deben ser

x=5y30 cm ey=4@cm.

39 Se quiere fabricar una caja de volumen méximo que sea el doble de larga que de ancha y que,
ademds, la suma del ancho mis el largo mas el alto sea igual a un metro.

Calcula las medidas que debe tener la caja y cudl serd su volumen.
Volumen de la caja: V=2a-a-b=2a%b
[N a+2a+b=1 - b=1-3a

2 V=24%(1-3a) = 242 - 643

Para hallar el méximo volumen, derivamos e igualamos a cero:

a=0 (no vale)

V'=4a-1842=0 - a(4-182)=0<_ ,
a ==

9

2.
5

Comprobamos si el volumen es méximo para a =

V'=4-36a — V”<;>=4—36~§=—4<0, méximo.

6

Sia:%m, el largo serd 2 - 2 _ m,yelalto,l—;:%m.

2_4
99

El volumen miximo es:

40 Una empresa dispone de 15 comerciales que proporcionan unos ingresos por ventas de 5750
euros mensuales cada uno. Se calcula que, por cada nuevo comercial que se contrate, los ingresos
de cada uno disminuyen en 250 euros. Calcula:

a) La funcién que determina los ingresos mensuales que se obtendrian si se contrataran x co-
merciales mds.

b) El ntiimero total de comerciales que debe tener la empresa para que los ingresos sean méximos,
y cudles serian estos.
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a) Llamamos x al nimero de comerciales mds que se contratan. La funcién que determina los ingre-
sos mensuales serd:

I(x) = (15 + %) (5750 — 250x) = —250x2 + 2000x + 86250
b) Buscamos el madximo de la funcién /(x) igualando a 0 su derivada:
I'(x) = =500x + 2000
I'(x) =0 > —500x+2000=0 — x=4
Comprobamos que hay un méximo en x = 4:
I'"(x) =-500 — ["(4) =-500<0

Para que los ingresos sean médximos, la empresa debe tener 19 comerciales.

41 Los beneficios de una empresa en sus primeros 8 afios de funcionamiento vienen dados, en mi-
llones de euros, por la funcién:

B(t)=§—3t2+9t, 0<2<8, t en afos

a) Estudia la monotonia de B(#) y sus extremos.
b) Describe la evolucién de los beneficios de la empresa en sus 8 afios de existencia.

a) Estudiamos el signo de la primera derivada:

2
B'(¢) = %—6”9

2
B'(t)=0 — %—6t+9:0 —> t=2,1t=6

B'>0 . B'<0 . B'>0
o~ ¢
B(0)=0, B(2)=8, B(6)=0, B(8) =8

La funcidn es creciente en los intervalos (0, 2) y (6, 8); y es decreciente en el intervalo (2, 6).

Los puntos (0, 0) y (6, 0) son minimos absolutos; y los puntos (2, 8) y (8, 8) son mdximos absolutos.

b) Los beneficios de la empresa crecen durante los dos primeros afos hasta que en el segundo ano se
alcanza un beneficio mdximo de 8 millones de euros. A continuacién descienden durante los cuatro
afios siguientes hasta que en el sexto ano no se obtienen beneficios. Finalmente, crecen durante los
dos afos siguientes y en el octavo se vuelve a alcanzar un beneficio médximo de 8 millones de euros.

42 Sea f(x) lafuncién que representa el coste medio, en euros por kilogramo de alimento prepa-
rado, en una jornada en la que se producen x kg de alimento.

@) =2+x+ 2, x>0
x
a) Estudia la variacién del coste medio. ;Cudl debe ser la cantidad de producto que se debe pre-

parar en una jornada para minimizar el coste medio por kilogramo?

i el coste medio no se mantiene inferior a 10, serd necesario un reajuste del proceso. ;Cud
b) Si el coste med ti fe 10 te del ¢Cuadl
puede ser la produccién para que no se tenga que hacer ese reajuste?

a) Para estudiar la variacién analizamos el signo de la primera derivada:
' 9
f=1-=
x

fx)=0 —> 1- El =0 — x=-3 (novilido), x=3

2
x
. f'<0 . >0
El coste medio disminuye hasta que se producen 3 kg y a partir de esa cantidad, aumenta indefini-
damente. Se deben preparar 3 kg en una jornada para minimizar el coste.
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b) Para no tener que reajustar, tenemos que averiguar cudndo el coste medio no supera el valor 10.

2ixt 2 210 = x2—8x+9=0 — x=4—17 =135 x= 4447 ~6,65

X

Por tanto, tenemos que mantener la produccién entre 1,35 kg y 6,65 kg de alimento preparado.

Una distribuidora de juguetes vende unos 150 trenes eléctricos al mes a un precio de 100 €. La
empresa quiere aumentar los beneficios, pero sabe que por cada euro que aumente el precio,
perderd dos ventas. Si la distribuidora compra cada tren por 60 €, ;cudnto deberd aumentar el
precio para obtener el mdximo de beneficio? ;A cudnto asciende el beneficio méximo?

Llamamos x ala cantidad de euros que aumenta el precio de cada unidad.

Numero de ventas: N(x) = 150 — 2x

Ingresos = Precio de la unidad - Numero de ventas = (100 + x) (150 — 2x)

Beneficios = Ingresos — Costes

B(x) = I(x) — C(x) = (100 + x)(150 — 2x) — 60(150 — 2x) = (100 + x— 60) (150 — 2x) = —2x% + 70x + 6000
Hallamos el vértice de la pardbola B(x) para hallar el médximo:

B'x)=—4x+70 - B'(x) =0 - —4x+70=0 — x=17,5

Los beneficios méximos se alcanzan aumentando el precio de cada unidad en 17,50 euros.

En ese caso, se venden N(17,5) = 150 — 35 = 115 trenes.

El beneficio asciende a B(17,5) = 6612,50 euros.

44 Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El metro lineal

45

de tramo horizontal cuesta 2,50 € y el de tramo vertical, 3 €.
a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.

b) ;Cuél serd ese coste minimo?

a) Area=x-y=06 %y:% 6 m? y

Perimetro = 2x + 2y
Coste =2,5-2x+3-2y=5x+ 06y x
C=5x+&

x
C'= 5—%=0 — x= 6;/5 =2,68m — y= V5 ~2,24m

x
(C"= Q; c" 6—6 >0 = x= ﬂ es minimo).

0 5 5

Las dimensiones son x = ﬁ me y=45m.

b) C= s.gmﬁzuf ~ 26,83 €

Durante los dltimos cinco afios, el beneficio de una empresa, en cientos de miles de euros, viene
dado por la funcién:
2t si £€[0,3]
= _2)3
B =1s_G 23) si 1€(3,5]

Siendo ¢ el tiempo en afios.
a) ;Cudndo ha crecido y ha decrecido B(#)?
b) Halla dénde se alcanzan el médximo y el minimo, asi como sus correspondientes valores.

¢) ;Cuédndo el beneficio fue igual a 500000 €2
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2 si £ €(0,3)

a) B() = _%(t_3)2 si 1E(3,5)

Por tanto, B'>0sit<3yB'<0sit € (3, 5).
La funcién crece en (0, 3) y decrece en (3, 5).

b) La funcién es continua en ¢ = 3 porque los limites laterales coinciden con el valor de la funcién en
ese punto.

En 7= 3, por tanto, habrd un médximo: B(3) = 6
Calculamos ahora el valor de la funcién en =0y #= 5.
B(0) =0; B(5) =2

Por tanto, el miximo se alcanza en ¢ = 3, su valor es 600000 euros. El minimo se alcanza en
t =0, su valor es 0.

c) B =5 — t=2,5;t=4,26.
Es decir, a los dos afios y medio y a los 4 afos y 3 meses, aproximadamente.

46 La cantidad de agua recogida en un determinado afio (en millones de litros) en cierto pantano,
como funcién del instante (en meses), viene dada a través de la expresién:

6)= 10
4 (t-6)%2+1
a) ;En qué instante se obtuvo la cantidad méxima de agua?

b) ;Cual fue esa cantidad?

El dominio de definicién de f(#) esde 1 a 12, pues son los meses del afio. Vemos que el denominador
no se hace cero en ningtin punto, pues es siempre positivo.

Hallamos la derivada de f{#) y la igualamos a 0 para buscar el méximo:

2 .
e = ofe-62+1]-2¢-6-10_ _200- S F() =0 = —20(—6) =0 — £=6

lc-621] (=624 1]

Vemos si este valor es un mdximo o un minimo estudiando el signo de f'(¢):

Si r<6— f'(¢) >0, lafuncién crece.
Si £>6—f'(¢) <0, lafuncién decrece.
Por tanto, la funcién tiene un miximo en #= 6.

a) Se obtuvo la cantidad médxima de agua en el sexto mes; es decir, en junio.

b) Se recogieron f(6) = 1702 = 10 millones de litros en el pantano.
6-6)“+1

47 Se quiere construir un recipiente cénico de generatriz 10 cm y de capacidad méxima. ;Cuil debe
ser el radio de la base?

h?+ R?=100 — R?=100-h?
Volumen = %nRZh - %n(lOO —h)h- %n(looh —h?)
Tenemos que maximizar la funcién volumen:

f(h) = %n (100h — h3)

£(h) = %n (100h — 3h?)

F(h)=0 — 100-3h2=0 — h=12 %

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

36



48

49

50

MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

(f'(h) > 0 alaizquierda de h = I;J y f'(h) <0 aladerechade h= 13&

Por tanto, en h = /100 hay un mdximo).

3

Asi, el radio de la base sera:

R2-100—h2=100-100 _200 _o »_ /200
3 3 3

perimetro 60 cm que, al girar alrededor de un lado verti-
cal, genere un cilindro de volumen méximo.

[

Tenemos que maximizar la funcién:
V(y) = 7'5(30)/2 —)/3)
V'(y) = m(60y - 3y?)

Halla la base y la altura de una cartulina rectangular de t:. S
|
=

Perimetro cartulina=2x+2y=60 — x+y=30 — x=30-y

Volumen = 1y2x = my*(30 — y) = n(30y? — y°)

=0 (novale)
) = G0 32 — ) = J
V'(5) =60y—3y? =0 — 3)(20-) =0 <_ 720 = x=10
(En y=20 hay un mdximo, pues V'(y) >0 ala izquierda de este valory V() <0 a su derecha).
Los lados de la cartulina medirdn 20 cm y 10 cm.
Se quiere construir una pista de entrenamiento que consta de un rectingulo y de dos semicircu-

los adosados a dos lados opuestos del rectingulo. Si se desea que el perimetro de la pista sea de
200 m, halla las dimensiones que hacen méxima el drea de la regién rectangular.

J
X
Perimetro de la pista = 2x + 7 - y = 200
Despejamos: y = %
. 2
Area del rectdngulo = x - y = x - ZOOTC_ 2% _ ZOOXTC_ 2%
Derivamos:  A'= 200 _4x ¢ _ y_s0m — y:ﬂm
T T T
(A" = —i; A"(50) <0 — x=50 es miximo).
T
Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable que una un

punto del suelo entre los dos postes con los extremos de estos. ;Dénde hay que situar el punto
del suelo para que la longitud total del cable sea minima?

18 m
12 m

30 m
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La longitud total del cable es:

L(x) = «/x2+122+«/(30—x)2+182; es decir: L(x) = «/x2+144+«/x2—60x+1224;

N 2x 2x — 60 _ X x —30 _
L'(x) = + = + =
20x2 4144  2x2—60x+1224 yx?+144 x2—60x+1224

x¥x? — 60x +1224 + (x — 30) x? + 144

J(x? +144)(x% — 60x +1224)

L'(x) =0 = xyx*—60x+1224 +(x —30)yx2+144 =0
xyx? —60x +1224 = —(x — 30) yx2 + 144
x2(x2 — 60x + 1224) = (x — 30)(x2 + 144)
x% = 60x3 + 1224x2 = (x2 — 60x + 900)(x2 + 144)
x% = 60x3 + 1224x2 = x* + 14452 — 60x3 — 8640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8640x — 129600 = 0
x2 +48x—720=0

oo —48+42304+2880  —48+/5184 48472 — x=12

B )

2 - 2 x=—-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 ala izquierda de ese valory L'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del poste de 18 m).

51 Dada f:[1,e] — IR definida por f(x) = % + In x, determina cudles de las rectas tangentes a la

grifica de f tienen la mdxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar el médximo de:

f(x) = ;—%+%, x€e[l, ¢

Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"'(x):

" 2 1 2—x
() = 5 —-—=
f X3 Xz X3

f'x)=0 = 2-x=0 - x=2¢€][l, ]

(En x =2 hay un mdximo relativo de f"(x), pues f"'(x) >0 ala izquierda de ese valory f"(x) <0
a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, ¢]:

F@=1-025 FA)=0; ==L <023
4 2

Por tanto, la recta tangente con pendiente mdxima es la recta tengente en x = 2. La hallamos:

10 oy L
f(2)_2 In2; f'(2) i

Larectaes: y= % +n2+ %(x—Z)
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Cuestiones tedricas

52

53

54

55

Observando la gréfica de la funcién f', derivada de f; di:
a) Cudles son los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. f

b) ;Tiene f médximos o minimos?

a) [ es creciente ("> 0) en el intervalo (—eo, 2) y decreciente (f'< 0)
en (2, + o).

b) f tiene un maximo en x=2. (f'(2) =0 y la funcién pasa de creciente a decreciente).

Esta es la grifica de la funcién derivada de f'(x). Explica si f(x) tiene méximos, minimos o
puntos de inflexiénen x=1, x=3 y x=5.

7

12

x=1: eneste punto, la funcién tiene un minimo, porque pasa de ser decreciente (f'<0) a creciente

(f'>0), y f'(1)=0.
x=3: en este punto, f tiene un punto de inflexién, ya que f"(3) = 0.
x=5: en este punto, f tiene un mdximo, pues pasa de ser creciente a decreciente y f'(5) = 0.

La funcién f tiene derivadas primeray segundayes f'(a2) =0 y f"(a) = 0.
:Puede presentar f un mdximo relativo en el punto 42 En caso afirmativo, pon un ejemplo.
Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:
fx) = —x% en x=0 estal que:
) = —4x3
f(x) = —12x2
F50  f<0

/ 0 \

Por tanto: f'(0) =0 y f"(0)=0

En (0, 0) hay un mdximo relativo.

Considera la funcién |x| (valor absoluto de x):
a) ;Presenta un minimo relativo en algtin punto?
b) ;En qué puntos es derivable?

Razona tus respuestas.

a) f(x) presenta un minimo relativo en x = 0, pues
f(0)=0<f(x) si x=0.

7=l De hecho, es el minimo absoluto de f'(x).

-1 1

—x si x<0 si x<0

-1
b)f(x):|X|={x six>();f,(x):{l si x>0

f(x) no esderivable en x=0, pues f'(07) =-1=f'(0") = 1.

Por tanto, f es derivable para x = 0.

39



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

56 Si f'(a) =0, ;qué proposicién es cierta?:
a) f tiene un mdximo o un minimo en el punto x = 4.
b) f tiene un punto de inflexién en x = a.
¢) f tiene en el punto x = 2 tangente paralela al eje X.
Si f'(a) =0, solo podemos asegurar que f tiene en x =4 tangente horizontal (paralela al eje OX).
Podria tener un médximo, un minimo o un punto de inflexién en x = 4.

Por tanto, solo es cierta la proposicién c).

Para profundizar

57 Halla el dominio de definicién y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién:

2_
Fl) = 1n(x2 ;)

X"+

x2—1

x%+1

x2—1>0. Por tanto el dominio de definicién es (—oo0, —1) U (1, +o0).

> 0. Como el denominador es siempre positivo, debe ser

La funcién estd definida cuando

oy L 4x
£ = G2+ 1D (x2-1)

f'(x) =0 — x=0 (este punto no es vilido porque no estd en el dominio de definicién).
f'<0 , Noexiste f f'>0
~ -1 1 _—

La funcidn es decreciente en (—co, —1) y creciente en (1, +oo).

58 Estudia los intervalos de crecimiento y los mdximos y los minimos de la funcién dada por:
y= 2%+ 2x-3|

Definimos la funcién por intervalos. Para ello, calculamos los puntos donde f'(x) = 0:

—2+44+12  _2+4 x=1
2 ) <x=

x2+2x-3=0 = x= 3

x2+2x—3 si x<-3
f(x)=7-x*—-2x+3 si -3<x<1
2 +2x-3 six>1

Hallamos la derivada de f:

2x+2  si x<-3
f ) =12x-2 si -3<x<l
2x+2  si x>1
En x=-3 no es derivable, pues f'(-37) = -4 = f'(-3") = 4.
En x=1 no es derivable, pues f'(17) =—4 = f'(17) = 4.
* Veamos dénde se anula la derivada:
2x+2=0 = x=-1
Pero f'(x) =2x+2 para x<-3 y x> I.
2x-2=0 = x=-1y f'(x) =—2x—2 para 3 <x<1
Por tanto, f'(x) seanulaen x=-1 — f(-1) = 4.
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* Signo de la derivada:
f'<0 . f'>0 . f'<0 f'>0
~ 3 _— -1 T~ 1 _

e La funcidn: es creciente en (=3, —1) U (1, +00).

Es decreciente en (—oo, =3) U (-1, 1).

Tiene un mdximo en (-1, 4).

Tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0). Son los puntos donde f no es derivable.

59 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién y = |x* - 4|.

x4 six<=2 2x sl x<=2
f()=7-x%+4 si 2<x<2 f'(x)={2x si -2<x<2
X2 —4 six>2 2x sl x>2

En x=-2 no es derivable, pues f'(-27) =—4 = f'(-2*) = 4.
En x=2 no es derivable, pues '(27) =—4 = f'(2%) = 4.
* La derivada se anulaen x = 0.

* Signo de la derivada:
f'<0 . f'>0 f'<0 . f'>0
~. 2 _— ~. 2 _—
¢ La funcién tiene un maximo relativo en (0, 4).

o4

No tiene miximo absoluto <x /_l>”foo f)= . Q;n_zm f(x)= +oo>.

* Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el minimo también es abso-
luto, puesto que f(x) 20 para todo x.

x+2e* si x<0
alb—x si x>0’

a) Determina el valor de 2 y & sabiendo que f(x) es derivable en x=0.

60 Sea f la funcién definida por f(x) = {

b) ;Tiene puntos singulares?
a) Exigimos la continuidad y derivabilidad en x = 0.
Veamos la continuidad:

lim (x+2e7) =2

x—0

lim alb—x=alb
x—0*
Cuando ayb =2, la funcién es continua ya que ZZ%O fx) =£(0).

Veamos la derivabilidad:

1-2¢% si x<0 f(0)=-1 iy
f(X)= _7‘151 X>0_) f/(0+):—_ﬂ_>_1_

20b—x 20 2b

Si se cumple la condicién anterior serd derivable en x =0 ya que coinciden sus derivadas laterales.

a«/!;:Z
a -1 —)d:2, éZI

206

x+2¢” si x<0

La funcién queda asi: #(x) =
1 f() {Zs/l—x si O0<x<1
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1-2¢% si x<0

Suderivadaes: f'(x) =1 _1
y1—-x

b) Los puntos singulares solo pueden estar en el primer trozo ya que la derivada no se anula cuando
x20.

si O0<x<1

'*)=0 > 1-2¢%=0 = x=/m2>0 (estepuntonoesvalido porqueno perteneceal intervalo
p porq %
de definicién)

Luego no tiene puntos singulares.
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1 a) Escribe la ecuacién de la tangente a la siguiente curva en su punto de inflexién:
F@) =3x% - (x+2)3
b) ;Existe algtn punto en el que la recta tangente sea paralela al eje X?
a) Hallamos el punto en el que se anula su segunda derivada:
F(x%) = 6x = 3(x + 2)?
f'(x)=6-06(x+2)=—6x—06
f'x)=0 -5 -6x-6=0 = x=-1

Observamos que la funcién pasa de concava a convexa en el punto de abscisa x = —1 estudiando el
signo de la derivada segunda. Luego en x =—1 hay un punto de inflexién.

x=-1, f(-1)=2, f'(-1)=-9
La recta tangente en su punto de inflexiénes y=2 - 9(x + 1).

b) Los valores de x en los que la recta tangente es paralela al eje X son aquellos en los que se anula la

derivada de f
F)=0 = 6x-3(x+2?%=0 = x2+2x+4=0 — No tiene solucién.
Por tanto, no hay puntos con tangente horizontal.
‘s 2 +hx+4 .
2 Dadala funcién f(x) = =577~ se pide:
x"—4x+3
a) Sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
b) Miximos y minimos relativos.
a) Calculamos el dominio de la funcién:
x?—4x+3=0 > x=1, x=3

La funcién no estd definidaen x=1 y x=3. En estos valores no es continua ni derivable. El domi-
nio de definicién es IR — {1, 3}.

£ = _ldx+28

(x* — 4x +3)?
fx)=0 > -14x+28=0 — x=2
f'>0 . f'>0 . f'<0 . £<0

71 T2 T~ 3 T~
Los intervalos de crecimiento son (—oo, 1) y (1, 2).

Los intervalos de decrecimiento son (2, 3) y (3, +o0).
b)x=2, f(2)=-8

En el punto (2, —8) hay un médximo relativo.
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3 Las funciones f(x) = A+ ax? + bx y gx) =x— cx? pasan por el punto (1, 0). Determina los coefi-
cientes a4, by ¢ para que tengan la misma recta tangente en dicho punto y calcdlala.

* Pasan por (1, 0):
) =1+a+6=0 (1)
g)=1-¢=0 = c=1
* Tienen la misma recta tangente en ese punto:
F) =4 +2a+b
gx)=1-2cx=1-2x
f1)=g'1) > 4+2a+b=-1 (2)
Resolvemos el sistema compuesto por las ecuaciones (1) y (2) y obtenemos:
a=-4,b=3

La recta tangente € y=—x+ 1.

4 El nimero de personas ingresadas en un hospital por una infeccién después de ¢ semanas viene
dado por la funcién:

350¢ .
N@)=—=22"" siendo £20
2 22 -3t+8

Calcula el miximo de personas ingresadas y la semana en que ocurre. ;A partir de qué semana,
después de alcanzar el mdximo, el namero de ingresados es menor que 25?

* Para calcular el méximo, derivamos e igualamos a cero:

350 (242 — 3¢ +8) — 350¢(42 —3)  350(-2¢*+8) _

N'(z) =

(212 -3¢ +8)? T (22-3r+8)2

5 , < t=-2 (no vale, pues #20)
— 2t°+8=0 - t°=4

_ _ 350-2 _
r=2 _91V@)_2-4—3-2+8_70
El nimero mdximo de personas ingresadas es 70, y ocurre en la 2.2 semana.
« Hemos de ver cusndo —23206 . 25.

22 —3r+8

350¢ < 502 — 75¢+ 200 — 50£2 —425¢+200>0 — 22— 17t+8>0

Resolvemos la inecuacién:

r=8
f@)=202-17r+8=0<_
t=0,5
fle)>0 . fle) <0 . fle)>0

0,5 8

f(£) >0 para z€ (0;0,5) U (8, +).

Después de alcanzar el mdximo en #=2, a partirde 7= 8, el nimero de personas ingresadas es menor

que 25.
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5 Sea B(x) = ax + byx la funcién de beneficios de una empresa. Sabemos que el beneficio méximo
es 50000 euros y se obtiene si x = 100 unidades producidas. Calcula 2 y b.

B(x) = ax + byx
Sabemos que B(100) =50 y B'(100) =0
B(100) = 1004 + 106 = 50

B'()=a+ 2% N B’(100)=a+%=0

Resolvemos el siguiente sistema:

1002 +106 =50
b b

d+%=0 — ﬂ:—ﬁ

b - b, 4 _ _ 10 o1
100( 20>+105—50—> D +b=5 — —b+2b=10 — 6=10; a 2
Por tanto, B(x):—%+10«/;.

6 En un parque natural, el tamafio de una poblacién de aves se ajusta a la funcién:

t>-8t+50, 0<r<10

N = 95—@, £>10
con N(z) encientosy ¢, en afios.
a) ;A partir de qué afo crecerd el niimero de aves?
b) ;:Es minima esa poblaci6n algiin afio?
©) ;A qué valor tiende la poblacién con el paso del tiempo?
d) Calcula el intervalo de tiempo en el que la poblacién se mantiene entre 5000 y 7 500 aves.
a) La funcidn estd definida por intervalos mediante funciones continuas en sus respectivos intervalos de

definicién.

- (95 - 250) ~ N(10)=70
10* t

En #=10 también es continua, ya que /im (2 -8t +50)= [
r—> 10" t—
2t—8 si 0<z£<10
N'(¢) =250
t2

si £>10

La derivada solo se anula cuando 27— 8=0 — ¢=4.
A partir de ese instante, la derivada es positiva cuando 4 < #< 10 y cuando 7> 10. Por tanto, la
poblacién crecerd a partir del cuarto ano.

b) La poblacién es minima cuando #=4 yes N(4) = 34, es decir, 3400 aves. Esto es debido a que la

funcién decrece cuando 0 < <4 y alo comentado en el apartado anterior.

c) Para hallar ese valor calculamos:

lim <95 - @> =95
- t

t +o00

Es decir, con el paso del tiempo la poblacién tiende a ser de 9 500 aves.

d) Como N(0) = 50, la poblacién empieza siendo de 5000 aves. Desciende hasta las 3400 cuando
t =4 vy a partir de ahi crece. Cuando 7= 10, la poblacién es de 7000 aves, como se ha visto en el
apartado a). Para que alcance las 7500 debe cumplirse que:

75.95-20 5 ,_25 155
t 2

Por tanto, la poblacién se mantiene entre 5000 y 7500 aves cuando 0 <7< 12,5.
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7 Se quiere construir una caja con tapa que tenga el mdximo volumen y que sea el doble de ancha
que de larga. Se dispone de 30 m? de chapa. ;Qué medidas de largo y de ancho debe tener la caja?

Llamamos x al largo e y al alto. Entonces, el ancho es 2x.
Por tanto, la cantidad de chapa usada es 6xy + 4x? = 30.
Queremos que la funcién volumen sea maxima — V= 2x-x -y = 2x?y maxima.

30 — 4x2 _ 15 — 2x?

Despejamos y en la primera igualdad: 6xy + 4x* =30 — y= c 3
x x

2 1522 2x(15-2x) _ 30x — 4x
3x 3 3

y sustituimos en la funcién volumen: V'= 2x

Derivamos e igualamos a cero:
V'=10-4x% V'=0 > 10-4x2=0 — x= —\/g (no vilida), x = \/g

Como V'"'=—8x es negativaen x = ,/%, en este valor hay un méximo relativo.

Las dimensiones pedidas son: largo = \/% m; ancho = 2 \/% =10 m; alto = 10 i\/% m
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